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П.Г.Овчинников 

МЕРЫ НА ЛОГИКАХ ГДЦДЕРА И МАРШАНА 

Пусть ть 9 I еЖ , п *2 , I >2 ; W^tz • / и пусть О * 
"\0, . . . в .Множество С? есть группа относительно сложе 
ния по модулю /У . Через 27 обозначим наименьший ^ -класс 
подмножеств множества Q , содержащий все множества видаТ^/Г*-

, где /f £ £? [ I], Через Р(О) обозначим, алгебру 
всех подмножеств множества О . 

Т е о р е м а , . I). Любой заряд на Z продолжается до заря­
да на Р(О) . 2). Если ть или гг^1^2 , то любая мера на 
27 продожается до меры на P(Q) 3). Если /£ , Z >6 , то 

существует мера на 27 ,- которая не продожается до меры на 
З а м е ч а н и е . Утверждение I) .равносильно теореме I [ I ] . 

Мы приводите другое доказательство. Утверждение 2) в работе [ 1 } д о -
казано для частного случая Z -2 (теорема 2). К сожалению, в т е ­
ореме 3 [ I ] ошибочно утверждается, что если I *6 , то на Z су­
ществует мера, которая не продожается до :я.еры на P(Q) (на са­
мом деле это так лишь при п^2 ) • Для случая п = 5 в [ I ] 
говорится, что на Z существует мера JU , для которой 

^9Ъ ,«3 f 29S92,39 2,6). Покажем, что такой ме­
ры jk на 57 не существует. В противном с л у ч а е у ^ ( ( / Д ^ ] ) - / ^ ^ ^ ) ~ 

^О~р({1,2АУА({оАА) = М-0~5~-1 кО -противоречие. 
Д о к а з а т е л ь с т в о I ) . Пусть W и V - вектор­

ные пространства всех (вещественных) зарядов шРСО) и Z 
соответственно; линейное отображение б'. W V ставит в соот­
ветствие каждому jU elV его ограничение на И . Пусть flC€: 
Кег б и J U ( U ) ) ^ . . = J U ( { £ ~ A ) ^ 0 . Легко видеть, что тогда ju=0. 
Следовательно, dim /Сетб ^1 -У . Пусть $ £ V и -=• 



= )(In^ ) = # • Тогда, как легко вздеть, ^ = г? . Поэтому a???? ̂  
^N-i . Таким образом, dznt ЗСеъб +afi<m V ̂ /Y^di'rn //= <£т%Ьгб+. 
+d£in Jmd. Отсюда Jm£~Y . Утверждение I) доказано. 

Теперь нам. понадобится явное описание атомов в 2Г • Оказы­
вается, при и атомами в 2Г • являются произвольные / -
элементные подмножества в , элементы которых имеют разные 
остатки от деления на L . Для каждого & е 10 положим. = 
=\tfeQ\/c = z (modL)\ • Рассмотрим, множество А^^о>о9<^_^Д| • 

е Я- (беjQ} . Через б обозначим группу всех перестановок 
множества J . Пусть (ре о * Определим продолжение перестановки 
(р до перестановки ф множества Q так, CpOWJl) ^=ср(с) *rjl 

(cel,je{0f...\n-f}) . Положим Аф~\ср(1к) \ /с е Q) . 
Л е м м а I . Пусть п >3 ; Cp,<f> е S и 9̂  получается из 

транспозицией двух соседних символов. Предположим, что / ^ с Г . 
Тогда <=27 . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть /с eQ . Пусть <*<г^. 
таково, ™<frG)=q?(i+i)9tyfad^ v 

\i 9i+i\) • Возможныслучая':&)kfLki+i ; б ) /Г£у?^у . В 
" случае а ) , очевщщо, ^ (̂ ./̂ ) = ф ^ ё ) ^ ^ . 

Рассмотрим случай.б) . Положим 

X e ^ f Ьс.л:*/*/, tc±L+2 * ...,'/е+21-*\) у У e£"(l, , .... /г-^) . 
Пусть c ) - теоретико-множественное дополнение в О . Дизъюнк -. 

/ тное объединение подмножеств в Q будем, обозначать знаком.-v . 
Тогда 

Следовательно, X е27 и У е Z . Далеег, Я'?*^ ^0 в' 
силу того, что ^><3 . Очевидно,X^У^(рСТ к_ £)+<рCI^WCI^). 
Теперь имеем . 



(ty(IK-t)*4(I^y(IK*-l,+ 30 e% . Леша доказана. 

Л e м м а 2. Если гъ >д , то <^27 для любой С/?^»?. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . По определению Z , имеем 
с: 27 « Как известно, любая (ре$ получается из ггУ_ 

несколькими транспозициями двух соседних символов. Теперь приме­
ним лемму I . ' 

1 е м м а 3. Если п ъд или п ̂ L ~2 , то / / есть мно­
жество всех атомов в 27 . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Случай п = ^ тривиален. 
Пусть . Достаточно, очевидно, показать, что А <^27 .Пусть 

в Положим J = nTJl-/tOe&>-, 
n~f)). Очевидно, 10~ Т0 4- £ -V у . Для любого / ' е[0,.я 

fi-{\ пусть t^cazd . Положим. , ^ £ ^ 
€ ( / , . . . , / & } ) . Пусть ^ , , . . . , с ^ е / таковы, что 

^1^.^, «Гг}(j,e{(?9i„frZ'A)- Определим 9? £Г J так: ср/гО^ 

~ i p . Легко видеть, что [сдо ,..., = ) *~ 

*Ч(1г2Ч>+ ^ ^ ^ ' ^ ^ ^ ^ - ^ ^ В с ш ц г л е № Ы 2 4-с^* 
Следовательно \ сд О У . . . у сО^^\ е 27 . Леша доказана. 

Д о к а з а т е л ь с т в о 2 ) . Пусть j - мера на 27 .В 
силу I ) существует jiteW такой, что 6fju) . Для каждого 
iel0 пусть е таково, что ju(\o)X)^mm at, (\ а)\) . 

J 

Определим. JUq е W ,.. полагая 

Положим fll =ju -*-ju0 . Легко видеть, что р1оелег б , поэтому 
<2(у# ) = V . Покажем, что JU* есть мера. Пусть &)е0 „ В о з ­
можны 2 случая: а) о ) е Л?,- , где ^ б - | / , ; б).й)еЯа . 

Случай а ) , Очевидно, Jf*C{ajJ)> 0. 
Случай б ) . По лемме 3, имеем ...,<£>, ̂ ^ 2 7 • Следо -



ватедьно, ju *( [й)\) -

М^,..., *0^. Итак, ju* ~ мера на PCQ) . 
Нам. осталось рассмотреть лишь случай и ^ 2 , / » J . 
1 е м м а 4 . Е е л и ; з = ^ , то 27 =4̂ , £ , ̂ 4 ^ * 0 } . В 

частности, если п^2 , / , то A </Z . ' 
Доказательство очевидно» 
Д о к а з а т е л ь с т в о 3 ) . По лемме 4-существуют 

<Гс£б"(б е!0) такие, что й^у^ ^27 • Определим заряд 
у # с У , полагая /г(Щ]) = -/(*€ I0) ,JU(\O)\)-1(U)eQ\ 
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