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СТРУКТУРА КРИВИЗНЫ ПРОСТРАНСТВА-ВРЕМЕНИ 

В. Р. Кайгородов 

ВВЕДЕНИЕ 

Содержание данной статьи составляет: (1) краткое /изложе­
ние структуры строения связанных рекуррентными соотноше­
ниями операторов тензора кривизны и его ковариантных .произ­
водных для n-мерных римановых пространств произвольной сиг­
натуры; (2) установление структуры их совершенных алгебр 
голономии; (3) рассмотрение .полусимметричес-ких я s-симметри-
ческих пространств, не сводимых к симметрическим; (4) сводка 
результатов по классификации полей тяготения в ОТО с рекур­
рентной структурой тензора Римана. 

Все рассмотрения в основном 'ведутся в рамках римановых 
многообразий Vn класса С", где ri=-s+4, s — порядок ковари-
антного дифференцирования тензора кривизны Ram или тензо­
ра Риччи Rih=gjlRiijhi исследуемого пространства с фундамен­
тальным метрическим тензором gik- В тех случаях, когда г=оо 
или Vn имеет структуру аналитического многообразия, оговари­
ваемся особо. Всюду ниже• ковариантаая •производная обозна­
чается запятой, в остальном придерживаемся стандартных 
обозначений, принятых в теории римановых многообразий. 

§ 1. ОПРЕДЕЛЕНИЯ И ОБЗОР ЛИТЕРАТУРЫ 

О п р е д е л е н и е I. Пространства Vn назовем строго рекур­
рентными s-ro порядка и обозначим символом Ж>п

в, ©ели тензор 
кривизны пространств удовлетворяет условию: 

Ri jkt,tnl + 

+ •"-"•... .от. Ri 0 .1) 

г д е Qmtm,...ms¥*Q> ®m,...ms,--',®ms — anpHOpH п р о и з в о л ь н ы е 
тензоры соответствующей валентности. 

О п р е д е л е н и е 2. Предельный случай 25,/-пространств, 
когда тензоры рекуррентности Q% . . .B j , &m,...ms &ms тож-
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дественно равны нулю и соотношения (1.1) имеют вид: 
й д и л - . - ш ^ ^ А . ^ Д , , , Qmi...ms^0, (1.2) 

называем ^--пространствами и л и пространствами s-рекуррент-
иой кривизны. 

Тождества Бианки, продифференцированные ковариантно 
(.S--1) раз, с использованием ( 1 д ) ПрИВОдЯт к соотношениям: 

Ru\kl®mt\ma...ms = 0. (1.3) 
Если ввести в рассмотрение -£-—-• векторов вида; 

*тв=^тПя...т hm\..hm\ (1.4) 
<я) sa% as 

где {hm} — векторы репера в точке общего положения прост-
а 

ранства Vn, (а) —собирательный индекс, a2,..., as= hit, и 
символом X обозначить линейную оболочку, натянутую на си­
стему векторов Щ, то из ( 1 . 3 ) следует, что любой вектор 

(а) 
t& удовлетворяет условиям: 

Нщм*т\=*0. (1.5) 
Расширим класс рассматриваемых римановых многообразий, 

объединяя класс ©/-пространств и класс пространств V„, 
удовлетворяющих условию (l.l), когда Qmim,...ms=0, но остав-
ляя в силе выполнение соотношений (1.5). 

О п р е д е л е н и е 3. Пространства Vn, для которых выполне­
но (1.1), где -.Wi»...»».!. —О» а тензоры рекуррентности Qm,...m^ • • • 
..., Q,„ .— априори произвольные тензоры соответствующей 
валентности, и существует, п о крайней мере, одно не нулевое 
векторное поле, удовлетворяющее условиям (1-5), назовем 
слабо рекуррентными пространствами s-ro порядка. 

Класс V„, состоящий из строго рекуррентных и слабо 
рекуррентных пространств s-ro порядка, обозначим символом ©,,-. 

Частным случаем слабо рекуррентных пространств, когда 
Rce тензоры рекуррентности равны нулю и, следовательно, 
кроме (1,5), выполнено: 

JRlJkl, mimg . . . ra , = 0. (l-6) 
являются s-симметрические пространства Vn, обладающие 
.Ж-оболочкой. 

Класс пространств, состоящий из ^„--пространств и s-сяи-
метрических Vn с оболочкой £&, обозначим, следуя Уолкеру, 

* 
символом СКп'. 

С одной стороны, пространства CKn
s составляют предельный 

частный случай ©/-пространств и поэтому результаты, касаю-
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щиеся пространств 25/ как общего класса, справедливы и для 
.^„--пространств. С другой стороны, их особое предельное-
положение приводит к тому, что определенные выводы имеют 

* 
место ЛИШЬ для рассматриваемого класса -^./-пространств,, 
что будет каждый раз отмечаться особо. 

О п р е д е л е н и е 4. Тензоры и скаляры вида: 
Hl!lilmlrni...mw_imlp

==4PRiJkt, [mim-] [Я1ат<1...[т2р_1тг.)] » 
Kikmimz...mip_1m2p — g' Hи'Ыггцт,,...mip_lm2p^ 

ijktmi...m 
4Jp = n liklm1...mipn , 

xp— r<ikml...mip'\ i 

при условии, что 2p может принимать значение 0, 2, 4 , . . . , на­
зываются, соответственно, тензорами и скалярами Бохнера I и 
II рода порядка р. 

Рймановы пространства подразделяются на классы в зави­
симости от тождественного обращения в нуль тензора Бохнера 
I рода порядка р. 

Определение 5. Пространство Vn называется 1/2р-с»м-
метрическим (р=1, 2 , . . . ) , если тензор Бохнера 1 рода {поряд­
ка р на многообразии тождественно равен нулю. 

В. частности, когда р—-\ и, следовательно, выполнены 
условия: 

0. (Г7) 
рймановы пространства называют полусимметрическими. 

Переходя к обзору работ, посвященных исследованию про-
странств .25/, сразу же отметим, что большинство авторов 
цитируемых ниже статей занималось рассмотрением при s = l 

* 
и - s-= 2 пространств ^/-предельного частного случая общего 
класса пространств 25/. Известна лишь работа Кумера [43],. 
где решаются вопросы установления инвариантно-тензорных 
признаков для строго рекуррентных пространств 25„2 с поло­
жительно определенной метрикой. 

Что же касается порядка рекуррентности s > 2 , то имеется 
ряд статей Такено [85] —[89], рассматривавшего обладающие-
сферической симметрией четырехмерные пространства ЯГ/ ( s > 2 ) 

# 
сигнатуры Лоренца и //-пространства С№£, фигурирующие 
в общей теории отнооительности под названием пространств Пе­
реса. Такено удалось записать определяющие уравнения рекур­
рентности для выделенных специальных типов лореяцевых про­
странств и показать существование пространств Ж£ (s>2 ) , не 
сводимых к рекуррентным многообразиям порядка Si<s. 
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В 'более поздней работе [90] Такено решил подобную задачу 
-для класса лоренцевых пространств V4, допускающих абелеву 
трехчленную группу изометрических движений с трехмерными 
.временииодобными орбитами. ,„ 

История исследования пространств Жп" начинается с рас­
смотрения и изучения класса симметрических римановых мно­
гообразий. Симметрические римановы пространства впервые от­
метил и исследовал П. A. Широков [20]. В последующие годы 
важность изучения такого класса пространств была подтвержде­
на известными работами Э. Картана, показавшего, какую суще­
ственную роль играют симметрические пространства в теории по­
лупростых групп Ли [17]. В работах [21], [22] П. А. Широко­
вым были изучены и найдены симметрические конформно плос­
кие V,-. произвольной сигнатуры, а также симметрические 
пространства первого класса погружения. 

Вопрос о симметрических пространствах Эйнштейна лорен-
цёвой сигнатуры был решен A. 3. Петровым [19]. В 1968 году 
были указаны race симметрические У* сигнатуры -±-2 [28]. 
В последнее время эта задача была решена для римановых мно­
гообразий сигнатуры ±(п—2) в общем случае [3]. Что касает­
ся симметрических Vn с сигнатурой, отличной от лоренцевой, то 
здесь можно указать на работы Уолкера [96], [97], где опреде­
лялись метрики четырехмерных симметрических гармонических 
пространств нулевой сигнатуры, и В. Н. Абдуллина [1], рас­
сматривавшего вопрос о метриках симметрических V4 произ­
вольной сигнатуры. 

Интерес к пространствам рекуррентной кривизны возник в 
связи с задачей Адамара: нельзя ли развить теорию гравита-
статики и электростатики в духе законов Ньютона и Кулона в 
рамках римановых многообразий? Ее решение привело к рас­
смотрению гармонических римановых пространств, которые бы-

.'лп разделены Уолкером на центрально-гармонические, вполне 
«гармонические и простогармонические. 

Простогармонические Vn яри n=2 и п —3 являются плосш-
•ми пространствами. При п=4 Рузе [73] указал метрики просто-
.гармонических .пространств, ОТЛИЧНЫХ ОТ плоского пространства 
и тензор кривизны которых удовлетворял рекуррентному соот­
ношению: RiijWim-=HmR4jw. ^тФО. Так был л оставлен вопрос об 
изучении пространств рекуррентной 'кривизны, которые Рузе 
назвал «каппа-пространствами». Он же первый нашел все Хз1-
иространетва [74] и все простогармонические пространства Ж£ 
[75]. 

K этим работам тесно примыкает работа Уолкера [96], где 
решалась задача установления вида тензора кривизны CfCn

x-
пространств, допускающих систему из г ( г < л —2) ковариаит-
ио постоянных векторных полей. Уолкер разбил пространства 
£f£n

x в зависимости от числа ковариантно постоянных векторов 
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* 
допускаемых пространством, на простые Cf£n

l (г-= п—-2) и не 
простые ^n{r<tt — 2). Вслед за работой Уолкера Моджи [56] 
исследовал не простые .^-пространства, являющиеся прост­
ранствами Эйнштейна с нулевым тензором Риччи, 

Перенося идею рекуррентности тензора кривизны многооб­
разия Vn на более высокие порядки, A. Лихнерович ввел в ли­
тературу и стал рассматривать пространства Жп

2, ограничи­
ваясь положительным мероопределением. Он доказал [46], что 
каждое компактное с ненулевой скалярной кривизной ^„--про­
странство (ds2>0) является Ж-У-пространством. Позднее Ро-

* 
тер показал [69], что все ^„--пространства с положительно 
определенной метрикой являются -^-пространствами, отказав­
шись от дополнительных условий компактности многообразия 
и не обращения в нуль скалярной кривизны. Он же положил 

* 
начало исследованиям пространств .3.V с неопределенной мет­
рической формой, перенося задачи Уолкера на случай s = 2 [70]< 
Для пространств CfCn

2{Rljkl, pq=apqRi!hl, аркфО) Ротер устанав­
ливает, что, если один из скаляров 01-=ap-a-o'? или б2 — ар-° не. 
обращается в нуль, то тензор кривизны строго 2-рекуррент-
ного пространства с ненулевой скалярной кривизной R может?" 
быть выражен только через R и тензор Риччи. 

Чаудхури в статье [31] показывает, что если риманово про­
странство Vn, представляющее собой приводимое многообразие 
VmXVn-m (т>0, является Ж „--пространством, то при т > 2 
имеем: Уп — Ж„?хЕп-т, где Е„~т суть плоское пространство, а 
при т — 2—Vn=V2XE.,_2, где У2 —любое класса С двумер­
ное римапово пространство не постоянной кривизны, En_2 — 
плоское пространство. Там же доказывается утверждение-.. 
что всякое конформно плоское .^„--пространство имеет ска­
лярную кривизну, равную нулю. В 1968 году Провапович [68} 
обобщает эти результаты на случай полуприводимых Жп?-щ>о-
странств. 

В работе [32] Чаудхури исследует ^"„--пространства, являю­
щиеся в то же время конформно' симметрическими: Сде,-п!==0; 
где djki — тензор Вейля конформной кривизны, и доказывает^ 
что они непременно являются конформно ПЛОСКИМИ. В этой же 
статье рассмотрены свойства пространств Жп

2, допускающих 
«онкуррентные и копцпркулярные векторные поля. 

В последнее время наиболее важные результаты в 'исследо­
вании структуры кривизны Х-12-П'ростра'нств сигнатуры ±(п—2} 
были получены Томпсоном [91]—[93]. В первой работе, опи­
раясь на результат Чаудхури об обращении в нуль скалярной 
кривизны для каждого конформно плоского пространства Jjfn* 
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ж на тот факт, что след тензора рекуррентности равен нулю, он 
доказал теорему: всякое конформно плоское (пространство Жп

2 

(n>3) с неопределенной метрикой является однорекуррентным, 
•а каждое конформно плоское Х-Лпространство с 'положитель­
ным мероопределением суть 'плоское пространство. 

Этой работой было положено начало решению важной зада-
* 

чя в теоряии .ЖЛпространств с неопределенной метрикой о на­
хождении классов исследуемых многообразий, для которых име­
ла бы место теорема Лихнеровича—Ротера. Указанная пробле­
ма частично была решена Томпсонам для четырехмерных 
пространств 2-рекуррентной кривизны лоренцевой сигнатуры. 
Он доказал: если скалярная кривизна R •пространства-времени 
Ж? отлична от нуля, то теорема Лихнеровича—Ротера справед­
лива. Такой же результат был получен Томпсонам и для п-мер-
ных ^„--пространств сигнатуры равной ± (п—2). 

В случае, когда скалярная кривизна равна нулю, вопрос о 
* 

пространствах^",;2, сводящихся к .^„'-пространствам, остался 
открытым. Для четырехмерных пространств-времен с нулевой 
скалярной кривизной Томпсону удалось лишь показать, что 
они ОТНОСЯТСЯ к классу пространств комплексно рекуррентной 
конформной кривизны: ViJkl, m = <bmTljk[, где Vijkl = Cljhl-\-iCbku 
Cijki— тензор Вейля конформной кривизны, С */-.-•—•однодуаль. 
ный тензор Вейля, Фт — некоторый комплексный зектор рекур­
рентности. 

В 1972 году МакЛенаган и Лерой [51], а затем МакЛена-
тан и Томпсон [52] предприняли более подробное исследование 
пространств-времен с комплексно рекуррентной структурой тен­
зора конформной кривизны. Было показано, что искомые про­
странства относятся к типам .25 и JV диаграммы Петрова—Пен-
роуза, и была решена задача определения метрик исследуемых 
пространств в случае, когда вектор рекуррентности Фт являет­
ся вещественным. Тем самым, были получены обобщения плоско-
волновых решений уравнений поля Эйнштейна в ОТО, предло­
женных в свое время Пересом, Кундтом, Элерсом [6]. 

Перечисленный цикл работ затрагивает, на наш взгляд, 
одно из основных направлений в проблеме исследования про-

* * 
странств СКп

1 и Жп
2, состоящее в установлении структуры 

строения тензора кривизны, нахождении инвариантно-тензор­
ных характеристик и свойств рассматриваемых пространств, 

* 
в решении вопроса: при выполнении каких условий ^„--прост­
ранства являются пространствами рекуррентной кривизны бо­
лее низкого порядка. К упомянутому циклу исследований необ­
ходимо отнести работы ряда других авторов (см., например, 
[5], [34]—[37], [45], [57], [58]). Однако мы не останавливаем­
ся на ХОТЯ бы кратком описании их результатов по той причи-182 



не, что в данных статьях, как правило, предлагаются методиче­
ски улучшенные доказательства теорем и утверждений, полу­
ченные ранее в работах, выделенных нами в приводимом 
обзоре. 

Второе направление, связанное с вопросами рекуррентности 
кривизны пространства и изучением более широкого класса 
пространств, чем симметрические многообразия, вылилось в 
рассмотрение конформно симметрических, конформно рекуррент­
ных первого (Ci/ft/|OT — сотС/;Л-) и второго (C;/A.-,m„ — (amnCiJk[) 
порядков римановых многообразий СЖп*, проективно рекур­
рентных пространств WXn

l (Wl.m,m = (omWt.w, Wl.lu — тензор 
проективной кривизны), рекуррентных пространств аффинной 
связности, рекуррентных пространств Финслера. К этому на­
правлению ОТНОСЯТСЯ работы Моура [59], Мургеску [60], 
Гупта [40], Адати и Миязавы [24] —[26], Матсумото [49, 
[50], Прованович [67] и других [27], [29], [33], [44], [54 . 
В цитируемых работах устанавливаются условия того, чтобы 

* * 
C£Kn

s, ^^/-пространства (s-=-1, 2) были либо пространствами 
рекуррентной кривизны либо Риччи-рекуррентными, разбираются 
вопросы метризуемости рекуррентных пространств аффинной 
связности, решаются задачи существования рекуррентных 
гиперповерхностей в пространствах рекуррентной кривизны. 
Ряд работ посвящен исследованию свойств искомых многообра­
зий, допускающих торсовидные, конциркулярные, конкурентные 
или рекуррентные векторные поля [30] —[37], [39], [47], [42], 
[48], [49], [53], [55], [61]-[63], [65], [66], [71], [95]. 

Третье направление в теории многообразий рекуррентной 
кривизны составляет цикл работ, связанный с инвариантно 

# » # 
групповым исследованием пространств ffCn

s, CcfCn
s, WMn

s 

(s=\, 2) и пространств аффинной связности с рекуррентным 
тензором кривизны. Здесь необходимо отметить работу Глава-
того [41], рассмотревшего группы голономии и группы изомет­
рических движений пространств Жп

х, работы Ротера и Глодека 
[38], [39], [72], изучавших группы проективных и конформных 
движений, допускаемых рекуррентными пространствами, Така-
но [80]—[84], исследовавшего вопрос о группах аффинных дви­
жений в пространствах с рекуррентной структурой кривизны 
различных тийов и ряда других авторов [67], [72], [77] —[79]. 

В данном обзоре не приводятся упоминания и ссылки на 
многочисленные работы, которые посвящены различным теоре­
тико-групповым обобщениям симметрических многообразий, ос­
нованным на отказе от инволютивного характера автоморфиз­
мов группового пространства. Причина заключается в том, что 
вопросы аналитической характеристики тензора кривизны и 
коварнантных производных тензора кривизны исследуемых 
классов пространств еще мало изучены. Поэтому вопрос о том, 
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имеется ли какая-либо связь между групповыми подходами к 
обобщению симметрических многообразий и подходом, основан­
ным на выполнении более слабых требований для ковариант-
ных производных тензора кривизны (как это принимается в 
случае пространства .2>«')> остается пока открытым. 

В заключение обзора необходимо подчеркнуть следующее, 
Доказательства и выводы цитируемых выше авторов в теории 
.^„--пространств существенным образом опираются на тот 
факт, что порядок рекуррентности s=2. НИЗКИЙ порядок рекур­
рентности позволяет прямым счетом проверить выполнение тех 
или иных тензорных условий. Однако этот путь приводит к 
весьма громоздким выкладкам и неприемлем при исследовании 
рекуррентных многообразий при s>2. По этой же причине ими 
не были включены в рассмотрение 2-симметрические прост­
ранства. 

Нами [7] — [16] предложен метод алгебраической классифи-
* 

кации ^„"-пространств, который позволяет установить структу­
ру кривизны разбитых на определенные подклассы строго и 
слабо рекуррентных многообразий. Использование полученных 
результатов позволяет установить независимо от сигнатуры 
метрики и порядка рекуррентности ряд положений, из которых 
в качестве следствия вытекают утверждения вышеупомянутых 
авторов. Приведем в сжатой форме выводы о структуре кри-

* 
визны ^„'-пространств. 

§ 2. СХЕМА АЛГЕБРАИЧЕСКОЙ КЛАССИФИКАЦИИ 
И СТРУКТУРА КРИВИЗНЫ 

1°. Ряд полезных соотношений для тензора кривизны, тен­
зора Риччи и тензора рекуррентности Qmtm, • • • m

s пространств 
Ъп' может быть получено непосредственно из условий рекур­
рентности (1.1) и условий (1.5). 

Теорема 2.1. Для пространств 3)n
s выполнено: 

(a) R^RW-ARuW + R^O, ) 
(VRWiRnkRv-RRu^-O, 
(с) Ф1 - bMl>*lMiJhl + 4Y- =0 , ' 
(rf) T,—47-v-rl/-=-=0, 

mzMiJkl^2RilkRl]1-Ri
mRmjkl,Ti} = ±-RRij—Ri

mRmj-
Докажем, например, выполнение первого условия. Свернув 

(1.5) с Ri3kl и используя свертку (1.5) с g"~, gJlgim, получим: 
tmc5o + 4^ ' u t ' , ^ y / m = 0, 

откуда, в силу следствия: tmRmjkl = 2R/lltllh вытекает равенст­
во: tm(O0+R2—4^Ег

0)-—=0, что эквивалентно (a). 
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Теорема 2.2. Если для пространства 25/ тензор рекур­
рентности а„ьт,...т, равен нулю, то первый тензор рекурент-
ности симметричен по первой паре индексов: GL „ „ =--
= ^т,гтт,...т5- Данное условие всегда имеет место для cfcn

s-
пространств. 

Действительно, из дифференциальных тождеств Риччи для 
любого Vn следует (легко убедиться непосредственной про­
веркой), что Н1Шт1т, + Нк1ттг1] + Нт1т,1Ш=0. Если предва­
рительно продифференцировать эти соотношения ковариантно 
(s—-2) раза и использовать (1.1), то получим: 

(*) (*) (4) 
г д е • V m l Я ) - = Ц ш л l f f l l . . . , - A " ' • . . . hms. 

(b) sb, bs 

Применяя собирательные индексы бивекторного пространства 
(Л, .5 ,0 = 1,2 " ( я ~ 1 } ) , имеем: 

RABUC + RBCUA + RCAUB^O. (2.1) 
(») <*) (4) • ' 

Покажем, что UA=0, когда имеется хотя бы одна компо-
нента R-C, отличная от нуля. Если предположить обратное,. 
т. е. иаф® (а —фиксированный индекс), то из (2.1) при А = В= 
= С = а получим, что JRaa = 0, а при В = С = а (А— произволь­
ный индекс)—7?ла—0. Наконец, когда С=-а, А и В — произ­
вольные индексы, из (2.1) с учетом равенства нулю компонент 
RAa получим, что RAB = 0. Пришли к противоречию. Следова­
тельно, все UU —0. Последние' соотношения эквивалентны усло-

(*) виям симметричности. 
С л е д с т в и е 2.1. Для пространств ЭСп

х вектор рекуррент­
ности Qm суть градиент. 

* 
С л е д с т в и е 2.2. Пространства 3Cn

s ОТНОСЯТСЯ К классу 
1 / 2/?-симметрических многообра з ИЙ . 

* 
Из определения пространств 33n

s непосредственно следуют 
два следующих утверждения: 

(1) Не существует строго рекуррентных 5-го порядка про­
странств Vn

 co скалярной кривизной R = const-;-- 0. 
(2) Если пространства $„- (n>2) являются пространствами 

Эйнштейна (Rij = Kgij, к —const), то необходимо следует, 
что и — 0. 

Нижеследующая теорема решает вопрос о размерности обо­
лочки X, натянутой на совокупность векторов Щ, полученных 

(а) 
с помощью правила (1.4). 185 



Теорема 2.3. Максимальное число линейно независимых 
* 

векторов среди системы Ш в неплоском .2У-пространстве не 
(«) 

превышает двух. 
Доказательство этого факта вытекает из анализа условий 

(1.5). Предполагая, что число линейно независимых векторов 
в системе \t} превышает 2, скажем, равно трем, и выбирая 

(а) 
репер таким образом, чтобы линейно независимые векторы 
-.",.. (ст = 1,2, 3) имели вид: t(0),n = 5m, из (1.5) получим, что 
#ijlcl=Q. Если же с < 2 , то система уравнений (1.5) допускает 
нетрив иа льные решения. 

2°. Доказанная теорема является решающей для предла-
* 

гаемой ниже алгебраической классификации ^/-пространств. 
* 

Те пространства, для которых dim.2-=2, называем 25/(А)-
пространствами. Если же diraS = 1, то употребляем термин 
25/(В)-пространства. Можно доказать [11], что пространства 
25/ (А) подразделяются на три непересекающихся класса 
в зависимости от следующих ситуаций: (1) базис оболочки X 
составляют два неизотропных и ортогональных между собою 
вектора ^/(А^-пространства). В этом случае двумерная 
метрика X является невырожденной; (2) базис X составляют 
два взаимно ортогональных вектора, один из которых изотро-
пен, другой единичен (25/ (А-)-пространства). Двумерная мет­
рика X является вырожденной ранга 1; (3) базис X состоит 

* 
из двух ортогональных изотропных векторов (25/(А3) —про­
странства). Метрика X вырожденная ранга 0. 

* 
Пространства 25/(5) по аналогичному принципу подразде­

ляются на два типа в зависимости от того, является ли базис­
ный вектор t неизотропным (-^(^-пространства) или изо­
тропным (25/ (/^-пространства). 

3°. Как показано нами в [10], [11], для 25/(А.)-пространств 
(i —1,2,3) характеристика Сегре тензора Риччи определяется 
однозначным образом. В случае же пространств 33n

s(Bk) 
( k = l , 2 ) приходится дополнительно выделять подклассы в за­
висимости от вида характеристики Х-матрщы для тензора Рич­
чи. С использованием указанной классификации для каждого 
из типов А ь .8 (t = l, 2, 3; k = l, 2) могут быть доказаны 
следующие утверждения. 

Т е о р е м а 2.4. Скалярная кривизна R пространств 25/(А,_) 
необходимо отлична от нуля, а тензор кривизны и тензор 
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Риччи связаны условиями: 

-2^ijki=RikRji-Rtfijk- (2.2) 
Их структура строения следующая: 

(a) Rtjnt^jRe.e.y^V^ ( 6 ) ^ — 1 ^ ( 6 ^ + ̂ 0 ) , (2.3) 
где Vij=2kl,lj], {М}-базис X, k - -=e 1 =+1 , P = g 2 - - ± i , 
[к, i)=.0. 

Теорема 2.5. Скалярная кривизна R пространств J5/(A2) 
необходимо равна нулю. Структура кривизны описывается 
соотношениями: 

(а) Rijki^zVijVk,; (Ъ) Rtj^ekfij, (2.4) 
где Vij^lkvln, {к, /}-базис X, k--=O, i - - e 2 = ± 1 , (k, / )=0, 
e— ± 1, e= ± \. 

Теорема 2.6. Пространства 25/(A3) необходимо являются 
пространствами Эйнштейна с нулевым тензорЬм Риччи. Их 
тензор кривизны имеет строение вида (2.4а), где V-.--=2£i;in, 
{k, /}~-базис X, k2=--0, i- — 0, (k, i ) - 0 . ; 

Отметим три следующих факта, имеющих место для общего 
класса 25/(А)-пространств. 

Теорема 2.7. Пространства 25/(А) принадлежат к классу 
полусимметрических многообразий. Тензор кривизны и его ко? 
вариантная производная связаны с первым и вторым тензором 
рекуррентности следующим соотношением: 

Rljkra^[mtm,,]m,...ms-{-Rijkl, \m^mi)ml...ms = 0 . 

Теорема 2.8. Если первый тензор рекуррентности прост­
ранств .25/(А) симметричен по первой nape индексов, то он 
представим в виде: 

(1) (-) 
"OTim8m-...mJ-=kmik/n-!Am3...m„ + 2K(/j-1--m()-Amj...--i + 

(3) 
(2.5) 

где {k, /}—-базис 55, соотношения (2.5) с необходимостью имеют 
место для ^/(Л)-пространств. 

Теорема 2.9. В 25/(А)-пространствах существует система 
из (п—2) взаимно ортогональных векторов, являющихся базис­
ными векторами ортогонального дополнения к оболочке 5-, 
удовлетворяющих условию: hmRmjk[ = 0 (a = l, 2, . . . , п — 2). 

о 

Отметим, что для пространств 25/(А2) в их ч и с л 0 входит изо­
тропный базисный для X вектор k, для 25/(-^-пространств 
оба изотропных базисных для X вектора к я I. 
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4°. Что касается структуры кривизны пространств типа В, 
то укажем на две теоремы, благодаря которым удается в даль­
нейшем добиться подразделения рассматриваемых типов много­
образий на подклассы в зависимости от характеристики Сегре 
тензора Риччи. 

Т е о р е м а 2.10. Тензор кривизны 25„- (В^-пространств 
имеет следующее строение: 

RlJk[ = 2&(t[Rmtn + tlcRluttl, (2.6) 
где Rtk — тензор Риччи, t2--= е = ± 1 , .—базисный вектор X. 

* 
Т е о р е м а 2.11. В случае пространств 2)„S(B2) всегда 

существует такой симметричный тензор Sik ранга r < n , что 
выполнено: 

^«•*/ = 2(i£S / I /t*, + ^5M*t / I) (t----0). (2.7) 
Равенства (2.6) позволяют уточнить структуру строения 

тензора кривизны в репере за счет одновременного приведения 
пары форм, порождаемых метрическим тензором и тензором Риччи. 

Для пространств 25„-'(51) сигнатуры ±(n —2) (сигнатура 
Лоренца для /i-мерных пространств) имеем 5 подклассов в за­
висимости от характеристики тензора Риччи и нормы вектора t. 

Для тензора кривизны может быть дано его конкретное 
представление через (га.—1) простых бивекторов вида: V--= 
*=>tih,—-hit,, где {t, h) (o-=2, . . . , п.)—-векторы канонического 

<s а с 
репера. 

Приведем сводку результатов. 

Г Rtjki = 2j ^oVi]Vki, 
0 = 2 " О 

п 

где ^K^—^R-
в—2 

п 

2 'l ~ •• t 
п 

где 2-Vr-— —-д-Я-
0 = 2 

Ш. Rl]kl~(a.-$)Vi)VH+V2${Viykl + Viyla)-J 2 2 2 3 3 2 
п 

з з %&*4 х х 

где 2а + 2 ^ т + ^ - 0 . 
т-4 
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IV. RljH = X (J" J;jr„ + VtVH) + eVi}VH - J W ^ t t l 

- a - •" 3 3 -.=4 T t 

где 2^ + 2 > т + ! я — 0 , е-- ± 1 . 

V. R J ^ ^ ^ ^ ^ + f ^ w - ^ ^ ) + е ( 1 ^ + W * ) -
Я 1 4 3 

n 

где 3X+2.X, + -2-./? = 0, e=±l. 
T---5 

Аналогичная классификация может быть проведена для 
25„- (S-)-npocTpaHcTB с другими типами сигнатуры фундамен­
тальной метрической формы. 

Согласно теореме (2.7), класс пространств 2V(A) отно­
сится к классу полусимметрических римановых многообразий, 
являющемуся, в свою очередь, подклассом 1/2/?-симметрических 
Vn (р>2). Поэтому важно выяснить, не принадлежат ли 
^/(Б^-пространства к классу 1/2р-симметрических про­
странств при каком-либо конкретном значении номера р? Ответ 
отрицателен. Имеет место 

Т е о р е м а 2.12. l/2p-симметрических пространств 3)„s, 
относящихся к типу Bt, не существует ни при каком значе­
нии номера р (£>•=-, 2, . . . ) • 

Поскольку пространства CfCa
s относятся к 1/2р-симметриче-

ским пространствам, то как следствие данной теоремы полу­
чаем, что пространств ffCn

s, относящихся к типу E„ также 
не существует. 

Для пространств 25/(£2) из (2.7) следует, что тензор 
Риччи имеет строение вида: 

Rtk=Sttth-2S{ih), (2.8) 
где S = gikSik, Sj^Sjut11. Ранг тензора Риччи г < 2 и поэтому 
представляется целесообразным разбить класс пространств 
hn

s (#2)* на подклассы в зависимости от характеристики Сегре 
Я-матрицы (Rij — kgij) и ранга матрицы {Rtj). Рассматривая 
последовательно все три возможности, когда ранг (Rij) равен 
нулю, единице и двум, приходим в случае произвольной сигна­
туры к шести подклассам пространств 33n

s (В2ь) (•% = 1, 2 , . . .,6), 
относительно которых могут быть сформулированы и доказаны 
следующие результаты. 
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Т е о р е м а 2A3. Пространства 25/(E2;) (i —1,2) принад­
лежат к классу полусимметрических многообразий. Их тензор 
кривизны может быть представлен как квадратичная форма 
лишь от (п.—2) линейно независимых простых бичектооов 
Vn^tihj—htt, (<т-=3, . . . n): 
а а о 

п 

0,т=3 а х 

При этом 25/ (.521)-пространства суть пространства Эйнштейна 
(в (2.8) 5 = 0, ^ = 0), 25/ (.522)-пространгтва с тензором Рич-
чи вида Rij = Stttj (S-7--0). Скаляры Бохнера первого и вто­
рого рода любого порядка р = 0, 1,2, . . . тождественно равны 
нулю. 

Пространства 25/(523), 25/(524) характеризуются тем, что 
для них скалярная кривизна R^=0 и в (2.8) S — — ^/г,., где 

*. А2 — О, (A, t) = — 1. Пространства 25/(,323) выделяются тем, 
что для НИХ инвариант 5 = 0. 

* * 
Для пространств 25/(-S25), 25/(5--) как скалярная кривиз­

на, так и инвариант S в (2,8) равны нулю, но в случае под­
класса 525 Sj суть единичный вектор, ортогональный к базис­
ному вектору t, а в случае 52S—-Sy—изотропный вектор, 
ортогональный к базисному вектору. 

Во всех четырех перечисленных подклассах тензор кривиз­
ны суть квадратичная форма лишь от (п — 1) линейно независи­
мых простых бивекторов. Используя этот факт, удается дока-

* 
зать, что пространств 25/ (B2k) (k = 3, 4, 5, 6), относящихся 
к классу 1/2/>-симметрических Vn, не существует. 

Как следствие последнего результата и на основании 
теорем (2.7), (2.12), (2.13) получаем важнейшую теорему 
в теории ^/-пространств. 

•X-

Т е о р е м а 2.14. Пространства Ж/ суть полусимметриче-
ские многообразия, для них всегда выполнены условия (1.7). 

5°. Наконец, приведем основные результаты, касающиеся * * 
конформно плоских ^/-пространств и пространств CfCn

s. 
Т е о р е м а 2.15. Если конформно плоские пространства 

25/ (n>2) имеют скалярную кривизн^ отличную от нуля, то 
они относятся к типу Bv Тензор кривизны и тензор Риччи 
имеют следующее строение: 

п 2R , , г, (n—2)R /, , , е \ 
где t2~e= ±1. 
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Теорема 2.16. Всякое конформно плоское пространство 
•33/ (n>2), имеющее скалярную кривизну, равную нулю, необ­
ходимо относится к подклассу E22. Тензор кривизны и тензор 
Риччи имеют вид: 

Rijkt^^tyginkti], R,j=(n~2)A.tltj, 

где t2 = 0. Вектор t задает изотропно геодезическую конгруэн 
цию. 

Как указывалось, выше, тензор рекуррентности ^/-прост­
ранств (s>2) симметричен по первой паре индексов и для 
пространств типа А он имеет вид (2.5), а для пространств 
типа В он представим в виде Qmim....m — tmttmtOm,...mjs, где t — 
базисный вектор X, Фт,...т —априори произвольный тензор. 

* 
Каковы пространства £Wn

s в зависимости от того, равна нулю 
скалярная кривизна или отлична от нуля? 

Теорема 2.17. Если R=£0, то .^/-пространства суть про­
странства Xn

s{Ax). Их тензор кривизны удовлетворяет усло­
виям (2.2). Если же R = 0 , то ^/-пространства являются либо 
пространствами Эйнштейна и относятся к подклассам Л3> Вп, 
либо Rij==Stltj и они относятся к подклассу В22. 

Впервые на формулу (2.2) в случае пространств 2-рекуррент-
ной кривизны указал Ротер [69]. Однако, кроме требования 
не обращения в нуль скалярной кривизны, при доказательстве 
равенства (2.2) им были выдвинуты дополнительные условия, 
чтобы был отличен от нуля, по крайней мере, один из двух 
инвариантов: 0-,== {Omega}m.m.Qm""1, e.=C{cdot} Как следует из заключе­
ния первой части теоремы (2.17), дополнительные требования 
совершенно не нужны и результат Ротера переносится на слу­
чай пространств dcn

s Для любого натурального s лишь при един­
ственном условии не обращения в нуль скалярной кривизны. 

В свое время Прованович [67], используя метод Яно и Бох-
нера [23], доказала, что всякое компактное (ds2>0) прост­
ранство WrfczRj^O, являющееся пространством Эйнштейна 
и допускающее не гомотетическое инфинитезимальное конформ­
ное преобразование, суть пространство постоянной кривизны. 

Из теоремы (2.17) легко может быть получен в качестве 
следствия результат Прованович, но уже без дополнительных 
требований компактности многообразия и существования одно-
параметрической нетривиальной конформной группы Ли пре­
образований. 

Обратимся к рассмотрению конформно плоских s-рекуррент-
ных и .̂ -симметрических пространств. 
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Учитывая, что конформно плоских ^(^-пространств не су-
ществует, а также тот факт, что пространства .#:"„•" не могут 
принадлежать к типу Ви приходим к следующему выводу. 

Теорема 2.18. Всякое конформно плоское пространство 
ffCn

s необходимо имеет скалярную кривизну равную нулю. Оно 
относится к типу В22. 

Данная теорема обобщает результат Чаудхури [31], [32] о 
равенстве нулю скалярной кривизны конформно плоских 
'.̂ „--пространств на случай произвольного порядка рекуррентно­
сти s, включая также и й-симметрические многообразия. 

* 
Следствие . Всякое конформно плоское .^/-пространство 

с положительно определенной метрикой суть плоское прост­
ранство. 

Действительно, поскольку отличные от плоских конформно 
* 

плоские пространства Xn
s принадлежат к типу E22> то их мет­

рика с необходимостью индефинитная, так как базисный век­
тор оболочки X суть изотропный вектор. 

Таким образом, результат, указанный Томпсоном в рабо­
те [91] для конформно плоских ^„--пространств с ds2>0, спра­
ведлив для всех с положительным мероопределением конформно 
плоских s-симметрических пространств с линейной оболочкой .5? 
и пространств .̂.-рекуррентной кривизны при любом значении s. 

В заключение этого пункта приведем пример класса .--сим­
метрических многообразий {Riw,ml.,.mll=Q) лоренцевой сигна­
туры, не сводимых к (s —r̂ симметрическим Vn (r=l,2, . . . 
. . . , s— 1). Их линейный элемент имеет вид: 

ds* = - dx*—dx3' + 2d.*4 [dx1 + (a^xPx" + ppx") dx4], 
где pp—произвольные функции от x4, а функции apq суть по­
линомы степени (5 — 1): 

(1) (2) (s-\) (-) 

аР,= гпр^ху^ + гпрс^у-2-^ ... +/rep.7x4-(rWp?, 
где, в свою очередь, tnpq — произвольные константы 

(1) / = l , . . . , s ; p, ^ = 2,3), причем трг!Ф 0. 

§ 3. ГРУППЫ ГОЛОНОМИИ ПРОСТРАНСТВ £п 

Метод групп голономии является наиболее существенным 
из методов исследования структуры кривизны римановых много­
образий, так, согласно теореме Амброса —Зингера, операторы 
тензора кривизны и его ковариантных производных принадле­
жат алгебре голономии пространства. В данном разделе мы 
приведем ряд результатов исследования того класса строго 
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рекуррентных и слабо рекуррентных пространств 2У, для ко-
торых группы голономии являются совершенными. 

Всюду в дальнейшем рассматриваемые пространства счита­
ем односвязными. Известно [18], ЧТО В этом случае группа го­
лономии Gp связана как образ связного пространства петель 
при непрерывном отображении и поэтому вместо Ор можно 
рассматривать алгебру Ли голономии Гр. 

Говорят, что риманово многообразие обладает совершенной 
группой голономии, если вся алгебра голономии Гр порождается 
лишь операторами кривизны R(x, у) для любых х, yGTM. 

Результаты исследования структуры кривизны многообразий 
3)п* [10]—-[12] ПОЗВОЛЯЮТ ПОЛНОСТЬЮ решить вопрос о классе 
^„--пространств с совершенной группой голономии. Приведем 
основные утверждения. 

Т е о р е м а ЗА. Если группа Ор является совершенной 
ж 

группой голономии пространства 33n
s, то ее порядок удовлет 

воряет неравенству 1 < р < « — 1, а генераторами являются 
простые бивекторы вида: Blj = 2t{ihn, где tQZ, {Л}—.система р 

а, а а 
линейно независимых ковекторов. 

Теорема 3.2. Если группа голономии пространства 
2)n

s(A) совершенна, то р = 1 исходное многообразие суть 
# 

пространство !Kn
l (A). 

Тем самым вопрос о рекуррентных многообразиях типа А 
с совершенной алгеброй голономии полностью решен, так как 
виды линейных элементов для йУ(Л)-пространств при s = \, 2 
установлены в работе [12] (см. § 4). 

Требование, чтобы группа голономии для многообразий 
класса Вг была совершенной, приводит нас к противоречивому 
условию: dim-52>l, в то время как для рассматриваемых про­
странств dlm£ = l. Таким образом, для пространств 33n

s(Bi) 
группа голономии не может быть совершенной. 

# 
Рекуррентные многообразия 3)n

s (В2) в зависимости от вида 
характеристики Сегре тензора Риччи, как нами показано вы­
ше, делятся на 6 непересекающихся подклассов. Для них 
могут быть доказаны следующие утверждения. 

Теорема 3.3. Если группа голономии Ор пространства 
hn

s{B2l) (i = l,2) совершенна, то она абелева и ее порядок 
1 < р < й — 2. Аналитические многообразия Юп*(В<ц) (г = 1,2) в 
данном случае необходимо допускают поле абсолютно парал­
лельного изотропного вектора, отличающегося скалярным 
множителем от базисного вектора t&. При этом .2V(-S2i) СУТЬ 

пространства Эйнштейна с нулевым тензором Риччи, а прост-
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ранства 3)/ (В22) относятся к классу риччи-рекуррентных рима-
НОВЫХ многообразий первого порядка рекуррентности. Если 
P<n—2, то на указанных многообразиях существует ровно 
(n—-2—-р) абсолютно параллельных векторных полей, ортого­
нальных полю t. 

Теорема 3A. Если группа голономии Gp пространства 
•-•-V(-92й) (k-=3, 4, 5, 6) совершенна, то 1<р<^—-1 и в неко­
тором базисе ее структурные константы имеют вид: 

Cia-О, С7« = бХ, С2р = 0 (a,p,Y = 2,3 р). 
Исследуемые многообразия необходимо допускают существова­
ние поля изотропного строго рекуррентного ковектора, являю­
щегося базисным для X (tmtk = ®ktm, ®кфЪ). Если p</i — 1 и 

* 
многообразие 2V (В2/.) (&=3, 4, 5, 6) является аналитическим, 
тона многообразии существует ровно (/г—1— р) абсолютно 
параллельных векторных полей. 

§ 4. РЕКУРРЕНТНОСТЬ ПЕРВОГО И ВТОРОГО ПОРЯДКОВ 

Ранее мы не фиксировали конкретное значение порядка 
* 

рекуррентности исследуемых пространств .25/, так как пред-
* 

ложенная алгебраическая классификация -^-пространств не 
зависит от порядка дифференцирования тензора кривизны мно­
гообразия. 

Однако если s зафиксировано, то исследуемый класс про-
странств .25„s при данном значении s может обладать дополни­
тельными свойствами по отношению к тем, что были установ­
лены в предыдущих параграфах. Это обстоятельство объяс­
няется тем, что, с одной стороны, представляется возможность 
использовать конкретные тождества для ковариантных произ­
водных тензора кривизны порядка s; с другой стороны, при 
некоторых конкретных значениях s без особых громоздких вы­
числений может быть проведен непосредственный анализ урав­
нений рекуррентности, что, как правило, приводит к установ­
лению дополнительных инвариантно тензорных признаков для 
кривизны искомых пространств 25„-. 

В данном разделе остановимся на рассмотрении рекуррент­
ных многообразий, когда порядок рекуррентности s равен либо 
единице либо двум. В этом случае наиболее ПОЛНО раскры­
вается преимущество использования алгебраического анализа 
рекуррентных пространств по сравнению с методами, применяв-
шимися при исследовании ^„--пространств Лихнеровичем, Роте­
рем, ТОМПСОНОМ И другими. Знание структуры кривизны 3)n

s-
пространств на основе их алгебраической классификации 
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позволяет кратчайшим путем получить ряд основных теорем-
из которых в качестве следствия вытекают не только резуль­
таты работ Уолкера, Лихнеровича, Ротера, Томпсона для Жп

1-
и . '̂„--пространств с положительным мероопределением или с 
метрикой сигнатуры ±(п—2), но и следуют подобного рода 
заключения для пространств hn

s и hn
s (s — 1 , 2) произвольной 

сигнатуры. 
Теорема 4.1. Пространства 25„2(А) необходимо являются 

Хп
х (Л)-пространствами и представляют собою, соответственно: 

(1) для типа Al — V2XEn^2, где V2 — произвольное двумерное 
риманово пространство, E„_2—плоское пространство размер­
ности (n —2); (2) для типа A2 — VsxEn_3, где 1/3 суть трех­
мерное пространство, допускающее поле ковариантно постоян­
ного изотропного вектора, E„_3 — плоское (п—-3)-мерное 
пространство; (3) для типа Аг — I/4XEn-4, где V4 суть 
четырехмерное пространство Эйнштейна (%ч=0) нулевой 
сигнатуры, допускающее два взаимно ортогональных кова­
риантно постоянных секторных поля, E„_4—плоское прост­
ранство (п — 4)-измерений. 

# 
Тем самым вопрос о пространствах 23„2 типа А полностью 

решен. В локальной карте их линейные элементы имеют вид: 
п 

(1) ds2 — А{х\ x2){exdxli'-\-e2dx2) + ^ea(dx0)2 

0---3 
я 

(2) ds2=exdx? + 2dxs {dxl + A (x2, JC3) d.x3) + 2 ee (dx<02 , 

n 
(3) ds2=2dx< (dxi _|_ dx2 + A (^з, XA) dxi) + 2 ea (dxa)2 

a-5 

где Л —произвольная функция своих аргументов, ек= ± 1 . 
Пример пространства, приведенного в конце второго пара­

графа показывает, что для пространств Юп
2(В) в общем случае 

теоремы о сведении 33п
2 (5)-пространств к классу однорекур-

рентных многообразий не существует. 
Так, например, для пространств <£jn

2(B2k) (£ = 1,2) с ис­
пользованием условий полусимметричности может быть доказана 

# 
Теорема 4.2. Пространства ЗЗп

2(В2к) (k=->l, 2) необходимо 
допускают поле изотропного ковариантно постоянного вектора,. 

* 
причем пространства Юп

2(В22) относятся к классу риччи-рекур-
рентных Vn(Ru,k=QhRij)-
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.• Однако для конформно плоских 2)„--пространств можно 
показать, что всякое конформно плоское пространство 29„2 суть 
симметрическое или однорекуррентное пространство. 

Томпсон доказал подобную теорему для конформно плоских 
.^„--пространств (два-симметрические пространства им не рас-
сматривались). Но каждое конформно плоское пространство OCn

s 

при любом s имеет скалярную кривизну равную нулю и отно­
сится к типу В22 (теорема (2.18)). Следовательно, результат 
Томпсона есть следствие указанного более общего факта. 

Аналогично может быть поставлен вопрос о снижении по-
рядка рекуррентности для .^„--пространств. 

Как показано во втором параграфе, при любом s '̂„•'-про­
странства необходимо относятся к классу полусимметрических 
римановых многообразий и принадлежат к одному из следую­
щих пяти типов: .згу (А,) (1 = 1,2,3), kn

s(Br,h) (k=-I,2). Сле-
дует также заметить, что среди пространств CfCn

s пространст­
ва CfCn

s(A1) и только они имеют скалярную кривизну отличную 
от нуля, пространства CfC„s(As), CfCn

s(B2l) являются пространст-
* * 

вами Эйнштейна (/•?- —0), а для пространств CfCn
s(A2), Cttn

s(B2i) 
скалярная кривизна равна нулю и тензор Риччи имеет строение 
вида: RlJ=S(x)tit], где t —изотропный вектор, S(x)=fcQ. 

Учитывая данное замечание и выводы теоремы (4.1), имею-
* 

щие место и для ^„--пространств, получаем следующее 
утверждение, из которого, в частности, вытекают результаты 
фабот Лихнеровича, Ротера, Томпсона о снижении порядка 

# 
:рекуррентноста для ^„--пространств. 

Т е о р е м а 4.3. Если скалярная кривизна R пространст-
ва Жп

2 отлична от нуля, то независимо от сигнатуры такие 
.пространства являются однорекуррентными ^„'-пространствами. 

Тем самым дополнительные требования компактности, поло­
жительности мероопределения или наличия сигнатуры (-]—... 
. . . - ) для пространств $Г„2 со скалярной кривизной неравной 
нулю, при которых доказывалась данная теорема в сзое время 
Лихнеровичем, Ротером и Томпсоном, полностью снимаются. 

В заключение обратимся к работе Номидзу [63], где был 
поставлен вопрос, не сводится ли класс полусимметрических 
римановых многообразий ЛИШЬ К классу симметрических У„? 

Анализ результатов, полученных в данном параграфе, 
и примеры .s-симметрических пространств, указанные в § 2, 
.приводят к выводу, что ответ на поставленный вопрос отри­
цателен, так как, даже ограничиваясь порядком рекуррент-
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ности .s--=1,2, видим, что класс полусимметрических римановых 
пространств содержит в себе помимо симметрических Vn также 
^„'-пространства, 2-симметрические V„, не сводящиеся к сим-
метрическим, -"„--пространства типов £21, 522. 

Таким образом, проблема, что же собою представляет класс 
полусимметрических V„, остается пока нерешенной. В связи 
с этим возникает вопрос, не эквивалентен ли класс полусим-
метрических пространств объединению класса симметрических 
пространств и пространств -25/ типов At (i-=l, 2, 3), B2k{k = 
•=1,2), относящихся, как нами установлено, к полусимметрет-
ческим римановым многообразиям? 

§ 5. КОМПЛЕКСНО-РЕКУРРЕНТНЫЕ 
ПРОСТРАНСТВЕННО-ВРЕМЕННЫЕ МНОГООБРАЗИЯ 

В теории тяготения Эйнштейна гравитационное поле прояв­
ляет себя через тензор кривизны пространства-времени и его 
ковариантные производные. Этот факт становится особенно 
наглядным, если выбрать нормальную систему координат с на­
чалом в некоторой точке М~ и рассмотреть разложение метри­
ческого тензора в данной системе координат [19]. Если в неко­
торой области пространства-времени /?.,-.•,-----О или J?JiW,ra-= 
= QmRnhi, то потенциалы поля gih(x) определяются лишь через 
компоненты тензора кривизны, вычисленные в точке М0 и для 
окрестности этой точки можно говорить о «постоянном» поле 
гравитации. Следующим шагом является ситуация, когда по­
тенциалы поля в окрестности точки М0 определяются лишь че­
рез тензор Римана и его первую ковариантную производную. 
Следуя аналогии, основанной на сопоставлении тензора Макс­
велла в электромагнетизме и тензора Римана в гравитации (см. 
подробнее в [4], [6]), мы придем к обобщению плоско-волно­
вых решений в теории тяготения Эйнштейна, если будем ис­
следовать поля тяготения с комплексно рекуррентной конформ­
ной кривизной 

rWl«=--Umr /yW, (5.1) 
где Тчы — Ст + 1С*т, С1т — тензор Вейля, С*ш — тензор 
дуальный к Cijki, Om = (pm + ^ m ) —комплексный вектор. 

Сначала мы рассмотрим вакуумные поля тяготения (тензор 
энергии-импульса равен нулю). Для искомых пространств, яв­
ляющихся пространствами Эйнштейна, условия (5.1) будут 
эквивалентны следующим: 

JRtJkl,m=*PmRljkl — 9mR*mr ( 5 - 2 ) 

Вопрос о метриках таких полей тяготения решает следую­
щее утверждение. 
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Т е о р е м а 5.1. Пространств Эйнштейна комплексной рекур­
рентной кривизны, относящихся к типам I и III по классифи­
кации Петрова, не существует. Такими пространствами могут 
быть лишь пространства типа JP. Их метрика имеет вид: 

ds^=-dx,2'-dx^-\-2dxi{dxl + A(x\ х\ *4)dx4), (5.3) 
где функция А удовлетворяет условиям: 

d22-A + -W--=0. 
Рассмотрим поля тяготения с условиями (5.1), когда тензор 

энергии-импульса Т...-7--0. Имеем следующие результаты. 
Т е о р е м а 5.2. Поля тяготения I типа Петрова с условия­

ми (5.1) являются полями типа 2D. Их группа голономии G2-= 
—SO(2)XSO(l, 1), а метрика имеет вид: 

d s 2 — - ^ 1 — A 2 ( x \ .x-)dx24e-3-(x3, x 4 ) dx 3 - edx 4 ' / r ,.. 
(e=±l). v 

Теорема 5.З. Поля тяготения II типа Петрова с комплекс­
ной конформной рекуррентной кривизной являются полями ти­
па Jf. Если Фт не является градиентом, то их группа голоно­
мии суть группа G4 и метрика имеет вид [2]: 

ds*=~eV{dx'it + dxf) + 2dx'i{dxl+gldxl) (i-=2,3, 4), (5.5) 
где f-/(*-,*-,**), gh=gh(x>,x*,xb) (А=2,3), ^ - Ы * 1 . •••.**)• 

Если Ф т является градиентом, то 'их группа голономии дву­
мерна, а метрика имеет частный вид метрики (5.5) при (а) /='0, 
gh=0 (fe=2, 3), g^g^x2, х\ х*) и при (Ь) г_0, ^ = 0 (k = 2,3). 
gi*=gi(x\x3,x*), 

Полей тяготения Ш типа Петрова с условиями (5.1) не су-
дествует. 

§ 6. ПРОСТРАНСТВА РЕКУРРЕНТНОЙ КРИВИЗНЫ, 
ОПИСЫВАЮЩИЕ ПЛОСКИЕ ГРАВИТАЦИОННЫЕ ВОЛНЫ 

Решим 'конкретную задачу об источниках гравитационных 
волн и движении пробных частиц, ограничиваясь рассмотрением 
указанных в § 5 рекуррентных многообразий типа Л5 по Петрову, 
группа голономии которых двумерна. Согласно' результатам § 5, 
они допускают поле абсолютно параллельного изотропного век­
тора 1\ и так как R = Q, то из уравнений поля JRtij =--—- Ту. где 
G— гравитационная постоянная, с—скорость света, Т« — тен­
зор энергии-импульса, с учетом структуры строения тензора 
Риччи рассматриваемых многообразий получим, что T^=aUlj 
[64]. Это означает, что Т-jj суть тензор энергии-импульса для 
изотропного электромагнитного излучения, порождающего гра­
витационные волны. Из уравнений Эйнштейна-—-Максвелла для 
метрики (5.5), описывающей рассматриваемые гравитационные 
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поля (/== g2---g"3-0, .-f4— g4(x2,x3,x4), следует, что гравитацион­
ные 'волны имеют тот же двумерный фронт, что и электромаг­
нитная волна. 

Рассмотрим тот случай, когда источником служит плоское 
монохроматическое электромагнитное излучение. 

После преобразования координат xl — —y=(ct-{-x), x2--=t/, 
1 хг = 2, xi=—-=:(ct—x), когда метрика примет вид: 

1 0]jdx2-dy2-dz2-^-

+ (l+~<b)c2dt2 (6.1) 

d s 2 = ( - 1 +—Ф) dx2 - dy2 - dz2 - - mxdt + 

уравнения поля Эйнштейна для Ф(у, z,ct —-x) сводятся иишь 
к одному уравнению: 

А ф = ^ е Г ( и ) , (6.2) 

где Г (к)=----— (ос2 cos2 я- |- 2ysin2tt + p-sin-и) — единственная 
существенная компонента тензора энергии-импульса Ttk, 
а —— (ct — x). А ——-а + —.,, e = l для области с источником, 
е = 0 — вне источника, а, р, y — const, со—частота электромаг­
нитных волн. 

Из (6.2) видно, что гравитационная волна, как и электро­
магнитная, распространяется вдоль оси x в сторону ее положи­
тельного направления с фундаментальной скоростью с [76]. 
Следовательно, электромагнитное излучение можно задать в 
виде 'бесконечного цилиндрического' пучка 'с направляющей 
осью вдоль оси х. Сечение лучка х=const, t=const есть некото­
рая область 2t> плоскости {у, г}, которую мы выберем в виде 
круга радиуса а. 

Решим внутреннюю и внешнюю задачи Дирихле в плоско­
сти {у, г] с граничным условием на Г. 

Целесообразно ввести полярные координаты г/=-.рсоз6, г=: 
= psinO и обозначить O(pcos0, psinB, ct—х) =Ф*(р, 6, ct—x). 
•Функция Ф*, как функция р и 0, должна удовлетворять уравне­
ниям (6.2): 

pap IP apj-l-p- ae- "\ 0f p>a 
(6.3) 

с граничным условием: Ф* (р, 6, ct — x)|p-=a = / (6 , ct — x). 
Решение ищем в виде tD* = U-\-W, где U—-логарифмический 
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потенциал: 

-
a W(p, в, ct —д:) —потенциал двойного слоя. 

Решение внутренней и внешней краевых задач выражается 
через интеграл Пуассона следующим образом: 

ф* = .! 

4яО Т(и)аЧп^± I (р —д-)/(ф, ct—x) 
р- + а2—-2ар cos (0—ф) dcP, р>а , 

е- Т{*)(?-аЪ + £1-$яД - р - ) / ( ф , Ct — X) dfp, р < а , 2ap cos(0—-ф) 
— Л 

, / (0, ct — x), р — а. 
В частном случае, когда функция / зависит лишь от ар-

гумента (ct — x): /= . /* («) , « = -~-(ct — x), имеем: 

• / * ( " ) . р>а, 
ф(у, z, ct — x) — 2яО 

(6.4) 
1-—Г(и)(^ + г - - а - ) + /*(и), р < а . 

Видим, что решение непрерывным образом сшивается на 
границе области. Что можно сказать о производных? Пусть / г -
внешняя нормаль к цилиндру. Тогда 

дФ 
д п ~~ 

Следовательно, имеем: 

4яОа" 

[^Т(и), Р<а. 

f l — ^ г ( и ) . 
ЙЛ jp-e С* v ' 

Тем самым показано, что нормальные производные непрерывны 
на границе области. ЭТОТ факт говорит об отсутствии ударных 
гравитационных волн. 

Заметив, что Т(и) в подробной записи имеет вид: 

r (« ) ^gL (a - + p- + (a--p)cos2-f-(^-x) + 4vs ln-^ (C t -A: ) ) , 

из (6.4) при соответствующем выборе функции /* и постоянных 
а, р, у следует вывод о возможности существования гравита­
ционных волн, частота которых равна удвоенной частоте элект­
ромагнитных волн, являющихся 'источником для ^переменного 
гравитационного поля. 
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