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В ТЕОРИИ ВНУТРЕННИХ ВОЛН 

В работе исследуются асимптотические по времени свойства решения 
первой начально-краевой задачи для уравнения гравитационно-гиро­
скопических волн 

^ < i - e ° , a + [ t f W ( - g - - e * ) ] u - o , 

xt=R+ = {x:x'=(xu JK 2 )<=R 2 , JK 3 > 0}, t> 0, ( 1 ) 

с начальными условиями 

u\t = o = u0(x)9 du/dt\t = o = U\(x) (2) 
и граничным условием 

" Ц = о = 0. (3) 
Рассматриваемая задача возникает при описании малых колебаний 

стратифицированной вращающейся несжимаемой невязкой жидкости в 
случае, когда стационарное распределение плотности является экспонен­
циальной функцией [1—3]., Здесь постоянные N, со и р > 0 — частота 
Вейселя — Брента, параметр Кориолиса и параметр, характеризующий 
распределение плотности соответственно; А, Аг— операторы Лапласа по 
трем и первым двум пространственным переменным. 

Качественные свойства решений задач динамики стратифицирован­
ных жидкостей при со = 0 исследовались в целом ряде работ (см., напри­
мер, [2 ,3 ] ) . В частности, в [3] анонсирован результат об асимптоти­
ческом поведении при решения задачи Коши для уравнения гра­
витационно-гироскопических волн в приближении Буссинеска, т. е. при 
|3 = 0, а именно утверждается при условии принадлежности начальных 
данных классу £ ° ° ( R 3 ) , что решение задачи Коши ведет себя как 0 ( / ~ 1 / 2 ) 
при / - • о о на произвольном компакте /Cc :R 3 . Особенно подробно исследо­
вались асимптотические свойства при / - • о о решений задачи Коши и 
начально-краевых задач для уравнений и систем Соболева (р = А/=^0) 
и задачи Коши для уравнения внутренних волн (р = со = 0) (см. [4—8], 
где можно найти другие ссылки). 

Рассмотрим задачу (1) —(3 ) . Пусть р(х') = 1 + U'| .Определим функ­
циональное пространство ^ ^ ( R ^ ) : функция q>(x) е # i , P ( R + ) , если 
ф ( х ) е = * 1 ( К 3 + ) и норма | | ф , # ' 1 р | | = £ | | p ( j t ' ) D > ( J t ) , М К 3 + ) | | < о о . 

I осI < / 
Целью настоящей работы является доказательство следующей основ­

ной теоремы. 
Т е о р е м а 1. Пусть N2 ф со2. Если щ(х) е= Wl, P(R 3+) П ^ ! ° ( R 3 + ) , 

/ = 0, 1, то при t^t0> 0 для любого х, принадлежащего произвольному 
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компакту / C c R + , решение задачи (1) — (3) удовлетворяет оценке 
Iи(х , /) | ^ Ср(х')//, где С — абсолютная постоянная. 

Если Uj(x) e ^ f R 3 } - ) , / = 0 , 1 , то при / - • о о решение задачи (1)—(3) 
имеет асимптотическое представление и(х, /) =Ао(х3) (sin со/)// + 
+ А\(хз) (cos о ) / ) / / + (p( j t ' ) / / )# (* , / ) , где равномерно по х, принадлежа­
щих произвольному компакту Kcz R + , функция Н(х, /) = о ( 1 ) яры / - > о о , 
а функции Ап{х$)у /г = 0 , 1, равномерно ограничены по JC 3 ^RV а имеют 
вид 

Ап{хъ) { - \ ) п \ [В(хг-уг)-В(х3 + Уз)] [ 1 + (Л — р 2 ) 4 ] ^ (у )dy , 
R3

+ 

л = 0 , 1, 

й(,з) = [ 2 я 2 ( а ) 2 - ^ ) ] - ^ - Д У c o s ( x a y ? = ? ) rf 

З а м е ч а н и е . Из приведенной теоремы следует, что наличие в урав­
нении ( 1 ) членов, характеризующих вращение, обусловливает колебатель­
ный характер решения, как и в случае задач теории вращающихся жид­
костей [ 4 — 8 ] . 

Работа состоит из двух пунктов: в первом построено классическое ре­
шение рассматриваемой задачи и доказана теорема единственности в 
классе обобщенных решений, т. е. в более широком классе, во втором 
приведено доказательство теоремы 1. 

1. Построение решения. Предполагая начальные данные ( 2 ) гладкими 
и достаточно быстро убывающими при |JC|-^OO и применяя преобразо­
вание Фурье по х' и синус-преобразование Фурье по х 3, получаем решение 
задачи ( 1 ) — (3) в виде 

V 3 1 ;=oR

3

+ 

X c o s ( f f i ( £ ) - ( * / 2 ) / ) d & , (4) 

где tt,(6)=F^5^6,[tt,(x)], у = 0 , 1; £ < = R 3 + , Q( | ) = Q ( I£ ' I , £з) = 
= [ ( Л/ 2|Г | 2 + с о 2 ( ^ + р 2))/(Ш 2 + э2)]'/2. 

Справедлива следующая 
Л е м м а 1 . Если и0, UXEE W l ( R + ) П UP?(R + b ТО формула (4) опреде­

ляет классическое решение задачи (1)—(3). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Для доказательства леммы достаточно про­

верить, что функция u(x,t), определенная формулой ( 4 ) , имеет в QT = 
= ( 0 , Т] X R + все непрерывные производные, входящие в уравнение ( 1 ) . 

Из того что Uj(x)<=EW^R%)()W*(R\)y в силу свойств преобразова­
ния Фурье следует оценка |й у ( | ) | < С / ( 1 + | £ 1 6 ) _ 1 , / = 0 , 1 . Используя 
очевидное неравенство min(yV2, со2) ( | £ | 2 + р 2 ) < # 2 | £ , | 2 + о) 2(£ 3 + р 2 ) < 
<max(JV 2 , о)2) ( | £ | 2 + р 2 ) , оценим производную d"Zdntu(x,t), где пг = 
= ( т ; , m 3 ) e N o , | m | < 2 , 0 < я < 2 : 

- \d-dU{xJ)\= * J - L \ i \ mm'lTe^'^X 
(ZJI) V Л H R 3

+ 

Х 8 т ( х 3 Ь + т 3 л / 2 ) Й п - Ч | ) Й / ( ^ ) с о 8 ( Ш ( ^ ) + л ( А г - / ) / 2 ) ^ | < 
1 I £ I I m\ 

< C £ \ \l\lm]\U}(l)\dl^CL \ ' 6 dl<oo. 
/ = 0R3

+ R +

 1 - I " I b l 

Отсюда следует равномерная сходимость интеграла (4) и его производных 
по х и /, что и доказывает законность дифференцирования интеграла. 
Лемма 1 доказана. 
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Пусть ( • , • )—скалярное произведение в L 2 ( R + ) , <5* = д/й**, 
VkU — градиент (d\k,... , dku) функций и(х), /г = 2, 3, v 3 a = V a . Вве­
дем в пространстве # 2 ( R + ) новое скалярное произведение [и, и]р = 
= ( V « , V I / ) L 3 + P 2 («, i>)L,. 

Обозначим через К г множество функций вида VT=[U(X, t) : и б 
Е С ( [ 0 , Г ] ; # 2 ( R 3

+ ) ) , ^ e L 2 ( ( 0 , r ) ; * 2 ( R + ) ) -
О п р е д е л е н и е . Функция и(х, / ) е У г называется обобщенным 

решением задачи (1) — (3), если она удовлетворяет начальному условию 
u\t = 0 = uo(x) и интегральному тождеству 

т 
\ {[и/, ^ b - # 2 ( V 2 " , V 2 r ) )L 2 - c o 2 ( d 3 t t , дзц) L - p V ( w , л = 
о 

= - [ и ь л ( - , 0 ) ] Р (5) 

для всех T J G I / Г , для которых выполняется условие ц(ху Г) = 0. 
Приведем доказательство единственности решения задачи (1) — (3) 

в классе Vт в нашем случае неограниченной области. 
Т е о р е м а 2. Задача (1)—(3) не может иметь более одного обобщен­

ного решения. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим через Q T = { x ^ R + , / = т } сечение 

цилиндра QT ПЛОСКОСТЬЮ / = Т. Пусть и — обобщенное решение задачи 
(1) —(3) при и0 = и\ = 0. Докажем, что и = 0 в QT-

Возьмем произвольное т ^ ( 0 , Т) и рассмотрим функцию 

Г) (Х, t) 

Л < ( * , 0 = { 0 \ т < / < 7 \ < W * , 0 = 

J I / ( JC , 9)d9, 0 < / < т , 

0, т < / < 7 \ 

Очевидно, что r)(x, t) имеет в Q r обобщенные производные 

\\dku(x, 9 ) d 6 , 0 < / < T , 

0, x<t<T. 

Подставим функцию г] в тождество (5), в результате получим 

Й [ ъ , w] p +yv 2 (v 2 t/(jc, / ) , \ v 2 a ( j t , e ) d e ) L 2 + 
о t 

+ (д\дзи(х1 0 , ( 3 3 и(х, 9 )d9) L 2 + p2(o2(w(jc, / ) , ( и(х, 6) de)Lf}rf/ = 0 . (6) 

Справедливы равенства 

\ dlu(x, t) I diu(x, Q)dQdtdx = - i - \( j 3JU*(x, t)dt)2dxy 

i 1 R 3

+ о 

l < f e < 3 , 5 = 0, 1. (7) 

Действительно, при 5 = 0 имеем 

J J / ) [ J "(дет. 9)d9] d / d * = J ) и(х, в) ( J t)dt)dxdB= 
RJ+ о / R3

+ о о 

= 5 S 6)rfe J OrfWx- \ ) u{x, 9) ( ( u(x, t)dt)dxdB = 
R+ 0 о R3

+ о e 

= J ( J t)dt)2dx- \ )u(x, t)[]u(x, Q)dQ]dtdx. 
R+ 0 R+ 0 / 
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При этом при перестановке порядка интегрирования, которая приводит 
к последнему интегралу, использовалась симметрия подынтегральной 
функции и (•, /) и ( • , 6 ) по / и 6. 

Случай s = l рассматривается аналогичным образом. Используя 
равенство ( 7 ) , можем представить ( 6 ) в виде 

откуда следует, что \u2dx = 0. В силу произвольности т ^ ( 0 , Т) и = 0 

в QT. Теорема 2 доказана. 
Л е м м а 2 . При выполнении условий леммы 1 функция и(х, t), опре­

деленная формулой (4), является обобщенным решением задачи (1)—(3). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Для доказательства леммы достаточно до­

казать, что u(x,t) принадлежит классу VT. Убедимся, что u(x,t)^ 
Е С ( [ 0 , Т]; B?2(R+)). В силу равенства Парсеваля будем иметь и(х, t) ^ 
*=С([0,Т]; lP j (R 3 +) ) , если t) [О, Т]; I 2 ( R + ) ) , 1 < * < 3 , 
5 = 0 , 1. Последнее следует из непрерывности по / е [0 , Т] функции 
u(U), вложения №?(R 3 +)-^ l l^(R 3 +) , 1 < ^ < о о , и оценки 

Принадлежность « / E L 2 ( ( 0 , Л ; ^2 (R+ ) ) доказывается аналогичным 
образом. Лемма 2 доказана. 

2. Асимптотика решения задачи при / - • о о . Преобразуем представле­
ние ( 4 ) к более удобному для дальнейших исследований виду, исполь­
зуя формулы для свертки в R + . Для этого начальные функции и0(х)у 

и\(х) продолжаем для л г 3 < 0 нечетным образом, тогда с помощью формулы 
Эйлера, учитывая, что — четная функция от | 3 , а также предполагая 
и0(х), ui(x) ЕЕ # ? П W r!°(R+), решение ( 4 ) задачи ( 1 ) —(3) записываем 
в виде 

\ I Vu\2dx+$2 \ u2dx + N2 \ | \ V 2w(x, t)dt\ 2dx + 

т т + <о2 \ ( \ дзи(х, t)dt)2dx + <a2p2 \(\u(x,t)dt) 2dx = 0, 

max \\Цйа,()\\2

ыя1)= max U 2 ' « 2 ( 6 , 
[0, T] [0, T] ^+ 

< С \ g ? [ul(I) + u\(I) ] dl < C, [ || «оII I' + II и, || 2

wl ] < oo. 

u(x,t)= I \ [Ki(x-y,t)-K,(x-y',t)](l + (^-fi2)*)X 
XUj(y)dy, у=(у\,уг, —Уз), (8) 

cos (x3h) Q -
 ; (I£' I, Ы cos (f Q ( I Г I , £ 3 ) - ( я / 2 ) / ) 

1 + ( Ш 2
 + Р 2 ) 4 

/ = 0 , 1 . 

dl, 
(9) 

Введем функцию 

z) = 
1 + ( z | ) 

8 x 
( 1 0 ) 
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Л е м м а 3 . Функция g(x, z) с= C(R+ X [О, 1] ) , ее производная dzg(xy 

2 ) G C ( R 3

+ X [ 0 , 1)) и справедливы оценки 

\dk

2g(x,z)\^C(l + \x'\)k(l + (l-z2)-l/2)\ k = 0, 1, (И) 

где С — абсолютная постоянная. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . При k = 0 формула (11) очевидна. Произ­

водная gz(x,z) представляет собой сумму двух равномерно сходящихся 
относительно z интегралов, один из которых будет иметь при себе мно­
житель (1— z2)~l/2. Лемма 3 доказана. 

Л е м м а 4. Если N2Ф со2, то при t> О ядра К\ (*, / ) , / = О, 1, могут быть 
представлены в виде 

К, (х, /) =[Gj(x3) sin (со/ + я//2) + р(*') Dj(ху t) ] / / , (12) 

где 

г (г\ ( - Р 1 * 1 4 °г Л3 с о з ( х з У л 2 - Р 2 ) . 
G i ( Х З ) = 2 л 2 ( с о 2 - ^ 2 ) } Т+7 * Ь 

функции Z)/(JC, t) = 0 ( 1 ) равномерно по X G R 3

+ , / > 0 и Dj(xt t) = о ( 1 ) 
при t-+oo для всех х, принадлежащих компакту / (czR+. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Поскольку ядра К\ (*, t) однотипны, докажем 
лемму для одного из них: Ki(xyt). Используя формулу Бохнера для 
преобразования Фурье, представим К\ (х, t) в виде 

V l *\ 1 °Г т / I / I \ / 7 С08(Хз6з) ^ 

X s in (*G (T| , Ы ) 
*£з) d% 

где Q(t|, ЕЗ) = [ ( ^ У + (о 2 ( | ! + р 2 ) ) / ( л 2 + Ез + Р 2 ) ] 1 / 2 - Сделаем замену 
переменной | 3 -»-6 :Ез = V 0 2 — Р 2- Тогда 

• 2 я » Г о ( и | т | ) 1 i + ( r , 2 + e 2 ) 4 Щ г ь У е ^ Р 5 ) х 

е^е ^ 

Переходя к полярным координатам по формулам х\ = г$\пц>у 0 = rcos(p, 
будем иметь 

„ t .v 1 Ч 2 . sin (/ -\Mf2sin2q> + (o2cos2©) w 

Ki(x,t)=—T sinq>cos<p У . у 2 - х - X 
2л 2 о -уУУ2 sin ф+со 2 cos 2 ф ч / °f Г / / I / I • \ C0S(X 3 С 0 8 2 ф —р 2 ) , , 

э / соз Ф 1 + r 8 y ? r c o s V - p 

Сделаем в последнем интеграле замену переменных ф-^2, г-и/: 
со5ф = г, г = р/у, получим 

р3 • _ s i n u y ^ + ^ - y y y ) w , 
A l ( ' ) _ 2 я 2 Г V ^ 2 + ( a ) 2 - ^ V Х 

Y / ( _ / _ L / I , ' | Р л / 1 — з \ c o s ( j c 3 ( P / y ) V z 2 - j / 2 ) ^ \ ^ 

Окончательно, делая замену переменных y - ^ : ( / = pz£ и используя введен-
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ну«> в (10) функцию g(xtz), можем представить ядро K\{x,t) й виде 

о ^N2+((d2 — N2)z2 

В силу леммы 3, интегрируя по частям по г в последнем интеграле, 
будем иметь 

КХ{Х^= (^-ХС9Ы)+
 ( c o 2 ^ 2 ) / J C Q S ( / V ^ + ( T O ^ ^ ) X 

Xdz(z2g(x,z))dz. (13) 
Введем обозначения (считая Ы2Фн>2): G\(x3) =g(x, l)/(N2 — со2); 

° l { X y t ] = p ( ^ ) ( o ! 2 - J V 2 ) 1 c o s ( N ^ 2 + ( o ) 2 - y V 2 ) z 2 ) ^ ( ^ ( x , где 
функция g(x, 2) определена формулой (10) и р(лг') = 1 + . Искомое 
асимптотическое разложение (12) получаем из представления (13) ядра 
Ki(x, / ) . При этом утверждение о том, что D\(JC, /) = 0 ( 1 ) равномерно по 
J t e R + , / > 0, следует из явного вида функции D\ и оценок (11) леммы 3, 
а для доказательства того, что D\(x, /) = о(1) при / - • о о равномерно по 
х, принадлежащих компакту /CczR+, достаточно в интеграле, опреде­
ляющем Du сделать замены переменных z-+r\:z = ^J(N2 — r\2)/(N2 —со2) 
при (d2<N2 или z = ^l(r\2

 — N2)/(со2 — Af2) при со 2 > Af2 и применить лемму 
Римана — Лебега. Лемма 4 доказана. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 1. Используя представление (8) 
решения рассматриваемой задачи (1) — (3) и лемму 4, будем иметь 

u(x,t)=Z S l n M + ( j l / 2 ) i ) \ [ G, (х3 - у г) -Gi(x3 + ys))P(d) щ (y)dy + 
i=o R3

+ 

+ 4" I \ 9(x/-y/)[Dj(x-yJ)-Dj(x-y\t)]P(d)uj(y)dyy (14) 
/ = 0 R3

+ 

где Р(д) = 1 + (Д — p 2 ) 4 и функции G/(jt3), /?/(JC, /) определены в лемме 4. 
Утверждение теоремы следует из представления (14) решения задачи, 

явного вида функций Gj(xz) и свойств функций D / ( JC , / ) . Теорема 1 
доказана. 

З а м е ч а н и е . Из представления (4) решения задачи следует, что 
при N2 = (d2

 1 

u(x,t)= £ uk(x)(dk cos ((dt — nk/2), 

k = 0 

и, следовательно, оно является осциллирующей функцией /. 
Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда 

фундаментальных исследований, проект № 93—011 —1771 . 
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