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ВВЕДЕНИЕ 

Необходимые условия оптимальности высокого порядка изу­
чались многими авторами (см., например: [1], [4], [9], [12], 
[15]—[21], [27]—1[30]). Насколько известно автору, каждый ре­
зультат такого рода (за исключением работы |[9]) представ­
ляет собой некоторую последовательность условий, обладающих 
следующей общей чертой: переход от одного условия (члена 
этой последовательности) к другому, следующему за ним, осу­
ществляется только в том случае, когда предыдущее условие 
вырождается (превращается в тождественное равенство) на 
некотором промежутке времени ненулевой длины. В данной 
работе, благодаря новому классу возмущений управления, вве­
дённому A. A. Аграчёвым [23], получены необходимые условия 
оптимальности, в которых для перехода от предыдущего усло­
вия к последующему не требуется вырожденность предыдущего 
условия на промежутке времени ненулевой длины, а достаточно 
выполнения соответствующих равенств лишь в одной точке 
временной оси. По этой причине такие условия и названы то­
чечными. 

В работе рассматриваются управляемые системы вида 
г 

x - / / ( • * ) + 2 ".<§1 М- "'*e/!'J' «eUcRr, 
где ft, g],..., gr

t — полные гладкие нестационарные векторные 
поля, заданные на гладком конечномерном многообразии 
М, U — замкнутый выпуклый многогранник в Rr. При этом как 
начальный и конечный моменты времени то. ть так и начальная 
и конечная точки траектории x(*o), л:(xi) не фиксированы, а 
должны удовлетворять краевым условиям вида ^.(x(To), 
x(Ti), то, Ti)— 0, t = l , . . . , m . Задача заключается в минимиза­
ции функции <7oL(x(to), x(Ti), то, Ti) на множестве троек 
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{т0; та; x{t), .'•-[то, ti]}, где т0> tieR> a x=x{t), /G[T,o,-.i], яв­
ляется решением вышеуказанного уравнения, соответствующим 
некоторому допустимому управлению, причем таким, что вы­
полняются заданные краевые условия. 

Работа состоит из четырех параграфов. В § 1 приводятся 
необходимые понятия и факты аппарата хронологического 
исчисления, развитого в работах Р. В. Гамкрелидзе [26], 
А. А. Аграчева и Р. В. Гамкрелидзе [5, 6], Р. В. Гамкрелидзе, 
А. А. Аграчева и С. А. Вахрамеева [14]. В этом же параграфе 
описывается нильпотентная аппроксимация управляемых си­
стем, полученная в работах А. А. Аграчева, Р. В. Гамкрелидзе 
и А. В. Сарычева [7, 24], А. А. Аграчева и А. В. Сарычева 
[8]. В § 2 для общей нелинейной системы доказываются необ­
ходимые условия оптимальности в терминах касательных век­
торов и выводятся условия трансверсальности. С помощью ЭТИХ 
условий в § 3 устанавливаются условия оптимальности нечет­
ного и четного порядков в терминах возмущений оптимального 
управления. В последнем параграфе доказываются условия оп­
тимальности нечетного и четного порядков в виде, свободном 
от возмущений управления, причем отдельно рассмотрены слу­
чаи скалярного и векторного управлений. Условия оптимально­
сти, выраженные в § 4 теоремами 4.3 и 4.4, представляют со­
бой основные результаты работы. 

В заключение автор выражает глубокую благодарность 
Р. В. Гамкрелидзе за постоянную поддержку и внимание и 
А. А. Аграчеву за полезные советы и ценные обсуждения. 

§ 1. ПОДГОТОВИТЕЛЬНЫЙ МАТЕРИАЛ 

1. В этом пункте собраны некоторые понятия и факты хро­
нологического исчисления, используемые в дальнейшем. Под­
робное изложение можно найти в работах [5], [6], [14] (см. 
также [2], [31, [10], [И]). 

Пусть М — конечномерное гладкое многообразие (термин 
«гладкость» всюду означает бесконечную дифференциру-
•емость). Обозначим через С™ (М) алгебру гладких функций 
Ф : M{to}R на многообразии М, Точка х&М- отождествляется с 
гомоморфизмом ф н->- ф (лг) алгебры С" (М) в R. Диффеоморфиз­
му Ф : М-+-М соответствует автоморфизм Ф* :.— (•) *-*-ф (Ф (••)) 
алгебры С"(М)\ значение Ф(л;) диффеоморфизма Ф в точке х 
на операторном языке записывается в виде х°Ф*— композиция 
.автоморфиа и мультипликативного функционала, которая 
снова является мультипликативным функционалом. В то же 
время операция композиции (Фь Ф2) |~+ф2оф. превращает сово­
купность всех диффеоморфизмов в группу, обозначаемую 
DiffvW. Заметим, что (Ф2°Ф1)*==Ф1*°Ф2*; нетрудно показать, что 

.любой автоморфизм алгебры С°° (М) имеет вид Ф* для некото-
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рого (DGDiff.M, так что соответствие Ф.---Ф* устанавливает изо­
морфизм группы DiffAf и группы автоморфизмов алгебры 
С°° (М). В дальнейшем, имея ввиду это обстоятельство, мы не 
будем делать различия между этими объектами и обозначать 
их будем одними и теми же буквами. 

Гладкие векторные поля на М отождествляются с дифферен­
цированиями алгебры С00 (М), т. е. R-линейными отображе­
ниями X : C°°(M){to}C°°(.M) удовлетворяющими правилу Лейб­
ница: 

-^(ф1ф2) = (-1.'ф1)ф2+ф1(Хф2) У ф ь ф 2 е С ~ ( М ) . 
Коммутатор [X,Y]=(adX)Y — XoY—YoX превращает простран­
ство всех гладких векторных полей в алгебру Ли, обозначаемую 
Der.M. Значение векторного поля X в точке хбМ (касательный 
вектор к многообразию М в точке x) записывается в виде 
х°Х=Хх. Символом ТХМ, как обычно, обозначается касатель­
ное пространство к многообразию М в точке х— для нас это 
пространство всех R-линейных функционалов g на С0°(М), 
удовлетворяющих условию 

^(ф1ф2) — (|ф1)ф2(Ж)+ф1^)(|ф2). 
Пусть Ф — автоморфизм алгебры С°°(М). Тогда он опреде­

ляет оператор Ad Ф : Der М-vDer М по формуле 
М®:Х»®°Х°®-' VXGDerM. (1.1) 

С использованием этого оператора дифференциал (касатель­
ное отображение) соответствующего Ф диффеоморфизма Фб 
6Diff M может быть записан в виде 

Ф,,ХХХ = хофокй ®г*Х=Ф (x)oAd Ф-'X 
VXgDerM, хеМ, ( L 2 ) 

а для сопряженного оператора Ad* Ф : Der* -M{to}Der* M имеем 
соотношение 

Ф<Аё* Фаз, X>-<co, Ad ФХ}, 
(1.3) 

Vco6Der*M, XeDerM, 
т. е. 

хоф<Ай*Фо), Х)=х(а>, Ad ФХ}, 
Vo)6Der*.M. XGDerM, хШ, 

где через <я|), У> обозначено действие 1-формы ifiGDer* M на 
поле YGDer M. Этими же угольными скобками мы обозначаем 
и действие ковектора *ф-.6.Гу* М на касательный вектор. 
Yy=y°Y&TvM, y£M; в этих обозначениях 

у<#, У> —<Ф». Yy) УфШег* M, Y6Der Af, убМ. 
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Если N— еще одно гладкое многообразие и Ф : М—*-М— 
диффеоморфизм, то СИМВОЛОМ Ф* : Der M{to}Der N также обозна­
чается дифференциал отображения Ф, а символом Ф*,х: ТХМ-+-
-*-Т<щХ)Ы, где хъМ, — соответствующее линейное отображение 
касательных пространств — оно определено для любого гладко­
го отображения, а не только для диффеоморфизмов. 

Пусть Р, Q и R — автоморфизмы алгебры С°° (М). Тогда 
имеет место легко проверяемое с ПОМОЩЬЮ (1.1) тождество 

[Ad{P°Q)X, Ad(P-i?)Y] = 
(1.4) 

=Ad P[Ad QX, Ad RY] VX, YeDer M. 
В алгебре С°°(М) вводится топология Уитни — топология 

равномерной сходимости производных любого порядка на ком­
пактах. Топологию Уитни можно задать с ПОМОЩЬЮ семейств 
полунорм И - ЦА,~> k^O, К<шМ, где полунорма || - \\,„к определяет 
топологию равномерной сходимости всех производных до по­
рядка k на компакте К. Полунормы ||'L>.K> В отличие от зада­
ваемой ими топологии, не определяются однозначно многообра­
зием М и могут быть выбраны многими способами. В дальней­
шем считается, что такой выбор произведён и полунормы фик­
сированы. Для произвольного векторного поля X{subset}Der M по­
ложим 

| |X |k^==sup{| |X9| | f t^ | | |cp | | ,+ 1 ,^=l} , k>0, Кем. 
Диффеоморфизмы и векторные поля определяют непрерыв­

ные линейные операторы в пространстве Фреше СХ(М), а 
точки и касательные векторы — непрерывные линейные функ­
ционалы. В пространстве S'(C00(M)) всех непрерывных линей­
ных операторов А : CD0(AI)-{to}C00 (M) и в пространстве С°°(М)* 
всех непрерывных линейных функционалов а : С°° (.M){to}R вво­
дится топология поточечной сходимости: последовательность 
АгЫЗ? (С* (М)), t = l , 2 , . . . (соответственно, а^С°°(М)*) в том 
и только том случае СХОДИТСЯ К Лб^(С°° (М)) (соответственно, 
к абС"(М)*), когда A,-{p{to}Acp (соответтственно, а. (ф)-*-а(ф)) 
УфбС»(.М). 

Пусть ср., £GR, — однопараметрическое семейство элементов 
из С™(А1); оно называется измеримым, если YxGM измерима 
скалярная функция t •->- Ф* (л:); измеримое семейство называется 
локально интегрируемым, если 

t, 

§||q4|fc.*dT< + co vtut£R, k>0, Кем. 
it 

Легко видеть, что для локально интегрируемых семейств 
Ф/ функции 

t* t, 

\ Фхйт:.х.----\ qx(x)dx, x£M, 
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принадлежат С00 (М) (tu t2QR). 
Семейство ф,, <?6R. называется абсолютно непрерывным, 

•если существует такое локально интегрируемое семейство ty(, 
i 

что ф.----ф<„+ \ i|)TdT. Воспользовавшись сепарабельностью 

С°°{М), можно доказать так же, как и для скалярных функций, 
что для почти всех t 

t 
d d С , 

in 

ДЛЯ однопараметрических семейств Аи /GR, операторов из 
^(^(М)) понятия измеримости, непрерывности, дифферен-
цируемости, локальной интегрируемости, абсолютной непре­
рывности определяются требованием, чтобы Vq>£C°°(M) семей­
ство Atq> обладало соответствующим свойством. Тот факт, что 
локально интегрируемое семейство можно интегрировать, а 
дифференцируемое — дифференцировать, а также справедли­
вость формулы Лейбница 

доказывается с помощью теоремы Банаха—Штейнгауза (более 
подробное обоснование основных операций анализа для таких 
семейств см. в [5], [6]). Аналогичные утверждения имеют место 
и для однопараметрических семейств линейных функционалов 
изС°°(М)*. 

Семейство At, Z.6R, называется абсолютно непрерывным 

если оно представимо в виде At = Al<t + \ B%dx. Имеем 

—•At = Bi для почти всех t. 
Локально суммируемые семейства X.GDerM, tGR, называют­

ся нестационарными векторными полями на М, а абсолютно 
непрерывные семейства Ф., t6R, автоморфизмов алгебры 
С°°(М), удовлетворяющие условию Ф(о —id, — нестационарными 
потоками, или просто потоками, на М (символом id обозна­
чается тождественное отображение). Нестационарное 
поле X(, tGR, определяет обыкновенное дифференци­
альное уравнение ^x = xoXt на М. Нестационарное поле X,-, 
/6R. называется полным, если vx0G/W найдется абсолютно не­
прерывное решение этого уравнения х(^), удовлетворяющее 
условию x(^0) = A"o и определенное при всех iffjR. Полное поле 
определяет поток Pt0,i — единственное абсолютно непрерывное 
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решение операторного уравнения ---• At =- At°Xt с начальным 
условием A,—icl, причем л(^) = .л:о°Р;в,/. Для потока Pt„,t 
используется следующее обозначение, хорошо отражающее 
его происхождение и удобное при вычислениях 

t 

-°/„,< — exp \ XxdT. 
/о 

Имеет место асимптотическое разложение 
t °o t Ti -m-i 

eXPJXTdX^2 S^lJ dt2... J 
(XV3 * • •°X*:.),;*'T<n> 

точный смысл которого состоит в неравенствах 
_> t m t .с, %1-г \ 

ехр J Xxdx — id— 2 J -*-i J dt2. • • J (-^t;0.. .-XT.,)^ Ф < 
k,K 

<Cle и k'K ^ I I X . I I ^ ^ d x j ||Ф||Й+Ж+1,*. 0-5) 

Vcp6C°°(M), k, tn>0, KeM, 
где ."1, c2 зависят лишь от k, m (подробности, включая оценки 
констант и № М см. в [5]). 

Далее, семейство операторов Ad/\,-., ^R, действующих 
в пространстве DerM, является единственным абсолютно 
непрерывным решением операторного уравнения ---j s^t = 
= s£fSi<\Xi с начальным условием ^ — id, откуда вытекает 
асимптотическое разложение 

со t Ti %m~\ 

PAPu,tY**Y+^ J dti J d~-2 • • • J (adXTm°. • . - з<1^ЛЛ«. C1-6) 

Гб-DerM, с оценками остаточного члена, аналогичными (1.5) 
(см. [5]). ЭТИ факты отр ажены в используемом ниже обозначении 

t t 
Ad ехр \ X"TdT==exp \ adXTdT. 

В случае, когда Xt не зависит от t, Xt = X, t6R> исполь­
зуются традиционные обозначения 

t t 

elTp С Xdx^eV-W.exp JJ adXdT=e('-^adX . 
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Аналогично, единственное абсолютно непрерывное решение 
операторного уравнения -̂- Bt — Xt°Bt, Bt0 = id, определяет 

t 
<—• г.* 

поток Q ^ ^ — exp \ Xxdx, Q,-oi.,o = id. Отметим, что 
- о 

exp\XTdxj = ехр \ —Х-Л. 

Для ПОЛНЫХ нестационарн'-ix полей Xt, Xt-\-Yt нестационар-
—-> 

\ ad XxdxYt ное поле ехр \ аалхатг t также является полным и а-равед-
' о 

ливы весьма важ-ные «формулы вариации постоянной> [5], [6], [14] 

_ ' t f х \ ' 
ехр ^ (A^-f-Y.t)dT-=exp W ехр ^ adXW8 -К^т-ехр [ X%dx, 

—:> * - > ' {to} ' / {to} ? \ 

ехр jj (X^ + r ^du — exp ^ Xtfi?x°exp U ехр \ ad X9d9 Yxdx, (1.7) 

которые проверяются прямым дифференцированием по t правых 
и левых частей. 

Далее, для полных нестационарных полей Х],..,, Xf, /6R. 
справедлива формула [5], [6], [14] 

t t t 

ехр J Xidxo... -ехр J X?dts= ехр jj ГтЛ, (1.8) 
•о 

где 

J. = | ехр J ad .#Jdt».. .°ехр jj adX^~'dT ) .X7+ 

+1 ехр jj ad Xl
xdt°... °exp J ad X?-2dT) X?-1 + . . . 

. . . + 1 exp J adXrdT J ^ + 1 , ' . 

Индукцией легко установить следующий факт: если а — точ -
ка гладкости (относительно t) полных нестационарных полей Xit 
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У,, t6R, то справедлива формула 

dt 
~ Adсхр j Xxd%J У, = Adезф J Xxd%(Dl

tYt) 

i = - l , 2 

. (1.9) 
i*---.-

где 
Dt dt + ad.K<, DT^DfD? , D?=id . 

Наконец, используя (1.9), нетрудно получить для вышеука­
занных полей Xt, Yt, tgR, асимптотическое разложение 

Adexp J XxdxYi^^—ft-iD'tYt) (ЫО) 
/= ( i 

2. В этом пункте мы опишем нильпотентную аппроксимацию 
управляемых систем, следуя работам [7], [8], [24] и сделав это 
в более общей, нужной нам форме. 

Рассмотрим нестационарную гладкую управляемую систему 
вида 

x=ht{x)u, x{t0)=x0£M, (1.11) 

где ht — нестационарное полное гладкое векторное поле на 
гладком n-мерном многообразии М. Зафиксируем некоторое 
T>t0 и обозначим через О множество точек из [to, Г], в кото­
рых нестационарное поле ht бесконечно дифференцируемо по t; 
пусть hfi—d'ht/dt*, t&O, £.3.1. Рассмотрим семейство векторных 
полей на М 

#=-{.4,1*61*0. Т]}U{А}0 |*бО, i> 1}. 

Задав некоторые числа 0 ( > 0 , £ > 0 , наделим поля из ё? весами v 
согласно формулам v{ht) = QQ, v(h\{)) = Qh г > 1, и положим 

т 

v(adX1o...oadXm_1Xm) = 2 v ( X ' ) vX /6«\ i==l •*-•• « > - • 

Далее, пусть 
E, ,= span {x0°(ad X1°.. .-ad Xm_xXm) \ X^g, 

! - - ! , - . „ W,{sum}V(Xj)<ft, m > l } . 
г=1 

Предположим, что Et*=TXtM при некотором целом 1>\. Сле­
довательно, имеем вырожденный флаг {0}--=E-CE1cE2;=.. •. 
. . . c E w c - £ , - : r . v 0 M . 
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Д л я k = 0, 1, . . . , I введем множества 
«"_*•—{.K6DerMIх^айX1- . . . - adX n V)eE i + k 

•Д 1-.12) 

Положим k / = d J m ( E / / E M ) » * = - -» и пусть Rn— 
== ©R".- — стандартное разложение R" в прямую гумму, так что 

R»={x=(xv . . . . x,)|x, —(xn xiki)eRki, i = l- . . . , / } . 
Любой дифференциальный оператор на R" с гладкими коэф-

-с* <3.а| 

фициентами имеет вид ^flfo(x)—--г> г д е aa6C°0(R")> а —мулъ-
Ч 

тиндекс: a==(a., . . . , а,), а/==(ап а«.), |а ; |—^а^-, г — 
= 1, . . . , Z; | а | — | a , J + . . . + | а - | . Пространство D (R") всех 
дифференциальных операторов с гладкими коэффициентами об­
разует ассоциативную алгебру с умножением — композицией 
операторов. Дифференциальные операторы с полиномиальными 
коэффициентами образуют подалгебру в -D(R") с образующи­
ми l, Xij, d/dXij, i = l,. .. ,1; /=• 1 , . . . , ki. Введем в этой алгебре 
Z — градуировку, задав степени ш образующих равенствами 
со(1)=0, ffl(x.j)— i, а(д/дх,{})'=а—i. Соответственно 

»(-B^)=i;(Ki-iM> 
где а, [3 — мультииндексы. 

Дифференциальный оператор с полиномиальными коэффи­
циентами называется однородным степени г, если все входящие 
в него мономы имеют степень г. Легко видеть, что oo(D-°D2) = 
= tt)(Di)+0(D2) для любых однородных дифференциальных 
операторов Di, D2. Все сказанное верно и для векторных полей, 
являющихся дифференциальными операторами первого поряд­
ка; при этом, конечно, m([Xi, X2]) = <a(Xi)+<B(X2) для любых 
однородных векторных полей Xi, X2. Заметим еще, что диффе­
ренциальный оператор порядка т имеет степень ^—ml, в 
частности, степень ненулевых векторных полей ~^—1. Обозна­
чим через 

д V (А, .%,) = s p a n J x a 
cu(xa)<£, KJ<kt, \<i<t 

{ dxij 

линейную оболочку множества однородных векторных полей 
отрицательной степени. Ясно, что V~(k\,.. ., k{) —- нильпотент-
ная подалгебра длины / в алгебре Ли Der R n . 
126 



Пусть теперь X — , _ - f y - произвольное гладкое вектор-

ное поле. Разлагая коэффициенты ai} в ряд Тейлора по степе­
ням xrs и группируя слагаемые с одинаковыми степенями, полу-

* +СО 

чим разложение X ~ 2 X<m), где X<~) — однородное поле 

степени т. Это разложение позволяет ввести убывающую филь­
трацию в алгебре Ли Der Rn, положив для —/{le}m<+оо 

Def-fo ft;) = {X6DerR r t]X(')=o при i<m). 
Легко видеть, что 

[Derm-(k- k-), Derm-(k. k/)]cDer"l'+'"-(k1 A,). 
Имеется очевидный изоморфизм градуированных алгебр Ли 

~Ф (Der"(fe1 kt)/Detm-^(ku ..., k^-V'(k, k,). 

Т е о р е м а 1.1 ([7], [8], [24]). Существует такая окрестность 
Ох, точки x0 в M и координатное отображение Ф;.Ох,-*-Яп, 
Ф(Ло)=0, Ф!..х.(.Е/)---©,»*-". l < i < / , 4T0<&.,3,_J«Der-(.%1 k,). 

Из этой теоремы следует, что фильтрация <g0сс?_, cz . . . 
. . . C i ? . , = D e r M согласована Со структурой алгебры Ли в 
DerM , т. е.[^_ г , &^&„,ч. Положим V-(8)=* Q^g^lff^, 

тогда отображение Ф, индуцирует изоморфизм градуированных 
нильпотентных алгебр Ли: V~{&) « V—(ki, • . . , h); последний 
изоморфизм также обозначается символом Ф». Образ векторного 
поля X^&czS-i в алгебре Ли V~-(<2?) при канонической факто­
ризации я : &-\-+&-\/<£Q обозначим символом Х~. Смысл 
последнего определения состоит в том, что векторы xo°(ad Х.о . . . 
. . . oad Xm_iXm) 6Ei/Ei_. зависят лишь от Xi~, • . . , Хт- для лю­
бых XI,. . .,ХтЫ£,таких,что v(Xi)+.. .+v(Xm)=i, i—-I,.. „ 1 , т . е . 

x0 о (ad X, о . . . о ad Xm_/ ATm) + E ; _i = 

= U0-(adATo.. .oadX^_iX,-) + E^1)eE i /Ei_1. 
Очевидно, нестационарное поле ht порождает при фактори­

зации я кривую hT, tQ[t0, T], в алгебре V~* (&). 
Пусть , Ф/.OJC,{to} Rn — координатное отображение, удовлетво­

ряющее условиям теоремы 1.1. Тогда hl = ^hJ^V~(kx ki)~ 
нестационарное векторное поле в R" с полиномиальными коэф­
фициентами. Система 

z = ht(z)u, z ( g - O e R " , (1.13) 
называется нилыютентной аппроксимацией системы (1.11). 
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Отметим следующее свойство нильпотентной аппроксимации: 
для любых X i , . . . , Xirficg таких, что v(Xi)+ . . . +v(Xm) = i 
(l-<j'</) имеет место соотношение 

®*,хАхМ X10- • -°ad Xm-i-f») + -Ё м = 
= 0o(adX1o.. .oad Xm^Xm) + E^eE^/Et, 

где .E/.-=0.lJrJEy)---J1R*-. 
В частности, если поля Yx, ...,YT^<§ таковы, что 

v(r,) + . . . + v ( r r ) = i и x ^ a d ^ o . . . o a d F ^ F ^ e E ^ , j o 
©„...„(xo-aclr,-.. .oadK,_,Kr) + £ M — 

-OoCad^o.. .oauVr_lrr) + Ei_1=2i^eEi/'Ei-b 
r. e. 

C-Kadf,-. • .°adr r_-f r) = 0(mod£7_i). (1.14) 

Отметим, что в работах [25], [31] построена нильпотентная 
аппроксимация для случая стационарных управляемых систем. 

§ 2. ОБЩИЕ НЕОБХОДИМЫЕ УСЛОВИЯ ОПТИМАЛЬНОСТИ 

Пусть заданы гладкая векторная функция 

(д°\ 
q = \q} : M X M X R X R ^ R 1 + r a 

\Чт/ 
и управляемая система 

x = E((«,x), 
или, в операторных обозначениях (см. § 1.1), 

x=XoFt(u), (2.1) 
где xdM, и— ( «1 , . . . , M-)6Dc:Rr. Здесь М — м-мерное гладкое 
многообразие, {Ft(u)\u£U}—семейство нестационарных глад-
ких векторных полей на М, гладко зависящих (в топологии 
DerAf) от параметра w€U, такое, что для любого измеримого и 
ограниченного г-мерного управления u — u(t), №[t', t"\, со зна­
чениями в множестве U (такие управления будем называть до­
пустимыми) соответствующее нестационарное векторное поле 
Xt=Ft(u(t))t tG[f, t"\ является полным. 

Задача заключается в минимизации функции 
•?о-.-70(̂ 0, xi, to, т.) на множество троек {то; Ti; x(t), 6̂ 

•5[то, Ti]}, где т0, TI-SR, a x = x(t), t&[r0, Ti], является решением 
уравнения (2.1) (соответствующим некоторому допустимому 
управлению), причем выполняются краевые условия 

<7i(x(To), X ( T I ) , TO, xi) = 0 , i = l ffl. (2.2) 
Зафиксируем некоторый (не обязательно оптимальный) 

процесс, удовлетворяющий условию (2.2), 
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x = x{t), u = u(t), Щи, Т], (2.3) 
и будем придерживаться во всем дальнейшем изложении сле­
дующих обозначений: 

t 
Ps,t - e x p jj Er(«(x)) dx, s, tb[t, T], (2.4) 

s 

<?(') (x) = ? (x, x(T), to, Т), ле-M, 

? < 4 * ) - ? (•*(*<>). л, to- Т). xQM, 

qW(f) = q(x(t0), x(T),t,T), t6R, 

-7<4.(t) = <7(.x(to), x(T),to,f), teR. 

Определив отображение Q:/W X /WXRX R->RJ+m, (21, 22l 
•231 24).->Q(2 l s Z2, Z3, 2 4 ) , ф о р м у л о й 

/q0(zu z2, zz, Zi) \ 
Q (zv z2, zit z,,) = I ?- ^ ' . ^ г-; г<*? , 

W ^ i . 2.» -«3. -24)/ 
и положив N=MX/WXIRXR, a---(x(t0), x ( r ) , to, Г) еЛ̂ , предпо­
ложим, что ранг линейного отображения Q*,a • Ta.V{to}R1+m равен 
l+ni ; это необходимо, чтобы гарантировать нетривиальность 
принципа максимума Л. С- Понтрягина. 

Пусть л;--=ф(Е), е^0 , — гладкая кривая на М, <р(0)—х(Т), 
Вектор \^Тх{т)М назовем касательным к этой кривой, если 

I----1 cpfs""") 

для некоторого целого п^\. 
Следуя A. A. Аграчёву [23], назовем вектор |6T.?(x,M векто­

ром Лежандра системы (2.1), соответствующим моменту вре­
мени а ф - , Т[, если существует такое семейство измеримых и 
ограниченных r-мерных вектор-функций 

Au=Au(t; e), 
ff<a(8) = inf{te[to. T]\Aa(t;e)^0}< 
< й (е) = sup {te[to, Т] | Дй (t; 6) --/-= 0}, 

е > 0 , Д и ( / ; 0 ) = 0 , u(t) + A«(t;e)GU, 
что точка 

т 
x°P-v0°exp jj E,(w(t) + A « ( t ; e))dteM 

' о 
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гладко зависит от (x, e), £ является касательным вектором 
к кривой ем-ср(е), cp(0)==x(r), где 

т 
Ф(е) — л(Г)оР-.,,0-ехр^>Ли(0 + Ан(^е))^^ , 

to 
И 

lim (6 (е) - а) = lim b^~a^ = 0, е-о v W ;
 е_..0 «(e)—а 

Замыкание множества всех векторов Лежандра, соответст­
вующих моменту времени c&[t0, Т[, обозначим через /С- и назо­
вем его [23] конусом Лежандра в момент времени а. 

Т е о р е м а 2.1. Конус Лежандра /С является выпуклым 
YaG[t0, "[. 

Д о к а з а т е л ь с т в о проводится аналогично доказательст­
ву теоремы 1 работы [23]. 

Введем функцию Гамильтона, а именно, для хШ, «6-1/,, 
\р5Тх*М ПОЛОЖИМ 

#(г|), х, и, t)=(\\), XoFi{u)y. (2.5> 
Соответствующее процессу (2-3) сопряженное уравнение, кото-
рое в подходящих координатах записывается в виде 

^ _ a / / № . S f f l , S ( 0 . 0 ( 2 i6> 

в инвариантной интегральной форме имеет вид [10J, [11] 
< i|>(to), x(t0)oX ) — (,p(t), x(t)oAUPt,ioX ) (2.7), 

VXgDerM; y(t)er~{t)M, 

в то время как инвариантная дифференциальная форма такова 
ОТ 

^t=~LFj(~{!))at, at~w = ^(t), (2,8> 

где Lx — производная Ли по направлению векторного поля X: 
Ьхц^Хоц — TjoadA" Vi-eDer*M. 

Через гГ] обозначим множество всех ненулевых решений о|> 
сопряженного уравнения, удовлетворяющих для почти всех 
Щ?а> Т] условию максимума 

HW), x{t), u(t), t)= sup tf (ф (t), x(t), v, t) (2.9> 

и условиям трансверсальности 
m m 

^o)—-{sum}W?|'>(-^oJ)> J ^ O , (2.10) 
i=0 (=0 
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*№ = 2 ^ ? ( 2 ) (*(-")). (2-И) 
т 

H(y.(t), x(t), u(t), t)[^h^^4t4?4io), (2.12) 
г=о 
m 

Hti(t), x(t),~u{t), t)\i=T^ - ^ t ~ q^{T). (2.13) 

Т е о р е м а 2.2. Если (2.3) — оптимальный процесс, то суще-
ствует •ф61Г1 такое, что 

<Ф(г,и> <о пек, 
где Л"— 2 Ка-

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть 6to--R, &T&R, ZeDer M, Аи = 
= Au(t; г), t£[to, Т], е_>0, — измеримая и ограниченная г-мерная 
вектор-функция, такая, что Au(t; 0) =—-0 и «(t)-f-A«(t; s)<3[/ 
для любых te[to, Т] и достаточно малых е>0. Положим 

/г(г.0 + 0) при t< t 0 . 
u(t; &)=• u(i) + Atl(t; е) при i0<t*CT, 

и(Т~0) при t>T 

Д (е) -= е^оехр J E , (и (t; s» rft. 

Вычислим —- x(^0)°R (е) | е„о. Для этого введем вспомогатель­
ную функцию © четырех скалярных аргументов по формуле 

_ 7Ч-Е-.6-" 
I(е., е2, е3, е4) = X(z,0)-e-'--oexp \ Ft(a(t\ е4))dt. 

• О — E j - 6 ' o 

Тогда 
4 

й Г / м п м ! X 1 й м ( - 0 - 0 . 0 , 0 ) 
—"Л Со)»/? (е) I в-о = 2 g^ L ' 

CD I 

где aco(o.o.o.o)=~(^ZoP^r) 

.0,(0.0. 0.0) J ~ ̂ - ^ ( - ^ + 0 ) > p ^ r . ^ 

*.«M). 0. 0) ^~x{tQ)apiaiToFT^{T_Q)).bT> 
T 

dm (0, 0, 0. 0) ~ , , , d —•*• (" „ , , , , , , , , — ------xOy-^exp J E, («(*•; e))dt |e--0. 
-0 
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Положим теперь 
bq{e) = q(k(tuye*z, x( toK(e) , t 0 - -s .6/ 0 , Г + е . б Т ) — 

— q(x(t0), х{Т), t0. Г) 
•и вычислим d6-7(e)/fi?8 при е = О. Для этого введем вспомога­
тельную функцию 9 по формуле 
0(8., s2, e3, e4) = (?(x^o>eE'2, x{t0)°#(e), tQ— s3-6t0> Т + е 4 . б Т ) -

-^(.«(to). *(Т), 4 Т ) . 
Тогда 

где 
.39(0, О, О, 0) d = £;№1)(х(*о)°е<*)-д11Чх(Щ\г=1 о = 

= £ x (toHe--* — id)-<7<') |g_0 = x (t0)^?<'), 

< j e ( 0 , ^ ° ' 0 ) = Ik W2) & <'°>0* <8» - У™ & ™ l--° = 
— 55 (* (to)"/? (<-)^(2) ~ * (Т W2)) |e-o = 

= i(no{(AdP--p,.).Z + (AdPri*.)F ,/.(a(to + 0))-6to + 

+ .Рг(й(Т — 0 ) ) . б Т + Р Г , < 0 с ^ е х р ^ , ( й ^ ; 8 ) ) ^ | 8 „ о и ( 2 ) , 

•_ag(0,^0, 0,0) = Д (^(3) ( ^ - e . a ^ o ) —^(3) (f0)) je_o — ^ ^ (^o)-fl^o, 

M(0.0, 0.0) ю ^ ( ^ ) ( 7 - + е . б Т ) - ^ ) ( Т ) ) | е - 0 = ^ ^ ) ( Т ) - а Т . 

Далее, пусть те[/0, Т[-произвольный момент времени, \х,— 
произвольное неотрицательное число, v — произвольная точка 
из множества V. Положим 

Ai,(t-F\-{v~~a^ п р и - - [ • • т + е + 1-82]> а " 1 ' > \0 в противном случае, 
т 

cp(E)-=x(t0-)-e>cp5 Ft(u(t) + A«(t; e))dt. 
«о 

Потребуем, чтобы точка т была лебеговой (ИЛИ правильной) 
точкой, т. е. 

т+е+це" 

т+е 
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Тогда 

* ( т ) | ^ 2 / | £ = 0 = ч -
где 

т]--=^(Г)о(АаР--,т)(^т^)-.Рт(«(т))).[а.. (2.14) 
Действительно, имеем 

Ф(е) — ср(0) — Л(Г)о(Рг,,0ое1Гр5.-Д«^) + Д и ^ ; е ) ) ^ - 1 а ) -

•=x(7,)o(Pr,^-P<0,t+E°exp ^ Ft(v)dtoPT+!L+lltliX+i0Px+e,r— idl 
\ т+е / 

/ _ ^ t+E+fie» 

== З с ( Г ) - [ Р г .т+E-eXp ^ E^ ' . -Od^P t+e+HE^+e-Px+e , . -

i+e 
t+E+JiE" 

О Р Т ^ - Р r 

Х+е 

— Рт,%+г°Рх+е,т)--
t + E+I^E2 

= Л (Г)оР-. , . - .+ ес.ехр \ Г Д ^ Й ^ Р т + Е + ц е ' . т + Е — i d °Р- .+в ,Г — 
Т+Е ' 

{ т+е+ЦЕа 

exp ^ Ft(v)dt°{Px+z+ll.e\T;+E — i<l)Jr 
Т+8 

/ { t o } T + e ^ 8 ! .1 

+ exp \ F^^dt-id \\oP 

причем 
т+е 

P t+E+ . lE .1+e-ld= j Ft{#{t))dt + 0(tf), 
Т+Е+|Л8-

т+е+м.е2 т+е+це" 
exp J Ft{v)dt — id== . J E,(<o)dt + 0 (s4), 

T+E • • T+E ' ' , 

а потому 

lim ----- (P-;+E+|J,8-,T+e — id) -= — y. • ET (д (Т)), 

lim i ( exp jj F^d^-idj-^-FY^). 
"* \ т+е / т+е 
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Таким образом, 

Ф(е ) 
de, 

— Пт^(ф(е)-Ф(0)) — 

=---x(rHAdP7-,{tau})(ExH-FT(5(T))) . t - . 

Множество всех векторов вида 

6,2(6/0. ЬТ, Z, ii)==x(to)°Z°?(1) + 

+ х (T)o{(Ad Рт,и) (Z + Fh (и (to + 0)) • St0) + 

+ FT (U(T — 0))• 6Го<?(2) + ipqW -

где 6.o6R, 6T&R, ZGDerM, a TJ задается выражением (2.14), 
обозначим через Я ь #jc:R1+n-, Это множество первых вариаций 
рассматриваемой системы; оно является выпуклым. Пусть Ж\ — 
конус в R/+n\ натянутый из начала пространства R-+"1 на вы­
пуклое множество Ни а Ж\° — поляра конуса Ж\, т. е. мно­
жество таких (1+т)-строк £=(£0, Si £т), что 

I h 
< ? , л > — 2 ^ < 0 VA= .1 \еж 

Лемма. 1[)б̂ 1 тогда и ТОЛЬКО тогда, когда 
т 

*(Т)»2е^-)(х(п) , (2.15) 

где £=(-» £1 gm)6^?\{0}. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Если ^&¥х, то (2.15) имеет место 

в силу (2.11). 
Пусть теперь 

<-• /->-{sum}£A<o уА= -1 [eXj, 
\А» 
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где ? = (£-, С-,. . ., CJetfiMO}. Тогда 
<Б, M(fli0, вТ,.2,т])> == 
т 

= < 2 C - - - W * ( - o ) ) . x(tu)oZ) + 
1=0 

т 

+ < {sum}£rd<7,(2>№)). x ( r K A d P r , . 0 ) Z ) + 

т. 
+ < 2 ^ - ^ { а ) ( л ( П ) . ^(7 ,HAdPr.OF,Q(a(t0 + 0))> X 

; -=о 

Хб^0+ < 2 - r d ^ 2 > ( ^ ( n ) , .£(7>Fr(«(r-0)) > -6Г + 
г=о 

'•-£, - (2.16) 

+ (^rdq^ixiT)), n > -
; = о 

-2 c '^ 8 ) ( ' - ) , f i ' o + 2 s '^ - 4 ) ( r ) , a r < 0 

i=o г=о 
для любых 6£0 и Ь'Т из R, Z из D e r M и ц вида (2.14). 

ПОЛОЖИМ 
m 

Х = 2 И 2 ) - y,6Der*M; (2.17) 
г-=о 

•имеем, очевидно, 
m 

х г - п - Ц W*i»> (*(П)е:г~(Г).м, (2.18) 
/=0 

и, в силу максимальности ранга линейного отображения Q,,a, 
Полагая теперь в (2.16) 8tQ—бГ — 0, Z=0 , получим в силу 

(2.14) и (1.3) 
° > < Х;(Г). x (^HAdPr ,T)(Fx^) — Er («(т))) > = 

-=х(Т) .< ь (AdPr,-)(FT^)-E,(a~(T))) > = 
= * (t) < (Ad Рт . ,)• X. Ex (в) - F t (и (т)) > = 

= X (т) < <£>х, Fx(v) — E T (к (т)) > — 

- <cox,j({tau}v -«('-И-'t И - - ' х («(-)»> = 
• .-<Ц>(т), ^( i :HFt (^)-Ft (" (T)))>, (2.19) 
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где, очевидно, 
•с • 

coT — (AdPr,{tau})*)C — e"xp J ~LPt(~m)dti, (2.20> 
т 

*<•-)----,,*(,)• (2-21> 
Из (2.20) следует, что шт удовлетворяет сопряженному уравне­
нию (2.8), причем ©г-%• Кроме того, неравенство (2.19) озна­
чает, что выполнено условие максимума (2.8). 

Покажем теперь, что выполнены условия трансверсальности 
(2.10)-(2.13). Прежде всего из (2.20) н (2.21) при /~=Т и 
(2.18) следует, что 

m 

^(П-=---•,J(r, =Х.7(Г) = 2 ~^ | 2 ) (*(П)> (2.22> 
. -о 

т. е. имеет место (2.11). Далее, полагая в (2.16) б^0-=0, Z - О 
т] = 0, получаем в силу (2.22) неравенство: 

1(Ц(Т), x(T)oFT(it(T-0)) ) +^lfiq\*HT)\uT<0 V&TW,. 

откуда следует равенство 
m 

< ф(П л(7>/Ма(Г-0)) > + 2 С ^ ^ (Л-О. 
г=о 

означающее в силу (2.5), в'-толнимость условия (2.13). 
Положим теперь в (2.16) ЬТ =0 , Z = 0, т|-=0; тогда анало­

гичным образом получим равенство 
<1Р(П x(FHAdPr,/o)E,0(«(^ + 0))> — 

m 

-2-^3 )(*о) = 0. (2.23). 

С другой стороны, из (2.7) при t = T и A'=E,o(«(Y-+-0)) сле­
дует равенство 

<Ч>(<о). * ( . > E * . (#(*,,+ 0))> = 
= (^(Т), x(THMPT,ta)Flo(u{h + 0))), 

благодаря которому из (2.23) вытекает (2.12). 
Наконец, полагая в (2.16) 6̂ 0 = 6Т-=0, г) = 0, получаем 

m 

+ < г1)(Г), x{Ty(AdPr,t0)Z) = 0 VZGDerM. (2.24> 
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Снова из (2.7) при t = T и X—Z получаем равенство 
< г|)(-о), x(UYZ > = < $(?), ^(7)o(AdPr,/0)Z > , 

в силу которого (2.24) принимает вид 
т. 

< 2 ZidlP (* Vo))> x(to>Z > + < ф (to), JC*toK > — 

m 

— ( 2 S^I'MJ-C-oW + ^Co). x(t0yz > = 0 VZeDerAf, 

откуда, в силу, произвольности поля Z, следует (2.10). 
Доказательство леммы закончено. 
Пусть 

Sz(6t0, 6T\ 2, i|) = x(to)-Zo^I)-+ 

+ x(T)o{(MPTjo)(Z + FtXu(t(i + 0))-bt0) + FT(u(T -0))-bT}°q™ + 

+ loqW - L qW (t0).et0+ -£ ?«> (Г)-бТ, 
6t0eR> sreR, zeDer.M, ie-/C; 

положим 
H = {6g(et0, 67\ Z, 1)|б^0, бГбЯ, ZeDerM, l£l<). 

В силу выпуклости конуса К множество Я является выпук­
лым. Обозначим через Ж конус, натянутый из начала простран­
ства R-+m н а выпуклое множество И. Очевидно, что конус Ж — 
выпуклый. 

С учетом леммы получаем, что теорема 2.2 эквивалентна сле­
дующему утверждению: конус Ж не совпадает с R1+™. 

Таким образом достаточно показать, что равенство Ж— 
-=R1+m приводит к противоречию. Из этого равенства следует 
существование таких векторов 

S2.* — 6z(6^, ЬТ1,&,\1)£Н, г = 1 , 2 /ге + 2, 
что начало в И}+т является внутренней точкой выпуклой обо­
лочки точек &zl, 6z 2 , . . . , 6zm: 

06intconv{6z], 6z- 6,2m+2}. (2.25) 
По определению, вектор i'6-.-C.-j (i = \ т) имеет вид 

при некотором целом n j > L где 6--jU(->-M<-"- 8=0 

Г 

Q;(s) = P7v0-exp jj Ft(a(t) + AiU(t; e))dt, 

137 



а соответствующее Atti(t; е) обращается в нуль вне [a;(s), 
bi(e)]. Без ограничения общности можно считать, что все кри­
вые ем-фг(е), г==1,.. „ т-\-2, имеют одну и ту же степень 
касания п и что [а{(в), #* (.е)] П [.яДе), bj(e)]=0 при 1ФJ. 

Обозначим через л (/га-|--2)-мерный симплекс: 
Л-={Л — (Я, А,т+2)|Л />0,г«1,...,/я+'21Л,1 + . . .+ЛЯ иа.-1}. 

Имеем V%t>0 
— x(Jr>Qa(^^)1/")|E=0 = ^ i | / , i = 1 т + 2. (2.26) 

Пусть для определенности b} (e) < ajjA (е), ;' = 1,...,то + 1 (т. е 
-а, < й1 < й2 < h< • • • < ат+2< Ьт+2)' Для АбЛ положим 

- > Тс ( т+2 \ 
Q (е; Л.) = P-v0-exp ]Ft( u(t) + 2 A^(t ; е;) IЛ, 

где ег = .\./"е, i = l, 2,..., то + 2. Имеем 

Q(e;^) = Pr,?ocP,oiai(Ei)oeXp J F,(a(0 + A,a(t; eO)^-
<-i(s.) 

Мез) 

--°».(e1),e,(e,)-exp J JFt(lL(t)JrA2tt(t;E2))dt<>Pb,(e1),a,(e!i)°--

ьтн(*т+я) 

a i ( e i ) 

* » ( 8 i ) 

°-D*,(81),r--P7-,v-D<0,as(Es)-exp J Ft(ti{t) + £^u(t\E2))dt° 

0-D*i(Ei),r--D7 ,,/,°P<-,a,(83)0eXp 

в.(в«) 

*/л+г(ет+2) 

"т-м(еЯ1-м) 
Г 

.+ Am^(i; W ) ) ^-0-o*m+2(8/n+2),7'=--Dr,<e--exp 5 /7
<(а(0 + 
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+ Ate(t; 61))d^p-.i<ooexp J F,(«('0 +А2и(*; 4))dt°Pr,u<> 
to 

T 

°exp JJE, («(*.)+ Дэй (t; e3))dto. . .<-P-v0° 
-о 

T 

oexp jj E дй(2.) + Am+2a(z-; sm+2)) d t = 

= Ql Ы ^ г ^ . • .°Qm+2(Em+2) — 

= Q 1 (V 8)oQ2(^2"e)o. . .-Qm+2(Xm+26). 

Следовательно, используя (2.26) и равенства Qj(0)=-id, i = 
==1,2 m + 2, получаем 

j _ j _ 
-|Lx(r)0Q(E " ; A.).-o------£-~(7>Q1 « M " )o 

-L JL 
Q2((^2E) " )°. • .°Qm+2((^m+2e)" )|--=o = 
m+2 _1__ m+2 

==2 -4-^(-">СД(М")|е—==2 *•£'• (2.27> 

Теперь положим для .̂ бЛ 
m+2 m+2 m+2 

.z(M=2 Ь'»-2'. ° W = _ - M ' J , 6r(x)—{sum} %гът', 
i=\ г=1 г=а 

Т+г-6Т(\) m+2 1 

^(е ;^)^^- - -^ ) . -^ f E<(tt(*) + _ Altl(t;(kiB)n)dt, 
it-B6tD(X) 1=1 

bq(e;X)^q(x{t0yeezm, .*(7>Я(е; А,), 
to—e-eto^), Г + е.б.Г(Я))--.7(.А;(/о). Л(Т). -» Т). (2.28) 

Тогда, поступая так же, как и при вычислении бд'(в) |е=.о-. и 
используя (2.27), получаем 

д 6?(e;ty|e-o-=*(to>-(*{cdot}Wc,) + да 

+x(rH(AdPr1a2(^)+p'.("("o+o))-6^o^))+ 
m+2 

+ FT (и (Т - 0)).6Т (\)Й(Я) + 2 -МЧ-8- -
139 



d
 qm(t0).6i0{k)+-i-ql4){r).6T{*.) = 

dt ' ' ' dt 
m+2 

- 2 ^i{x(t0yZ'oqO) + x(TH(Ad PT,t«){ZlJr 
1=1 

+ Fu(tt(tQ±0))o6tl
Q)-i-Fr(u(r — 0))о6Г)°<712) + 

+ | Ч ( 2 ) _ _ _ ^ _ с 7 ( 3 ) ( ^ ) о б ^ + ^ ^ 4 ) ( Г ) о б Т ' } — 

m+2 m+2 

= _ Kfiz(fit'0,6T.1, z*, g ' )=2 л '°б2 '-
Таким образом, 

' ' m+2 

где о(е; А,)/е->0(8->0) равномерно по ЯбЛ. 
Определим отображение riA-^R1"*""2 по формуле 

m+2 
r(-M=_V6z<, яел, 

/ = 1 

Тогда из (2.25) следует, что 0б1щГ(Л). Очевидно, существует 
полиэдр Пс:Л такой, что Г отображает гбмеоморфно (и кусоч­
но линейно) П на Г(П). Рассмотрим зависящее от е > 0 семей­
ство отображений 

Ов.А~Й8(и=---б.7(в; Я), ХвА. 
8 

Из (2,29) следует, что при е-Ю отображение 

стремится равномерно по ЯбП к гомеоморфизму Г| п . Применив 
теорему Брауэра о неподвижной точке, получим, что для всех 
достаточно малых е > 0 множество Qe({prod}) (так же как и мно­
жество Г(П)) содержит начало пространства R1+m. В част­
ности, пересечение ЙЕ(П) с лучом 

{z = (г0, zi, . . . , zm)6Ri+m|z0<0, г ,= . . . = г т = 0 } 
не пусто. Таким образом, для некоторого Х Ш с Л первая коор­
дината вектора 6<7(е; Л) отрицательна, а остальные т коор­
динат равны нулю. Поэтому из (2,28) имеем 

q0(x(t0)oe*zw , x(T)°R(z;I), t0-e.6t(X), 

T + s.6T(\))-q0(x(t0), x(T), t0, T)<0, 
qi(x(№*&), x(T)°R(e; Я), t0-6tQ(\), 

T + *-(>T(b)) — qt(x(tQ), x{T), t0, П = 0, i= - l mr 
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что противоречит предположению о минимальности 
<7o(x(£o)> X(T), U, Т), т. е. предположению об оптимальности 
тройки {.V, T;x(t), td[t0, T]}. 

Теорема доказана. 

§ 3. НЕОБХОДИМЫЕ УСЛОВИЯ ОПТИМАЛЬНОСТИ 
В ТЕРМИНАХ ВОЗМУЩЕНИЙ УПРАВЛЕНИЯ 

I. В (2.1) положим г=1 и Ft(u,x)=ft(x)-\-ugt(x)t т. е. рас­
смотрим управляемую систему со скалярным управлением вида 

х=х° (fti-ugt), хШ, neUcrR, (3.1) 
где f., gt — полные гладкие нестационарные векторные поля на 
М, 0 — промежуток в R. 

Обозначим через О внутренность пересечения промежутка 
[to, T] и множеств точек бесконечной дифференцируемое" (по 
t) нестационарных полей ft, gt и управления u — u(t) (ем. 
(2.3)). 

Пусть о — произвольная точка множества О, такая, что 
«(a)6int<y, p — p{t), iGR, — измеримая ограниченная скалярная 
функция, обращающаяся в ноль вне промежутка [0, 1], и « = 
==а(е), р=-(1(е), ч~Т(Е)—скалярные положительные функции 
скалярной переменной е > 0 , стремящиеся к нулю при e{to}0. Се­
мейство функций [23] 

- ( i ; s) = v{t; «(e), р(е), f (г)) - a (е) p ( ~ ^ " 

Що, Г], (3.2) 
будем называть лежандровым семейством возмущений, опреде­
ляемым точкой о и функциями p — p(t) и a = a ( e ) , p = [3(e), Ч = 

=--"((е). 
Очевидно, при всех достаточно малых е > 0 

u(t)+v{t; E)W Vte[t0, Т]. 
Вычислим правый конец траектории x = x(t), t&[to, Т], сис­

темы (3.1) с начальным условием x(t0) =x(t0) (см. (2.3)) при 
u{t)=u(t)-\-v(t\ в), t£[t0, T], где v(t; e) определено формулой 
(3.2). Используя формулу вариации постоянной (1.7) и тож­
дество (1.4), получаем 

т 
x{T) = x(toy>exp^{ft + u{t)gi)dt=* 

to 
Т 

= х (i0>exp jj {ft + a (*) gt + v(t; e) gt) dt = 
Jo 
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= х (tojop./,, r°exp J (Ad PT, t) gt-o (t; e) di = 

— г (3.3) 
= x(r)o(AdPr,(J)exp5(AdP(-,o<?^^; 6)d^= 

T 

=х(т)о(кйРт,а)<щ> \ (AdP(r,<)g^(e)pf~ ,;7v/8Mdt, 
• 0 

где (см. (2.4)) 

Р,л = exp $(Л + й(т)£,)Л, 5, 6̂[to> Т1. 

Осуществляя в (3.3) замену 
^—и—у(е) 

P(e)V(e) ' 
при достаточно малых е > 0 получим 

х (J) = х (ТЦАй PT,a)Q (a; p; а (в), р (е), ч (в)), (3.4) 
где 

Q (а; р; а, р, ц) -= ехр ^ аУх {а\ р; а, р, f) dt, (3.5) 
о 

•М~; p; a, p. Y)-=P-Tf/'(,-)(A(iPe,tf+v-i-P7t)g,e+v+97t. 
Из формулы (1.7) и разложения (1.5) следует, что 

—• Q (о; р; а, р, ч) = В (сг; - а, р. ч)-<2 (а; р; а, р, f), (3.6) 

где 

Е Га; p; а, р, 4) = jj (Абехр J аГ0(а; р\ а, р, -у) d0)KT (а; р; а, р, f) dt. 
о о 

Из (3.5) при а = 0 следует, что Q (а; р; 0, р, -у) •= id, a потому 
из (3.6) получаем (см. §1.1) 

а 
Q (о; р; а, р, ч) = $"р J Е (а; /?; а, р, v) da (3.7) 

о 
и, следовательно, 

Т а 

ехр ^ (A6Paii)gtv (t\ a, p, у) d;?-== ехр \ E(a; p, a, p, 4)da. 
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Далее, из разложения (1.6) следует асимптотическое равенство 
оо 

•3 (-о; р; а, р, Ч ) « {sum} E<*V> Pi «, Р, Т)> (3.8) 

где 

E(ft)(tf; р; а, р, " /)-=«*-- J dt1 jj d x 2 . . . J ad Г, А (or; p; p, Y > . . . 
0 0 0 

. . . oad Yu (o; p; p, f) KTl (a; p; p, 4) d4- (3.9) 
Пользуясь тождеством (1.4), получаем 

adYTft(a;p;P, 7)--.. .oad-K„(tf; p; p, 4) 7Tl (a; p; p, 4) = 
= ft?)* (Ad P<-,a+Y+13Yt ft) [ff crf (AO 

(Adi°<--1-Y+3Ytfr.1,(--.-V+PYT-j_g)[g'i;A_8, • • •> (.Ad.P.-+Y+PYt-,o-rY+PYT2 

(AdP(H-Y+pY{tau}-,<T+Y+PY{tau}1)g'{tau}1].-;(i:A) • • • РЫ)- ( 3 - Ю ) 

Разложим теперь выражение в правой части (3.10) в ряд 
по степеням р и f. Для этого введем обозначения 

Di^-fi + auift + uWg,), (З.Ц) 

Df+l=DtoDf, m = \,%... (£>? = ld). 

H\m)(jm Л) = Dim [8i, D1^ [gt D{> [gt, D{>]...]], (3.12> 
Л = 0 , 1 , 2 , . . . ; j = l m; и = Г 2 

Используя разложение (1.9), получаем 
(A,dPff+Y+BVT»,ff+Y+BY-.i) ga+V+$Vti •— 

со 

~ {sum} (Ptf'* -TV" ̂  - ^ У ' H^Y+PYT- (У I)- (3-1 3> 

Аналогично, 
(AdPcf+Y+PYT3.0+Y+PYt3) [ffcr+Y+PYt.- Ha+Y+Pyt t (/1)1 да 

оо 

« {sum} (РтУ- - п - ( т а - -зУ- H^Y+PYt» (Л. /О. (З.Н). 

Продолжая индуктивно этот процесс, получим 
(AdPe+v+pY1i,a+Y+PY{tau}^j)[ga+Y+PYTu-1> HC+Y+PYT-^j CjA-а» • • •> /1 )1 ^ 

со 
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Далее, используя формулу (1.9), получим 

(Ad.P0,<i+7+P'Vtft)[g'cr+V-|-UVC-,. Н^+У+Цухk(jk-U . . . , / , ) ] £ 

' 2 < Р Т ) " £ 
4" а'* 

dt!,i 
t=0 + y 

2Ф^2Г^ (AdPa.OX 
. - ( J 

X[guH\k~l){jk_x yoi— 

2 (РТ)У*-7Т.2 | r H ^ ( / » + /*, Ум. • • -. /i). (3.16) 
Jb=0 ./*! m=0 

Теперь из (3.10), в силу (3.13)-(3.16), следует 
adFT/((ff; р; р, т ) - . . .oadT,. (a; p; р, ч) -^ , (а; р\ р, т); 

°° СО / у 

'№Л2.-.2(^-+"-+'^-5=?— X 

- ОО 

Х - ^ Г ^ / ' Ы - - •Р(-.):2.-Ж-^*)(л + У», Ум. .... УО-

"•ft* ( t A - i - Т й ) 

ОТ=0 

/="0 /и=0 . / + . , . + / . . = / Jkl . / * - ! • X . 

X (т ' /f ' pfa).. .j0(T,).H<*V+д, Ум. • •., У0. (3.17) 
Полагая теперь 

JwiP\Jk, ...,У,) =-$.*.., Jdt2.. 
т*-' т / (Хы-хк)к~1 

о о 
7*1 ./*-,. 

X (Tl
 y y A pfa). . .p(T,)dtb 

X . . . 

(3.18) 

V{a\p\k,l, m)-- - 2 №ij>\J»,...Jx)X 
Уг>0,/---1 ft 

XHM(m + Jn, Jk-\ y'i), (3.19) 
144 



и используя (3.17), получим из (3.9) 
ОО ОО 

•Е.*)(сг; р\ а, §, Ч ) « 2 2 a"~Y+'f+'^V(a; p\ k, l, да). (3.20) 
М я - - 0 

Таким образом, (3.4) в силу (3.7)'принимает вид 
а 

A-(r)-^(-)o(AdPr.0)CTpjJE.(a; p;a,$,4)da, (3.21) 
о 

где (см. (3.8) и (3.20)) 
ОО СО СО 

Е(а; p; а, р, т ) « 2 2 2 а*-1р*+'тй+ '+тИ(а; /?; А. /, т ) . (3.22) 
/г=1 /=0m=0 

Отметим, что 
V(o; p; /г, 0, m ) = 0 Vk>2, (3.23) 

V(a;c-p\ k,l,m)=*ch-V{a;p;k,l,m) VcGR. (3.24) 
2. Для вещественных чисел а > 0 , Ь > 0 , с > 0 , Gi>0, 02>О 

и целых k ^ l , С5-0, rrC^Q положим 
а(е)=.в°, р(е)=е ь , t ( e ) - e c , (3.25) 
[х(а, Ъ, с; k, I, m) =[х(/г, /, m) = 

=~k{a+b+c)+l{b-{-c)+m-c—a, (3.26) 
«(ei, 62; k, 0 - ш ( й , /)=-fe/01+/-e2. (3.27) 

Тогда (3.20) и (3.22) примут соответственно вид 
ОО СО 

SC*) (<т;. -; a(6), p(s). ч (е))«22 ^{k'Um)V (а; Р\ к, I, m), (3.28) 
1=0-1=0 

S(a;p ; a(E), р (е), Ч (е)) « 
СО ОО ОО 

« 2 2 2 ew*.--> V (а; р; к, I, т). (3.29) 
S—1 1--0/Л- 0 

Пусть в некоторое разложение по степеням a, p и/1, вида 
(3.22) векторное поле W входит с множителем a

h"1^h+l'{h+l+m. 
Назовем высотой такого поля W выражение ц(а,Ь,с; k, t, m) •---
=H(fe,/,m), а весом — выражение со(0ь 82; k, Z+m) — 
— ш(й, i+m). 

Рассмотрим два целых числа k1 и k2, kC^-l, k%>k\. Из 
(3.26) следует, например, что fx(k1, 0, 0) = &i(a+b+c)—a, 
[A(feb 0, l)---Ai(a+b-fc)—a-fc, {mu}(kb 1,0) = / г 1 (а+6+с )—a+c+Ь, 
{mu}(ft2, 0, 0)=fe2(a+.b+c)—a, [x(fe2, 0, l ) = k 2 ( a + b + c ) ~ a + c , 
{mu}(fc2, 1, 0) =k2(a+6+.c) — a+c-\-b, а потому V a > 0 , b>0, c>0 
имеем n(ki, 0, 0)<|x(ki, 0, 1 ) < ц ( й ь 1, 0)<{mu}(k2, 0, 0) < 
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<|л(/г2. О, l)<|i(&2> 1, 0). Это означает, что в разложении по 
степеням s (3-29) члены V(a; р; k2, 0, 0), V(a; p; k2, 0, 1), 
V(a; p; k2, 1, 0) расположены после членов V(a; p; kh 0, 0), 
V(a; p; ku 0, 1), V(<r; p; ku 1, 0) V a > 0 , b>0, c > 0 . 

С другой стороны имеем, например, равенство \x(ki, 2[k2— 
—Ai) + 1, 0)—\x(k2, l, 0) -=(ki—-k2) (a—b—с), из которого следу­
ет, что \x(k.2, 1. 0)i<iA(fei, 2(fe2—ki) + 1, 0) при условии a>|ft, 
Ь > 0 , c > 0 , a<6+c. Т. е., при таких значениях величин a, b, с 
член V(a; p; k2, 1, 0) расположен в разложении (3.29) раньше, 
чем член V(a; р; k\, 2(k2—ki) + l, 0). 

Заметим, что в силу (3.23) член V(o; p; k2, 1, 0) является 
первым членом разложения (3.28) при k = k2. 

Определим значения величин а>0, Ь>0 , с > 0 , при которых 
член V(a; р; k2, 1, 0) появляется в разложении по степеням е 
(3.29) как можно раньше по отношению к члену V(a; p; k\,0, 0); 
точнее, чтобы члену V(a; p; k2, 1, 0) предшествовало в разло­
жении (3.29) как можно меньше членов вида V(a; p; kit I, m) 
(см. (3.28)) при k = ki), другими словами, чтобы неравенству 

\х(а, Ъ, с; k\, I, m)<[i(a, b, с; k2> 1, 0) 
удовлетворяло как можно меньше пар (I, т) целых неотрица­
тельных чисел /, т. 

Для этого установим предварительно ряд вспомогательных 
утверждений. 

Л е м м а 3.1. Пусть /г^-l. Тогда V/^-0 
ц,(а, Ь, с; k,0,j)<iL(a,b,c; k, 1, }—1)< ... 

.. . <|л(а, Ь, с; k, I, j—I) < ц ( а , Ь, с; k, i + 1 , /—i—1) < . . . 
. .. < |я(а , b, с; /г, / '—1, 1)<|л(а, Ь, с; k, j , 0). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Используя (3.26), имеем для 1 = 
= 0, . . . , /—1 

рь(а, Ь, с; k, i + l , j—i—1)—(x(a, b, с; k, i, j—i) = 
= A(a+ft+c) + ( i+ l ) (6+c) + (j—I— l)c—a—k(a+b+c) — 

—i(b-j-c) — (j—i)c+a = b-JfC—b = b>0, 
Л е м м а З.2. Пусть k^l и / ^ 0 . Тогда неравенства / 6 < c и 

|LI (a, b, c; k, j , 0)<(x(a, b, c; k, 0, / + l ) эквивалентны. 
Д е й с т в и т е л ь н о , в силу (3.26) имеем 

\i(a, b, с; k, 0, /+1)—|x(a, b, с; k, j , 0) = 
= k ( a + 6 + c ) + (/+l)c—a—Jfe(fl+&+'c)—j(b+c)+a = c—jb. 
Л е м м а 3.3. Если l+m^.k2—&i + 1, то \x(a, b, c; k\, I, m) < 

<|x(a, b, c; k2, 1, 0). Наоборот, если [д,(а, Ь. с; kb /, т) < 
<|я(а, &, с; &2, 1, 0) и (/е2—Ai)a+(m—1)Ь<с, то /+rn{le} 
<*2—Ai+L 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Если /+/n{le}<e2—ki + 1, то, используя 
(3.26) и неравенства tri^Q, k\<.k2, имеем 

ц,(а, b, c; ku I, т)—ц(а, Ъ, c; k% 1, 0) -=^i(a+b+c) + 
+i(6j+|c)+mc—a—&2(a+b+c)—(b+c)+a = 

= (/г.—fe2)(a+&+c) + ,(/— l)(6+c)+mc-=(ki—k2)a+ 
+ (/—1+ki—k2)bj+.(/—1+k1—kz—m)c{le}(Ai—/e2)a—rnb{le} 

Наоборот, если l-\-m^k2—&i+2, то, используя неравенство. 
{k2—&i)a+(m— 1)6<с , получим 

0>jx(a, b, c; k\, l, m) — \i(a, b, c; k2, 1. 0) = 
-=(ki— k 2)a+(i— 1+ki—62)<b+(/— 1+ki—k2+m)c> 

^(Й1—/e2)a+(l—m)&+c>0. 
Тем самым лемма доказана. 
Л ем м а 3.4. Пусть (k2~ki)а-\-(т—1)6<с. Тогда, неравен­

ства l-\-m^k2—&1.+2 и |х(а, й, с; Ab /, rn) >|л(а, 6, с; Аг, 1, 0) 
эквивалентны. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть l-\-tn^k2—&i+2. Используя 
(3.26) и неравенство (k2—ki)a+(m—• l)b<c, получаем 
ц(а, Ь, с; ku I, т)—ц(а, Ь, с; k2, l, 0) = (/г1—/e2)a+(/—1+/г.—* 
—k2)b+(l— 1+Jfei—ka+rn)cXAi—A2)a+(l—rn)b+c>0. 

Наоборот, предположим, что l-\-m^k2—ki+1. Тогда, в силу 
второго утверждения леммы 3.3, \л(а, Ъ, с; ki, I, m) < 
<[х(а. Ь, с; k2, 1, 0), что противоречит условию. 

Лемма 3.4 доказана. 
Из'лемм З.З1 и 3.4 следует, что при условии (/га—h)a-\-

+ (rn—1)6<с члену V(a; р\ k2, 1, 0) будет предшествовать в-
разложении (3.29) минимальное количество членов разложения 
(3.28) при к=к\, а именно, это будут члены V(o; р\ ky, I, m)[ 

при /+m{le}&2—ki + 1. 
Л е м м а 3.5. Пусть (k2—&i)a+.(m— l)b<c. Тогда при лю­

бых i>0 и / ^ 0 неравенство {mu}(a, Ь, с; ki, / + / , m+/ ) < 
< ^ ( a , 6, с; k%, 1+t, j ) эквивалентно неравенству .+rn{le} 
{le}&2—ki + 1, a неравенство |a,(a, 6, с; k., l-\-i, m+j) > 
> ц ( а , 6, с; й2, 1+i, У) эквивалентно неравенству l-\-m^> 
>ka—ki+2. 

Д о к а з а т е л ь с т в о вытекает из лемм 3.3 и 3.4, ибо, в си­
лу (3.26), имеем 

li(a, Ь, с; k, I, m)+i(b+c)+jc = k(a-\-b-{-c)+l(b+]c) + 
+rnc-a+t(ftj+jc) +yc = k (a-\-b+c) + (Z+i) (6+c) + 

+ (m+y)c—a = (j,(a, Ь, с; k, /+ i , m+ j ) . 
Л е м м а 3.6. Пусть имеют место неравенства 

|k - k " | - a + ( | m ' - / n " | — l ) 6 < c (3.30) 
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(max{.T+m', Г ' + т " } - 1 ) 6 < с . (3.31) 
Тогда равенство 

\х(а, b,c; к', V, m')=y,(at b, c; k",l", m") (3.32) 
имеет место тогда и только тогда, когда имеют место равенства 

/г'---/>", l' = l", m' = m". (3.33) 
с Д о к а з а т е л ь с т в о . Достаточно, очевидно, показать, что 
из равенства (3.32) следуют равенства (3.33). Предположим, 
что к'Фк". Пусть для определенности k'<Zk". При этом воз­
можны только два следующих случая: либо Г+m'+l— I"— 
—m"KJk"—k',+\, либо 1'+т'—1—Iй—m"~^k''—A7+2.' В пер­
вом случае из первого утверждения леммы 3.5 в силу (3.30) 
следует неравенство |А(а, Ь, с; к', I', m')<[x(a, b, с; 
k",l", т"). Во втором случае из второго утверждения лем­
мы 3.5 в силу (3.30) следует неравенство \л(а,Ь,с;к', V, т')> 
> ц ( а , Ь, с; к", I", т"). Поэтому в обоих случаях равенство 
(3.32) не имеет места. Меняя ролями к' и k", V wt", m' и т", 
получаем аналогичный результат и в случае, когда k'>k". 
Таким образом, если к'ФИ", то равенство (3.32) невозможно. 
Следовательно, k'=k". Возможны только три следующих слу­
чая: 1) V+m'<l"+m"\ 2) Y-{-mF>l"-\-m"; 3) Г + т ' = 
•—1"-\-т". В первом случае, используя (3.31) и леммы 3.1 и 
3.2, получаем цепочку неравенств 

ц(а, Ь, с; к', V, m')<fx(a, b, с; к', 1'-\-т', 0) < 
<ix{a, Ь, с; к', 0, Г + / п " К | л ( а , Ъ, й; k', I", m"), 

откуда следует, что равенство (3.32) не выполняется. Анало­
гичным образом убеждаемся, что оно не выполняется и во вто­
ром случае. Следовательно, имеет место третий случай: 
2 ' + т ' = Г ' + т " . Если при этом / ' < / " или V>1", то, в силу 
леммы 3.1, ц(а, Ь, с; к', Г, rn')<|x(a, b, с; к', I", т") или, 
соответственно \х{а, Ь, с; к', I", т")<.ц(а, Ь, с; к', V, т'). 
Таким образом, если VФ1", то равенство (3.32) невозможно. 
Следовательно, / ' = / " , откуда в силу равенства Г + т — 
= 1"+т" имеем т' = т". Лемма доказана. 
. Для заданных a > 0 , b>0, с > 0 и целых /г°^=1, /°>0, т ° ^ 0 
положим 

х---/ го+/о+ то (3.34) 
и введем следующие множества троек (к, I, т) целых чисел 
k>l, />0, т > 0 : 

1(а, Ь, с; к0, 1°, m°) = {(/e, /, т) \\i(a, b, с; k, I, m)< 
(3.35) 

< | i (a ,b , c ; k°, IP, m°)}, 
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Nx (k°, /о, tn°) = {(&, I, ni)\k<k\ k + t + m<к}, 
N2(ko, /o, no) = p o , I, m)\t<#>, k°-\-l + m<я}, 

ЛГ3(k°, t°, m°) — {(fe°, l,m)\l>l°, k» + 1 + m<и — 1}, 
7V4 (ko, /о, дао) = {(fe, Z, те) | k > k°, Й +.'/ + /и < я — 1}, 

TV (£-, Z", ,w°) = U Nt (k% /°, от0). (3.36) 
f--.i 

Очевидно, что 
з 

TV (й°, /о, ото) = у №t (А», /о, от0), (3.37) 

Где 
..V?(А?, /о, тев)= Д^ (АО, /о, ,До), 

JV2
0(k0{cdot} №, /reo) = {(fe, U m)\k>k\ k + Z +wi<v.—1}, 
№3 (ko, /о, mo) = p , -, да) I i.< /о, ko + / + m = >.}. 

Лемма 3.7. Если (k, i, m)QN(ku, tQ, m% то А < >:, / < > : 

Если (a •+&)>.< с и (k, /, m)Ql,(a, b, c; A0, i°, rn°), rok<y.r 
l<.v., m<>:. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из включения (/г, <-, m)6 
&N(k°, 1°, m°) следует неравенство &+/+m{le}x, доказывающее 
первое утверждение леммы. 

Пусть теперь (fy I, m)4I(a, b, с; /г°, Iй, т°). Тогда 
\х{а,Ь, с; A, I, m)<ii(a, b, с; k°, 1°, т°), или k (a+b+c) + 
+ / (&+c)+mc<A 0 ( a+b+c )+ / ° (6+c )+m°c . Из последнего не­
равенства имеем 

«••»*•-• (1°-1)(6 + с) + (т'~т)с ^.ип , 1"(д + с) -в»е, : 

<AQ + .?o+m.--=K 
и, учитывая условие (a + b) v. < с, 

i^-rn i C*°—k)(a + fi + c)H-(OT0—m)c . / n (fe°—1)(д+6 -H) + ffl°c __ 

.n й-(я+ 6-1-е)—(д + '. + •")•+- Wc 
"г 6 +с ' 

= £о_j_p l . M oj_ ^ (Д + Н - ) - ( - . + Н с ) + « ' - - А , ( Н | ! ) - - И Н - ) _ 

, й-я—(а + Ь + с)—да-6 , , й-л--/я°&—я ' 
= «+ ; Ь + с -=*-- + .» + *: .< 

, , <>;—1 + 1-=и, :. 
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•==У,-

<mn\ (Ь'-У^ + ь + ̂  + ^^ + с) 

Й°(Д + -' + Й)—(д+6 + е) + г° (b + c)—fe-c—/°c _ 
с 

k.(a + 6)-(a. + 6) + /°6 (йЧ-^ИяН-*) , 

Лемма доказана. 
Л е м м а 3.8, Если 

%(а+Ь)<с, (3.38) 
то 

1(а, Ъ,с\ k°, Р, m°)=N(k°, l°, m°). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Введем множества 

h{a, Ъ, с; k°, Р, m°) = {(k, I, tn)Ql(a, b, с; k°, P, m°) \k<k0}, 
I2(a, b, c; k°, P, m°)=-{(/e°, I, m)6l(a, b, c; k°, 1°, tn°) \l<l0}, 

1г(а, b, c; k°, P,nP) ={(k°, l, т)в1(а, b, c; k°, P, m°) \/>i0}, 
• h(a, b, c; k°, P, m°) = {{k, I, m)el(a, b, c; k°, P, m°) \k>tP). 
Очевидно, 

I {a, b, c; k°, Й,-/»-)-= IJ It(a, b, c; k°, /°, m°). 

Докажем, что 
I{(a, b, c; k°, 1°, m0)=Ni{k0, P, nP) (3.39) 

для i = l, 2, 3, 4. 
При k<&° из первого утверждения леммы 3.5 в силу усло­

вия (3.38) следует, что неравенство ц(а, Ь, с; k, t, m),< 
!<(j,(a, b, с; k°, P, m°) эквивалентно неравенству / + / n + l — 
—I°—-mP^k0—k+l, т. е. неравенству /s+Z+m{le}x. 

Следовательно, (3.39) выполнено при i=l. 
Аналогично при k>k° из второго утверждения леммы 3.5 в 

силу (3.38) следует эквивалентность неравенств 
{mu}(a, Ь, с; к, I, т)<ц(а, Ь, с; ЬР, Р, т°) и / ° + т ° + 1 — / — т > 
"^•k—k°-\-2. Т. к. последнее неравенство эквивалентно неравен­
ству &+/+m{le}x— 1, то равенство (3.39) установлено для i-=4. 

Докажем теперь равенство (3.39) для i = 2. Т. к. k=k°, 
1<Р и 1-\-т — целое, то неравенство \л(а, Ь, с; k, I, т)<0 
<(х(а, Ь, с; k°, Р, пР) эквивалентно неравенству /+m{le} 
{le}/0+m0+[,^0—l)b/c] ([г] —целая часть числа z). Пользуясь 
условием (3.38), имеем 

0<(1°-1)±<1^<УЛ<*^<1 
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а потому [(/—l)b/c] — 0. Тем самым равенство (3.39) при 1 — 2 
установлено. 

Осталось доказать равенство (3.39) для t = 3. При k = k° не­
равенство |х(а, b, c; k, I, т ) < ц ( а , Ъ, с; k°, P, т°) эквивалентно 
неравенству l-{-m^[la-\-m0— (l—l°)b / с]. При этом, в силу леммы 
•3.8, /<_х. Поэтому, учитывая (3.38) и неравенство 1^1°, имеем 

o<{z—/o)i<^<>4<:;±f1<1' 
•откуда [ 1 - (I — Z-)u/c]==0, и, следовательно, 

' /о + ото_ (I - /о) 1~\ = | > + то _ 1 +. 1 _ ^ - /о) L 

=-»/-,+дао_ 1 + [ i „ ( / _ / o ) l " j = / о + ото_ 1. 

Таким образом, неравенства 
ц(а, Й, с; й°, Z, m)<{mu}(a!, Ь, с; kQ, Р, т°) 

и Z+m{le}/°+m°—1 эквивалентны. Тем самым для t = 3 равенство 
(3.39), а вместе с ним и лемма, доказаны. 

Доказательства следующих лемм 3.9—3-14 аналогичны до­
казательству лемм 3.3—3.8 соответственно и к тому же проще, 
поэтому приведем только их формулировки (напомним, что 
fa<fa). 

Л е м м а 3.9. Если l^fa— k i+1 и 8 i>f l 2 >0, то со(Gi, 62; 
fa, / i )<o)(e b 0г; fa, 1). Наоборот, если (62—6i) {fa—^i)+62>0, 
6i>02>o и чо(вь е2; fa, Zi)<co(eb es; fa, i) то h^fa—fa+i. 

Леи-Ma ЗЛО. Пусть 9 i > e 2 > 0 и 6 2 > (0i—62) (fo—ki). Тогда 
неравенства l{^fa—fa-\-2 и co(8i, 82; fa, ii)>a>(0i, 82; fa, 1) эк­
вивалентны. 

Л е м м а 3.11. Пусть 6 i > 8 2 > 0 и 6 2 > (6.— 02) (fa—fa). Тог­
да Vi^O неравенство ш(0|, 02; ki, J i+0 < ш ( 8 ь 02; fa, 1+t) эк­
вивалентно неравенству /i{le}k2—ki + 1, а неравенство 
co(0i, 82; fa, ?i+t)>a>(6i, 02; k2. 1 + 0 эквивалентно неравенству 
l{^fa—h-\-2. 

Л е м м а 3.12. Пусть 6 , > е 2 > 0 и 0 2 > (6i—02) \k'—k" |. Тог­
да равенство G>(0i, 82; k', i')-=co(8i, 02; k", l") имеет место 
тогда и только тогда, когда к' —к" и l' = l". 

Положим 
. /(0i, 02; k*, l*) = {(fa l)\о-(0i, 02; fa 0<co (e , , 02; k*, l*)}, 

M^k*, l*)=\(k, l)\k<k*, fe+'{le}x}> 
M2{k\ l*) = {(k, I) \fa2k*, / H - / < x - l } , 

M{k*, l*)=Mx(k*, Z*)U-M2(k*, I*); (3.40) 
.здесь %=k*-\~t*. 

• Л е м м а 3.13. Если (fa l)6M(k*, l*), то k^.%, .<-<• Е с л и 

.81>82>0, вя^-Хв!—в'я)х и (fa i ) ~ (вь 02; к*, l*), то fc{le}x- K%-
16 1 
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Лемма 3.14. Если e i>9 2 >0 и е2>(0.—е2)х- то 
/(6i, 02; k*, l*)=M(k*, I*). 

Положим 
M°(k°, /°+m°) ---•{(#>, i+j) | i<l°, j=*P+ma~i}. (3.41) 

Л е м м а 3.15. ЕСЛИ (k, I, m)eN.°(/?°, 1°, m°)U^20(fe0, /°, m°), 
то (k, i-\-j)4M(kQ

J l°+m°) для всех t>0 и ;\>0 таких, что 
i-{-j=l+m\ если же (k, I, т)б.У3°(й°, J°, т°) , то /г = /г°, / + т = 
---Z°+m0 и (й, i+j)&M°(k°, /°+т°) ,для всех Q--0 и / > 0 таких, 
что i-\-j = l0-\-m0. Наоборот, если (k, 1)Ш(к°, Р+т°), то 
(k, i, j)Wi°[tP, 1°, m°)[)N2

0(kP, 1°, rnP) для всех i>0 и__/>0 та­
ких, что ; + / = / ; если же {k, l)eMa(k°, l°-\-m°), то k=ka, l=l°+m° 
и (k, i, /)6N3°(^0. .-0, /n°) для всех t>0 и / > 0 таких, что £+/ = 
= i,0+m°. 

Д о к а з а т е л ь с т в о весьма просто и вытекает непосредст­
венно из определений (3.37), (3.40) и (3.41). 

Анализ вышеприведённых лемм (см., в частности, лем­
мы 3.2, 3.5, 3.11) позволяют сделать вывод, что высота и вес 
согласованы друг с другом в следующем смысле. Пусть поло­
жительные числа а, Ь, с, 91, 02 удовлетворяют условиям 
{а+Ь) (fe--f/-+m°) < c , 8 i>e 2 , 0 2 > (0i—02) (k°+P+m°). Тогда 
неравенства \\,(а, Ь, с; k, /, 0)<ц.(а, b, с; k, 0, /+1) и со(9i, 62; 
k, /)<co(01 , 02; k, /+1) выполняются одновременно, неравен­
ство ц,(а, Ъ, с; ku l+i, т + / ) < ц ( а , Ь, с; k2, l-\-i, j) имеет ме­
сто тогда и только тогда, когда имеет место неравенство 

со(8i, 02; ki, /+m+n)<£u(0i, 02; h, l+n)» 

неравенство ^i(a. Ъ, с; ki, l-\-i, m~{-j)>\x(a, b, с; k2, 1+i, /) 
имеет место тогда и только тогда, когда имеет место неравен­
ство , : . 

со(0ь 02; ki, /+/n+n)>co(0, , 02; /e2, 1+'я) 
Здесь l^kl<k2, й > 1 , />0, / > 0 , т > 0 , п>0. 

3. В формулах (3.25), (3.26), (3.28) зафиксируем целое 
нечётное k^l и положительные числа a, b я с. Упорядочив. 
слагаемые в правой части соотношения (3,28) в порядке возра­
стания показателей степени у е, получим представление 

СО 

E<*>(0;p;a(e), p(e), ^(e))^BnW^(а; р), (3.42) 

где 
0< /Z 1 <n2<n3< . . . . 

W(k,i){p. p)== ^{sum} V{a; р \ k, I, m), ' , 
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причем, в силу (3.24), VcgR 
W<*-->(cf; с.р).----с*.№<*.->(а; p). 

Положим 
SW(o; p; а, р, ч) — 3<*>(а; p; а, р, Т), (3.44) 

Е|*)(а; р; а, р, ^ ) = Е^> (а; р; а, |3, •-•) + 
at--') 

+ Е('0(а; - а Л * p; а, 6? р, &fy). (3.45) 
а - > 0 , Й1>0, 1-а**»»=0, &1=^1; (3.46) 

Е<*)(а; р; а, р, Tf) = S(*2, (о; р; а, р, -[) + 
a(ft-l) 

+ 3(*)1(а; _ а ^ у
 ft р \ a, b% bC]i), (3.47) 

а ; > 0 , ft->0. 1—а^—О, bj^l(j>2). (3.48) 
Лемма 3.16. v y > 2 

SJ!ii(o; # «, p, ч)-=е"/.^<М>((-; p)-fo(e^), 
где 

.-=.1 

Доказательство проведем индукцией по j . Из (3.45), исполь­
зуя (3.44), (3.20), (3.24) и (3.26), имеем 

Ej*>(a; p; а, р, -у)» 

0 0 ОО 

« 2 2 ci*-1pfe+-"(№+m(1 —af&f(/i-/'m))V(a; p; k, i, m), 

откуда, учитывая (3.25), (3.28), (3.42) и (3.43), получаем 
00 

Ej*)-(o; р; а, р, ^ « ^ " ' О - - - - * ^ ' ) ' ^ - * ' 0 ("; .Р)» 
i - 1 

а потому, в силу (3.46), 

В|*)(о; -; а, Р, Ч ) ~ {sum}e*4- - *?.-"•)«*<*.'> (о; Р). 
i-=2 

Следовательно, при /==2 утверждение леммы справедливо. 
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Предположим теперь, что для всех г < / - 1 имеет место 
соотношение 

Е№. (а; -; а, р, ч )^ (3.49) 
оо оо /•—I 

~ 2 2 а*-1р*+^*+'+-П (1-<г^.'."г))1/(а; р; k, I, m), 
/=0яг-=0 .f—I 

т. е., в силу (3.25), (3.48) и (3.43), 
ОО Г— I 

EW.(cr; - а, р, т ) « 2 е " ' П (1 -гЛ-'1-).Г<'^>(а; p). (3.50) 

Тогда, используя (3.47), (3.49), (3.24) и (3.26), получим 
S(*>(q; - a, р, ч)« 

ОО оо У 

« 2 2 aft-1pw-T*+^n(i---'J*?(*,',M))'i/(of; р; А. Л w). 
'=0 m=0 J=»I 

откуда, учитывая (3.25), (3.43) и (3.50), имеем 
-о У—.1 

E<;)(cr; p; a, p, 4)~{sum}e"*LT О - ^ ' " " ' ) ^ ! -
i=y .-=-1 

-aJ&;-).ft7(ft.o(a;i-), (3.51) 
а потому, в силу (3.48), 

со ] 

E(*>(a;/;,a,p,{cdot}--)« {sum} 8 ^ n ( 1 - 6 " r t ) - ^ ( W 4 c i ; p ) . 

Тем самым лемма доказана. 
4. Зафиксируем нечётное целое k°^l и целые /°^0, т°^0. 

Пусть a, b я с — положительные числа, удовлетворяющие 
неравенству 

%(a+b)<c, x-&0+/°+m°. (3.S2) 
Через 5s (k°, Z°) обозначим множество всех решений р—р(х), 

хЩО, 1], системы интегральных уравнений (см. (3.18)) 
/(" ,(р;Д>..-,/1)=0, k=1,3,5 ka-2; 

Л>0. t= l , 2 , . . . , ft; /1+ . . , +/,.=/; (3.53) 
/-=0, 1,.. . ,и—k. 

Легко показать, что система уравнений (3.53) имеет нену­
левые решения. Действительно, пусть количество уравнений в 
системе (3.53) равно числу s. Зададим измеримые и ограничен­
ные функции ф{=ф.(тг), т<3[0, 1], i— 1, 2 , . . . , s + l , и положим 

Р (Т)-С1ф1(т)+ • . . + С , + 1фа+1.(т), Т<3[0, 1], £3.54) 
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где сь . . . , cs+i—неизвестные, c.GR, t-=l, 2, . . . , s + 1 . Подстав­
ляя (3.54) в (3.53), получим систему s однородных алгебраиче­
ских уравнений относительно s + 1 неизвестных сь . . . , с5+1. Так 
как степень однородности каждого из этих уравнений нечетна, 
•система имеет ненулевое решение (см., например, [22, с. 286, 
теорема 1]). Итак, &{kQ, 1°)\{Ъ}Ф0. 

При Ы{\, 3, 5 , . . . , /е°—2} и pG&{ffi, Iй) в силу (3.19) имеем 
оо со 

2 2 а^-рл+у+'+ПЧсг; р; к, I, да) = 
/=0 т-=0 

со оо 

= 21 .2 a"~Y+Y+l+niV {в; р; k, i, от). (3.55) 
/-=и—ft+1 m=0 

Поэтому соотношение (3.20) можно записать следующим обра­
зом: 

BOO (а; р- а, р, -() = со/г(а> р, ч), (3.56) 
где 

со* (а, р, Y) — О (а*-,Р'*+1'у»-+1). (3.57) 
При k > l , />и—k+l и т > 0 в силу (3.52), (3.26) и лем­

мы 3.7 имеем 
ц(/г, I, m)—{mu}(£°, P, m0) = {k—k°)a+{k+l—ka—l°]b+ 

+ (/e+H-m—k°~ l°—-m°)c>(1— k°)a+(m°—m+l)b+c> 
> — й 0 а+(тп°+1)Ь+с>— А ° а + ( т ° + 1 ) 6 + х ( а + 6 ) = 

= (%—А°)а+ (и+т°+1)Ь>(>-+т 0 +1)Ь>0. 
•Следовательно, правая часть равенства (3.55) состоит из 
векторных полей, высота которых превосходит |х(/г°. Z0, т°), и 

сол(а(е), р(б), y (8 ) ) -p (e ) Vft€{l. 3, 5, . .. , /г°-2}, (3.58). 
где 

р(8) = о(8М.(А0^0."-0)). 

Из (3.8) следует соотношение 
к 

3(а; р; а, р. -у)---^-- 1^ 0" . р\ а, р л ) + ш0(а, р, ч), (3.59) 

где 
шо'(а, -р, т)=0(аТ + 1 Т , < + 1 ) 1 (3.60) 

.причем 
©о(а(е), Р(е), 7(s))=p.(e) . (3.61), 

Отметим, что при /г!>«+1 высота любого векторного поля, 
входящего в Е№)(.а; р; а, Р, у) (см. (3.20)), : превосходит 
jA-.(.fe°y 1°, т°), ибо в силу леммы 3.7 (д,(й. /. m)—ц,'(й°, Р, тй) = 
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- \k—k°)a+ '(k+l—k0—P)b + '(*+'/ + m—k°—l0—m°)c > (к+. 
+ 1— А,°)а+(и+1— k°—/°)й+(к+1—х)с>й+й+с>0. 

Покажем выполнимость условий леммы 3.6, Пусть тройки 
\(k', I', т') и (k", I", т") принадлежат множеству 1(а, Ъ, с; 
kQ, Р, m°) (см. (3.35)). В силу леммы 3.7 имеем \k'—k"\^%— l 
и |m'—m"|{le}x, откуда с учетом (3.52) вытекает неравенство 
(3.30). Далее, используя лемму 3.8, получаем неравенство 
тах | { / ' +т ' , ///+m"}{le}x— 1, из которого в силу (3.52) следует 
(3.31). Таким образом, все условия леммы 3.6 выполнены. 

Используя теперь соотношение (3.42) при k—kQ, получим 
s 

E W Cor; р; а (е), р (в), Ч (е)) - 2 ел'1Г(*в'' \а; р) + р (е), (3.62) 

причем, в силу леммы 3.6, 
\-7C*v)(a; p) = V(a; р/, к%1\ т°), na = y.(k°, /°, тР), 

в"' = (а (е))*0-1 (р (Е))й°+'° (у (Е))»°+"+'*°. (3.63> 
Для t6[toi Т] положим (см. 3.2)) 

"о(--; а> Р> i)=i>(t\ а, р. т )= а , / 7 ( *— а — у 

%i(^;«.p. т)=-

*e>o(t; а> P. Y) = — fl-iftf-'Bo^; a. b\§, Ь\ч)> 
\vo(t; °-> p. т). te[o-+Y, о+т+Рт]. 

«>!(*; a, p. -r)=- »»o(t; a> P. T). -e[cr + &fT> о + bft + b*+c№]r 
[O в остальных точках из [t0> Т]. 

-»(*; «. P> T)= — - W i V " 0 ' ^ - a, bb
i+$, bf+lt), 

, 9i(t;a,p, ч)-*е[с+ч-0+(.$1.--Л)':ч + 
+ (&... .•->/)*+'PYI-
Wi(t;a, p, Y). t6[0 + .5£+IY, 
cT + (^...6i+1)

cT+(-'1...-5w)i'+ePTl. 
v 0 в остальных точках из [to. Т], 

где 
r0=(k»~~l)£, a-24 ft— 2*'. c i = - ^ . « ^ f 

dy--L2M, / > 1 . 

При достаточно малых е > 0 имеем 
o + (^ - . - ^ -1 ) c ' r+ ( - ' i . . .V i r c PY<-" 

и 0<2 ?"- ]р<1 при ^_1 = (2-~-~1)6/.з, откуда 0<2(7'-1р<1,. где 
^-=(2'--1)&/с, i — 1,2 s-l. Поэтому o + Y+PY<°+->rYr 
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следовательно, промежутки [а+ч, а + Ч + Рч] и [a + &fy, 0 + 61^ + 
•+ &i+cP"f] не пересекаются. Точно так же при i6{1, 2, . . . , s — 2} 
имеем неравенство 

o+(b1...biy4+{bl...bi)b+c№<o + b?+i4> 
а потому промежутки [<? + т. <-r + ('-'i... <̂ )СТ +(6 i • . • &t)u+cP4j 
и [а-\-Ы+хЪ 0--К&1. • - -Vi)^ + (-V • • •Vi)e+C Рт.1 также не пере­
секаются между собой. 

Пусть 

JR(t)) — expjj (AtiPa,t)g{v(t;a,$, *fidt. 
и 

Из (3.4) и (3.5) следует, что 

Д (v) — ехр \ S (о; р; а, р, ч) d~ 
о 

и 
x(r)=x(r)o(AdPr ,.,)/?(•»). (3.64> 

Полагая i?; (•у) = jR(vt), i>0, рассмотрим/?1 (в). Имееь« 
Я1 (?)) = # (^i)==/? Ы ° Я (^о) = 

a a 

= ехр ^ S(a;p;a, р, <-f)da°exp ^ 3(a; —axb[°p; a, b\§, Ь1ч)с1а = 
о о 

а 

= ехр jj 31 (a; p; a, p. ч) da, 
о 

где (см. формулу (1.8)) 
Е1(о; р; а- р, ч) = --(о; р\ а; р, ч) + 

+ ехр ^ adS(o; p; a, p. ч)**аЗ(а; -a{b['p\ а, 6?р, #•*-). (3.65) 
oJ. 

Используя (3.69), (3.60), (3.56), (3.57), (3.62), (3.20) и лемму 3,16 
также (1.6)), получаем из (3.65) 

Si (а; р; а, р, ч) = 2 --^Ч-; Р5 «> Р> Т)+->о(а. Р. Ч) + 
* -1 

и а ос-. ~ 2 - i 

+ 2 2 - " 2 W a i \ d a 2 . . . [ adS(Al)(CT;/?;«!, р,Ч>... 
i - l ft,-. ftl+( = I о"" 0

J J 

. . .°ad3(uP (a; />; dlt p, 4)S<ft'+1) (a; -axb[*p; a, Z>?p, ^ ) d a , 4 -
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+ 0((a---1pV)«+i) = {sum}E{/i)(c-; p; <*, p, 4) + ш1(а. p, -f), 

где 
CO CO 

S\k) (a; /?; a, p, y) « 2 {sum} a ^ p * * ' ^ «+"V, (<" P\ k, I, m), 

V:(a; c-p\k, I, m) = ck-Vl(a; p\ k, I, m) vceR.l 
причем при kg{1, 3, 5, . . . . k° — 2} 

Si(ft)(^;.o;«-P>'r)=^K Р,т) 
и 

Er(a ; / p;a(e) ,p (e) , T (e) ) = {sum}E^(1 — ^ - " ' ) . ^ ° ' 0 ( a ; ^ + p(e). 
1=2 

Пусть на у'-м шаге ( / < 5 — 2) получено выражение 
a 

/?(a;-) = exp jj В;(о;.р; a, p, f)da> 
о 

где 
и 

3 ;(а; - a, p. 7)=-{sum} B.>*> (о; P\ a. P, Y) + -°i (a> P. If). 

CO CO 

ЗУ() (a; />; a, p, t)«{sum}{sum} a<>-y+Y+l+mV j (o; p; k, I, m), 

Vj(p', c-p; k, I, to)-—ck-Vj(a; p\ k, I, m) VC6R, 
причем при k6{1, 3, 5, . . . , k°—-2} 

Ef(p;p;oL, P, "f) = coft (a, p, 4) 
и 

8Г(в!/>!-('),Р(«И(»))- {sum} e"'IT(1 — 6^-K-).^M)(a;^ + 
i-J+1 -7=1 

+ P(8). 
Рассмотрим 

a a 

= ехр ^ Э ; (a; p; a, p, 7) tfa-exp \ Sy (0; _ay.+1&^lvp; a, 
о 0 

a 
ft _ • < — ( • > r— — 

£;+ip, &5+i^) da = exp \ Sj+1 (a; p; a, p, 4) da, 

i 
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где 
, --.м-i (о; Р\ «> Р, ч) = --у to Р; а, р, ч ) + 

+ ехр jj adE,(a; p; a, p, 4)d« J s
J/(- r/. — <ij+ib?+\P\ а> &5+Ф> &5-иЧ)' 

Поступая точно так же, как и выше в случае j — ЬполУчим 

Эу+1 (a; p; а , p, Y) = {sum} В # , (ff; p\ а, p, -fj' + m, (а, p, ч), 
A=I 

причем при &е{1, 3, 5, . . . . А0 —2} 
В^!(а;р;ог, р, 1) = ---й(а, Р, Ч) 

и 
S^ i (cr; /?; сх(е), р(е), ч(е)) = 

•г У-Н 

= {sum} е » < П ( 1 - * * ' - ' , ' ) - ^ ( * М ) ( о ; Р ) + Р(е). 
i--/+2 ?=1 

Таьсим образом, при / = - s — 2 имеем 

Я K-i)-=«-i> § s*-i (°; />;«»Р- if)da' 
о 

где 
к 

3,_, (а; p; а, р, 4)-{sum} --f-i fa Р"> а* Р> t) + т - <>• -3' Ч)' 

ОО 00 

S?_\(o; р; а, рг т ) « 2 2 a*- ,P*+V+ '+e1 /.-t (a! Pi Ь, I, т), 
;=Ога=о 

Vs-i {<У; с-р; k, I, m) = ck-Vs_l(o; p\ k, I, m) VceR, 

S & (a; p; a, p. ч)--=сой(а, p, 4), Щ\, 3, 5, . . ., k ° - 2 } , 
В И (a; p; «(e), p(e), T(e)) = e"-X s - r ( f t V ) (a; p) + p(e) = 

=-(«(e)) f t°-1(P(s)f+ '4"f(B)r+ '0+m"^.\/((r;p; k\ /o, mO) + p(8), 

(&.=-•--0) (последнее равенство следует из (3.63)). 
Рассмотрим теперь k — k° + 2 и проведем выкладки, аначо-

гичные случаю k = k°. Именно, запишем (ср. с (3.62)) 

Bi*:f > (а; р; «(e), р(е), ч (б)) = _ е т ^ ^ ' ° (a; p) + p(6), 
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где (ср. с (3.43)) 

Wflt2'l)(о;Р)= 2 2 Wi(<r;p;k°+2,/,/n), 
/>0 от>0 

ц,(Л,/,т)--/к-

WZ^n (a; c-/;) = c
ft0+2Wf_0

I
+2'i) (a; p) V c e R ; 

в качестве v0(t; a, p, f) возьмем vs_x(t\ а, р, у) и положим г0 — 
-=(k- + 1)a/(k-+2), су——2/-1/га-/(с(£о + 2)), ; > 1 (выражения 
для а} и й-'не изменяются). Определяя теперь vsA+i (t; a, p, f) 
аналогичным способом, мы приходим на r-м шаге к выражению 

ос 

•Я (---1+г)-.--е--Р ^ ----i-н-(tf; Pi «> P. T)da. 
о 

где 
к 

Е„_.+- (а; р; а, р, т) = 2 -----+'• (а> Р> а> Р> Ч) + «i (а. Р> Т)> 
А = 1 

со со 

Е^1+г (а; р; а, р, Т ) « 2 2 a ^ Y ^ ^ - i + r (-•; р; A, i. яг), 

l / j- i+rf-^ 'p; A, I, /n) = c"-Vs_i+r(a; p; k, I, m) VcgR, 

Bi*2i+,(o;p;a, p,-f)--=c0ft(G6, p.'Y). £б{1, 3, 5 , . . ., £° — 2}, 

S H + - (в; p; a (8). p (8), -Y (e)) = e"*. V i v U7(ftM) (e; p) +,p (e). цг ф0r 

. . . . . / ; 3 ^ . ( 0 ; /?; a (e), p (s), •-• (e)) = p (e). 
Поступая теперь аналогичным образом по очереди с каж­

дым нечетным значением k, k0 + 4 <&•<.>., мы'в конце концов 
получим выражение 

а 
/ ? Ю ^ е х р jj Е* (a; p; a, p, 7j da, (3.66) 

0 

где 
к 

•-.•-••- S, (a; p; a, p, T) — 2 - -^ № /* a> P» Y) + ш1 («. P. T)> (3.67) 
. • '• .• . " ft-i: . . . 

CO CO 

SW.(«; p; a, p, T ) * 2 2 a*--p*+«^*+-+«jp-(a; p; k, i, w ) , (3.68) 
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причем 
S(*.)(o; p; c.(s), р(е), f (e))=--6W*,---"-,)»X-V(o; p; k°, /о, OTo)+-

+ p (8) = (a (e)}7'0-1 (p (e)>ft0+<° (4 (e))*--W-+m- X 
X1 • V (a; p; k°, /°. от-) + p (e), Я =,-- 0, (3.69) 

а дтл каждого нечетного k, l < k < v . , к ==--&-, 
S(») (a; p; a (e), p (s), f (s)) = p (e). (3.70) 

Напомним (см'. (3.58)), что 
© l(a(e), p(6), y(s))-=p(e). (3.71). 

Полагая в (3.64) v~v* и учитывая (3.66) — (3.71), приходим 
к следующему заключению: если 

x(r)-(AdP.r,-)№(0; p; 2n, I, m)—0 (3.72) 
для всех целых чисел п, I, т, таких, что 

\ь(а, Ь, с; 2п, I, m)<.\i{a, b, с; k°, l°, m°), 
т. е. таких, что 

(2n, I, т)в1(а, b, с; k°, P, т°), (3.73) 
то для каждой функции pG^(k°, /°) вектор 

х (7>(Ad PT, a)V(a; p\ №, i°, • /»-)— (3.74) 

является вектором Лежандра, соответствующим моменту вре­
мени сг (см. § 2). 

В силу леммы 3.8, условие (3.73) можно заменить условием 
(2n, I, m)GN(k°, l°, m°). (3.75) 

Из определения (3.36) множества N(k°, l°, m°), леммы 3.7 и 
нечётности числа &° следует, что числа 2n, I, m, удовлетворя­
ющие включению (3.75), можно описать следующим образом: 
2<2n{le}x; если 2n<ft°, TO 2n+/+m{le}«, а если 2n>k°, то 
2n+/+m{le}>c—1. Поэтому при условиях (см. п. 3) 6 i>8 2 >0 , 
6г> (61—82)%, %—&0+Z°+m°, из леммы 3.15 следует, что вклю­
чение (3.75) эквивалентно включению 

(2n, l+m) Щ{кй, Р+ш°). 
Отметим, что вес поля вида W{a; р; 2п, /, пг) (см. (3.72)) 

равен со (0Ь 02; 2n, /+/п), причём Щсг; р; 2n, I, m) есть сумма 
коммутаторных мономов (см. (3.12)) (с коэффициентами, за­
висящими от р; см. (3.19) и (3.18)), образованных из полей 
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вида 
lii l\mt + Л ( , J/ti-u . . . , /i). /i + • • • .+ Jki = h, 

{sum}ki== 2n, {sum}ii==i, 2^mi = m, 
t i i 

Сообразуясь с этим замечанием, будем обозначать символом 
D- (см. (3.12)). 

Сообразуясь с этим замечанием будем обозначать СИМВОЛОМ 
X0,i} любой коммутаторный моном, образованный полями вида 
(3.12) и содержащий / раз оператор Da (см. (3.11)) и i раз 
поле ga. Вес v(Xli-n) такого монома определим формулой 

v(X(i'«)=f'-9i+j-02, 
т. е., в силу (3.27), 

v(X(^)—G-(eb е2; i /)~со;(г,/). 
Таким образом, если 

х(Т)с(АаЯг,а)А'(2».Л = 0, v(2ti, j)eM(k<>, 1° + т% (3.76) 
то вектор (3.74) является вектором Лежандра, соответству­
ющим моменту времени .ст. 

Используя теперь теорему 2.2, получаем следующие необ­
ходимые условия оптимальности нечётного, k°-ro порядка. 

П р е д л о ж е н и е 3.1. Пусть x=x(/), u=u(t), t6[t0,T],~ 
оптимальный процесс для уравнения (3.1) с краевыми усло­
виями (2.2). Тогда существует -фб\Г2 такое, что если для дан­
ной точки аЮ такой, что и (<r) Gint £/ имеют место равенства 
(3.76) для некоторых /°.>0, m°^0 и нечётного /е°.Э-1, то 
Урв0>(к°, 1°) 

< -.[.(Г), х(Т)о(кйРт,о)У(о; р; k°, i°, да0)- > — < 0 , (3.77) 

Отметим, что т. к. k° — нечетное, Х^О и ~ рв& (k°, l°) VpE 
6.5z>(k°. /°)> то из неравенства (3.77) в силу (3.24) вытекает ра­
венство 

< я|(Г), x{THkuPTl»)V(o; p\ k°, /о, mf>) > =0 , 
иЭ которого точно так же, как и в доказательстве теоремы 3 
работы [20/, вытекают равенства 

< ф(Г), х(ТНАйРт,в)Н£(w° + i-.. 4о._ь . . . , г.) > = 
— < iji(cT), x(a)oHP(m° + hb i*o_ i,) > = 0 

для всех /1 >0, .. .> iAo> 0, таких, что ix -j-i2.+ • • • + i*» ==/°. 
5. В этом пункте предполагается, что k° — чётное; таким 

образом, мы фиксируем А°>2, /°>0, /и°^0. Пусть а, Ь> с, 0Ь 02—• 
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положительные числа, удовлетворяющие условиям 
(с+б)х<с, 0i>02, e2>{ei—баК 

где •x=k°+-°+>"0. 
Через ^(k°, 1°, m°) обозначим множество всех решений p=*. 

•=р(т), тб[0,1], системы интегральных уравнений (см. (3.18)) 
/(•-."-•) (p; j2n_x ; , j = 0 для всех 1 < п < -i- (х +1 ) , 

2 (3.78) 
; , > 0 , К К 2 - - 1 ; Л + . . .+ / 2 „_ 1 = /; 

0 < / < м —2л + 1. 
Точно так же, как и в случае множества ^(k0, 1°) (см. (3.53)),. 
показывается, что &(k°, l°, m°)\{O}-¥-0. 

При рб5э(^-. pt т°) из (3.20) в силу (3.19) следует соотно­
шение (ср. с (3.56), (3.57)) 

В(-»-»)(о; р; а, р, ч) = ^п-х (а, (3, ч) (3.79) 
для всех п таких, что 2<2n{le}x. 

Используя соотношения (3.20), (3.21), (3,59) —(3.61) и 
(3.79), приходим к выводу: 
если 

x(~)-(AdPT,-)V(0; р; 2п, I, т)=0 (3.80> 
для всех целых п, I и т, таких, что 

ц(а, Ъ, с; 2/г. I, m)<|x(a, Ъ, с; k°, Iй, т°), 
т. е. таких, что (см. (3.35)) 

(2/% I, т)Ы(а, Ъ, с; k°, P, т°), (3.81) 
то для каждой функции p£$P{ka, Iй, т°) вектор 

x(r)o(AdPT,0)V(a; p; k°, l°, m°) (3.82) 
является вектором Лежандра, соответствующим моменту вре­
мени а. 

В силу леммы 3.8 включение (3.81) можно заменить вклю­
чением 

(2n, /, m)eN(/e°. Р, т°), 
которое, в свою очередь, в силу леммы 3.15, можно заменить 
включением 

(2n, Г+т)bM(k°, P+mQ)l)M°{k0, Р+т°). .(3.83) 
Поэтому если равенство (3.80) имеет место для всех п, I, т,. 

удовлетворяющих условию (3.83), то вектор (3.82) является 
вектором Лежандра (для каждой функции pQ?(k°, Р, т°)). 

Из соотношений (3.4), (3.19) и теоремы 2.2 вытекают сле­
дующие необходимые условия оптимальности чётного, k°-ro 
порядка. 
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П р е д л о ж е н и е 3.2. Пусть .v----x(i'), u—u(t), №{t0,T],— 
оптимальный процесс для уравнения (3.1) с краевыми усло­
виями (2.2). Тогда существует ty&Pi такое, что если для дан­
ной точки оЮ, такой, что и (iff) Gint U, имеют место равенства 

x(t)o(AdPr,a)H¥n) (m + J2n, ju-x Л ) = 0 
для всех ti>\, m>0, j\>0, . . .* / 2 r a >0, таких, что ./] + . . . 
• • • + ja« = - и (2л. 1 + т)бМ (k-, ft + w0) U Mo (%о, io + тео), то 
уре&(№, /о, тР) 

< ф (Г), 5с (7)o(Ad Рг,«,) I7 (о; р; k\ i% mfi) > < 0. (3.84) 
Напомним, что множества M(k°, i°+m°) и M°(k°, /°+/п°) 

определены соотношениями (3.40) и (3.41) соответственно. 
Неравенство (3.84) допускает при 1°=1 дальнейшее упро­

щение. Действительно, из (3.12) следует, что при /1-= 0 
H^{jk,jk-„ . . . . / . ) = . 0 . 

Поэтому при /-=--1 из (3.19) вытекает равенство 
V(a; p; k\ l, mo)^-L.j^(p; О, ..., 0, \).Н$'\т!>, 0 0, (1), 
причем, в силу (3.12) и (3.18), 

НГ(т°,0, . , . , 0 , l) = -Or((ad^)'i°-I(E»0^)). 
1 т . т / г - - 1 

У(/i0) (p; 0 о, 1) = J dx, j dT2... J (ц - т2) р ы . . . 
о о о 

... р (Ъ) dtko. 
Интегрированием по частям получаем, что 

о V о / 
для всех функций р=р(т>, тб[0, 1], интеграл от которых по 
промежутку [0, 1] равен нулю, и тем более Vp№(k°, l°, m°). 
1. к. k° — чётное, то для любой отличной от нуля почти всюду 
на [0, 1] функции pe&>(k°, l°, m°) 

JUlO)(p;0, . . . , 0 , l ) < 0 . 
Поэтому неравенство (3.84) при / ° = 1 принимает вид 

. <q{nx(THMPr,a)D?№gaf-l(bage)))>0 (3.85) 
или, что эквивалентно, 

< $ (О), JC (<Г)о.О?° №gof~l (Daga)) > > 0. (3.86) 
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§ 4. ТОЧЕЧНЫЕ УСЛОВИЯ ОПТИМАЛЬНОСТИ 
ЧЕТНОГО И НЕЧЕТНОГО ПОРЯДКОВ 

I, Напомним (см. § 3.4), что символом X(i)i' мы обозначаем 
произвольный коммутаторный моном, образованный полями ви­
да (3.12) и содержащий / раз оператор Д, и i раз поле ga. 
Множество всех таких мономов (при всех Qsl, /_>0) обозна­
чим через L и положим 

Ln,i = spaa {(Ad PT,,) X{iJ) j X (^' 'eL, (i, /)eM(-k, Ц, (4.1) 
Ъц,1 = {х(ТУ>Х\Хик,,}, (4-2) 

E f t--=span{x(rHAdPr,o)X ( ' , y ) |X ( ' ' / ' )eL> v(Xv,J))<k}, 
где 

v(X ( M ) ) = i.81 + y-e2. 
Предположим, что при некотором la>\ 

Bla-TI{T)M. (4.3) 
Теорема Нагано—Суссмана позволяет считать это условие 

выполненным для любой регулярной системы, в частности, для 
любой аналитической системы с фиксированным начальным 
значением [32]. В общем случае при невыполнении условия 
(4.3) следует в качестве многообразия М рассмотреть орбиту 
начальной точки. 

Т е о р е м а 4.1. Пусть x=x(t), u=u(t), t£[t0,T],— оптималь­
ный процесс для уравнения (3.1) с краевыми условиями (2.2). 
Тогда существует фет-! такое, что если для данной точки о&О 
такой, что w(a)Gint U, выполнены условия 

Зс(ТИА(1/>г,о)Х<2в'',еП2я1/, (4.4) 
V(2n, i)GM (ko, 1° + m% А'<2'М)бА 

для некоторых /°^0, т ° ^ 0 и нечётного &0^3-1, то 
< <ф(а), х(аумР (да--И*., im-i h) > = 0 (4.5) 

для всех й^-0, , . . , 1 , ,>0, таких, что i i+ . . . •+ i,,*-" = ^ ° . 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Записывая решение x=x(t), 

Щи,Т], уравнения (3.1) с начальным условием x(jf0)=x(^o) 
при и=w+u (см. (3.2)) и используя формулу вариации посто­
янной (1.7) и тождество (1.4), получаем (см. также (3.3)) 

t 
x(t)=--x (/0)°ехр jj ( / , + и (х) g% +- v (т) g%) dT = 

' о 
t 

= х (t0)°Pto;t°exp jj (Ad Pt,x) g%v (x) dx-= 
h 
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t 

= x (T)oPTti°&tp jj (Ad P,)T) gxv (x) d T = 

= х(Г)-е"хр J (AdPr,t)g-T« (-) dT°P-v. (4.6> 

Полагая при t6[t0> -Л 

у (i) = x(Г)оехр J ( A d Р Г , Т ) ^ (x)dx, 

имеем 
x(f) = y(tyPT,t, te[t0,T], (4.7> 

в частности, 
x(T)=y(T). 

Поэтому вместо траектории ЛГ==Л;(t), t£[t0,T], системы (3.1) до-
статочно рассматривать траекторию y=y{t), t&[t0, T], системы 

y = yohtv, y(t0) = x(T), (4.8) 
где 

ht^{MPr,t)gt. (4.9) 

Отметим, что управлению u=u(t) и траектории x—x(t),tG 
e[to. Т], системы (3.1) соответствуют управление и=-0 и ста­
ционарная траектория y=y(t)asx(T), t6[t0, T], системы (4.8). 
При этом точка х(Т) лежит на границе множества достижимо­
сти системы (4.8) (в силу соотношения (4.7) и того факта, что 
Ртл— диффеоморфизм при каждом t6|[/0, Т]). 

Пусть'управляемая система 

z = z°Atv, z(t0) = 0mn, (4.10) 

является нильпотентной аппроксимацией системы (4.8), а Ф — 
соответствующее координатное отображение (см. § 1.2). Управ­
лению и—w(£)—0, t&[t0,T], соответствует нулевая траектория 
2=г(^)- 30, te[t0, Т], расположенная на границе множества до­
стижимости системы (4.10), причём выполняются краевые ус­
ловия 

q,(z(t0), z(T), to, T) = ?,(0, 0. to, Т) = 0. * = 1 rn, 
•где, в силу (4.7), 

ki(z(to). 5(Г), to. T)~q,(x(td, x(T), to, Г,) = 
= ^(5( to)or ,-Pr, / o , 2(Т)оФГ]оРг,г, to, Т). (4.11) 
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(Если бы точка OGRn была внутренней точкой множества до» 
СТИЖИМОСТИ системы (4.10), то, как показано в [24], точка 
л(Г) была бы внутренней точкой множества достижимости си­
стемы (4.8), что противоречит условию). Поэтому процесс 
z=г(^----0, v=~v(t)^0, t£[t0, T], является оптимальным [13].» 

Обозначим через 0 множество всех ненулевых решений со­
пряженного уравнения (см. (2.7)) 

< 9 (to). 5 (to)-- > = < 9 (0. г (t)° [ Ad ёхр jj КЪ (т) dx j 1 > 
to 

vZ6DerR»; Q(t)eT~{i)Rn, 
удовлетворяющих условию максимума 

Я, (е (0. z (t), 5 (t), t) = sup Я, (9 (t), г (t), v, t), 
V 

где 
Hi (6, z, v, t) = < 9> z°htv > , 

и условиям трансверсальности 

9 (to) — -^idq^^ih)), 2 & i ^ 0 . t=o ;-=o 
m 

9(Г)-2^г412)(г(Т)), 
.-=0 

m 

Hi (9 (h), ~Z (to), v (h), to)= {sum} 5, —• #3 ) (to). 

(4.12> 

(4.13> 

(4.14) 

(4.15) 

(4.16) 

(4.17> 

Я,(9('Л. «(-")• « ( П Т) = - 2 - . - 7 Г ^ 4 ) ( Г ) . (4.18> 

В силу (1.9) в любой точке t бесконечной дифференциру-
емости нестационарного векторного поля ht имеют место ра­
венства 

Ай-й^НАёРг.ОФ-Я-). i>x- (4Л9> 

Т. к. оператор Dt является дифференцированием (см. (3.11))^ 
то каждое поле вида 

(k&PT,t)H\m)(jm /1) 
(см. (3.12)) можно представить, в силу (1.9), в виде суммы 
некоторых коммутаторов вида 

a d h H . . . ° a d ^ ' ) / # l ) , 
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Тле i1 + . - . + im = /i + . . . +Ли> причем 
v ((Ad Pr,t) Н\т) Um У.)) = (Л + • • • + / m ) e 2 + /n.01 = 
= (11+ . . . +i.„)&2 + m-ei—v(a4/z(/ffl)o.. .oadA(

(',)Ai',)). 
Поэтому аналогичным образом можно представить и поля вида 
(АйРт,о)Хи'1] (см. (4.1)). Используя теперь лемму 3.14 и свой­
ство (Ы4), получаем из условия (4.4) равенства 

0oY{
a

2nJ)=0 у(2п,1)еМ(№,1° + т°), Y^el, 
где 

Kjr
2Sl') = (AdPr,«,)X(2",'), 1-^{Х\ХЩ. 

Поэтому воспользовавшись предложением 3.1 с последующим 
замечанием, получим следующее утверждение. 

П р е д л о ж е н и е 4.1. Существует эб@ такое, что 
< ёИ,^(о> H^imo + h., ift._i i,) > = 0 

для всех i, > 0 г'/(0>0, таких, что i--j- . . . -+..fto--=io. 
Имеем (см. (4.12)) 

< 9(*о), ~г{№) = < 9(4), a>,-(<i)Zj.((i) > = 
= < <»f(t.,e(-o), Z~{U) > = < T,(t0). y(/0)oZ >, 

где 

Hi * * 

®z(ti)'-TzV~.)Rn-+Ty(tll)M — сопряженный оператор по отношению 
к оператору 

Аналогично получим 
(Bit), 5(t)oi> = <T,(t), y(tyz), л(-)еТ~ (0м. 

Поэтому (4.12) принимает вид 
< л(-оУ> УСоК > = < ч(0. £(->•- > YZGDerM. (4.20) 

Действуя таким же образом, получим из (4.13), (4.14) соот­
ветственно соотношения 

H2 0l(*). У if), v(t), t) = suvH2(i\{t),y(t), v, t), (4.21) 
V 

] Hi(4\,y,4),t)^{\yohtv) . (4.22) 
Полагая для FgDer M 

Z^(AuPt,u)r^(kuPT,MdPt,t,)V 
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и используя (1.3) и (4.7) имеем (см. (4.20)) 
< 1(0,5(0-2) = К ч ( 0 , x(t)°Pt,T°iAdPTito)Y) = 

-<Л(0.(-°Ы„Г(О((А<1Р (,/.)П-: (о>=--
-=<(РЛ7-)1 (^(0, « А с 1 Л , , . ) П - ( 0 > в 

= (*К0. x(0°(AdPM o)K), 
где 

•*(0-=(-°'.r)i (J)ti(0eri (OM\{0}. 
Поэтому (4.20) можно переписать в виде 

<f(/0),x(f0)oF) = < if(t), x(tHAdPt,u)Y) (4.23) 
vK"gDerM. 

Аналогичным образом, используя (4.7), (4.9) и (1.3), имеем 
из (4.21), (4.22) 

<т)(0. Hi>htv(t) > --= <i-(t), x(t)oPt,T°(MPr,t)gt 5(0 > -= 
--(4(0. ( P ' ^ . ^ j t o ^ ^ t O ) -

= (ip (о , х (tygti (t)> = sup <<$ (o. J . (o-g-**» > > 
откуда прибавляя к обеим частям последнего равенства выра­
жение .< •ф(0,-x(0°(/<+ «(*)..?*)) > получаем соотношение 

Я(ф(0, x(t), и (0, 0-зирЯ(г|)(0, л (0, «, 0, 

где 
Я(ф, л:, и, 0— (% •»•(/*+ а&)) 

(напомним, что (См. §3.1) a{t) = tt{t) + v<(t), причем равенства 
u{t) = u(t) и v=v (t) = 0 эквивалентны). 

Теперь займемся условиями трансверсальности (4.15) —(4.18). 
Из (4.11) следует, что 

dqV (2 (g) =dq? \x{t0)HPT,iX,7(*.)°№"1).. **,)• 
Поэтому равенство (4.15) эквивалентно следующему: vZGDerR"; 

т 
< в (to). 2 ( -o )°- > = -{sum} Cz < d f i 0 (*(*o)). 

...=o 
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•откуда, в силу соотношения 

^--«(^--«..йА) 
вытекает, как и выше, что vZ6Der M 

т 

Полагая в этом равенстве 
Z = (AdPTlfo) V, FeDerM, 

и используя (4.7), (1.3). имеем, как и выше. 
< м(-о)> y(to>Z > = (4(t0), ху0уР<0,То(АйРг,и)Г) = 
= < (Р'..т)~1и)М*о), x(t0)°r) = {y(t0), x(t0)oY) = 

m 

= - 2 d < dq?] (*('o)), (PT,t.).y.V.) ((А^Рт,и)Г)~{и) > = 
2-0 

m 
— - 2 £' < -*?-° <>'Co»' -/ (<o)-Pr,*.»AdPf.1,, (AdPr.,,) Г > = 

i=0 
m 

— -2С<<^(!)Й-о)). * W > . 
г=-о 

Таким образом, имеем VK-gDer M 
Га 

< г|>('о). *(-о)--' > 2 Е *< ^ (Х"(^))' - ^ - ) о Г > > (=0 
т . е. 

Ч>С-̂о) --= ~ 2 £--fo(I) (* (-о)). (4.24) 
/=-0 

Аналогичным образом из (4.16) получаем равенство 
m 

г К П = = 2 - г ^ 2 ) ( * ( П ) - (4.25) 

Действительно, из (4.11) следует равенство 

^1",(5(7'))-^Р)(л(7*)И-0г.г)ф1у(Г)Ч<-Г,).,г(г,. 
а потому, в с-илу (4.17), VZgDerR" 

m 

< 9 in z (T)°z) = 2 е* < d^2) rx (Т)). 
/-о 

(-Э-'.-')-.7(г,(Фг1).1Г(гЛ1г)> 
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или, как и выше, V-ZeDer M 
( 6 (Г). К-Цт^т) > = < Ф?(г,в(-Г). 2~((Г) > = 

m 

— < Ц(П HT)°Z > = 2 ? * < -^Я)(*(Т)). 

(-эг.г).,-Г(Г)(Ф„ЙГ))-1^--7.)>-
m 

= 2 ^ < dqf)(x(T)), {Рт,т),,7/{T)Z;{T) > • 

Таким образом, VZgDerM 
/в 

< т,(Г), у (7>Z > = 2 е < < - ^ f W ) ) . OPr.r). 17{Г)2-г(П > • 

Полагая в этом равенстве 
Z = (AdP-r,r)Y, reDer/И, 

:и используя (4.7), (ГЗ), получаем 
< т,(Г), x(7>P r,r-(AdPr,r)r > = < !!(Г), (Рт,т)^Т)Г~(Т) > — 

-= < (Рт,т)*~{Т)Ч(Т), X<?)°Y > = < Ц(Т), х(Т)°У > = 

~%i{dqf)&{T)), (Рт,г)^Т)((АйРт,т)Гд т)) == 
. = 0 

m 

- - - 2 е ' < -ЭДа)(*СО). yC^oP-r.ToAd.PF.r-AdPr.rr > = 
i -0 

—2^<^!2Ч*(Т)).*(Т)°П. 
2=0 

Следовательно, vygDerAi 
m 

< г|э (Г), х (Г)оУ > = 2 £« ( d<7<2> (*CO). х(Г)оГ > . 
. = 0 

TeM самым равенство (4.25) установлено. 
Займемся теперь равенством (4.17). Из (4.11) в силу (4.7) имеем 

-^ГЧ-о) — --! <7<3> (*„)+ '< dq^(x(t0)), y(t0yJL PT,t\MQ > = 

= ±rqf)(t0)+ { dq?4x(to)), ~y(ta)°PT,tAfu + u(U)g<,)) = dt ^i v - / г \ - v . 
d 
dt 
•ji <7i3)(-d)+ < dqV &(Щ, x(tQy(fio + u(t0)gi,)) . (4.26) 
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Кроме того, выше было показано, что 
Hi (9(0. z(t), i(t), 0 — H2 (•!(*). У it), v(t), t) = 

= H(${t), x(t), u(t), t)~ < -ф</>, x(t)o{ft + i(t)gt)>. (4.27), 
Используя (4.24), (4,26), (4.27), получаем из (4.17) 

H(4>(-o). -*(-'o)' "(^o). h)— <I|J(-O). •«(••oM//. + a(io)fi,/g > = 

- 2 e . -£* i 8 ) (*<>)+ 

+ Z£t < -ty10 (*(-o)). x(t0Hfte + U(tQ)gtu) > = 
/=0 

2 - « ^ <7{34-o)- ("|>(-o). л(^оИЛ. + a(t0)ff/.) ) > 
(=0 

откуда 

H M ' o ) . x(t0),i(t0), ô) — {sum}£*-—-^(8)(-o) 
/ - - 1 

Наконец, используя (4.7), им»еем из (4.11) 
d \W<T\— d , , ( 4 ) 
at •дГ(Т)- dt q?\T)-\- <dqy'(x(t0)),y(t0)o — Ptii at „r> + 

, ( .2> + ( dqY' (x(T)), yWo-rj-Pt.t 
t-r > 

-<4), , ( ' ) 
at qr(T)-{dq\li(x{tQ)), y(t0HfT + u(T)gT>PT,it)*= 

,W , ( • > 

rf!. • 7 П - " ) - < <W '(-«(-о)), У(*о)°Рт,1о(МР<0.т)Х 

X(fr + tt(T)gT)) a ,W/ -(.') 
dt q\4(T)-{dqV{x{h)\ 

xliQy(AdPt„r)(fr + ~a(T)gT)>, 
откуда, используя (4.24), (4.27), (4.18), (4.23), получаем 

H(-j>(7-), х(П й(П Т)~ <-ф(7-), x(THfr + a(T)gr)) -
m m 

-=-.2^--4-^4)(7,) + 2ci<^i,)(^(-o)).i(WAd/'<ilr)X 
i-=0 /=0 

Х(/г + й(Г)Ы> = - 2 ^ - . 7 Г ^ 4 ) ( П ~ 
/=-o 
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- <*p(*o). Jc(toHAd/-,/ai--)(/r + «(7).?-•)> — 
т 

= -^i-£rri4)(>T)~(q(T),~x(THfT + u(T)gr)). 

Следовательно, 
m 

H(^(T), ~x(T), й(т), т)=-^1-4гч\А\П 
Доказательство теоремы 4.1 окончено. 
2. Используя обозначения (4.1), (4.2), выведем из предло­

жения 3.2 следующие необходимые условия оптимальности 
четного, 6°-го порядка. 

Т е о р е м а 4.2. Пусть x=x( t ) , u=u(t), t6[t-0, T], — оптималь­
ный процесс для уравнения (3.1) с краевыми условиями (2.2). 
Тогда существует ^>&¥i такое, что если для данной точки об О 
такой, что w(a)Gint U, выполняются условия 

x(rHAdP r ,a)F42 r a ) (те + у2п, Лгм J\)eu2n,1+m 

для всех я ->l , j\>0, ..., ]2п~>0, т>0, таких, что / . + . . . 
• • • +У2- — I и (2л, l-\-m)6M(k°, /о + да°) при 2/г-?--/г0 и 

x(r>(AdPr,o)F^"0 )(w + /fto, jk°~\ /ОбП^/о-ни. 
для всех m> 0, /1 > 0 ]к> >0, таких, что /1 + . . . + /й» = i 
я (k°, l + m)eM(k°,l°+m0), для некоторых №>0, от°>0 и 
четного k°>2, то Vpe&ik0, Z°, от0) 

< а^(П ~х(ТУ(МРг,о)У(а; р; А°, *°, то0) > « 0 . 
Доказательство аналогично доказательству теоремы 4.Г 
3. В этом пункте мы изучим случай векторного управления. 

т. е. рассмотрим управляемую систему вида 

x = xolfi + ^lulgiX XQM, tiQUcR', (4.28) 

где ft, g\ gr
t — полные гладкие нестационарные векторные 

ц'оля на Ц, U —-замкнутый выпуклый многогранник в Rr, а 
x = x(t), u=a(t), t6[toi Т]| —соответствующий оптимальный 
процесс. 

Как и в §3, через О обозначим внутренность пересечения 
промежутка [t0. Т[ и множеств точек бесконечной дифферен­
цируемое™ по t нестационарных полей / / , g\, ... > gr

f и управ­
ления tt~tt(t). 

Пусть а—произвольная точка множества О; грань мини­
мальной размерности многогранника U, которая содержит точ­
ку ~и(а), сместим параллельно в начало координат простран-
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ства Rr и обозначим через я<- оператор ортогонального проекти­
рования пространства Rr на линейную оболочку смещённой 
грани [1], [4], а через (nii(o)), t , / = 1 , . . . . г,— матрицу опера­
тора яа (если Ъ(с)eint U, то очевидно, (пц(а)) i, /=1 г — 
единичная матрица, а я- — тождественный оператор простран­
ства Rr). 

Зафиксируем некоторый вектор а={ах a-){cdot}$Rf и поло­
жим в 

u{t)=u{t)\-\-v{t) -Лай, te[tQ, T]\, 
где v — новое скалярное управление. (Отметим, что векторно­
му управлению u(t)=u(t) соответствует скалярное управление 
v (/) — 0). Тогда будем иметь 

х = хо ( / , + 2 и, (t) tt J = xo(Ft + v (t) Ot), 

где 
Г Г Г 

^---л+2 «.(->#. G , = 2 2 ¥v(°)'«i- (4-29) 

Определим множество допустимых значений V(tJ управления 
v(t) следующим образом: v(t)&V(t) тогда и только тогда, 
когда v(t)-7taa6U\{u(t)}, terto,-^J. Очевидно, OGV(if), 
Щк,Ц, HOeint V(<r). 

Положим еще 

А/--= 2 я - / •> ) •# • •/-я1 г> <4-30) 

n\n)Um Л ; ' и . •••• J ' i)-= 

= D/~$* , D^-'[A^-> Г)/'fAf*. £>/'.-#]... J]. (4.31) 

Символом Y^'j) будем обозначать произвольный коммутаторный 
моном, образованный полями вида (4.31), причем j есть коли­
чество вхождений в yv,J) оператора £)в, a i — общее коли­
чество полей hl

a, . . . . hr
a, входящих в У{

а
и1)- Пусть L есть мно­

жество всех таких мономов. Сохраняя смысл обозначений (4.1), 
(4.2) и применяя теорему 4.1, получаем из (4.5) равенства: 

< у (о), x(cr)-E>f+-*-[Gft Di"0-1 [Go • •.. -3>«G«J...] > - О 
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для всех / i > 0 jk«>0, TagHx, что /1+...+/*•>==/°, от­
куда, учитывая равенство 

г 

G.- =- 2 аЛ/> 
вытекающее из (4.29), (4.30) и тот факт, что вектор a€Rr был 
произвольным, получим равенства 

< -ф (a), xioyHWH'tnP + Jko, ;,,„_! j \ ; ik,, . . . , f 1 ) ) = 0 
для всех / i > 0 //.»>0, 1<£, < г K t s . < r , таких, 
что у, + . ..+//.•> ==/~. 

Таким образом, получаем необходимые условия оптималь­
ности нечётного порядка в случае векторного управления. 

Теорема 4.3. Пусть x=x{t), u=u(t), Щ^, Г], — оптималь­
ный процесс для уравнения (4.28) с краевыми условиями (2.2). 
Тогда существует ty&Wi такое, что если для данной точки а&О 
выполнены условия 

л(Т)ЧАёРг,а)^(2'м)еП2,м 
V(2«, i)eM(A°, /°+w°), Y^^L 

для некоторых #>>0, m°>0 и нечетного /е°>1, то 
< -ф(о), л(а)оЯ<*-)(дао+Ло, Д._, /1; 4» ii) ) = 0 

для всех / . > 0 , . .., jk°>Q, К1х<г l<iu°<r, таких, 
ЧТО Л + - " + / * ' = '!0' 

Для получения условий чётного порядка действуем анало­
гичным образом, используя теорему 4.2 и замечание после 
предложения 3.2 (см. (3.85), (3.86)), в результате чего полу­
чаем следующие необходимые условия оптимальности чётного 
порядка. 

Теорема 4.4. Пусть x=x{t), u=u(t), tG[tQ, T], — оптималь­
ный процесс для уравнения (4.28) с краевыми условиями (2.2). 
Тогда существует Ip&Pi такое, что если для данной точки сгбО 
выполнены условия 

~x{T)o(AuPT,a)Ho'l)(m+j\n, yVi, . . . . Л ; Н, i\)$hn,i+m 
для всех п>\, m>0, j\>0 /г«>0» K i i < r К 
<hn<r, таких, что A+-- - '+ j2« —- и (2n. I + m)QM (k°, 1 + 
+ /n°) при 2n=£k° и 
x(rKAdPf l t-)#^< , )(^ + ./A°> Jt'"-b . . . . / Г . ho h)QRk»,i+m, 

для всех m.>0, / i > 0 , . . . , ; 2 л > 0 , Ki^Kr, ..., 1</ / г-<г, 
таких, что / i + . . . + . / > = i и (/г°, /+m)6M(k°, 1+m°). для 
некоторых да->0 и четного k°>2, то V (av . . . , ar)6Rr 

г г 

21 ••• 2 в«*1----|. <Ч>(°). х(Р)°нР(т<>, 0, . . „0 , 1; 
**•, . . . . i j ) . ) > 0 . 
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