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СВЯЗЬ С МНОГИМИ ПОЛЬЗОВАТЕЛЯМИ 

С. И. Гельфанд, В. В. Прелое 

§ 1. ВВЕДЕНИЕ 

1.1. Настоящий обзор охватывает работы по теории связи с 
многими пользователями, в основном прореферированные в Р Ж 
«Математика» с 1961 по 1976 годы. 

Теория связи с многими пользователями (multiple-user com­
munication), как область теории информации, определилась в 
начале 60-х годов после работы Шеннона [73] о двусторонних 
каналах. После этого в течение десяти лет появилось лишь не­
сколько работ, в которых, в основном, развивались и уточнялись 
результаты Шеннона. В начале 70-х годов интерес к этой обла­
сти резко повысился ввиду возможной связи ее с вопросами 
построения сложных современных сетей передачи данных. Ра­
боты Ковера [33] и Слепяна и Вулфа [76] знаменуют начало 
интенсивного исследования систем с многими пользователями. 
Этот процесс интенсивного исследования продолжается и сейчас, 
и число работ, посвященных многокомпонентным системам свя­
зи, быстро увеличивается. Можно, по-видимому, сказать, что в 
настоящее время эта область теории информации переживает 
период расцвета. 

Работ, которые в той или иной степени можно рассматривать 
как обзоры теории связи с многими пользователями, очень не­
много. Можно упомянуть лишь обзор Вайнера [93], в котором 
§ 6 посвящен интересующей нас теме, короткий обзор Вулфа 
[87] и появившийся недавно весьма подробный и содержатель­
ный обзор ван дер Мейлена [62] (и его расширенный вариант 
[63]), посвященный, однако, лишь многокомпонентным кана­

лам и не затрагивающий вопросы кодирования нескольких ис­
точников. Поэтому мы сочли возможным уделить в нашем об­
зоре несколько большее, чем это обычно принято, место изложе­
нию основных определений и полученных результатов. В конце 
первого параграфа ВВОДЯТСЯ обозначения, которые постоянно 
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будут использоваться в дальнейшем. § 2 посвящен задачам 
кодирования (устранения избыточности) коррелированных источ­
ников сообщений, а § 3 — рассмотрению возможностей помехо­
устойчивого кодирования в односторонних каналах с нескольки­
ми компонентами, когда каждая вершина канала (терминал) 
является или только входом (передатчиком), или ТОЛЬКО выхо­
дом (приемником). В § 4 обсуждаются двусторонние и много­
сторонние каналы, когда некоторые вершины служат одновре­
менно и входами и выходами канала. Наконец, в § 5 рассмат­
риваются некоторые задачи теории информации, которые могут 
быть связаны с обсуждаемой темой. 

Нам хотелось бы выразить глубокую признательность 
М. С. Пинскеру (ИППИ АН СССР) и Я- Кернеру (Иинститут 
математики Венгерской АН) за многочисленные полезные бе­
седы, которые помогли пониманию различных обсуждаемых 
здесь вопросов. Мы также благодарны Я. Кернеру за возмож­
ность ознакомиться с некоторыми его результатами. 

1.2. Введем некоторые обозначения, которые будут исполь­
зоваться в дальнейшем. Заглавными рукописными буквами 
(3?, ?/, 3£, • • •) будут обозначаться конечные множества, 
соответствующими строчными буквами (х, у, z, ...)—-эле­
менты этих множеств. Если SD — некоторое множество, то. 
через SC" будет обозначаться прямое произведение п экзем­
пляров SL\ 3Cn = SCX • • • XSC- Элементы 30 п будут обоз­
начаться полужирными буквами: x==(x1, . . ., xn)Q90n, xl£.8C. 
Заглавными буквами (X, Y, Z,...) будут обозначаться случай­
ные величины, принимающие значения в соответствующих мно­
жествах; июлужирнымп заглавными буквами Х= (Xi, . . . , Х„), 
Y= (Г.,. . . , Yn), Z=- (Zu • • • ,Zn),..., если не оговорено про­
тивное, будут обозначаться «-мерные случайные векторы с не­
зависимыми и одинаково распределенными компонентами, при­
чем распределение Xi совпадает с распределением X, распреде­
ление Fi — с распределением У и т. д. В случае, когда слу­
чайные величины дискретны (как это чаще всего и будет) 
через рх(х), рХУ(х,у), рХ1У(х\у) и т . д . будут обозначаться 
различные распределения вероятностей, задаваемые этими 
случайными величинами. Так, например, рх(х) = Рг {Х = х}у 
РХ\у {•х\у)==Рх {Х — х \Y = y} н т . д . Иногда нижние индексы 
или аргументы в выражениях такого рода будут опускаться. 
Через card.S? будет обозначаться число элементов конечного 
множества ,%', через Iм- множество натуральных чисел 
{!,..., М}. Мы будем использовать обычные определения вза­
имной информации I(X; Y) и энтропии Н{Х) случайных вели­
чин X, Y, Эти определения, как и основные нужные нам понятия 
и результаты теории информации, можно найти, например в 
[42] или [89]. Логарифмы берутся по основанию 2. Через coA 
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обозначается выпуклая оболочка множества А в евклидовом 
пространстве; через Ас — замыкание A, MX—- математическое 
ожидание случайной величины X. 

§ 2. КОДИРОВАНИЕ ЗАВИСИМЫХ ИСТОЧНИКОВ 

2.1. Общая постановка задачи. Мы сформулируем общую 
задачу кодирования зависимых источников сообщений сле­
дующим образом. Набор из k зависимых источников 5 Ь ..., S 1г 
состоит из к конечных множеств 30 ъ ..., 30,г (алфавиты 
источников) и /е (зависимых) случайных величин Хг, ...,Хи 
со значениями в ЗСи ••^30^ соответственно. Пусть 
PXL.-X, (Л"ь •• • • хк) — совместное распределение вероятностей 
X1, . . . , Хк. Предполагается, что источники ЯВЛЯЮТСЯ ста­
ционарными и не имеют памяти. Это означает, что для каж­
дого натурального п определены случайные величины 
ХЬ . . . , Х/, со значениями в 30"', ..., 3J'L соответственно, рас­
пределение вероятностей/>х х (x i , . . . ,x , , ) задается форму­
лой 

п 

/?х....хА(х1' •••'Хй) = П/?Х1,.,.-А(л:1, . . . , 4 ) , 

если Xi = (xi, . . -, x'i), . . . , х ,—(xi , . . .,х'и). 
Каждый набор источников можно кодировать многими спо­

собами в зависимости от того, как связаны между собой источ­
ники, кодеры и декодеры. Для задания схемы кодирования-деко­
дирования нужно задать два целых числа I, т ( />1 , /е>/п>1) 
и подмножества Bi — { Г . . . , /г}, К £ < / , T i c z d , . . . , 0, 1-sSi-sSm. 
Их смысл состоит в следующем. Числа t и т являются числом 
кодеров и декодеров, соответственно. Подмножество Bi, K t < m , 
состоит из номеров тех источников, которые соединены с i-ш ко­
дером; подмножество Г., 1=-Si.s£m, состоит из номеров тех коде­
ров, которые соединены с t-м декодером. 

Пусть схема кодирования (т. e. I, m, Bi, Ti) зафиксирована. 
Определим, что будет пониматься под конкретным блочным ко­
дированием и декодированием блоками длины п в соответствии 
с этой схемой. Нам нужно определить / кодеров Еи ..., В- и пг 
декодеров Du .,., Dm. 

Каждый из кодеров Eh 1 < г < / , задается числом _Мг 
'.(объемом алфавита) и отображением (кодирующей функцией) 
/Е('- Т[3?'}-*1МГ Набор отображений fEi, 1 < t < / , нам будет 

k 

удобно иногда объединять в одно отображение fE: W.30'1 ~^ 
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->Ц/мг Каждый из декодеров D,, l < i < m , задается ОТО-

Сражением (декодирующей функцией) fDl\ Д IMJ^&'I- Также 

как и выше, набор отображений / 0 j l 1 < i < m , мы будем 
/ т 

иногда объединять в одно отображение / о : Ц jM,- -*•П -*'• 

Композиция отображений f E и /D определяет отображение 
к т 

кодирования-декодирования fD_E: W^'l-^W^t- Это отобра-
/ - I .=1 

жение определяет естественные случайные величины ХЬ ..., X,,,, 
со значениями в SO'i, . .., SC']n. А именно, совместное распре­
деление вероятностей X,-, 1 < г < А , и X., l < t < m , задается 
следующим образом: 

Pr{Xi = xi, . . . , X / , = x/,, Х1-—xj, . . . , X,,,-— xm} = 

==fpxt...xft (хь • . . , ж*), если (xi, . . . , xm) = fD_E(xu •. •, xk) 
10 в остальных случаях. 

Введем среднюю вероятность ошибки и а символ г-ro, 1<..</?г,. 
декодера формулой pe,i~(1 in) Рг {Х.-^-Х,}. Назовем вектор. 
(#1, •.., Ri) в /-мерном пространстве допустимым, если для 
любого е > 0 можно найти такую длину /г и такие блочные 
кодеры и декодеры длины/г, что /г-11ogM.<j-?; + e для 1 < £ < i ' 
и pe>.<e для l < t < m . Пусть ^ — область всех допустимых 
скоростей передачи (для данной схемы (/, т, -8i, Ti)). 

Основная задача теории кодирования зависимых источников. 
состоит в описании областей М для различных схем кодиро­
вания. 

Приведем несколько примеров. 
П р и м е р 1. k=l=m=l, 51 = Г1={1}. Это обычная задача 

кодирования стационарного дискретного источника без памяти 
X. В этом случае 31— {R : R>H(X)}—классический результат 
Шеннона. 

П р и м е р 2. Тривиальным обобщением предыдущего приме­
ра является случай т — 1г, / = l , Bt= (1 , . . . ,/г}, r i={ l} , 1-sSt</e. 
Эта задача сводится к предыдущей, если положить Х= (Хи... 
. .., Xh) и объединить все декодеры Di в один декодер. Таким 
образом, в этом случае также 5?-={R : R>.H(XU ..., Xh)}. 

П р и м е р 3. m = k = U2, B{ = {1}, B2={2}, r,---r2 = {l, 2}. 
Это первый случай, когда зависимость источников является су­
щественной. Область допустимых скоростей передачи была опре­
делена в работе Слепяна и Вулфа [76], которая положила на-
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чало изучению кодирования зависимых источников. Мы рассмот­
рим этот случай, а также другие случаи с m = k — l = 2 в п. .2.2. 

П р и м е р 4. /е = / = 2, /П---1, -Bi = {1}, B2 = {2}, Г1 = {1, 2}. Это» 
так называемое кодирование источника при наличии дополни­
тельной информации. Название объясняется тем, что декодер 
должен восстановить лишь Хи а Х2 служит для того, чтобы по 
возможности облегчить восстановление Х\. Область допустимых 
скоростей была определена в работах Вайнера [95], Грея и 
Вайнера [46], Алсведе и Кернера [25]. Мы подробнее рассмот­
рим эту задачу в п. 2.3. 

Общая задача определения области 31 допустимых скоростей 
кодирования для произвольной схемы в настоящее время дале­
ка от своего решения. Исследованы лишь отдельные частные 
случаи, которые будут описаны ниже. Однако в любом случае 
область обладает рядом простых свойств. Следующая лемма в. 
столь общем виде формулируется здесь впервые. 

Л е м м а . (1). Я — замкнутая выпуклая область, лежащая в по­
ложительном октанте (Ri>0, ...,Rt>-0) /-мерного пространства. 

(2). Если (Ru ..., R^Jl и R\>RU ..., ..-.>>#„ то (R[, ...,R])^. 
Единственное не совсем тривиальное утверждение леммы — 

это утверждение о выпуклости 31. Оно доказывается стандарт­
ными в теории информации рассуждениями с «разделением вре­
мени» (см., например, [33]). 

2.2. Кодирование двух зависимых источников. В своей осно­
вополагающей работе [76] Слепян и Вулф рассмотрели зада­
чу кодирования двух зависимых дискретных стационарных ис­
точников без памяти. В обозначениях предыдущего пункта их 
задача соответствует случаю k = l — m=2. При этом может воз­
никнуть 16 различных случаев в зависимости от того, каковы 
множества Ti и В{. (Мы считаем, что кодеры и декодеры зану­
мерованы так, что teri, ieBi). В [76] определена область до­
пустимых скоростей передачи для каждого из этих случаев. Ока­
зывается, что фактически все эти случаи сводятся к обычной 
теореме кодирования одного источника, и к случаю, когда В1 = 
-= (1 }. B<i= {2}, Г1 = Г2 = {1, 2}, т. е. к случаю, когда каждый источ­
ник кодируется отдельно от другого, а декодируются они 
вместе (случай ООН в обозначениях работы [76]). В этом случае 
область Я описывается следующим образом: 

Т е о р е м а . Область Я на плоскости (/?-, R2) задается 
неравенствами 

Rl>H{X1\X2), R2>H(X2\Xl), Rr + R2>H(XUX2). 

Скажем несколько слов о доказательстве теоремы. Из тео­
ремы кодирования одного источника легко получить, что 
ни одна пара скоростей (Ru R2) вне Я не: является допустимой. 
Труднее доказать, что каждая точка (Ri, Я2)£Я допустима. 
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Ввиду леммы п. 2.1 достаточно показать, что (H(Xi), 
:Н(Х2\ХХ))£Ж и (//(X! | .AT.-), Н{Х<№Ж. Приведем нестрогие 
(ио на наш взгляд убедительные) рассуждения из [работы [76], 
показывающие почему это так. 

Рассмотрим точку # , = #(X,)- | -e , R2 = H (Х2\Х1)-\-в, где 
е > 0 . Тогда теорема кодирования одного источника показывает, 
что Ri достаточно велико для того, чтобы восстановить X-
•почти безошибочно. Поэтому можно считать, что декодеру 
известен вектор X,. 

Рассмотрим теперь дискретный канал без памяти со входным 
алфавитом 302, выходным алфавитом 30 \ и переходными вероят­
ностями pXi|Xfi(x-1 x2) = pXtX.(xi> х2)1РкХхч)- Тогда мы можем 
считать, что Х-. является выходной последовательностью этого 
канала, соответствующей входной последовательности Х2. 
Теорема кодирования для канала без памяти утверждает, что 
можно найти код ЭС={х2, ь х2,2, . . ., х2, м}, м = 2п{ПХ1,Хг)~ъ'2Х 

длины /г, и правило декодирования такие, что по последо­
вательности х1 можно восстановить х2,, с маленькой вероят­
ностью ошибки. Оказывается, что МОЖНО найти не один, а МНОГО 
кодов -Mj, г = 1 , .,.,УИ' для канала, каждый из которых имеет 
такой же объем, что и ЭДЬ и также имеет маленькую вероят­
ность ошибки декодирования. Кодирование последовательности 
х2 состоит теперь в передаче номера первого кода в последо­
вательности %и . ..,%№••> к которому принадлежит х2. Тогда 
декодер, зная номер кода % и последовательность х ь сможет 
восстановить х2 с маленькой вероятностью ошибки. 

Далее, число высоковероятных последовательностей Хг 
равно 2"1//№Н~е/21. Поэтому, если коды % почти не пересекают­
ся, то их число должно быть равно 

yi4' = 2"1"(A'=)+e/21/2"1/(Xl'Xs)""E/2|----2"1A/(J¥2|Xl)+El 

и значит пора скоростей R\=H(X\) +e, R<-==#(X2|Xi)+B дости­
жима. В работе [76] содержится строгое доказательство этого 
результата, основанное на случайном выборе кодов. 

Аналогично (но проще) разбираются и другие случаи. На­
пример, если В\ = {1, 2}, 52=={2}, Г1 = Г2 = {1, 2>, то область 01 
допустимых скоростей передачи задается неравенствами 

R<>H(XX\X2), R2>0, RX+R2>H(XUX2). 
Ковер [34] нашел область допустимых скоростей кодирова­

ния для произвольной эргодической пары дискретных источ­
ников. -

В. H. Кошелев [4] дал несколько другое доказательство тео­
ремы Слепяна—Вулфа. Его доказательство позволяет, в част­
ности, обойтись без разделения времени. 

Обсуждение этой задачи содержится также в [93], V I - С , и 
в [88]. 
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2.3. Кодирование источников с дополнительной информацией. 
-Кодирование одного источника с дополнительной информацией 
соответствует случаю /г-=2, 1=2, т=\, Bi = {1}, В2 = {2}, Г .= 
~{1, 2}. Иначе говоря, задана пара дискретных случайных ве­
личин X1, Х2 с совместным распределением вероятностей 
PXiXt (x1> x2)> и мы хотим восстановить на выходе Xlt a последо­
вательность X2 помогает нам в этом Эта задача была рассмот­
рена в частном случае двоичных симметричных источников в 
[92], и окончательно решена независимо Вайиером [95] и Але-
веде и Кернером [25] (см. также обсуждение этой задачи в 
[93], VI—D). Приведем описание области 31 допустимых ско­
ростей передачи в этом случае-

Введем множество Я5 троек случайных величин Хи Х2, W, 
где W принимает значения в произвольном конечном множест. 
ве W, c совместным распределением вероятностей 
рх XiW(Xi, x2,w), удовлетворяющим двум условиям: 

1) 2 PxiX'w {Хи Хъ w)=px*. (хь*-); 
wQW 

2 ) PXAW (-«ь х* w)=>Px<x2 (J-ь х2) pwlXs (w\x2). 
Условие 2) означает, что тройка Хи Х2, W образует цепь 

Маркова. Ясно, что тройка Хг, Х2, W (при фиксированных 
Рх хЛх1> •*•-)) полностью определяется условными вероятностя­
ми pw,x.(w\x2). Вайнер называет набор pW]Xa(w\x2) тест-
каналом. 

Для каждой тройки' (Хи Х2, W) — AQ9b определим область 
•Л {А) на плоскости (Ri, R2) неравенствами 

R^HiX^W), R2>I(X2;W). 
Т е о р е м а ([25], [95]). Область Я допустимых скоростей 

кодирования источника с дополнительной информацией есть 
Я = U Я (А) 

дб.5-
где [•]- обозначает замыкание. При этом достаточно ограни 
читься такими тройками А6.3-, в которых c a r d W < c a r d . _ i + 2 

Доказательства этой теоремы в [25] и [95] основаны на 
одинаковых идеях, но используют разные технические средства. 
В [25] используется лемма о максимальном коде ([89], гл. 3), 

•а в [95]—кодирование источника с заданным критерием вер­
ности ([42], гл. 9). 

Аналогично изучается схема кодирования с любым k, l — k, 
m = k— 1; В*•={£}, Kt'-sfe; ri=={t, k>, Ki^k. Случай k=2 ра­
зобран в [95] и [46], он играет важную роль в определении 
понятия общей информации двух зависимых случайных вели­
чин. Подробнее об этом см.. в п. 2.6. 
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Витсенхаузен [85} рассмотрел задачу кодирования источни­
ка c нулевой ошибкой при наличии дополнительной информации. 
ПО распределению вероятностей px, _•--,. он строит некоторый 
граф G, и максимальная скорость кодирования кодами длины п 
с нулевой ошибкой оказывается равной хроматическому числу 
графа G X G X . . . X G (п раз). 

2.4. Кодирование трех зависимых источников. Кернер и Map-
тон [52] определили область допустимых скоростей кодирова­
ния для задачи кодирования трех зависимых источников, соот­
ветствующих (в обозначениях п. 2.1) случаю k = l = tn = 3, Bi = 
= {l}, D2 = {2}, B3={3}, Г 1 - Ш , Г2={1, 2}, Г3={2, 3}. Их резуль­
тат состоит в следующем. 

Пусть рх х х (хи х2, х3) — совместное распределение вели­
чин Xi, X2, X3- Введем множество .5- четверок случайных 
величин Xi, X2, X3, U (U принимает значения в некотором 
конечном множестве %), совместное распределение РХхх.и к о " 
торых удовлетворяет условию 

Pxtx,xjj(x^ •*•-. х з , u)=pXiXtXt(xlt х2, х3)pu\x,(«-\Xi) 
(т. е. последовательность U, X2, (Xi, X3) образует цепь 
Маркова). Определим функцию Tt{t), — / ( X i ; X2)<z.<0, равен­
ством 

r 1 ( t ) = t n f { - / ( . t f 3 ; U ) } . 
где нижняя грань берется по таким (Xb X2, Xz, U)£.&>, что, 
— I (Xi; U)>t. Функция Ty{t) — выпуклая и монотонно убы­
вающая. Кроме того, при определении Г1 достаточно ограни­
читься такими %, что card%<card.5£'2 + 2. 

Пусть /о — наименьшее значение t, при котором наклон ка­
сательной к Т\ в t не меньше 1 (или tQ — 0, если таких t вообще 
нет). Зададим T(t), полагая 

T(t) = T,(t) при - / ( X i ; X 2 ) <*<*„ , 
Т (t) =.-- Т- (/„) + 1 -- 0̂ при /0 < t < 0. 

Основной результат работы [52] состоит в следующем. 
Т е о р е м а . Область ,"А допустимых скоростей кодирования: 

состоит из всех троек (Ri, R2> Ra). удовлетворяющих неравен­
ствам 

/ ? i > H ( X 0 , 
Ru>H-(Xi\Xi), 

Rz>T(H (X2 | X1)-R2) + H(X3). 
В [52] доказано также сильное обращение теоремы кодиро­

вания. Доказательство основано на сравнении двух каналов с 
переходными вероятностями А х . ^ . и Рхя\х2 и использует лем­
му Файнстейна о максимальном коде. Следствием из полученных. 
в статье результатов является теорема Алсведе—Дюка из [23]» 
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2.5. Кодирование зависимых источников с критерием 
точности. Имеется несколько работ, посвященных кодиро­
ванию коррелированных источников с заданным критерием 
качества- В работе Байнера и Зива [98] вычисляется 
функция скорость-искажение для кодирования источника с до­
полнительной информацией. Пусть (X, У) — две дискретные 
случайные величины с совместным распределением 
вероятностей pxr{x,y), х£.ЕС, уб^> и пусть Ж —конечное мно­
жество, являющееся алфавитом декодера. Предположим, что 
задана мера искажения 8(.x, x )>0 , х££С, хЧЭЗ. Код с пара­
метрами {п,М,Ь) состоит из двух отображений /'Е'-ЗС''Х->1м 
(кодер) и /о :^"Х/л1-*•—'" (декодер) таких, что 

п 

(\щ)Ш^Ь{ХиХ,)^Ь, где X-=-/D(Y,/£(X)). Пара (#, d) 

называется допустимой, если для любого Е > 0 существует 
(при достаточно больших п) (я, М, Л)-код с 7И<2"(;?+е)-
A<d-j-E. Пусть .#—-множество допустимых вар (R, си 
и jR*(d)= mm R. Функция ^*(d) описывается следующим 
образом. Пусть d > 0 . Определим М (d) как множество троек 
X, У, Z дискретных случайных величин (Z принимает значе­
ния в произвольном конечном множестве 26) таких, что 
pxYZ{x,y,z) = pxr{x,tj)pz\x(z\x) (т. е. У, X,Z —цепь Мар­
кова) и существует функция F :У y,2£->SC, для которой 
M8(Z, F(y, Z))<d. ПОЛОЖИМ ~R(d) = inf I(X\Z\Y) и 
_ _ PXYZQMW 
R (0) — WmR (d). ОСНОВНОЙ результат [93] утверждает, что 
#*(d)*=R{d) при всех d>0. 
В случае, если SC — SC и $(л.,л) = 1 при хфх, Ь(х1х) = 0, 

п 

то (l/n)M^8(Xj, Xt) является средней вероятностью ошибки 
на символ источника, и один из результатов работы Слепяна 
и Вулфа [76] утверждает, что R* {0) = Н{Х |У), т .е . R* (0) 
совпадает с условной энтропией. В [98] показано, что уже для 
двоичного симметричного источника (когда $? = У-=(0, 1) 
и рхг{х,у) = Ра при х^у, Рхг{х,у) = 1—ро при х = у) R*(d), 
вообще говоря, не совпадает с условной функцией скорость-
искажение (см. [44]). Другими словами, знание последователь­
ности {У.} также и при кодировании (а не ТОЛЬКО при деко­
дировании) позволяет уменьшить избыточность кодирования. 

Еще один результат о кодировании с заданным критерием 
•качества содержится в работе Грея и Вайнера [46]. Схема ко­
дирования в [46] такова. Пусть X, У —две зависимые дискрет,-
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йые случайные величины со значениями в конечных множествах 
SC и V', соответственно, распределением вероятностей 
Рхг (х' У)* Х^.£С, У&- Пусть заданы также два конечных мно­
жества 80, ?/ (алфавиты декодеров) и неотрицательные меры 
искажения dx(x, х), х^ЗС, x^SC и d2(y,y), yg¥, уф. Кодиро­
вание и декодирование задается тремя кодирующими функ­
циями / £ : ^ X ^ - > / A V fB;-%n-+IMs / ^ " - - " - м . и ДВУМЯ 

декодирующими функциями fDi:TMtXrMl-+&n, /д..:- ,
Л,Х/Л,.->-

•{to}f"n. Такой код имеет параметры (п., М0, Ми М2, Дх, Дг); 
п 

Эдесь &х и Дк — средние искажения Дл = ( 1 / / г ) м 2 di(X.,X,;), 

Ду==(1/ /г )м2^(Г„У 1 . ) , где X - / D i ( / £ o ( X , Y) , / £ i (X)) , 
Y = /^(/£oS!Y),/£3(Y)). 

Пусть Дь Д2—- два числа. Тройка (R0, Ru R2) называется 
(Дь Д2)-допустимой, если для любого е > 0 существует (при 
достаточно больших и) (п, М0, Мъ М2, &х, Дк)-код c 
7W2<2"^«+1!), i = 0, 1,2, Дх<Д1 + е, Д г < Д 2 + е. В [46] описы­
вается область ,^?(Д,,Д2) всех (Дь Д2)-допустимых троек 
(Ra, Ru R2)- Заметим, что если d\ и d2 — хэмминговы меры ис­
кажения, то область М (0, 0) есть область допустимых скоро­
стей для задачи кодирования двух источников X, У с допол­
нительной информацией Z==(X, К), и ответ в этом случае 
выражается через условные энтропии (см. [25], 95]). В рассмат­
риваемом здесь случае ответ выражается похожим образом 
через условные функции скорость-искажение RX]W(k). 

Пусть # —семейство троек дискретных случайных величин 
A—(W, X, У) (W принимает значения в множестве W) таких, 
что 2 P\vxr(w< x,y) = pXy{x, у) для всех x^SC, у&. Пусть 

RXiW (hi), RVIW (Да) — условные функции скорость-искажение 
(см. [44], [46]), вычисленные по распределению А. Положим 

JR2>Rylv/ (дз)}- Основной результат работы [46] состоит в сле­
дующем: 
• Т е о р е м а . ^ (Д„Д 2 ) = Г U ,Й4(ДЬ Д2)]с. 

В работе Бергера и Тайга [27] рассматривается задача ко­
дирования k зависимых стационарных непрерывных источников 
с критерием качества (время предполагается дискретным). Вы­
двигается гипотеза об описании области искажение-скорость 
D(R), где R = ( R i , . . . , Rh) — вектор скоростей, D— (Db . . . 
. . . ,D f t )—вектор средних искажений. Рассматривается пример 
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гауссовских ИСТОЧНИКОВ при среднеквадратичном критерии ка­
чества. Приводятся возможные обобщения для источников с па­
мятью. 

2.6. Общая информация, содержащаяся в двух зависимых 
случайных величинах. При исследовании задач о кодировании 
двух коррелированных источников естественно возникает вопрос 
отом, что такое общая информация, содержащаяся в двух зави­
симых случайных величинах. Довольно обычным является ис­
пользование в этом качестве взаимной информации или макси­
мальной корреляции двух случайных величин (см., например, 
статью Реиьи [67]). В последнее время в связи с задачами ко­
дирования источников возникли еще два варианта понятия об­
щей информации, которые мы сейчас и опишем. Каждый из этих 
вариантов связан со своей схемой кодирования. 

Первый вариант введен в работе Гача и Кернера [41] (ем. 
также [92] для двоичного симметричного случая, [83] и [93], 
VI—D). Пусть X, У—-две (зависимые) дискретные случайные 
величины; код с параметрами (п, X, р) (n — натуральное число, 
X, р —вещественные) состоит из пары отображений /1:Ж'"-> 
->/Ю-={1, 2 , , . . } , / 2 =-у«->/„, , таких, что, полагая Wl=fl(X), 
W2 = f2(Y), имеем (\т)Н <?¥\)~=9, Pr {№.-7--№?.}<>- Число 
R>0 называется допустимым, если для любого Х > 0 и доста­
точно больших п существует (я, X, р)-код с р >.•-•?. Общая ин­
формация по Гачу и Кернеру 0{Х\ У), содержащаяся в X и 
У, определяется как верхняя грань допустимых R. 

В работе Гача и Кернера дается метод вычисления G(A';F). 
Основной результат состоит в том, что G(X; У) — 0, если толь­
ко X и У не являются детерминистически зависимыми. Точнее, 
если G(X; Y)>0 , то существуют разбиения ЕС — ЕС \^ ЕС чл 
^•-=У 1 иУ 2 множеств ЕС и 1{- на непересекающиеся подмноже­
ства положительной меры такие, что рхг{х, у) = О, когда xQ.ECи 
У&(j, i=hj, i, j —I, 2. В работе Витсенхаузена [83] результат 
Гача и Кернера обобщен на непрерывные случайные величины. 
Следует отметить также возможную связь с результатами ра­
бот [80], [75] об изоморфизме схем Бернулли. 

Другой вариант определения общей информации двух 
дискретных случайных величин X, У содержится в работе Вай-' 
нера [94]. Он основан на схеме кодирования двух источников, 
рассмотренной в работе Грея и Вайнера [46] (ем. также [45]). 
Эта схема описывается следующим- образом. Пусть Х1—Х, 
X2—Y и рассмотрим схему кодирования, характеризуемую па­
раметрами: /г = 2, г = 3, /71 = 2. -61=-. {1}, В2 = {2), В3={\, 2}, Г1 = 
-='{1, 3}, Г2 = {2, 3}. Иначе говоря, мы кодируем X и У с ПО­
МОЩЬЮ трех кодеров, причем первые два знают выходы только. 
одного из двух источников, а третий знает выходы обоих источ­
ников. Каждый из двух декодеров использует при декодирова­
нии выход своего кодера и выход общего (третьего) кодера. 
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Пусть &£• — область допустимых скоростей кодирования. Легко 
видеть, что ДЛЯ любой точки (Ri, Rz, Ra)^ ,Жвыполнено неравен­
ство Ri + R2-\-Rz>H(X, У). Теперь общая информация С(Х; Y) 
двух случайных величин X, У определяется равенством 

С (Х- y)=supR s , 
где верхняя грань берется по точкам (/?•, R2, RS)G.9Z, для кото­
рых Ri + R2-{-Ri=H(X, У). В работе Вайнера доказан ряд важ­
ных свойств величины С(Х; У). 

1. С(Х; Y) =0 тогда и только тогда, когда X и У независимы; 
2. /(X; Y)*iC(X; Y) <min(Н(X), H(Y)); 
3. Если X=(X' , V), У=(У, V) и X', Y', V независимы, то 

С(Х; Y)=H(V). 
4. C(X; У) =inf/(X, У; W), где нижняя грань берется по 

всем тройкам дискретных случайных величии X, У, W таким, что 
а) распределение X, У совпадает с первоначально заданным; 
б) тройка X, IV, У в этом порядке образует цепь Маркова. 
При этом можно ограничиться случайными величинами W, 

для которых card W< (card SO) (card <ty). 
В работе Витсенхаузеиа [84] содержится подробное иссле­

дование величины С (X; У) с точки зрения теории выпуклых 
множеств и функций. Ему удается явно вычислить эту вели­
чину во многих случаях. 

2.7. Связь между энтропией на входе и выходе дискретного 
канала без памяти. Пусть Г •= {trix (# | л-)} — матрица переходных 
вероятностей дискретного канала без памяти с входным алфа­
витом 30 и выходным алфавитом '¥. Тогда по каждой случай­
ной величине X — (Xb ..., X,.) со значениями в множестве SO'1 

(где Xt не обязательно независимы или одинаково распределе­
ны) с помощью этих переходных вероятностей определяется 
случайная величина У — (УЬ ..., Yn) со значениями в у" . Важ­
ным при исследовании различных систем связи со многими 
пользователями является вопрос о связи между эитропиями 
/ /(X) и Н(У). Этот вопрос решен Вайнером и Зивом в [97 
для двоичного симметричного канала, и затем Витсеихаузеном 
в [82] для произвольного канала. В [86] Вайнер и Витсенхау-
зен указали применения к теории связи с многими пользовате­
лями. Некоторые аналогичные соображения использовались 
Алсведе и Кернером в [25]. 

Изложим коротко результаты работы [82]. Для каждого 
распределения вероятностей р на 30 обозначим через Тр соот­
ветствующее распределение вероятностей на <*/• (т. е. Тр(у)~ 
— .^j P(x) --'ix(.V| x)V Пусть h(p) и А (Тр) — энтропии этих 

*е& I 
распределений. Определим функцию gT (s) для 0 < s < log (card SO) 
равенством 

g-r(s)-=min{A(7>)}. 
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Пусть/г(s) —выпуклая оболочка gT(s), т. е. / r (s ) = inff(s), 
-где нижняя грань берется по выпуклым функциям / , для кото­
рых f>gT. 

Теорема Витсенхаузена [82] утверждает теперь, что если 
X —случайная величина с произвольным распределением на Й?я, 
как указано выше, и (Цп)Н (X)>s, то (1/д)Я (Y)>/ r ( s ) . 

В той же работе изучается, для каких матриц Г функция 
gT выпукла и, значит, \т — ёт- Основной результат работы [97] 
состоит в том, что это так, если Т — матрица переходных вероят­
ностей двоичного симметричного канала. 

Оказывается, что gT выпукла для любого канала с двумя 
входами и двумя выходами, и, вообще говоря, невыпукла для 
каналов с большим числом входов или выходов. 

§ 3. ОДНОСТОРОННИЕ МНОГОКОМПОНЕНТНЫЕ КАНАЛЫ 

3.1 Общая постановка задачи. Аналогично тому, как это 
делалось для зависимых источников, попытаемся сформулиро­
вать задачу о передаче информации по каналу связи с многи­
ми компонентами. Сделать это совсем в общем случае довольно 
затруднительно, поэтому мы ограничимся пока лишь односто­
ронними каналами, т. е. такими каналами, в которых каждая 
вершина (терминал) является или только передающей или 
только принимающей. Более общая ситуация будет рассмотре­
на в следующем параграфе. 

Пусть SD\, • •. , .3?Г —входные алфавиты, а ?/ь . . . , "У- —вы­
ходные алфавиты канала К с г входами и s выходами. Канал 
задается переходными вероятностями, т. е. набором условных 
вероятностей pY Y -х х (уг, . . . ,ys\xu ... ,xf). Предполага­
ется, что канал не имеет памяти. Это означает, что при л$о-
бом п и любых Хгб-Й .̂ . • • , хг6й?',., yi6l/''/, •. • , ys&4 переход­
ные вероятности pv v Y Y определяются формулой 

^ Y 1 . . . Y , | x 1 . . . x / y - ' *•• 'У*!3-1 ' • • • ' х Л = 

я 

= IliPrl...Ys\Xl...xMv ••• '#W Х% (ЗЛЛ) 
где x^QW), yi

J&c'j — i-Q. компоненты векторов х} и у, соот­
ветственно. 

Далее следует описать, каким образом канал используется. 
Вообще говоря, в каждом из входов канала имеются сообщения 
различных типов, в зависимости от того, каким именно выходам 
они предназначены. Обозначим через 0 множество всех не­
пустых подмножеств индексов { l , . . . , s } . Пусть для каждого 
•GGG и каждого i, K i ^ r , заданы целые положительные числа 
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M(i, 0). Кодирование для канала К. блоками длины п задается 
набором из г кодирующих отображений /E,I : 11 IM(I,Q) ->£&!** 

oge 
l < z < r . Декодирование для К задается набором декодирую­
щих отображений /о,.,у,а- ¥'•'->• f ми, в) для l < i < r , b < / < s 
и таких 06®, что /60. 

Множество 1м(1,в) можно представить себе как набор 
сообщений, предназначенных для передачи из г'-го входа кана­
ла в выходы с номерами /60. Таким образом, всего имеется 
г (2- — 1) различных типов сообщений. В различных конкретных 
случаях сообщения некоторых типов (г, 0) могут отсутствовать; 
формально в этом случае соответствующие М (I, 0) равны 1. 

Пусть заданы кодирование {/ЕЛ} И декодирование {fnjj.o}-
Тогда каждому набору сообщений L — {l(i, Щ£11 Ли-ле, отве­

ло 

чает распределение вероятностей на множестве \[fy" (получен-

ное из условного распределения вероятностей (3.1.1) при х,-= 
===/\E,/(i(i, б))). Назовем величину p(L) = Pr {fD,ij,e(yi)¥=H^ й) 
хотя бы для одной пары (г, б)} вероятностью ошибки при пере­
даче набора сообщений L, а само событие, описанное в фигур­
ных скобках, ошибкой при декодировании набора L. 

В задачах исследования помехоустойчивости многокомпо­
нентных каналов связи обычно используют две характеристики 
метода кодирования и декодирования: максимальную вероят­
ность ошибки /7,Ilux-==max/?(L) и среднюю вероятность ошибки 
при равномерном распределении сообщений 

1,0 
"Ч2РЮ\ 

Обе эти величины зависят от используемого кодирования 
(отображений fE,i) и декодирования (отображений /о,/,у,о). 
Ясно, что всегда ре<-ртях-

В дальнейшем, если не оговорено противное, мы будем 
использовать среднюю вероятность ошибки. 

Набором (или вектором) скоростей передачи называется 
набор из г (2s— 1) неотрицательных чисел /? = {./? (i, 0), &6@,. 
1 < г < г } . Назовем набор R допустимым для канала К (при 
использовании средней вероятности ошибки), если для любого 
s > 0 существуют л, кодирование блоками длины /г {/Е,<•} 
а декодирование {fo.u.o} такие, что 

M(l, Q)>2nmi'0}-el для всех (г, 0) 

Ре<г-
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Обозначим через Я множество всех допустимых наборов Rr 
и назовем Я областью пропускной способности канала К-

Описание области Я и является первой основной задачей 
при исследовании каналов с многими компонентами (см. [37]). 

В столь общем виде эта задача далека от своего решения. 
Однако, так же как и в задаче кодирования источников,. 
некоторые свойства области Я описываются следующей леммой. 

Лемма. (1) ..Я?-—замкнутая выпуклая ограниченная область 
в положительном октанте {R (i, 0)>O) г {2s — 1)-мериого про­
странства. 

(2) Если R = {R{i,Q)} лежит *в Я, то и любая точка 
./?'=={./?'(-.-)}. для которой 0< /? ' (М)< /? (М) при всех (г, 6),. 
также лежит в Я. 

Выпуклость Я доказывается использованием разделения 
времени. Ограниченность Я вытекает из следующего более 
точного утверждения. 

Лемма. Пусть К — канал с многими компонентами, опи­
санный выше, и К' — канал без памяти с одним входом и одним 

г 
выходом, имеющий входной алфавит Д ж , , выходной алфавит 

2 = 1 

ПУч и переходные вероятности pYl...Ys\x,...xr (yu---,ys\xu...,xr).-
Пусть С —пропускная способность канала К'- Тогда для 
любой точки R = {R(i, Щ£Я выполнено неравенство 

{sum}/?(i,e)<:c. (3.1.2). 
1,4 

Неравенство (3.1.2) является простейшим примером оценки 
сверху для Я. В следующих параграфах, когда будут описы­
ваться отдельные частные классы каналов с многими компо­
нентами, будут приведены и другие более точные оценки. 

3.2. Каналы с многократным доступом. Каналы с много­
кратным доступом (multiple-access channels) —это каналы 
с несколькими входами и одним выходом (т. е. в обозначениях 
п. 3.1 r > 1 , .s—1). Такие каналы рассматривались в работах 
[21], [22], [55], [58], где было црлучено полное описание области 
пропускных способностей Я. ' Для формулировки результата 
обозначим через SP множество распределений вероятностей 
на SCXX ••• ХЙ7- вида pXl...xr (xi, • • •, xr) = Px, (x . ) . . . Pxr(xr). 
Пусть о —некоторая перестановка индексов {1,...,/-} и рф\ 
Введем вектор R (о, p) = {Ru ..,,Rr), полагая 

Ra(\) = I (X<j(i)j -0> Re(2) = / (Xcj(2); У | Xcr(i)), •. •, Rff(r) = 
==/(Xcr(--); Y|Xo(1), r. •> Xo(r-i)). 
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Пусть М'— выпуклая оболочка множества всех векторов R(e, p) 
для всех перестановок о и всех р&. 

Г е о р е м а . Область Я пропускной способности канала 
с многократным доступом совпадает с Я'. 

Эта теорема была доказана Алсведе [21] для канала с двумя 
и тремя входами. Одновременно ван дер Мейлен [58] дал 
верхние и нижние границы для Я и рассмотрел ряд примеров. 
Ляо [55] и Алсведе [22] доказали теорему для канала с любым 
числом выходов. 

Доказательство сформулированной теоремы не особенно 
сложно. Доказательство прямой части (т. e. того, что любой на­
бор скоростей внутри № является допустимым) производится 
методом случайного кодирования. При этом перестановка о 
указывает, в. каком порядке нужно производить декодирование. 
А именно, получатель с номером c{i) декодирует сперва сообще­
ние от источников с номерами cr(l), - . . , cr(i—1), а затем уже 
декодирует сообщение от источника с номером a(i). 

Более сложным является доказательство обращения (т. е. 
того, что никакой набор вне *5?, не является допустимым). Пер­
воначальное доказательство Алсведе [21] было громоздким. Ван 
дер Мейлен [60] упростил некоторые рассуждения [21]. Позд­
нее Алсведе дал ([22]) еще более простое доказательство. Рас­
сматривались также непрерывные каналы с многократным до­
ступом [77]. Простое решение задачи определения области про­
пускных способностей для гауссовского случая содержится в 
работе Вайиера [93], VI—А (см. также [36]). 

В работе Слепяна и Вулфа [77] изучалась схема передачи 
по каналу с многократным доступом, не укладывающаяся 
в общую схему п. 3.1. Для описания их подхода мы ограни­
чимся простейшим случаем канала с двумя входами и одним 
выходом. В этом случае схема Слепяпа и Вулфа содержит три 
•набора сообщений Iм , Iм , Iли, которые нужно восстановить 
•на выходе канала, и две кодирующие функции / . в . . / ^ X 
Х / м - > • - £ " и /Ег'1м XlM ->3?!i- Таким образом, сообщение 
•ёоб/д- кодируется и передается по обеим компонентам канала, 
•а сообщения i\& M и iiQlM—no одной компоненте каждое. 
Декодирующая функция fD отображает <?/и в Iм X Iм X Iм„-
Средняя вероятность ошибки(при равномерном распределении 
сообщений из IM,XlMtXlM) и область .;? — {(/?0, Ru R2)} 
пропускных способностей определяется так же, как в гь 3.1. 

В работе Гаардера и Вулфа [40] рассматривалось влияние 
обратной связи на помехоустойчивость каналов с многократным 
доступом. Как известно, введение обратной связи в обычный 
канал без памяти с одним входом и одним выходом не увеличи­
вает его пропускной способности. Рассматривая один простой 
пример, Вулф и Гаардер показали, что введение бесшумной 
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•обратной связи, которая дает возможность на каждом ИЗ входов 
узнать выходной символ, увеличивает область пропускных спо­
собностей канала без памяти с многократным доступом. Это 
можно объяснить тем, что обратная связь устанавливает зави­
симость между входами. Эффект введения обратной связи для 
произвольного канала с многократным доступом пока не изучен. 

Отметим еще, что об области пропускной способности^* при 
использовании максимальной вероятности ошибки почти ниче­
го не известно. По-видимому, она, вообще говоря, не совпадает 
с т. 

В некоторых случаях исследовалась вероятность ошибки де­
кодирования при передаче по каналу с многократным доступом. 
B работе Слепяна и Вулфа [77] получена верхняя оценка веро­
ятности ошибки при передаче по каналу с многократным досту­
пом (с двумя компонентами) при коррелированных сообщениях. 
Такой же канал исследовался в работах Е. А. Арутюняна [1], 
Шарма [74] и Охкубо [64]. B [1] получена оценка снизу для 
вероятности ошибки декодирования в таком канале, хотя и не 
•совпадающая с верхней оценкой из [77]. В [74] и [64] рассмот­
рен метод декодирования, при котором возможен отказ от деко­
дирования (стирание). Получены верхние оценки для вероят­
ности ошибки декодирования и стирания. 

В работе Касами и Лина [50] рассмотрен канал с много­
кратным доступом, имеющий два двоичных входа и троичный 
выход. Для этого канала введено понятие кодового расстояния 
и кода, исправляющего фиксированное число ошибок. На осно­
ве кодов Рида—Соломона построены коды для такого канала, 
исправляющие одну и две ошибки. 

3.3; Широковещательные каналы. Общий случай. Широкове 
щательные каналы, введенные в рассмотрение Ковером [33] — 
ЭТО многокомпонентные каналы с одним входом (т.е. в обозна­
чениях раздела 3.1 г = 1, 5 > 1). При этом в большинстве ра­
бот, относящихся к широковещательным каналам, рассматри­
вается простейший случай, когда число выходов такого канала 
s— 2. Такой широковещательный канал задается множеством 
переходных вероятностей ру^х{У, z \ х), х£3?, уЕ^, z&, где 
80 — входной, a ff и % — выходные алфавиты канала. Так как 
выходы с алфавитами У- и &5 расположены в разных термина­
лах (которые не сообщаются между собой), то все характе­
ристики такого канала определяются лишь маргинальными 

распределениями ру,х (у | x) = 2 PYZ\X (У>2\ Х) И PZ\X (2 I x ) = 

•—{sum} pyz.x(y, z\x). В соответствии с обозначениями раздела 

.3.1 величина 0 здесь может принимать три значения: {1}, {2} 
и {1,2}, т. е. предполагается, что по такому каналу должны 
чбыть переданы сообщения трех типов: Мг сообщений из мно-
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жеств Iм. (частная информация), t-==l,2, предназначенные i-му 
приемнику, нЖ0 сообщений из множества Iм„ (общая информа­
ция), предназначенные обоим приемникам. Область пропускной 
способности Я такого широковещательного канала —это сово­
купность всех допустимых троек скоростей R = {R\, Rt, R0)-
Обозначим через Ях и Яи сечение Я плоскостями R0 = 0 и 
R2 = 0 соответственно. Я1(Яи) является областью пропускной 
способности широковещательного канала в случае, когда отсут­
ствует общая информация (информация для второго приемника), 
т. е. M 0 = l (M2 = 1), и совпадает с множеством допустимых 
троек вида R = {RU R2, 6) (R = (Ri, 0, R0)). В дальнейшем для 

краткости будем писать (Ru R2) вместо (Ru Rb 0) и (Ri, RQ) 
вместо (R1, 0, R0). Легко видеть, что всегда ЯисЯг 

Обозначим, наконец, через Я*, Я\ и .^.-—соответствую­
щие области пропускной способности при использовании мак­
симальной (а не средней, как предполагалось .выше) вероятно­
сти ошибки. Бергмане [28] показал, что ЯХ~Я\. Из этого 
факта вытекает, в частности, что ДЛЯ ухудшенных широкове­
щательных каналов (см. раздел 3.4) Я* —Л, хотя для общих 
широковещательных каналов это и не доказано. 

Рассмотрим сначала задачу нахождения области Я. 
В настоящее время известно выражение Я с помощью некото­
рого предельного соотношения (см. [61]), но простой характери-
зации области Я пока не получено. Ковер [35] и ван дер Мей-
лен [61] независимо нашли для Я нижнюю границу, имеющую 
относительно простой вид. Гипотеза состоит в том, что эта 
нижняя граница на самом деле совпадает с областью Я. При­
ведем выражение для этой нижней границы, данное Ковером [35].. 

Рассмотрим вспомогательные случайные величины Ub U2 
и Uo. принимающие значения в некоторых конечных множествах 
°Wi, °U2 и %Х) с распределениями вероятностей рц (и,), г = 1,2, 0. 
Каждому отображению 1гД11Х%Х%о~>3? и распределениям 
Pu-(ui)> i = 1> 2, 0i сопоставим совместное распределение 
Рц UJJ кг ( й ь "-' "•>• У' г ) случайных величин Цъ U2, U0, Y, Zv 
вычисляемое по формуле 

Pu^U^Yzi1-1^ ?I2i «0> Hi --О — 

= fy^it-i)РиДм2)pj-Дио)Ру2\х(У> z\h{Ui, u2, ио))> 
где Pyz,x(y, z\x) — набор переходных,вероятностей канала. 

Пусть Я(рЦх, риг Руо, h) — множество троек (Ди R2, Ro), 
удовлетворяющих неравенствам 

0<Ri<I(Uu Uo. П 
0<R2<I(U2; Uo, 2), 
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0</?0<min{/(Uo; Uu Y), I(U0; U2, Z)}, 
Ri + Ro<I{UuU0\Y), 
R2 + R0<I(U2, UQ;Z). 

Пусть далее. Я' — [со (U .-•? (p,-- , pUn, рц , h))]c, где объедине­
ние берется по всевозможным конечным множествам Uь по всем 
ри и h (напомним, что «со» обозначает выпуклую оболочку). 

Результат Ковера [35] и ван дер Мейлена [61] состоит 
в том, что Я'сЯ. Этот результат, как уже отмечалось выше, 
•был доказан независимо и разными методами Ковером [35] 
и ван дер Мейленом [61], который привел характеризацию Я' 
в несколько иных терминах. При этом, однако, неизвестно, 
изменится ли область Я', если ограничиться рассмотрением 
множеств %ъ %г и % c ограниченным числом элементов, 
и каково должно быть это число в благоприятном случае. 
Ковер и ван дер Мейлен высказали предположение, что доста­
точно рассматривать множества %, %2 и %0 со следующим 
числом элементов: card %<min (card SO, card§0, card%2<: 
<min(card^, cardSS), card<%0<min (cardSC, card^, cardSS). 
Ковер [35] высказал также предположение, что достаточно 
рассматривать отображения h следующего вида: h(U\, iu, ti0)~ 
— их + и2 + «о (mod card SO). 

Ван дер Мейлен [61] получил выражение Я в следующей 
Г со 1С 

предельной форме Я — \J (\/п) Я'(Кп) , где Я' (К") — нижняя 
L«=i J 

граница для области пропускной способности Я (/<""), получен­
ная описанным выше способом для канала К11 — /г-кратного 
произведения рассматриваемого широковещательного канала К 
(алфавитами на входе и выходе канала К" служат соответст­
венно множества £0", У-п и 2£", а переходные вероятности 
-°уг|х(У- z l x ) задаются равенством 

п 

PYz|x(y. -"1х) = ПрК|2Л(//г, г1\х1), 

где х1, у1, zl — i-тые координаты векторов хб<2>, у6^п и Z6S5" 
соответственно). 

Ввиду того, что простое выражение для Я не найдено, 
интерес представляет изучение более простых областей Я\ 
\1 Яп- Приведем сначала результаты, касающиеся изуче­
ния Я\. 

Нижняя граница Я\ для Я\ может быть легко получена с 
помощью сечения ПЛОСКОСТЬЮ RQ—О области Я', описанной 
выше. Ван дер Мейлен [61] привел более простое описание Я\. 
Оно состоит в следующем. Пусть снова % и %2 — вспомогатель-
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ные конечные множества и U. и U2 — случайные величины со 
значениями в этих множествах и распределениями вероятнос­
тей pUl (и!) и /?с/2(м2)> соответственно. Определим снова сов­
местное распределение pu^Yzittu и2, у, z) случайных величии 
Ui, U2, Y, Z равенством putu2rz(iiu и2, У, z) = 
^Ри, {ti\)puAu<i)PYz\x{y, z\h(uu u2)) при заданном отображении 
h\%xX%->&- Тогда М.\ совпадает с выпуклой оболочкой пар 
(/?i, #2) таких, что 0<./?1</(.:7ьГ), 0<^ 2 </( f / . - ;Z) , где 
количества информации / ( • ; .) вычисляются на основе совмест­
ного распределения puytYzd&u «2> У' z) ПРИ всевозможных рас­
пределениях pUt(ux), pUziUi) и отображениях /г. 

Известна следующая верхняя граница М\ для М\. Пусть 
,9s—множество условных распределений вероятностей 
P'rztx (^ z\x)> маргинальные распределения для которых совпа­
дают с переходными вероятностями ру\х (у\х) и pz\x {z\x) кана­
ла К- Пусть далее .^ — множество всевозможных распределе­
ний вероятностей рх(х) на 93. Для рЧЗ"д, р'^З0' рассмотрим 
область М(р,р') пар (/?,, R2) таких, что 0 < / ? i < / (X; У), 
0<R,<I(X;Z), RX~\-R2<J{X-Y,Z). Пусть #(/-')--=-

-_C0|''U ^(p .p ' ) j и J ? ; = n •#(/?')• 

В работе Сато [69] утверждается, что М\ является верхней 
границей для Ми т. e. M\z^M\. ЭТОТ результат улучшает бо­
лее раннюю верхнюю границу Ковера [33]. 

В некоторых случаях верхняя граница Сато оказывается 
точной. Так будет, например, для широковещательного кана­
ла, рассмотренного Блекуэллом (см. [61]), который ОТНОСИТСЯ 
к важному классу широковещательных каналов без шума. 
Канал Блекуэлла К имеет троичный вход (.#'.=. {О, 1,2}) и два 
двоичных выхода (^ = gf = {0, l}). При этом символы //, z на 
выходе канала определяются по символу х на входе следую­
щим образом: если x = 0 или 1, то y = z = x, если х=--=2, то: 
// — О, 2 = 1 . В работе С. \Л. Гельфанда [3] найдена область М\ 
для этого канала. При этом построение кодов для К основа­
но на конструкции кодов, исправляющих дефекты (см. п. 5.4). 

Приведем теперь результаты, касающиеся описания облас­
ти М\\. В отличие от М и М\, для Ми известна простая 
характернзация. Пусть рУ1Х(у\х) и pZ[X (z\x) — маргинальные 
распределения вероятностей, задающих рассматриваемый широ­
ковещательный канал. Введем в рассмотрение вспомогательную 
случайную величину U с распределением ри (и), определенную 
на некотором конечном множестве %. Пусть рх\и(х\и) — неко­
торое условное распределение (задающее «тест-канал»). Опре-' 
делим совместные распределения риХУ (и, х, у) и puxz(tt,x,z) 
случайных величии U, X, Y и U, X, Z, соответственно, с 
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помощью равенств: 
рихУ(и, х, у) = ри(и)рХ[и (х\и)рУ{Х(у\х), 
Puxz(a, х, г)=рц(и)рХ1и{ -ф)/?г|Х(г|.*), 

По этим распределениям можно вычислить следующие коли­
чества информации :I (X;Y\U), I (U; Z) и / (X; Y). Обозначим 
через Я (ри, рХ[и) множество всех пар (JR-, R0) таких, что-
0<^ 1 </ (X ;K | t / ) , 0 < ^ 0 < / ( U ; Z ) , RX + RQ<I {X\Y). Тогда 

•# a-=- U M{pwpxp). 
PU>PX\U 

При этом достаточно рассматривать множества % с card%< 
<min(card.9?, catd^, cardSS). Этот результат доказан в ра­
боте Кернера и Мартом [54]. Ранее Г. Ш. Полтырев [14] по­
лучил характеризацию Яп с помощью некоторого предельного 
соотношения. Ван дер Мейлен [61] получил эквивалентную 
описанной выше характеризацию Mlv но в несколько иных тер­
минах. Он доказал лишь прямую теорему кодирования, уста­
новив тем самым, что указанная область является нижней гра­
ницей Яп. Позднее ван дер Мейлен [62] заметил, что третье 
условие Rx-\-RQ</(X; F), входящее в определение Я {ри 
рх,и), можно заменить условием 0<R 0 </(£/; Y). 

Отметим еще, что в работе Познера [66] рассматривается 
связь между некоторыми комбинаторными задачами и задачей 
передачи информации по широковещательному каналу. 

Многокомпонентные каналы с непрерывным временем рас­
сматривались, по существу, еще в работах В. Л. Стефанюка и. 
М, Л. Цетлина [16], [17]. В работе Бергмаиса и Ковера [30] 
рассматриваются методы передачи сообщений от ОДНОГО прием­
ника к двум передатчикам при наличии аддитивного белого 
гауссовского шума. Предполагается, что заданы общая энергий 
передачи по обоим каналам и общая ширина полосы частот W. 
Пусть N[ и. -V2 — спектральные плотности шума при передаче к 
первому и второму приемникам. Авторы [30] рассматривают 
сперва различные стандартные методы передачи (разделение 
времени; разделение мощности или частоты, причем сигнал к 
каждому передатчику рассматривается другим передатчиком 
как дополнительный шум). Затем они приводят схему кодиро­
вания, аналогичную кодированию для ухудшенного широкове­
щательного канала (см. п. 3.4). Этот последний метод оказывает­
ся наилучшим. 

3.4. Ухудшенные широковещательные каналы. Важным клас­
сом широковещательных каналов, для которых область про­
пускной способности определена точно, является класс ухуд­
шенных широковещательных каналов. Широковещательный ка-

143 



нал К c входным алфавитом 90, выходными алфавитами ^ , 2/J 
и матрицами переходных вероятностей pr|;f(г/|л:) и pzlx(z\x) 
называется ухудшенным (точнее вторая компонента К хуже 
первой), если существует матрица переходных вероятностей 
pzlY (z\y) такая, что 

pzlx(z\x)= 2 Рг\г(г\У)Ру\х(У\х)' x6-27, z<£6. 

Понятие ухудшенного широковещательного канала было введе­
но Ковером [33]. Это соотношение наглядно означает, что вто­
рую компоненту канала К можно представлять в виде каскада 
из двух каналов, одним из которых (первым) является первая 
компонента К- При этом вторая компонента имеет меньшую про­
пускную способность, что сразу следует из результатов Шеннона 
[72] о частичном упорядочении каналов. 

Для ухудшенных широковещательных каналов справедливо 
следующее утверждение: 

((/?ь Нъ Яо)е.я)*К(..-?„ R2+Rt)W4iRi> Ri + RoWu) 
(определение М, М\ и Я\\ см. в разделе 3.3). Это утвержде­
ние легко следует из того, что на выходе лучшей компонен­
ты широковещательного канала мы фактически знаем символы, 
полученные на выходе ухудшенной компоненты, так как 
имеем возможность моделировать их с помощью канала 
Pz\r(z\y)- Таким образом, для характеризации Я достаточно 
узнать характеризацшо М\ или Я\\. Поскольку известна 
простая характеризации М\\ в случае общих широковещатель­
ных каналов, то тем самым задача простой характеризации 
•области пропускной способности Л ухудшенных широковеща­
тельных каналов решена. Однако, исторически первое описа­
ние области Л для ухудшенных широковещательных каналов 
'было получено раньше и в несколько других терминах. 
В частности, описывается область Я\, а не Я\\. Приведем 
это описание. 

Рассмотрим вспомогательный канал с входным алфавитом 
%, выходным — ЗС и переходными вероятностями рх.и(х\и). 
Рассмотрим совместное распределение PUXYZ{u, •*•> У* z) СЛУ" 
чайных величин U, X, Y, Z, определяемое равенством 

PUXYZ(и' х' У> z) = Pu(")Рт(х\ и)-ру1х(у\х)-рщу (z [у), 
где ри(и)—-некоторое распределение на %. Пусть Я(ри, РХ\и>~~ 
совокупность пар (Ru R2), удовлетворяющих условиям 

0 < ^ 1 < / ( X ; K | U ) , 0 < # 2 < / ( U ; Z ) 
(указ;анные количества информации вычисляются на основе 
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определенного выше совместного распределения Puxrz)- 1_*°" 
•ложим 

G-=U Я{Ри,Рми)-
Ри>Рх\и 

Т е о р е м а . Для ухудшенных широковещательных каналов 

Сначала Бергмане [28] показал, что GaJlu установив 
для этого случая теорему кодирования (предположение о том, 
что GcJ?i , высказал еще Ковер [33]). Затем слабое обраще­
ние теоремы кодирования доказал Галлагер [2], правда 
Галлагер рассматривал со G —выпуклую оболочку О, оставив 
открытым вопрос о том, является ли сама область G выпуклой. 
При этом Галлагер показал, что в определении О достаточно 
ограничиться рассмотрением %, для которых card<%<: 
<min(card$?, ca rd^ , card «г). Отметим также, что обращение 
теоремы кодирования было доказано Галлагером даже для слу­
чая зависимых источников. Кроме того, Галлагер получил оцен­
ку для вероятности ошибки декодирования и, в частности, до­
казал экспоненциальное стремление к нулю вероятности ошиб­
ки вместе с ростом длины блокового кода для скоростей {Ri, R2), 
лежащих внутри 31\. Выпуклость области G была установлена 
Алсведе и Кернером [25] и тем самым была доказана приве­
денная выше теорема о том, что 9l\=G. 

Важным примером ухудшенного широковещательного кана­
ла является двоичный симметричный широковещательный ка­
нал, определяемый как канал, компоненты которого являются 
обычными двоичными симметричными каналами. Легко видеть, 
что у такого канала одна из компонент всегда является ухуд­
шенной версией другой. Изучение 311 для этих каналов было 
начато в работах Ковера [33] и Бергманса [28], которые по­
казали, что множество пар (R\, R2) таких, что 0<R\^h(q * pi) — 
—h(Pi), 0-£i?2^1—h(q*p2), достижимо. Здесь q— параметр, 
пробегающий значения от 0 до 1/2, р1 и р2, CKpi^pz^lfZ — 
вероятности ошибок компонент канала, q *.p = q(\—p)-\-p(i—£7) 
и h(p)=—plogp—(1—p)1og(1—p). (Ковер рассматривал слу­
чай pi==0). Слабое обращение теоремы кодирования для этого 
случая было доказано Вайнером [92]. Это доказательство было 
основано на некотором соотношении между эитропиями на вхо­
де и выходе двоичного симметричного канала, установленного в 
совместной работе Вайнера и Зава. [97], которое было затем 
обобщено для произвольного дискретного канала без памяти 
Вистенхаузеном и Вайнером [86] и Алсведе и Кернером [25] 
(см. раздел 2.7). 

В работе Алсведе, Гача и Кернера [24] доказано сильное 
обращение теоремы кодирования для ухудшенных широковеща­
тельных каналов. Их доказательство основано на весьма общем 
комбинаторном результате Г. A. Маргулиса [7]. 
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Понятие ухудшенного широковещательного канала, введен­
ное для случая широковещательного канала с двумя выходами,. 
может быть легко обобщено для случая канала с произвольным 
числом выходов- Многие результаты, сформулированные в этом 
разделе, также могут быть перенесены на этот более общий 
случай (см., например, работу Бергманса [28]). 

Важный класс широковещательных каналов рассмотрел 
Г. Ш. Полтырев [15]. Пусть имеются два широковещательных 
канала К\ и Я->. Пусть канал К и i ==- l, 2, имеет входной алфавит S0b 
выходные алфавиты у-ь sd и матрицы переходных вероятностей 
Py.ix-(yi\xd, Pz.\x (zi\xi)- Параллельным широковещательным 
каналом с компонентами КиКо называется канал К с входным 
алфавитом £Б = ЗСХ Х.27-., выходными алфавитами §- = ^ i X ^ 2 и 
S5----gf5iX252 и матрицами переходных вероятностей рг,х(У\х) = 
^ К . ^ . Ы - К О . Рг,1Ха0Л\Х2) И .0Z | x(2|.X) = /7Zi |^(21 | .*:,)-
Pz,\x.(2- l'r-) д л я x = Ui> xa) 6.5??, у —(уи tj2)ef; z = (zu z2)G£: 

Пусть каждый из каналов Ки К2 является ухудшенным. 
Если они ухудшены в одну сторону, т. е. в первом канале 
компонента Ж'\->,9\ хуже «971—s-̂ ft, а во втором канале SC*-><p<>-
хуже ЗСч->Хч или наоборот, то и канал К тоже будет ухуд­
шенным, и его область пропускной способности была описана: 
выше. В противном случае каналы Кх и К» ухудшают в разные 
стороны, и капал К не будет ухудшенным. Область М\ про­
пускной способности в отсутствие общей информации для та­
кого канала описана Г. Ш. Полтыревым. Ясно, что если JH^ 
и ..И?}2'--области пропускной способности для Кх и К2, и 
(/?<<'), ЩП)Щ», i=l, 2, то (/?('> + i ?p , Щ"-\~ЯР)еЯг В |15] 
доказано, что никакие другие точки в :ЛХ не входят. Доказа­
тельство этого факта оказалось неожиданно непростым. В част­
ности, оно не обобщается на параллельный широковещатель­
ный канал с произвольными компонентами Ки К*. Кроме того, 
неизвестно, верно ли аналогичное описание для области Я, 
даже в случае, когда Кх и Л"2 — ухудшенные широковещатель­
ные каналы. В [15] для ,'Я приведена граница сверху. 

В работах [29, 36] рассматривались непрерывные широко­
вещательные каналы с дискретным временем, у которых каждая 
компонента является каналом с аддитивным гауссовским шу­
мом. Такой канал всегда является ухудшенным, А именно, если 
Ni и N2 — мощности шума в первой и второй компоненте, и 
-Vi</vr

2, то вторая компонента канала является ухудшенным ва­
риантом первой. Если средняя мощность сигнала на входе огра­
ничена некоторой константой Е, Бергмане [29] доказал, что об­
ласть пропускной способности описывается парами скоростей 
(Ri> R2), удовлетворяющими условиям 

0<Rl<g(N1+aE)-g(N1), 
0<R2<g{N2+E)-g(N2+aE) 
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при некотором 0 < а < 1 ; здесь -g(E) = (l/2)log2neE. Достижи­
мость указанной области ранее установил Ковер [36], а затем 
Бергмане [29] доказал слабое обращение, существенно исполь­
зуя неравенство Шеннона для энтропийных мощностей (см. 
[31]), для канала с произвольным числом выходов. Все эти 
результаты следуют также из общей теоремы Галлагера. 

Понятие ухудшенного широковещательного канала есте­
ственно приводит к введению в множество обычных дискрет­
ных каналов без памяти (с одним входом и одним выходом) 
частичного упорядочения (см. также [72]). А именно, пусть /С1 
и Я2--два канала с одним и тем же входным алфавитом ЗС и 
переходными вероятностями ру,х(у \х), pz.x(z\x), соответствен­
но. Тогда К1-^,К2, если существует матрица переходных вероят­
ностей р у(г\у) такая, что выполнено соотношение (3.4.1). 
Легко видеть, что -3 задает частичное упорядочение, если 
отождествить между собой все каналы, получающиеся друг 
из друга перестановкой букв выходного алфавита. 

Кернер и Мартон [53] ввели еще два частичных упорядоче­
ния в множество дискретных каналов без памяти. Пусть снова 
К\ и /С2 —два таких канала, 3D—-общий входной алфавит, ^-, 
^ — выходные алфавиты. Канал Я- называется менее зашумлен-
ным (less noisy), чем Я2, если для любого конечного множе­
ства % и любого распределения вероятностей рц(и), U.&1, и 
любого набора условных распределений вероятностей pX|(/(x|n), 
х^ёП, u&L, выполнено неравенство I (U; Y)>I(U; Z). Канал 
Кг называется более способным (more capable), чем Я2, если 
для любого распределения вероятностей рх (х) на .27 выполне­
но неравенство I(X; Y)>I(X; Z). Ясно, что [Кч является 
ухудшенной версией K\}^{K\ менее зашумленной, чем Я2}=>-
-=>{/<, более способный, чем Я2}. Кернер и Мартон привели 
пример, показывающий, что первое и второе упорядочения в 
этой цепочке не совпадают. А именно, пусть 3C = <fy = ££ = {0,1} 
и матрицы переходных вероятностей К\ и Я2 равны 

А=[р£ъ 1-1.7—в). В-А{1Ш Я)' 0</-<1/2, в, 8>0, 
соответственно. Тогда при достаточно малых в, б канал /<д будет 
менее зашумленным, чем Kz, но К.2 не будет ухудшенной версией 
Д'ь Они предположили также, что второе и третье упорядочения 
также не совпадают. 

При применении описанных результатов к широковещатель­
ным каналам Кернер и Мартон показали, что данное Бергман-
сом и Галлагером описание области пропускной способности 5?i 
справедливо не только в том случае, когда одна из компонент 
широковещательного канала является ухудшенной версией дру­
гой, но и тогда, когда одна из компонент менее зашумлена, чем. 
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другая. Приведенный выше пример показывает, что это расши­
ряет класс разобранных широковещательных каналов. 

3.5. Общие многокомпонентные каналы. Каналы, имеющие 
больше одного входа и больше одного выхода, изучены совсем 
плохо. Практически ни в одном нетривиальном случае неизвест­
но описание области 91 допустимых скоростей передачи. В боль­
шинстве работ, посвященных этому вопросу, описывается пере­
сечение области 91 с различными координатными гиперплоско­
стями. 

Наиболее значительное продвижение в этом направлении 
содержится в работе Алсведе [22] и последующей работе Уль-
ри [81]. В работе Алсведе рассматривается дискретный канал 
без памяти с двумя входами и двумя выходами. Предполагает­
ся, что сообщения, передаваемые каждым источником, должны 
быть восстановлены обоими приемниками независимо друг от 
друга. Другими словами, в обозначениях п. 3.1, r = s = 2, и ищет­
ся пересечение 91 области 91 допустимых скоростей передачи с 
двумерной координатной плоскостью (R(l, {1, 2}), R(2, {I, 2})). 

Сформулированная задача была решена Алсведе [22]. Его 
ответ описывается следующим образом. Пусть 3й — множество 
всех пар распределений вероятностей рх (х{) на SC\ и рх (х2) 
на 902. Каждая пара (рх, рх) 6.3й вместе с переходными веро­
ятностями нашего канала К задает совместное распределение 
вероятностей на .3? -Х-^гХ^.Х^г . Рассмотрим множество 
•%(рх,рх) на плоскости (Ru /?2), состоящее из пар, удовлет­
воряющих следующим неравенствам: 

0 < /?. <mln {/ (X-; Yx | X2), I (Xx; Y21 X2)}, 

0 < # 2 < min {/ (X,2; Yx \ Xx), I (X2; Y21X.)}, 

Rl-hR2<mia{I(XuX2;Y1), I (Xu X2; Y2)}. 
Алсведе [21] доказал, что Я—и.'Л{рх-,рх) (если RX==R(1, 

{1,2}), R2 —R(2> {1, 2})). Доказательство легко сводится к 
описанию области допустимых скоростей передачи для канала 
с многократным доступом. 

Ульри [81] обобщил результат Алсведе, предположив, что 
имеется канал К с любым числом г входов и любым числом s 
выходов, и каждый из s источников посылает одну и ту же 
информацию по каналу К каждому из г приемников. Он описал 
для этого случая область всех допустимых скоростей передачи. 

Более трудной представляется задача определения допус­
тимых скоростей передачи в случае, когда сообщения, пере­
даваемые каждым источником, предназначены только для 
одного передатчика. Другими словами, ищется пергсечэние 
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М области допустимых скоростей передачи с двумерной коор­
динатной плоскостью (/?(1, {1}), R{2, {2})). Такая задача назы­
вается иногда задачей о канале с интерференцией. Полное 
описание М до сих пор неизвестно. В обзоре ван дер Мейлеиа 
[62] приводятся некоторые результаты о границах для Я-
По-видимому, единственный нетривиальный случай разобран в 
заметке Карлейла [32]. Он относится к аддитивному интерфе­
ренционному каналу с аддитивным гауссовским шумом, причем 
интерференция предполагается сильной. Для такого канала 
^71-=a72 = i-/=-=a"=--R (вещественные числа). Сигналы F b Y2 на. 
выходах канала связаны с сигналами Хг, Х2 на входах канала 
соотношениями 

Yi — a, iX1 + апХ2 -f- Zu 

Y2 = «21X1 + CL22X4 + Z2, 
где aij — постоянные положительные коэффициенты, Z\ и Z2 — 
гауссовские случайные величины, не зависимые от Xi и Х2, c 
дисперсиями Ni и N2> соответственно. Энергия X1 и Х2 ограниче­
на константами E- и E2, соответственно. 

В отсутствие интерференции (ап — а22-== 1, --Z12-=-o.2i== 0) 
допустимыми являются любые скорости передачи .9. (от ЗС\. 
к §£1) и R2 (от ЗСч к ^2)1 удовлетворяющие обычным условиям 

0 < ^ 1 < ( l / 2 ) l o g ( l + (E1/7V1)), 
0 < ^ 2 < ( 1 / 2 ) l o g ( l + (E2/iV2)) ^ЛЛ) 

и при наличии интерференции ни одна пара (Ri, R2), лежащая 
вне прямоугольника (3.5.1), не может быть допустимой. Неожи­
данный результат Карлейла состоит в том, что в случае, когда 
интерференция сильна, любая пара (Ri, R2) внутри прямоуголь­
ника допустима. Условие сильной интерференции в [32] выпи­
сано в случае, когда а и = а22---1 (ясно, что этого всегда можно 
добиться изменением масштаба). В этом случае оно имеет вид 

а?п>{Ы2-\-Е2)1Ыъ 

а?2>(ЛГ1 + .£1)/АГ2. 
3.6. Секретные системы связи. Отдельный раздел теории мно­

гокомпонентных каналов связи составляют вопросы, связанные 
с так называемой теорией секретных систем связи. Впервые эти 
вопросы были рассмотрены в статье Шеннона [71]. Мы приве­
дем точную постановку задачи и некоторые результаты, следуя 
статье Вайнера [96]. 

Источником сообщений является последовательность (S,-
. . -=1 ,2 , . . . } , где все S. — независимые одинаково распреде­
ленные случайные величины, принимающие значения в конечном 
множестве .". Пусть Hs = H {Si) — энтропия источника. Кроме 

149 



того, имеются два канала Кх и К2, являющиеся дискретными 
каналами без памяти с одним и тем же входным алфавитом .57 
и выходными алфавитами У- и ,%\ соответственно. Пусть 
РУ\Х(У\Х), !/&-, x£.SC и pZ\x(z\x), 2.6.2?, х^9С —-переходные 
вероятности каналов ЛТ- и Ко, соответственно. В работе [96] 
предполагается, что канал К2 является ухудшенным вариантом 
канала /С,- Кодер (случайный) с параметрами (k, n) задается 
набором условных вероятностей qE{x\s), xfrSP", sG^'1. Декодер 
задается отображением /D :'%•"-> г/'1. 

Кодер и декодер вместе с переходными вероятностями кана­
лов К\ и К-2 определяют совместное распределение случайных 
величин S, X, Y, Z, S со значениями в 9>к, £П'\ ^", ?£'\9>к, соот. 
ветствешю (S определяется как/о(У)). Используя эти слу­
чайные величины, введем две характеристики пары кодер-
декодер: неопределенность Д = (1//е)Я(8 | Z) и среднюю веро­
ятность ошибки /-'с =—(1//г) ^ , Pr {S.7--S;} (здесь S=-(5b ...,S,t), 

(--=-1 

.§ — (•5], . . . , 5,,)). Пара чисел (R, d) называется допустимой, 
если для любого е > 0 существуют кодер-декодер с такими 
параметрами (/?, к, Д, p,.), что Hskiti>R—z, A>d—• е, p„<e. 
Основной результат работы [96] состоит в описании области Я 
допустимых пар (R, d). Это описание состоит в следующем. 

Пусть /?>0 и !J7'(R)~ множество всех распределений 
вероятностей рх (x) на &, для которых I (X;Y)> R. Ясно, что 
ff'(R) пусто, если R*r>Cu где С-—пропускная способность 
канала Кх. Пусть далее Г (/•?) = sup / (X; Y\Z). Тогда область 
М допустимых пар (R, d) описывается следующим образом 

•#---={(/?, d) :0 < #,--<?„ 0 <rf< tf.,, firf < H , r (/?)}. 
Одно из неожиданных наблюдений, сделанных в [9(.|, состоит 
в том, что область .//, вообще говоря, не является выпуклой, 
в противоположность другим задачам теории связи с многими 
пользователями. 

Весьма интересными являются те точки (/•?, d)9jl, для 
которых d^=Hs. Пусть С а ••---- max R. Величину Cs можно 
интерпретировать как наибольшую скорость передачи по кана­
лу Ки. при которой можно добиться полной секретности, т. е. 
максимальной неопределенности на выходе капала К*- Оказы­
вается, что Cs удовлетворяет неравенству C.sO-Ci -C\, где: 
С, -пропускная способность канала Kt. Таким образом, вели­
чина C.v положительна, если только капал К» действительно 
хуже канала /<,. 

В недавней работе Кернера и Чисара [38] результаты Вай-
нера обобщены, в частности, на случай произвольной пары 
дискретных каналов без памяти 7(1 и 7(2. 
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§ 4. МНОГОСТОРОННИЕ КАНАЛЫ 

4.1. Двусторонние каналы. Понятие двустороннего дискрет­
ного канала без памяти было введено Шенноном в 1961 году 
[73]. Эта работа Шеннона послужила началом нового направ^ 
ления в теории передачи информации — теории многокомпо­
нентных каналов, которой и посвящен данный обзор. 

Двусторонний дискретный канал К без памяти имеет два 
входа и два выхода с конечными алфавитами «2?-., й?2 и У'ь У-i, 
•соответственно, и задается набором переходных вероятностей 
PYJ-^X^XS^^ •w2.xb •*-)• Так же как * и раньше, отсутствие 
памяти у канала К означает, что для любого п переходные 
вероятности pY1Y2|X1x2 (Уь y2| хь х2) при /г-кратном использова­
нии такого канала задаются равенством 

и 
^Y.YHXA (Уь У2.Х1, ^)^1[РУ1УЛХ1ХШ(У[, lA\xv 4 ) -

где Х;6.Я?"> У;6^-/, а х)е№;, y'l&^-j — i-ые компоненты векторов 
Xj и у ; , соответственно, у — 1 , 2, i = l, ...,ti. 

Существенное отличие двустороннего канала К от других 
рассмотренных выше типов многокомпонентных каналов 
состоит в том, что на одном и том же конце (терминале) 
данного канала расположены и передающее и приемное 
устройства: на первом (втором) конце канала расположен вход 
1(2) с алфавитом «271 («272) и выход 1(2) с алфавитом §М^2)-
Это обстоятельство позволяет производить выбор символа 
для очередной передачи по каналу в зависимости от уже 
полученных символов на соответствующей стороне канала. 

Предполагается, что данный канал используется для 
передачи M1 сообщений из множества IM в прямом направ­
лении (от первого конца канала ко второму) и М2 сообщений 
из множества IМа в обратном направлении (от второго конца 
канала к первому). Кодирование при /г-кратном использовании 
такого канала задается двумя множествами по п функций 
в каждом: 

/о (/»i), / i (mb у\), / 2 (от., у\, tj§, . . . , /,._! (ffij, у\, ..., у"-1), 

go(яг2), gi(от2. У$> §ч{mi, 1)\, У'1), • • • • gVi(»г2, у\, • • •, г/!]"1), 
где все функции /,, принимают значения в алфавите Й?., а все 
функции g/г — в алфавите $?2, mfiIMr iffifj, / = 1, 2, i = l , . . . 
. . . , n. Наглядно функции / / г (gft) определяют, как должна 
быть выбрана следующая буква на первом (втором) конце 
канала, если известно сообщение mi (m2), которое ДОЛЖНО 
•быть передано, и известны буквы на выходе первого (второго) 
.конца канала, полученные к этому моменту времени. 
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Декодирование задается парой функций T(/-ni,yi) и 
•i{m2,y2), ttij&Mp yffl'p / = 1,2, принимающих значения 
в множествах Iм^ и Iм , соответственно. 

При заданных методах кодирования и декодирования так 
же, как и в разделе 3-1, определяются максимальная вероят­
ность ошибки pmax, средняя вероятность ошибки ре (в предпо­
ложении, что все пары сообщений (ти т2) равновероятны),. 
понятие допустимой пары (Ri, R2) скоростей передачи и облас­
ти М пропускной способности канала К. 

Задача простого описания области 52 двустороннего канала 
в данный момент не решена и представляется одной из наиболее 
трудных и важных проблем теории многокомпонентных кана­
лов. Шеннон [73] получил простые верхние и нижние границы 
для 5?, а также точное описание 91 с помощью некоторого 'пре­
дельного процесса. Остановимся на этом подробнее. 

Для заданного совместного распределения рх Хс (хг, х2) на 
входах канала К определим с помощью переходной функции 
канала ру yaiXXa(yi, y2\xi, х») совместное распределение слу­
чайных величин Хи X2, Yu Y2 равенством 

Px,X2riY2(Xu X2' Уи У^==Рх1хАХи Х'^Ру1Уг\Х1Хг^и #2 | -xb x2). 
На основе этого распределения можно вычислить обычным 
путем условные количества информации 1(Хи Г21 X2) и 
I (X2; YilX i) . Обозначим через М" множество пар 
(/(Xi; F2 |X2) , I (X.2;Yi\Xx)), полученных при всевозможных 
совместных распределениях рхх^(хи х2), а через «Я?' —вы­
пуклую оболочку множества тех же пар (/ (X.; Г2 | Х2), 
I (Хп\ Y\ |Xi)), но полученных при всевозьожных рх х^(хи х2),. 
являющихся произведением своих маргинальных распределений: 
рхх (Х\, А'2) = р Х (Х])рХп (х2) (т .е . при независимых X! и X2). 
Шеннон доказал следующую теорему. 

Т е о р е м а . Для двустороннего дискретного канала без. 
памяти справедливо соотношение Я'с^Яс^Я". 

Области М', Л" и М на плоскости (/?ь /?2) являются вы­
пуклыми и отсекают на осях одинаковые отрезки (эти отрезки. 
представляют собой пропускные способности канала К по каж­
дому из двух направлений, если на противоположном входе 
фиксирована наилучшая буква). Внутренняя М' и внешняя Я" 
границы совпадают для некоторого класса каналов, имеющих 
симметричную структуру (при перестановке любой пары букв-
в алфавите 3,\ можно так переставить буквы в алфавитах й?2>. 
У-\ и о»"2> ч т 0 PyiY.\xlx, сохраняется). Однако, вообще говоря, 
области Я' и Я" не совпадают. Это можно показать, напри-
мер, для двоичного умножающего канала, предложенного Бле-
куэллом и определяемого соотношением: Й7г = ^(=—{0,1}, Y1 = 
----F2----X1X2 . 

152 



Нижняя граница Я', доказанная Шенноном методом случай­
ного кодирования, имеет интересную интерпретацию: Я' сов­
падает с областью пропускной способности канала R, отличаю­
щегося от канала Я тем, что при кодировании на первом' 
(втором) конце канала мы не можем пользоваться информацией 
о полученных к данному моменту буквах на первом (втором) 
конце канала (т. е. предполагается, что передатчику недоступ­
на информация, получаемая приемником на соответствующем 
конце канала), но в то же время приемник на первом (втором)-
конце канала знает сообщение, передаваемое с первого (вто­
рого) конца (именно этим последним предположением канал К 
отличается от интерференционных каналов, рассмотренных в-
разделе 3.5). 

Шеннон получил также точное выражение Я —Я (К) для 
канала Я в терминах некоторого предельного процесса. А имен­
но, определим двусторонний канал без памяти К (я) следующим. 
образом. Алфавитом £С\{г£) на входе канала Я (л.) служат век­
торы длины 1ъ вида 

(х\, /1 (х\, у\),..., /,._- (х\,..., хп~\ уи..., у'/-1)) 
при всевозможных кодирующих функциях /Л , xlfc3?i, и #16^г,. 
i=-1,..., /г — 1. Аналогично определяется второй входной алфа­
вит Й?2(п). Алфавиты '^ . (п) и У-ч{п) на выходах канала Я(п) 
задаются равенствами: У-]{р) = У-'р ./=—-1, 2. Переходная функ­
ция канала А!" (я) задается естественным образом с помощью пере­
ходной функции канала Я с учетом того, что Я является каналом 
без памяти. Подобно тому, как для канала Я был определен 
канал К, так и по каналу К (п.) можно определить канал Я (и). 
Пусть Я (Я(/г)) — область пропускной способности канала К(п). 

Теорема. Я = Я (AT) —11m(l/ft) •# (1< (/г)). 
/г—>м 

Хотя эта теорема, доказанная Шенноном, и указывает точ­
ное выражение для области Я, однако практическое вычисле­
ние Я на основе этой теоремы численными методами невозмож­
но ввиду слишком быстрого роста сложности вычисления 
Я(К(п)) с ростом п. 

Шеннон показал также, что ДЛЯ любой внутренней точки 
области Я средняя вероятность ошибки ре стремится к нулю 
по экспоненте от числа п использований канала Я. Для любой 
же внешней точки области Я ре ограничена снизу. Многие 
результаты были обобщены Шенноном и на некоторый класс 
двусторонних каналов с памятью. 

Вольфовиц [90] с помощью случайного кодирования дал про­
зрачное доказательство результата Шеннона о том, что Я'сЯ. 
При этом он показал, что результат не изменится, если сред­
нюю вероятность, ошибки определить несколько по-другому. 
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Алсведе [20] доказал сильное обращение теоремы кодиро­
вания для канала К: если (Ri, Ri) §Я' = М (К), то pmax-->1 
вместе с ростом длины блочных кодов. Неизвестно, верно ли 
сильное обращение для средней вероятности ошибки ре. 

Интересен вопрос о нахождении области пропускной способ­
ности М* канала К при использовании максимальной вероятно­
сти ошибки. Очевидно, что J?*cj#, но верно ли, что М* = М! 
Ответ на этот вопрос в общем случае, по-видимому, отрицате­
лен- Основанием для подобной гипотезы служит следующий ре­
зультат, полученный Алсведе [20], который в наглядной и не 
очень строгой форме можно сформулировать следующим обра­
зом: в общем случае от кода со средней ошибкой нельзя пе­
рейти к коду с максимальной ошибкой без существенных по­
терь либо в длине кода, либо в вероятности ошибки. Для обыч­
ных же односторонних каналов хорошо известен следующий 
факт (см. [89]): если некоторый код имеет среднюю ошибку'Я, 
то он содержит в два раза меньшего объема подход с макси­
мальной ошибкой, не большей 2\. Обсуждение проблемы о на­
хождении 52* содержится также в работе вам дер Мейлена [56]. 

В определении области пропускной способности 52 при ис­
пользовании средней вероятности ошибки ре предполагалось, 
что ре вычисляется в предположении (см. раздел 3.1), что все 
пары (ти т2) значений сообщений равновероятны. Это соответ­
ствует случаю, когда имеется два независимых источника со­
общений, связанных с соответствующим входом канала; при 
этом каждый источник порождает сообщения — независимее 
случайные величины \\ и g2. принимающие значения в множест­
вах 1М, и 1м»\ соответственно, с равномерным распределением 
на них. При более общем подходе предполагают, что случайные 
величины | i и | 2 могут быть зависимыми (в этом случае говорят 

•о зависимых источниках) и иметь произвольные распределения 
вероятностей. Шеннон [73] показал, что в случае зависимых 
источников можно превзойти нижнюю границу 3i!, и даже 
можно достичь некоторых точек верхней границы .9?". Интере­
сен вопрос о том, можно ли превзойти нижнюю границу 9V для 
независимых источников. Шеннон [73], ссылаясь на доказа­
тельство Галлагера, утверждал, что это возможно для опреде­
ленного выше двоичного умножающего канала. Однако Джели-
нек [48] заметил, что это доказательство Галлагера содержит 
ошибку. Поэтому вопрос о возможности превзойти нижнюю гра­
ницу 3i! для независимых источников остается открытым- Этот 
вопрос обсуждается также в работе Л. М. Либкинда [6]. В свя­
зи с исследованием этого вопроса Джелинек [49] ввел в рас­
смотрение бинарные двусторонние, каналы без памяти, переход­
ные вероятности которых удовлетворяют условию: 

РУМХЛ, >>Ь -/2 ! •*•!. *i) =/7F3 |X l (f/2 I xl) Ру1]Хг (У\ I Л2)> 
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где 

2 PyAXl (У-1 *-) = -S .Pi-tix- (.Vi I *2) = -, 

и исследовал различные типы таких каналов. В другой работе 
[48] для этих каналов Джелинек ввел понятие потерь инфор­
мации при кодировании на каждом из концов канала. В тер­
минах переходных вероятностей двустороннего канала он полу­
чил условия отсутствия или наличия потерь при кодировании. 

4.2. Релейные каналы. Естественным обобщением двусто­
роннего канала является дискретный Г-сторонний канал без 
памяти. Такой канал имеет Т концов (терминалов), в каждом 
из которых расположен и приемник и передатчик. Канал пол­
ностью задается набором переходных вероятностей 

Ру1..,у7\х1...хт У-'ь • • • >Ут\xv • •" ' •"'у/' 
где xfcSGi, tji^y-i, t = l , . . . , r , —сигналы на входе и выходе 
i-ro терминала канала. Передатчик каждого терминала может 
использовать информацию, полученную к данному моменту при­
емником этого терминала, для выбора очередного сигнала' для 
передачи по каналу. Наиболее общее использование такого "-сто­
роннего канала состоит в передаче информации от каждого 
терминала к каждому. Область пропускной способности Ш 
Т-стороннего канала определяется аналогично тому, как это бы­
ло сделано для двустороннего канала. 

Ввиду больших трудностей исследования 9L в общем случае 
ван дер Мейлен [57] для Г = 3 рассмотрел более простую ситуа­
цию использования трехстороннего канала, когда ставится за­
дача о передаче информации лишь в одном направлении, на­
пример, от терминала 1 к терминалу 3. При этом терминал 2 
играет вспомогательную роль — он служит для улучшения ха­
рактеристик передачи в направлении 1->3. Такой канал ван дер 
Мейлен назвал релейным (relay). Пусть С(1, 3)—пропускная 
способность описанного релейного канала. В [57] ван дер Мей­
лен нашел некоторое предельное выражение для С(1, 3), полу­
чил необходимые и достаточные условия для того, чтобы С(1, 3) 
была отлична от нуля, и указал некоторые нижние границы для 
С(\, 3). В [59] он обобщил некоторые из этих результатов на 
случай Г-сторонних (Г>3) релейных каналов. 

§ 5. ЗАКЛЮЧИТЕЛЬНЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ 

5.1. Сети связи. В последнем параграфе мы хотим коротко 
упомянуть о некоторых направлениях теории информации, ко­
торые прямо или косвенно могут иметь отношение к теории 
связи с многими пользователями. 
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Прежде всего нужно сказать о круге проблем, возникающих. 
при построении сетей связи. Можно считать, что сеть связи. 
СОСТОИТ из источников сообщений и потребителей, которые рас­
положены в различных местах и связаны между собой канала­
ми связи, аналогичными рассмотренным выше. Тогда анализ, 
надежности такой сети связи включает в себя (но, конечно, не 
сводится) определение совместной области пропускной способ­
ности. Читателю, познакомившемуся с предыдущими парагра­
фами, должно быть понятно, что до решения такой общей за­
дачи еще очень далеко. Мы можем упомянуть здесь несколько 
(конечно, далеко не все) работ ([39, 43, 46, 67, 87]), в которых. 
обсуждаются различные аспекты этой проблемы. Здесь же сле­
дует отметить важную задачу о согласовании источников и ка­
налов. Такое согласование позволяет для одного источника и. 
канала с одним входом и одним выходом свести задачу о по­
мехоустойчивости системы отдельно к вычислению энтропии 
источника и пропускной способности канала (см., например,. 
изложение в [91])- В случае общих многокомпонентных систем 
аналогичная задача не решена и кажется очень непростой (см. 
обсуждение в [46]). 

5.2. Связь с многими доступами. Связью с многими доступа­
ми (multiple access communication) называют иногда (обычно-
в более технических задачах) различные ситуации, когда при­
ходится одновременно поддерживать связь с несколькими объ­
ектами. Такие задачи возникают, в частности, в случаях связи 
с помощью искусственных спутников Земли (ретрансляторов). 
Постановки здесь могут быть весьма разнообразными; часто' 
они не укладываются в описанные выше общие схемы. Среди 
относящихся сюда работ можно упомянуть работы [47, 70, 78,. 
51, 79]. 

5.3. Многопутевые каналы. Системы .передачи информации, в 
которых один и тот же сигнал (обычно непрерывный) передает­
ся многократно (по нескольким путям-каналам), а выходной 
сигнал складывается из выходных сигналов всех образующих 
систему каналов, называются многопутевыми системами. В наи­
более общей из рассмотренных многопутевых систем сигнал' 
ITJ (t) (t — время) на выходе /-го канала равен сумме 

ffj 

~l /(0-—2ayft(0'('--y*(0) + t:y(0. j - l , . . . ,л, (5.3.1) 
k=l 

где / г -число каналов миогопутевой системы, JVi— константы, 
характеризующие число лучей в /-ом канале, £(t) - передавае­
мый сигнал с ограниченной средней МОЩНОСТЬЮ Mg2(/)</>, ctjh(t)T 
Tjh(t) и t,i{t) при каждом фиксированном / - в з а и м н о незави­
симые случайные процессы, 'Q(t)—гауссовские процессы. 

И. А. Овсеевич и М. С. Пинскер [10, 11] получили формулы 
для пропускной способности гауссовской многопутевой системы 
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^случай, когда в ((5.3.1) aih{t) и %)h{t) являются константами), 
•показав, что такая система эквивалентна некоторой однопуте-
•вой. В [11] рассматриваются также асимптотические формулы 
для пропускной способности в случае, когда a.jk(t) и Xjh{t) име-
здт малые дисперсии. 

Б работах И. A. Овсеевича и М. С. Пинскера [12, 13] и 
И. А. Овсеевича [9] рассматривается случай, когда a-^it) и 
Tjk(0 —случайные величины, не зависящие от t. В [13] вычис­
ляется пропускная способность многопутевой системы в пред­
положении, что замирания (характеризуемые случайными ве­
личинами ctjk и Tjh) в разных каналах зависимы, а в [9] рассмот­
рен более общий случай, когда в разных каналах зависимы не 
только замирания, но и шумы t,j{t). В [12] исследованы харак­
теристики оптимальных линейных методов кодирования и деко­
дирования. 

B работе Пирса и Штейна [65] найдено распределение от­
ношения сигнал/шум для многопутевого канала в предположе­
нии, что замирания в разных каналах системы зависимы, а шу­
мы независимы между собой. 

А. С. Немировский [8] исследовал пропускную способность 
миогопутевой системы частного вида, когда наблюдаемый сиг­
нал на выходе такой системы равен максимальному из сигналов 
и а выходе каждого из каналов. 

5.4. Исправление дефектов. Коды, исправляющие дефекты, 
•были введены в работе А. В. Кузнецова и Б. С. Цыбакова [5] 
(см. также [18, 19]).. Такие коды могут быть связаны с кодами, 
исправляющими ошибки в многокомпонентных (в частности, в 
широковещательных) каналах (см. п. 3.3). Приведем определе­
ние кодов, исправляющих дефекты. Дефектом d двоичного сло­
ва длины п называется пара непересекающихся подмножеств 
4 — {S0, Si) множества индексов { l , . . . , n } . Число К-— card (So U 
U Si) называется кратностью дефекта. Дефект d задает отобра­
жение x{to}/e(x, d) = y = (уи ... ,уп) двоичных слов длины п в се­
бя (канал) по правилу 

у; = 0 для: ZGSo, 
уi=i для ieSi, 
yi = xt для £<ES0USi. 

Пусть W — некоторое множество таких дефектов. Кодер длины 
п и мощности М сопоставляет паре ni6lM, d£W, двоичное слово 
ср(п, d) = (s1 sn), s i -O, 1, длины п. 

Декодер сопоставляет каждому слову у-= (уи .. . , уп) число 
1\>{У)^м- Код (т. е. пара ср, ар) исправляет все дефекты d&W, 
если т|)(/г(ср(т, d), d))—m для всех d£W, m6/M. Иначе говоря, 
мы знаем (и можем использовать) состояние канала при коди­
ровании, и не знаем его при декодировании. 
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В работе [5], где приведены все эти определения, выведены 
оценки для мощности кодов, исправляющих все дефекты задан­
ной кратности, и явно построены КОДЫ ДЛЯ исправления дефек­
тов кратности 1 и 2.. Как разработанные при этом методы, так 
и сами построенные коды могут оказаться полезными при пост­
роении кодов для многокомпонентных каналов. В [18] приве­
дены методы построения кодов для исправления любого числа 
дефектов, исходя из двоичных кодов, исправляющих ошибки. 
В [19] введено понятие кодов, исправляющих дефекты и ошиб­
ки, приведены границы для мощности таких кодов и даны неко­
торые методы их построения. 
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