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В 1931 г. вышла работа А. Н. Колмогорова «Об аналити­
ческих методах в теории вероятностей». В этой работе был 
введен класс случайных процессов, названных в дальнейшем 
марковскими, и для изучения вероятностных характеристик 
этих процессов (их переходных вероятностей) был предложен 
метод дифференциальных уравнений. Для процессов с конеч­
ным или счетным фазовым пространством это были конечные 
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или счетные системы обыкновенных дифференциальных урав­
нений, для процессов с конечномерным фазовым пространст­
вом—дифференциальные уравнения с частными производны­
ми второго порядка параболического типа. Появился новый 
мощный аналитический метод, позволяющий решать и задачи 
теории случайных процессов и получать предельные теоремы 
нового типа (например, задачи диффузии для случайных блуж­
даний, рассмотренные А. Н. Колмогоровым, И. Г. Петровским 
в А. Я. Хинчиным). Хотя некоторые аналитические методы 
(преобразование Фурье) использовались при доказательстве 
предельных теорем, однако именно благодаря работам 
А. Н. Колмогорова анализ стал повсеместно использоваться в 
теории вероятностей. Более того, она (по крайней мере фор­
мально) могла уже считаться одним из разделов анализа. 

Установленная А. Н. Колмогоровым связь между диффе­
ренциальными уравнениями и марковскими процессами сдела­
ла возможным «обратное» использование марковских процес­
сов в теории дифференциальных уравнений. Для осуществле­
ния такой возможности нужно было иметь независимые от 
.анализа методы изучения марковских процессов. Такая чисто 
вероятностная методика была развита первоначально для ви-
-нетЗовского процесса. Построение винеровской меры позволило 
использовать ее для решения многих задач анализа. Наиболее 
существенным шагом здесь было полученное М. Кацем пред­
ставление решения задачи Коши для уравнения 

• ^ - - A U + oU 

ш виде интеграла по винеровской мере. Именно этот результат 
локазал, что вероятностные методы помогают в преодолении 
существенных трудностей, возникающих в анализе. 

Теория стохастических дифференциальных уравнений, раз­
витая К. Ито и И. И. Гихманом, позволяет вероятностными 
методами строить широкий класс марковских процессов, ко­
торые затем могут использоваться для решения уравнений с 
частнйми производными. 

Глава 1 
МАРКОВСКИЕ ПРОЦЕССЫ 

Марковские процессы описывают эволюцию систем, испыты­
вающих случайные возмущения, если эти возмущения незави­
симы в различные моменты времени. В этом случае состояние 
системы в данный момент времени полностью определяет ве­
роятностные характеристики процесса, описывающего дальней­
шую эволюцию системы. Это означает, что прошлое поведение 
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системы влияет на будущее только через настоящее. Дискрет­
ные последовательности событий, обладающих этим свойством 
были введены Марковым и получили название цепей Маркова. 
Процессы с непрерывным временем ввел А. Н. Колмогоров, он 
называл их стохастически определенными. В дальнейшем они 
стали называться (по аналогии с процессами с дискретным 
временем) марковскими процессами. 

§ 1. Определение и общие свойства 
1.1. Определение марковского процесса. Пусть (Х,3§)~ 

измеримое пространство, которое будет играть роль фазового 
пространства рассматриваемого процесса. Мы будем рассмат­
ривать процессы, определенные на i?+. При определении мар­
ковского процесса естественно рассматривать не один процесс,. 
а целое семейство процессов £s, x ( / ) , t^s; %s, x(t) описывает 
эволюцию системы, которая в начальный момент s находилась 
в состоянии х. Пусть {Q,@~} -—пространство элементарных со­
бытий с о-алгеброй событий ST. Нам удобно считать, что каж­
дому &,*(*) отвечает на {Q,$~} своя вероятностная мера ?„*(•)• 
Таким образом, марковскому процессу будет от­
вечать семейство вероятностных пространств ({Й, ЗГ, Р.,,*}, 
S6JR+, хвХ). Для марковского процесса меры Р„, х согласованы 
определенным образом. Пусть 5-V, $<t — с-алгебра событий, 
которые наблюдаются на отрезке [s9t] (в частности %8,х(и) 
при а€[5, t] измеримо относительно f?V)- Из приведенного вы­
ше наглядного определения вытекает, что при s<u условное 
распределение процесса £**(*) на t9 оо) при заданном tbx(v) 
на [s, и] должно быть таким, как распределение процесса, ко­
торый начинается в момент и из точки %8>х(и)- Точно это 
свойство можно сформулировать так: с вероятностью Ря, x—l 

=Р«.*<«>£ {ШАи .- - 1 (QeA*}, (l) 
0 < s < a < * x < . . . <* я , Алв#, 

(здесь |(|-) обозначает процесс, распределения которого опре­
деляются мерой, под знаком которой стоит событие, определяе­
мое g(-) : Pu*(u)(C)=Ptt,x(C) |«-«(u>). 
Заметим, что именно то обстоятельство, что мы имеем различ­
ные меры, позволяет нам обозначать процесс одним и тем же 
символом. В дальнейшем, поскольку рассматриваются процес­
сы, начинающиеся в различные моменты времени, будем ис­
пользовать обозначение |8(tf) для процесса, определенного для 

Тогда (1) перепишется так: 
г*.*{is(*i)eAi,..., 6, (*„)eA-} | ^ } , -

(-06Л. •. •. M*i-)€A,}. (2) 
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Таким образом, марковский процесс задан, если заданы 
1) Фазовое пространство — измеримое пространство 
2) Измеримое пространство {Q, &} и семейство а-алгебр 

iF /C^ , 0 < 5 < ^ < o o , удовлетворяющих условию ZF'tCzUFt при 

3) Семейство функций ls{t) = ls(t, со), s£R+1 t>s, при всех 
0 < s < ^ ls(t, со)— измеримое отображение Q в X относительно 
d-алгебры др\. 

4) Семейство вероятностных мер Рв, х(*) на 9Г, удовлетво­
ряющих условиям 

а) для всех seR+y xGXP89 Х{Ы$) =х) = --» 
б) для всех пу 0^s<u^ti<...<tn, Au...,AnG& с веро­

ятностью Рв,х = 1 выполнено (2), 
в) функция Ps, x{ls(^)6^} измерима по х при s<t, АШ, 
Будем обозначать математическое ожидание по мере PS9X 

через Ms, x. Соотношение (2) можно переписать так: 

м*.* (П/лДлг*))|^Л^ (3) 

Здесь s<u^t{< ...<tn, Ak£$l, &=1,...,/г, равенство выпол­
няется с вероятностью Ps, x—l 

1.2. Вероятность перехода. Вероятностью перехода назы­
вается функция P(s1x,t>A)=VSyX{ls{t)£A}. Она удовлетворяет 
следующим очевидным свойствам. 

I..P(s,x9t9A) определена при O^s^t, x$X и измерима 
по х. 

II. P(s,x,t,A) является вероятностной мерой по АЪ96, 
Следующее свойство определяет марковский характер про­

цесса. 
III. P(s,x,t,A) удовлетворяет уравнению (уравнению Чеп-

мена—Колмогорова): при 0^s<u<t,A638 

Р (s, х, t,A)=~fj P(s, х, щ dz) P (a, z, t, A). (4) 
Действительно, воспользовавшись свойством 4, б), находим 

Взяв от обеих частей этого равенства математическое ожидание по 
мере Pj,jr, находим 

lPs,x{ls(u)edz)P(a, z9t, A)^MSjXPSlX{ls(t)eA\{FSu}^ 
.-p^.{6,(<)e-A). 

Это и доказывает (4). 
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Используя равенство (3), можно получить следующую фор­
мулу для конечномерных распределений процесса %s(t) по ме­
ре Р**: при s<t\< ...<tn 

Р*.Лб*(<1)еАь..мбл<я)е-Ал}-« 
- MS.JA, (IS (<l)) М,„ ( П lAk (Is (**)) \&X * 

Л--.2 

л 

Л » & - 2 

Отсюда по индукции получаем 

Р*,х{1Ли)(:Аи...Л*(*п)Ш^ 
-- \ Р (л\ х, tu dxx) ) Р (tu хи t2, dx2),.. 

A i Л 2 

••- S Р(*п-и Xn-u tn*dxn). (5) 

Таким образом вероятность перехода определяет значение ме­
ры PtiyX па а-алгебрах ($V\ определяемых событиями {|«(0е 

ьЛ}, tt*[s,u\, A(\03. Это показывает, что вероятность перехода 
позволяет построить марковский процесс на специальном про­
странстве {il, &*}. В качестве И выберем пространство л*+ 
всех Х-значиых функции <о --о> (i), определенных на i?+» 3F — 
цилиндрическая а-алгебр а в X**-, Ы®) 5 5 - -^) ПР** t^s. Будем 
считать, что £я(оО<4С\ гДе СКТ", если существует такое со, что 
<o(t) --ю(/) при />.v и <о̂ С. Через #У, где s < / будем обозна­
чать (т-алгебру цилиндрических множеств из ЗГ с основаниями 
в [s,t]. Очевидно выполнены условия 1)—8). Меры PHtX опре­
делим сначала на о'-алгебрс &" *t с помощью конечномерных 
распределений, заданных равенством (5). Для любого CC-iF 
считаем, что £„(ci>)(«C, если при некотором ь>(<С 6ч(^©)я с 
Г~6Д Л<»0- То, что выполнены свойства а, б, в 4), вытекает из 
формулы (5) и свойств I—III вероятности перехода. 

Итак, в определенном смысле изучение марковского процес­
са сводится к научению вероятностей перехода, т. е. функций 
P(sf xf t,A), удовлетворяющих условиям I—III. Уравнение III 
здесь является основным. 

С вероятностью перехода можно связать два семейства ли­
нейных преобразований •—- в пространстве ограниченных ^-из­
меримых функций В л из X в /?, это банахово пространство с 
нормой Ц/11 = sup j / (JC) I» и пространстве Jtx зарядов (счетно ад-

х 
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Дйтивных функций ограниченной вариации) на $8, если v — 
I такой заряд, то 

|| v||=—varv=-= sup V/#v1-

Эти семейства преобразований Ts,t определяются равенствами; 

[Ts.tf] (*) -$ / (у)Р(s, х, t, <ty), /ев*, (6) 
[vTs.t] (A) = 5 Р ($, *, *, A) v (dx\ veJ(x. (7) 

Первое преобразование переводит В^ в Вх, второе — Мх в 
Мх- Мы обозначаем преобразование одной буквой, но к мерам 
оно применяется справа, а к функциям слева (это аналогично 
тому как матрицы применяются к строкам справа, а к столб­
цам слева). 

Из условия II вытекает, что ||Гв,'*|| = 1. Наконец, условие III 
перепишется так: при Q^s<t<u будет 

-* s> tTи и = Ts, u. (8) 

Так как P(t,x,t,A)=*IA(x)9 то Т8,s=/, где / — оператор тож­
дественного преобразования. Операторы T8,t обладают еще 
одним свойством: они неотрицательные функции из Вх пере­
водят в неотрицательные, а меры из Мх в меры. 

Приведем еще связь вероятности перехода с некоторым клас­
сом мартингалов, порождаемых марковским процессом. Пусть 
/6Вх, положим для G^t^a 

u(t,x)^P(t,x,a,dy)f(y). (9) 
Тогда при /6[s, а] числовой процесс t)t = u(t1 %8(t)) является 
мартингалом относительно потока tFt

s на вероятностном про­
странстве (Q, @", PSfX каково бы ни было хвХ. Действительно, 
при $t<v<t 

MStX(u(t, is{t))\&l)^mVt4siv)u{t, iv(t))= 

—J и (*, г) Р (г>, ls (*), t, dz)-= \ (JP (*, .Zta, dy) f (y)) X 

XP(v, g-(*>), t, dz)~\f (y)\P(v, g,(*). t9dz)P{t, z, a, dy)^ 

^f(y)P(v^s(v),a,dy)^a(v>ls(v)). 
Наоборот, если некоторая ограниченная функция Ф(̂ , х) такова* 
что при td[s, а] ф(/, ls(t)) является мартингалом, то 

Ф (*, Is (0)-М, ;„ (Q (а, £, (а)) | &*<) = 
=М, |М*)Ф(*, Б*(я))~|ф(*, z)P(t, g,(<). a, dz). 
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Таким образом, формула (9) задает все ограниченные функ­
ции u(t,x) двух переменных, измеримые по х, для которых 
--(-> 1.8(0) является мартингалом относительно мер Р-,-.. 

а) О д н о р о д н ы е м а р к о в с к и е п р о ц е с с ы . Мар­
ковский процесс называется однородным, если вероятность пе­
рехода P(s,x,t,A) зависит лишь от разности t—s: 
P(s, x, t,A)=P(Qi x,t—s,A). Для однородного процесса будем 
обозначать P(0,x,*,A) через P{t,x,A). В этом случае будем 
говорить об однородной по времени вероятности перехода. 
Уравнение Чепмена—Колмогорова для однородного процесса 
имеет вид 

P(t + s,x,A) = ^P(t,x,dz)P(z,s,A). (Ю) 
Операторы Ts, t зависят лишь от разности t—s, если положить 
To,t=Tt, то семейство операторов {Tt, t>0} образует однопа-
раметрическую полугруппу операторов: Tt+s=TtTs, операторы 
Tt коммутируют между собой. Формула (5) для однородного 
процесса имеет вид: 

p,,4UMeAi,...,i-(yeA.}== 
=-$P(*j — 5, х, dXxJ^P(h-tu xu dx2). •. 

. . . $ P(tn-tn-x, xn_bdxn). (-D 
An 

Эта формула показывает, что конечномерные распределения 
процесса L(t+s) зависят только от х (начального состояния) 
и не зависят от s. Поэтому можно рассматривать один процесс 
l(t) и семейство мер Р„ х*Х, вторые отвечают процессу начи­
нающемуся в момент 0 из точки х. Условие (2) для однород­
ного марковского процесса принимает вид: при 0^u<ii<^... 

РЛК-1)еЛ.--- .Н-»)е-4- . |л>-= 
= P|(U){U^-K)eA1 Htn-u)ZAn). (-2) 

Пусть u(t,x)=Ttf(x). Тогда для всех х&Х числовой процесс 
u(t P(t—s)) является мартингалом по мере Рж. 

Л 13 . Регулярность. Нас будет интересовать вопрос когда 
марковский процесс можно считать ^ ^ b l ^ J n l n f R Z ^ u 
ЩНМ разрывов второго рода, непрерывным справа ^f*££™ 

м ? б и \ = ^ ^ ^ ^ 
Обозначим через Sr(y) шар с центром в точке » Р - ^ * £ 

т - п п р м я I Пусть вероятность перехода прощи...-* 
P ( s ! x t A ) удовлетворяет условию равномерной стохастичес-
кой' непрерывности: для всех Т 
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11m sup sup P (-, x, t, X\Sr (x))=a (13) 
h-»0 xQXt<T,s<T,\t-s\<?i 

Тогда существуют такие функции %s (t, со), что: а) ls (*, со) как 
функция / > s не имеет разрывов второго рода, б) PJf*{£,(*, со)== 
-=£Л', о))}-=1 для всех 56i?+- хбХ. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим значение процесса 
%s(t, со) на множестве Af\[s, оо), где Л— множество рациональ-
ных точек. Как показано в упомянутой выше теореме, £e(f,©) 
на ЛП[5»оо) имеет с вероятностью Pe,* = l предел по любой 
убывающей или ограниченной возрастающей последователь­
ности аргументов. Процесс |в(*НЬ со) =gs(/, со) и будет удов­
летворять нужным требованиям. • 

Замечание. Легко привести достаточные условия, чтобы 
процессы %s (t) оказались непрерывными. Для этого достаточно, 
чтобы для всякого г > 0 , Г > 0 , х£Х 

Iim 2 f p(s> x> **> аУ)р(^ У, ^+ь X\Sr(y))=0, 
5 = ^ < ^ < . . . < ^ - = Г , Atk^tk+1-~tk. 

Сумма под знаком предела есть 

а величина цод знаком Ms, х стремится (при почти всех г) к 
числу скачков процесса, превосходящих г. В частности, приве­
денное условие будет выполнено, если равномерно по t^T и 
хв X 

P(t,x,t+h, X\Sr(x))=o(h). 
а) Условия , с в я з а н н ы е с мартингалами . 

Пусть X—полное сепарабельное метрическое пространство, 
Сх — пространство непрерывных ограниченных функций с 
обычной нормой. Будем предполагать, что выполнены следую­
щие условия: Ф1) операторы Г5, t переводят Сх в Cj, 
Ф2) Ts,tf(x)-*-f(x) при s-+t равномерно на каждом шаре. 
Пусть Uf(s,x,t) =Ts,tf(x). Тогда при u<s<t процесс 
Uf(s,%u(s),t) является мартингалом. Можно выбрать модифи­
кацию этого мартингала так, чтобы он не имел разрывов вто­
рого рода и был непрерывным справа. Используя то обстоя­
тельство, что можно выбрать такой счетный набор непрерыв­
ных функций fn(x) (например r(xnt х)у где {хп} — плотная в 
X последовательность), которые разделяют точки из X, можно 
убедиться, что и для lu(s) существует модификация без раз­
рывов второго рода, непрерывная справа. 
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§ 2. Чисто разрывные процессы 
Будем предполагать, что фазовое пространство процесса 

(X, <$) таково, что Я содержит все одноточечные множества 
{х}, хЬ9&. 

2.1. Определение. Марковский процесс называется равно­
мерно чисто разрывным, если каково бы то ни было Г > 0 , рав­
номерно по хЬХ, £ < Г и АШ существует предел 

llm~-{P(t, x,t + h, A)^IA(x))^q(t1 x, A). (14) 
Л | 0 "" 

Как равномерный предел счетно аддитивных функций (по А) 
ограниченной вариации, q(t,x,A) будет такой же функцией, 
при этом q(t,x,{x}) и q(t,x,X\{x}) будут ограничены. 
Из (14) вытекает, что q(t,x,X)~Q. Положим 

b(t,x) = -q(t,x,{x}). (15) 
Тогда q(tJx1X\{x}) =X(t,x) и 

я (*, х, А)=* x{t\x) q (/, х, А\{х}) (16) 

будет вероятностной мерой по А . (Она определена при 
Я ( / , х ) > 0 ; если Я ( / , х ) = 0 , будем считать, что %(U x, А) *=1Л (х).) 
Как уже указывалось, функция k(t,x) ограничена. Если 
K(t,x)<C, то 

1—Р{/, х, t+h, {x})<Ch} P(t, x, t+ht {x})>e~ch, 
при достаточно малых ft. Так как при t<s<u 

P(t, х, и, {x})^P(t, х, $, {x))P(s, х, и, {%}) 
(это вытекает из уравнения Колмогорова—Чепмена), то для 
всех х 

p(s, х , /, {х})>е-Ч'~*\ P{s, х, *, Х\{лг})<1--*-с<<-*>. 
Рассматривая X как дискретное метрическое пространство, мо­
жем убедиться, что процесс имеет модификацию без разрывов 
второго рода, непрерывную справа. 

Т е о р е м а 1. Пусть марковский процесс чисто разрывный 
и l8(i) не имеет разрывов второго рода и непрерывно справа. 
Обозначим через т момент первого выхода процесса из началь­
ного состояния. Тот да 

. и 
' - j k(t>tx)dv 

Ps,x{*<t, L (*)€-*} « J Ца, х)е < я (я, х, A)du. (17) 
S 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Учитывая, что 

I (t)=»lim Z | I 1 / / t / . i \ \I и (.j*+i\rYKt*\\^*\W~'\ 
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(хотя X не обязательно линейно, мы определяем 0-х=(\ 
0+я = л; для хЪХ), получаем 

оо / к 

Точно так с вероятностью Ps,x— 1 

При 2 > 0 
СО _*£ /ft \ 

00 £.2 

-lim 2-? 2'£М-,ЛП/ 
5ft-=i . / W ^ H J ^ F W 

(Возможность внесения Ms, x под знак предела вытекает из 
того, что сумма под знаком предела не превосходит 1.) Так как 

- ( Л > {.s + i=!=, x, s + -|r. { 4 j X 

XP(s + | , x , s + ^ ± i , X\{x}) = 

- ( П ( 1 - Ц * + ^ , * ) ^ + о(-^))х(в + | - , л ) ( ^ + о(^))., 

TO 

ft 

? ( V i 
—=^exp|— )X(s+u, x)da-~(t---s)z\%(t, x)dt. 

Отсюда вытекает, что распределение т имеет по мере Р5, х не­
прерывное распределение с плотностью 

^ P,fJr{* < *} = /{/>,}fcxp {--$Л (a, x) du\ % (*, x). (18) 
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Из непрерывности распределения т вытекает, что с вероятностью 

так ЧТО 

"'™,+,1-Л' (й'М-?)--})'{Ч'+¥)е-иГ 
= lim ^ П Р ( 5 + ^ , Х , S + 4-, {х})х 

= lim 2 П ( 1 - ^ ( 5 + ^ , Л ) + О Ш ) Х 

Отсюда и получаем (17). • 
З а м е ч а н и е . Из формул (17) и (18) вытекает, что при s < £ 

я(*. х% A) = PStX{ts(x)eA\x = t}. 
2.2. Уравнения Колмогорова. 
Т е о р е м а 2. Для чисто разрывного процесса, удовлетво­

ряющего соотношению (14), справедливо каждое из следую­
щих уравнений для вероятности перехода 

-§-sP(s, хч t, A)=^q(s, x, dy)P(s, y, <f A\ s<t, (19) 

~P(s, x, t, A ) = - J P ( s , x, t, dy)q{t, y, A), t>s. (20) 
Первое уравнение называется первым (обратным) уравнением 
Колмогорова, второе — вторым (прямым) уравнением Колмо­
горова. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Имеем 
P(s—h, х, t, A)—P(s, x, t, A) = 

= §[P(s — ft, x, s, dz)—I{X£dz]]P(s, z, t, A). 

Поэтому 
\P(s — h, x, /, A)—P(s, x, t, A)\< 

<var |P ( s—/г , JC, 5, •) — I{x}\. 
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Справа написана вариация разности мер, 1{х) — мера, сосредо­
точенная в точке х, равная в ней 1. Очевидно, 

v a r | P ( s - A , *, s, .) — /{*} |<(1 — P(s—h, х, s, {х}) + 
+ Р ( 5 - А , х, s, X\{x})=2\l—P(s—h,x, 5, {х})|< 

< 2 ( 1 ~ ^ л ) . 
Поэтому Р(5, х, t, А) непрерывно по s. Аналогично можно 
установить непрерывность P(s,x,t,A) no t и по совокупности 
переменных 5 и t. Из непрерывности по / выражения, стояще­
го под знаком предела в левой части (14), и равномерной 
сходимости вытекает, что q(t9x,A) непрерывно по L Имеем 

^.(P(S_A s Xy t7 A)—P(s9 xy U А)) = 

= \.\(P(s—h, х* s9 dz)~I{XQdz})P(s, z, t, A). 
Из (14) вытекает, что существует предел справа и что он ра­
вен правой части (20). Поэтому существует и предел слева, 
который представляет собой левую производную функции 
P($,x,t,A) no s. Эта производная непрерывна по s. Поэтому 
она совпадает с обычной производной и выполнено (19). Ана­
логично из равенства 

j(P{s, х, t + h, A)-P(s, x, t9 A)) = 

= $/>(*, x, t, dy)~(P(t1 y, * + &, А)-ГА(у)) 
получаем уравнение (20). • 

З а м е ч а н и е . Используя функции %(s,x) и . st(s,x,A), 
уравнение (19) можно переписать так: 

— jsP{s, х, t, A)=—'k(sJ x)P(s, x, t, A) + 

+ k(s, x))n(s, xt dy)P(s, y, t, A). 
Так как 

~FsP(S* X' *> A> + 4 5 » *)?($> X> '. A) = 

-=--ехр|--$Я(я, x ) ^ L l ( e x p U X ( ^ x)du\P(s, x, t, A)) 

и 

§exp — ]k(u, x)du\P(v, x, t, A)dv = 
S [ V J 

------ IA (x)—exp К К (a, x) du\ P (s, x, t, A), 
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т о получаем следующее интегральное уравнение для P(s, x,t, A) 

P(s, x, t, A)=--/A(x)exp — J Я. (и, x)du\ + 

+ - J ^ ( " , л:)ехр —-$Чи, x)du\n(v, x, dy)P{v, y, t, A)dv. 
*• " ' (21) 

Уравнение (21) можно решать методом последовательных при­
ближений. Если положить 

QQ(s, х, t, А)=ехр\-\к{и, x)du\lA(x), 

Qn(s, x, t, A) = 

= § § A, (a, х)ехр| — j X (я, x)du \n{v, x, dy)X 

XQ--i(«. У, A)dv, n>\, 

(22) 

T O 

P(s, x, t, A ) = 2 Q „ ( s , x, U A). (23) 
71=0 

Уравнение (21) имеет смысл и единственное решение, опреде­
ляемое формулами (22) —(23) и при более широких условиях: 

а) функция %(t, x) измерима по совокупности переменных, 
неотрицательна и ограничена, 

б) функция n(t>x,A) есть вероятностная мера по А, при 
A,(*f, x)>0 Tt(tyx, {x}) = 0, при X{t, x)=0 n(t, х, {#})== 1, для всех 
-4 6 J n(ty х9 А) измерима по trx. 

Если вероятность перехода марковского процесса удовлет­
воряет уравнению (21), в котором % и зх удовлетворяют а) и 
б ) , то процесс будем называть чисто разрывным. 

а) П р о ц е с с ы с к о н е ч н ы м множеством со-
с т о я н и й . Пусть X — конечное множество, М — а-алгебра 
в с е х его подмножеств. Для задания вероятности перехода до­
статочно задать функции 

p(s,x9t,y)=P(s9x9t,{y}), x,yeX> 0==£s<*, 

т а к как 
P(s, х, *, А) = 2 Pis> х> ** #)• 

yQA 
Условие I выполнено автоматически, условие II сводится 
к: следующему: 
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P(S;X9 t,y)>o, 2 р ( 5 , л , < , у ) = 1 . 

Уравнение Чепм-ена—Колмогорова имеет вид: при s<H<-u 

p(s, х, Й, |/) = 2 P(s> х> *> г)Р(*> z> й> У)-
гвХ 

Для регулярности процесса достаточно, чтобы для всякого 
е>0 и Г>0 можно было бы указать такое 8>0, что при s < T , 
0<t—s<8 было бы l—p(s9x,.t,y)<6 для всех х£Х. Операторы 
Ts, i можно задать так. Занумеруем элементы Х:хи Х2*~--*х*т-
Тогда пространство Вх определяется векторами (fu / 2 , — if™)* 
где fh — значение функции f в точке xk, а пространство М х — 
векторами (pi, . . . ,pw), где pi — значение меры (знакопере­
менной) в точке Xi. Тогда 

Ts.tf (xk)=* 2 P(s' х^ *, Xj) fp 

Таким образом, если задать матрицу Пв, t с элементами 
p(s, xk, t9 Xj) (к — номер строки, / — номер столбца), то Т8> t 
действует на функции как матрица Пы на столбцы, а на меры, 
как эта матрица на строки. 

Процесс будет число разрывным, если равномерно по, t^T, 
каково бы ни было Т>0, существуют пределы 

llm--/?(*, х, t-\-h,y)=a(t, х,у\ x^=y. 

Обозначим а (/, х, х>-= — 2 а ( ^ х ' # ) ; Тогда первая и вторая 
уфх 

системы Колмогорова имеют вид 
— j£p{s, х, ^ ,у)==2 a(s,x,z)p(stz, t,y), 

ZQX 

dt p(s, x, t, у) = 2 P(s> x* ** z)a(^ z> У)-

(24) 

(25) 
zQX 

Уравнение (24) сводится к следующей системе интегральных 
уравнений 

p(s9 х, t, y)^I{y}(x)exp j а (и, х, x)dti 

+ 2 1 exP 1J a (а> Xf x^ ̂ u 

zQX s [v 

a(v, x, z)p(v, z,.t, y) d<v« (26) 
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б) О д н о р о д н ы е процессы. Однородный процесс 
с вероятностью перехода p(ttx,A) называется чисто разрыв­
ным, если 

А) для всякого хЪХ равномерно по АЪХ\{х} существует 
предел' 

lim -j-P{h, х, Л)==^(х, А), 

где q (x, А) — мера по А; 
Б) функция 

k\x)=q{x,X\{x}) 
является ограниченной. 
(Эти условия по форме более слабые, чем те, которые приведе­
ны в п. 2.1, однако они эквивалентны им в однородном слу­
чае.) Опять из соотношения P{h,х, {х})^ё~кс для достаточно 
малых h вытекает, что 

P(t,x,{x})^e-iC 

для всех t; С не зависит от х. Из этого неравенства вытекает, 
что аддитивные функции множества 

-j.(P(k,x,A)-IA(x)) 
имеют вариацию, удовлетворяющую соотношению 

-1(1_Р(Л, х, {х)))<\{\-ег^)<2С. 

Это позволяет точно так, как в теореме 2, получить первое и 
второе уравнения Колмогорова 

-gt P{t, х, A)~-b(x)P(t, x,A)^q(x, dtj)P{U x9 A), (27) 

±P(ty x, A ) - - J P(t, x, dy)%(y) + \P{t> x, dy)q(y, A). (28) 
A 

Из уравнения (27) получаем такой аналог уравнения (21): 

р ^ ^ А)^е-<чх)/А (х) + J J e-«-mxip (s, r/, A) q(x, <&). (29) 
о 

Из последнего соотношения вытекает, что при xQA 
t 

р yt Xt A) _ j е-с*-*ж*> J q (x, dy) er-M>ds+0 (t2) = 

.= ^(Jc,.A)+0(<-); 
P(/,jc,{x})-=e-/iW+0(t2). 



Из этих соотношений находим, что предел 
\ (Р (А, х, А) - / л (*)) = q(x,A)-% (л) 1А (х) 

существует равномерно по х и А. 
в) Счетные о д н о р о д н ы е п р о ц е с с ы . В этом 

случае Х=(1, 2 , . . . ) , Ш~ сг-алгебра всех подмножеств X, ве­
роятность перехода определяется набором функций р^(/) = 
~P(U i, {/}). Уравнения Чепмена—Колмогорова имеют вид 

Ay(* + -s)=2/W')/M5)-
Процесс будет чисто разрывным, если выполнены условия 

а) существуют при 1ф\ пределы 

р) существуют для всех i пределы 

— ati = \\m\(\--pu(h))\ 

f) sup( —<2п)<оо и jj^cLik^Q' Уравнения Колмогорова имеют 
вид (это первая и вторая системы) 

--^-=2а«/М0, ЙЛ/(0-2Л.(-)%- (30) 
ft ft 

Пусть Р*— оператор в пространстве ограниченных последо­
вательностей x={xh} в i?, действующий по формуле 

(PtX)k=^phi(t)Xi. 

Из первого из уравнений (30) вытекает 

jtPt = APi% (31) 

где А — ограниченный оператор, определяемый равенством 
\Ах)ц=*ЪамХь 

Из равенства (31) и условия Р0—1 получаем 
оо 

Я,=-«Ф{МЬ/+2^А--. (32) 

§ 3. Диффузионные процессы 
Рассмотрим марковские процессы с фазовым пространством 

Rd. $—g-алгебра борелевских множеств в Rd. Относительно 
вероятности перехода будем предполагать выполненным сле­
дующее условие: для всех Г>0 и е>0 
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Hm sup sup sup ±P(s,x,t,Vt(x)) = 09 (33) 

где V8 (A:) = {*/: | x — у j > e}. Как вытекает из § 1, при этом 
условии существует непрерывная модификация марковского 
процесса. Непрерывный марковский процесс может служить 
моделью движения частицы под влиянием соударения с хаоти-. 
чески двигающимися молекулами среды, т. е. явления диффу­
зии—распространения чужеродных частиц в данной среде. 
Этим объясняется название рассматриваемого класса марков­
ских процессов. 

3.1. Определение диффузионного процесса. Непрерывный 
марковский процесс с вероятностью перехода P(s9x9 t,A), 
удовлетворяющей условию (33), называется диффузионным, 
если для него выполнены следующие два условия: 

I. Существует непрерывная функция a(t9 х)9 определенная 
на R+X.Rd со значениями в Rd

9 такая, что для всех е>0 и Г>0 
равномерно по x&Rd и t^T 

lim-i- [ (y — x)P(t,x,t + h9dy) = a(t,x). (34) 
\у~х\<& 

II. Существует непрерывная функция B(t,x)9 определенная 
на /?+X#d со значениями в L(Ra)9 такая, что для всех s>0? 
T>0nv9z£Rd 

lim-т- A (y — x,:z)(y — x,<o)P(t,x9t + h,dy)*=' 
/z-й) n «J 

\lJ-X\<8 

= (B(t,x)z,v). (35) 
Векторная функция a(t9x) называется коэффициентом перено­
са диффузионного процесса, a(t,x) есть скорость течения в 
среде, в которой находится диффундирующая частица. Опера­
торная функция B(t9x) называется оператором диффузии, он 
характеризует дисперсию отклонения частицы от начального 
положения, В(t9x) —неотрицательный симметричный опера­
тор, a(t9x) и B(t,x) называются диффузионными коэффициент 
тами процесса, точнее, если выбран некоторый базис в Rd 

{eu...,ed}, то диффузионными коэффициентами являются ко­
ординаты вектора a(t,x) в этом базисе: ah(t9xy=ia(t9х)9 ek)9 
fe==-.l,,..,d и элементы матрицы оператора B{t9x) в этом ба­
зисе: 

bih(t,xy=(B(t9x)ei9ek), i9k^d. 
Простейшим примером диффузионного процесса в Rd является 
винеровский процесс. Это. однородный процесс с независимы­
ми приращениями |(f), Для которого l(t+h)—l(t) имеет нор­
мальное распределение со средним 0 и единичной корреляцион­
ной матрицей, т. е. распределение l(t+h)—l(t) имеет плот­
ность 
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(2яА)-'/2ехр {—2h(x> x ) } ' 
Вероятность перехода для такого процесса задается равенством 

P(stx, *, A)^(2n(t^s))~di2^exp\-^~^(y-x, y—x)}dy. 
А 

Простой подсчет показывает, что для всех /тг>0 
$\y-x\"P{s9x9t9dy)=0((t-s)"4*), 

l(y—x)P(s,x,t9dy)=*0, 

§(y — xtz)(y — x,v)P($,x9i9dy)=*(z,v)(t — s). 
Поэтому | ( 0 является диффузионным процессом, для которо­
го а = 0 , В-=/, / — единичная матрица. ' 

3.2. Уравнения Колмогорова. Наша цель — получить диф­
ференциальные уравнения, с помощью которых можно опреде­
лить вероятность перехода. Эти уравнения похожи на уравне­
ния диффузии, получаемые в физике, лишнее свидетельство 
того, что название «диффузионный процесс» отражает существен­
ное в процессе. Предварительно установим одно вспомогатель­
ное предложение. 

Л е м м а 1. Если <р(х)—числовая функция на jRd, ограни­
ченная и непрерывная, дважды дифференцируемая в окрест­
ности некоторой точки х0, то 

' Пт^\^ц> {у) P(t,x09 t + h9dy) — v(x^j = 

_—(a(*f xQ), <V'(x0)) + ±$pB(t, x0)qf'(x0) (36) 

{ф'(х0) — оператор т L(Rd)9 для которого 
(Ф"(xQ) u9 *).= gfJ-гФ(x0+ te+ sv).|*=o, 

З р Л - с л е д оператора А). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Имеем для всякого е > 0 

J (Ф {У) — Ф (-«о))Р ('• хо>* + h> аУ)=== 

= J (Ф'(*«>)» У - x 0 ) P ( t , x Q 9 t + h,dy)+ 
\х-у\<г 

+ J | (ф" Ю (У - *о). У — *о) Р{***о>* + Ь> dy)+ 
\х-у\<г 
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+ j a 8 |«/ — x0|2P(*, x0, * + A, dy) + o(h% 
где 

а 8 | у - х 0 | 2 = ф(у )~ф(х 0 ) — 

- (Ф' (*Q)> У - *o)— 2"(Ф7/ (*o) (У - *o)> У - *o)« 

ае~^0 при е->0. Воспользовавшись соотношениями (34) и (35)-, 
получаем (36). П 

Теорема 1. Пусть <pGCR<- и функция 
и (s, х) = J P (5, х, if, dy) Ф (у) — 

дважды дифференцируема по х, производные и'х и а]̂  непрерывны 
по 5. Тогда при s<t она удовлетворяет следующему дифферен­
циальному уравнению 

~~"d7u(s> -*)=Ф($, •*)> K(s> •*)) + 2"Sp5(5, x)ti"xx(s, х), (37> 

и начальному условию 
limu(s, Х) = Ф(Х). 

Доказательство . Имеем на основании леммы 
u(s—h1 x) — u(s, x)=-§#(s, y)P(s—h, x, s, dy)—u(s, x) = 

= h [(a(5, x), ^ ( s , x))-f g- Sp В (5, x) ttxx(s, x)] -fo (A). 
Отсюда вытекает, что u(s, x) имеет левую производную по sv 
ее значение равно левой части (37), взятой с минусом. Значит, 
она непрерывна и поэтому совпадает с обычной производ­
ной. • 

Можно уравнение (37) связать с диффузионным процессом 
еще и так. 

Теорема 2. Пусть функция u(s, x) при s<t непрерывна и 
ограничена и имеет непрерывные ограниченные производные 
л£($, х), tt'x(s9 x), uxx{s, x). Если для Й(5, х) выполнено уравне­
ние (37), то 

и (s, х ) = \u(t,y)P{s,x,t,dy).' (38) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Для доказательства формулы (38) 

достаточно показать, что u(s, t(s)) является мартингалом. 
Имеем 
M(ti(s+h, l(s+h))\l(s))^P($A(s), s+A, dy)u{$+h,y)^ 

^u(s^(s))+K(s,l(s))h + o(h)+^u(s,y)P(s^(s),s + h,dy)^ 
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^u(s9l(s)) + h(u^st.l(s))) + (a^(s9l(s))9 a(s,t(s))) + 

+ jSpB(s^(s))uXJc(s,l(s)) + o(h)==a(s,l(s))^o(h). 
Мы воспользовались леммой 1 и тем, что u(s,x) удовлетвори 
ет уравнению (37). Из этого соотношения легко получить 
такое: 

М (и ((s + nh\ I (s + nh))) =— a (s-1 (5)) ~f по Ф)-
Если s + nh = v, то h= v~~s и п= VTS • 

М(я(^£(^)Щ 
Левая часть от Л не зависит. Переходя к пределу при А->0, по­
лучаем 

М(*ф, £ ДО) [ Ш ) =*«(*. Б (5))= J а (^«/) Я ( 5 , | ( 5 ) , . , ^ ) . П 

Г л а в а 2 
ВЕРОЯТНОСТНОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ РЕШЕНИЙ 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 
С ЧАСТНЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ 

Уравнения Колмогорова для диффузионных процессов уста­
навливают связь между марковскими процессами и дифферен­
циальными операторами второго порядка с диффузионными 
коэффициентами процесса. Если ak(t, х), k = ly ..., d — коорди­
наты вектора переноса в некотором базисе, bih(t, x) -элемен­
ты матрицы оператора диффузии в том же базисе, то этот 
дифференциальный оператор имеет вид 

d d 

1 i%L\ дх1дх* Д oxk 

(здесь xk — координаты точки х в указанном базисе). Оказы­
вается, если нам удастся построить диффузионный процесс 
(т. е. семейство мер Р.*,.*) с диффузионными коэффициентами, 
входящими в правую часть (1), то решения многих задач, со­
держащих дифференциальный оператор L, можно записать в 
виде 

где F(t,x(-)) при фиксированном £-некоторая функция, оп­
ределенная на пространстве непрерывных функций х(-) С(^ 
определенных на [t, 00) и принимающих значения из Rd. Это и 
есть вероятностное представление решения. С помощью такого 
представления, используя свойства случайного процесса, мож-
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но получать результаты о свойствах решений. Кроме того, в 
теории вероятностей есть методы построения диффузионных 
процессов. Поэтому формулы такого вида могут использовать­
ся для вычисления значений самого решения. 

§ 1, Задачи для параболического уравнения 

В этом параграфе Lt — дифференциальный оператор, опре­
деляемый равенством (1), символ t указывает, что коэффициен­
ты оператора зависят от времени. Относительно функций 
bih(t,x) и ak(t,x) будем предполагать, что они ограничены и 
достаточно гладки, так что решение рассматриваемых задач 
существует и единственно. 

1.1. Задача Коши. 
а) О б р а т н а я задач-а К о ш и д л я у р а в н е н и я с 

п р а в о й ч а с т ь ю . Пусть Г>0. Рассмотрим решение урав­
нения 

.— я (* ,* ) - ! -L t u( t , x ) ^ f { t , x ) , * < 7 \ xeRd, tt(T,x)*=<9{x). (2) 
Краевое условие задается на гиперплоскости /=Т, функции 
f{t,x) и ф(х) ограничены и непрерывны. 

Т е о р е м а 1. Пусть %t(-) —диффузионный марковский 
процесс с диффузионными коэффициентами a(t,x) и B(t,x), 
которые в естественном базисе Rd имеют координаты ак и ма­
трицу (bik). Если Ps,x обозначает соответствующие процессу 
вероятности, то 

т 
u(t% x)^mt,x<${it{T))-~~mi,x\f{s, it(s))ds. (3) 

t 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Покажем, что для всех 0^s<t<T 

и хЪХ числовой процесс 
г 

Ш - и (<* 5* О ) - 1 / (я, Is (я)) du 
S 

является мартингалом относительно меры Р.*,*. Имеем при / + 
-f-ft^T (в обозначениях главы 1)' 

/t+h \ 

-Nb,x(u'x(t9 ls{t))h + {tix{t, £,(*)), d(M$(tW + 

(мы воспользовались ЛЕММОЙ 1 § 3, гл. 1 и уравнением (2)), 
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Если 0 < $ < £ < & < 7 \ А = ^-—, то, суммируя равенства 

и затем беря условное математическое ожидание относительно 
&и получим 

М, ,*(С(я) -С(0 |^ ) -ло(А)«5^о(А) . 
После перехода к пределу при Л->0 убеждаемся, что £(*).— 
мартингал. Так как £(Г) =<р(Ь(^))» то 

М*^Ф(6ЛГ))-М,.хС(П-^.-гЕ(5)-
г 

=М^й(5, 6,(s)) — М,,* J / (я, ls(u))du. 
S 

Из этой формулы получаем при s=t (3), так как 
М*,*ы($, gs(s))i-=u(s,x). П. 

б) Прямая з а д а ч а Коши для у р а в н е н и я с 
п р а в о й частью. Пусть Г>0. Рассмотрим решение урав­
нения 

^u(t,x)-Ltu(t,x) = f(t9xl 0<t<T, xeRd, (4) 

й(0, Х)==Ф(Х). 
Тогда функция vT(t,x)=u(T—t, х) будет удовлетворять уже 
уравнению 

dvT(t, х) ~п dvr(t, х) •2 а*(Г-*,*). 
й==1 

rf 

Пусть |т(/)—диффузионный процесс, заданный на [О, Г] с 
диффузионными коэффициентами, входящими в уравнение (5). 
Тогда, используя результат теоремы 1 находим 

u(t9 x) = vT (T- U x)=Mr-t,x<f (gr-/ (T)) + 
т 

+ Мг--,* Т /(Т — и, £-i(u))du. (6) 
T—t 

Здесь М,,* — мера, отвечающая процессу ll (t), начинающемуся 
в момент 5 из точки х. 

Замечание. Пусть Lt-= Z, коэффициенты у L уже не за­
висят от t. Тогда распределение процесса gJ(s-f-0 не зависит 
ни от:$,гни~от Т. Решение задачи (4) можно записать для всех 
Т с помощью такой формулы: 
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t 

u(t;x)^Mx<p(l(t))+Mx[f(u,l(u))du, (7) 
о 

процесс | (а) —однородный марковский диффузионный процесс 
с диффузионными коэффициентами а(х) и В(х), определяемы­
ми оператором L. 

1.2. Формула Каца. Пусть v(t,x)—ограниченная непре­
рывная функция. Рассмотрим обратную задачу Коши: 

gja(*, x) + Ltmt,x)+<o(t,x)u{t9x)-Q, tG[0,T], (8) 
tt{T9x) = <f(x)\ 

функция ф — ограничена и непрерывна. 
Т е о р е м а 2. Пусть |s(i)—такой же марковский диффу­

зионный процесс, как в теореме 1. Тогда 

u(U х) = М,^ф(^(7))ехрНг;(й, lt{u))du\. (9) 

Эта формула называется формулой Каца. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть 0^s<t^T. Рассмотрим про­

цесс 

!]-(а,^(||))л}. (Ю) С(0-Д(*.ЫО)ец>| 

Покажем, что он является мартингалом относительно меры 
Ps, х- Как и в теореме 1, достаточно показать, что 

Ka§x(W + h)-t{t)\P()=o(k). 
Имеем 

М,>х(Ц^ + ^ ) - Ц 0 1 ^ ) - е х р { ^ ( й Л Л « ) ) ^ | х 
/+А 

XMJiX(a(* + A, h{t+*))e ' * " ' " ' ~й(*' Ь(-))1^)---

- - e x p L e , 6Л«))-4м-.х("('+А' S-(-"+A»+ 

+А«(<+А- L(*+A)W*. ! , (0) -»( - . 'S . ( ' )> l y ' )+ o < A > e 

-ехрк'«(и, | , (и ) )Ц К С» 5, (-)) + («;(-. 5-(0). *('• 5.(0)) + 

+ 7Sp«•„(*, 6.(0)* С 6,(0)+"('. 6 . ( 0 W . 6.(0)1/*+ 
-+o(A)=-=o(A) 



(мы опять пользуемся леммой 1 § 3 гл. 1 и уравнением "(8)). 
Значит, t,(t) мартингал и 

Но £ 3 =гф , ge(s).) =u(s9x) с вероятностью Р8,х=1- Отсюда по­
лучаем (9). П 

З а м е ч а н и е 1. Пусть f(t,x)—ограниченная непрерывная 
функция. Тогда решение уравнения 

£u(t, x) + Lta(t, x) + v(t, x)a(t, x) = f(t, x)% ЩО, Г], 

я(7\ *) = q>(jt). (11) 
представимо в виде 

u(t, x)^MttXy(h(T))exp>S<v(u, h(u))dtt\-

Т i s ч 

• Л ^ / ( 5 » М « ) ) е ? | « ( « . ^ ( « ) ) Л Л ' (12) 
- u J 

Доказательство этой формулы сводится к доказательству 
того, что при O^sKt^T процесс 

t(t)^a(t, ls(t))expkv(u, 6,(«))A« -

-If (и, £,(«)) « Р К^(тг, g,(T))rfirU« (13) 

является мартингалом, а это доказывается точно так, как в 
теоремах 1 и 2. 

З а м е ч а н и е 2. Пусть Lt = L (т. е. коэффициенты не зави­
сят от t). Тогда решение уравнения 

dJi^l^Lu{frx)-'0(t% *)«<*, X) = f(t9 Х), 

й(0, х)=*<р(х) 
представимо в виде 

«(*, л)-ВД гф(6(0)езф.к.«(5 | l(s))ds + 

+ М~ $ / ($, g (s))ехр К * (и, I (а))Л* Л , (14) 

где |(а)—однородный марковский диффузионный процесс та­
кой же, как в формуле (7). Эта формула точно так получается 
из (13), как (7) из (6). 
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1.3. Смешанная задача для обратного параболического 
уравнения. Пусть Г>0, G(t, x)—достаточно гладкая функция, 
определенная на [0, T]X#d» Для которой уравнение G(t,s)=0 
определяет гладкую поверхность в [0, TjXRd, сечения этой по­
верхности St гиперплоскостями, перпендикулярными оси t, яв­
ляются гладкими поверхностями в Rd, являющимися границей 
ограниченной односвязной области Vt. Обозначим V=={(t,x), 
ЩО, Т], x£Vt}. Будем рассматривать такую граничную задачу 
в области V: 

*"VL*L+LMt> * W C , х), 
u(t, x)\X£Si = q(t, х), 0 < / < Г , 

и (Г, *)=•?(*). (15) 
Функция г|)(.#, х) достаточно гладкая, ср(х) и f(t, x) непрерыв­
ны, я|)(/, х)*=у(х) при x$ST. 

Обозначим через V границу области V (она состоит из 
поверхностей \J{t}X$t

 и Vr). Через %v, будем обозначать 
t 

момент первого выхода процессов ls(t) из области V. 
V = 7\ если ls(t)&/t для t£[$, Г], если G(t, x )>0 при 
(t; X)QV, TO при xv,<T, xyf совпадает с первым моментом, для 
которого G{t, ls{t)) = 0. Очевидно ху, есть момент остановки 
относительно потока SF* при вероятностной мере Р^>х, каково бы 
ни было -ХбА\ 

Теорема 3. Пусть u(t, x)—решение задачи (15). Тогда 
u(t, X)*=WLUJ$(XV,I h(iVr))I{%vf<T} + 

+ Щ,МЪ(Т))1[Ху,т.Г}-Щ9Х J / ( я , h(u))du. (16) 

Доказательство . При сделанных предположениях функция 
u(t, х) допускает продолжение на [0, T]XRd, для которого 
производные ut, tCx, ихх ограничены и непрерывны (мы обозначаем 
продолжение тем же символом). Продолженная функция будет 
удовлетворять уравнению (2) уже в [0, T]XRd, при этом в 
[О, r]Xi?dN\V' функция f(t,x) полагается просто равной левой 
части (2), куда подставлено выбранное продолжение функции 
u(t,x). Как было доказано в теореме 1, процесс 

t 

l(t) = u(t, g , (* ) ) - J / (е . Е. («))<*« 
S 

является мартингалом. Так как s<ty- с вероятностью Р ^ = 1 , 
то 

171 



Так кщ £($) = #($, х) с вероятностью PJi<r=*l, то 
u(s, x)-=M,,x£(s). (17 

Имеем 
ту 

£(t^)=-a(t^, g,0V'))- j f(uAs(ti))dtt, (18) 

при этом /(#,£.*(#)) совпадает со значениями функции / на 
области V, именно теми значениями / , которые входят в правую 
часть (15). Далее, если xv><T9 то u(xv>9 Ы^ОН'ФО^'- L(V)), 
если TV- = 7 \ то u(TV',ls(Tv>)) = <p(ls(T)). Подставляя эти зна­
чения в (18) из (17), получим (16). • 

Аналогично теореме 3 доказывается следующее утверждение. 
Теорема 4. Пусть выполнены условия теоремы 3 и функция 

v(t, х) непрерывна вместе со своими производными vv v'x, v" 
в замыкании области V. Если и (t9 x) удовлетворяет на V урав­
нению 

du(t
d'tx)+LM** *)+*(*, x)a(t, x) = f(t, х) (19) 

с граничными условиями u(t9 х)\хс$ =ty(t, х), 0-<*<7\ 
и(Т9х)=у(х)9 XQVT; TO u(t, x) представимо в виде 

u(t9 x)^MtiJc^(%Vr, lt(xVr))exp j v(u,l(tt))du\l{Xv,<T}+ 

+M,,x<p (lt (t))exp К v (a, lt (a)) dtt\ I{XV~T)— 
XV (и \ 

-^t.x j / ( я , £*(«))«P J^( t , lt(x))dx\dtt. (20) 

§ 2. Краевые задачи для эллиптических операторов 
Пусть а(х) ш В (х) — ограниченные достаточно гладкие 

функции со значениями из Rd и L(Rd) соответственно, ah(x), 
k=l9 2,... 9d9 — координаты а{х) в естественном базисе, 
bih(x) —элементы матрицы оператора В{х) в этом же базисе. 
Будем предполагать, что существует марковский диффузион­
ный процесс с такими диффузионными коэффициентами. Пусть 
G — ограниченная область в Rd с гладкой границей G\ Будем 
рассматривать дифференциальный оператор 
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(из того, что Ьгк(х) являются диффузионными коэффициентами, 
вытекает неотрицательная определенность матрицы (&**(*))• 
Мы будем предполагать, что эта матрица положительно опре­
делена. Поэтому оператор I будет эллиптическим. 

2Л. О моментах выхода из ограниченной области. Пусть 
l(t)—однородный марковский процесс с диффузионными ко­
эффициентами а(х) и В (х). Обозначим через xG момент пер­
вого выхода из ограниченной области G: 

TG = i n f { 5 : p ( | ( s ) , l \ G ) = 0 } , 
здесь р(х, F) —расстояние от точки х до множества F, если 
для всех 5 будет p(£(s), J_\G)>0, считаем то=оо# Наша цель 
в этом пункте доказать, что Мхт<><оо И значит 

Р х К < + о о } = 1. 
Предварительно установим одно предложение, имеющее 

самостоятельный интерес. 
Л е м м а 1. Пусть f{x)—дважды непрерывно дифференци­

руемая финитная функция. Тогда процесс 
t 

Z(t)-f(t(t))-$Lf(l(s))d$ 
о 

является мартингалом относительно потока У*а и меры РХг 
каково бы ни было х. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Имеем 
t+A 

»,(^-ЕЛ^)-Мв(О/(|(Л))-/(|(0)+ J Ща£/Ш№. 
t 

Из леммы 1 § 1 вытекает, что 
Mxf (l(h))~=hLf (x) + hah(x), 

где ah(x) ограничено и аА(х)->0 и й->0 равномерно по х. 
Далее 

h h 
[MxLf (_ (s) ds=hLf (x)+l [MxLf (I {s))-Lf (x)] ds. 
о о 

Легко убедиться, что sup|M^g(g(s))—g(Jc)|->0 для всякой 
x 

непрерьюной финитной функции g* Поэтому равномерно по х 
h 

l i m \ \ [MxLf (I (s))-Lf (x)] ds=0. 

Значит, 
Mx(b+h-St\&) = o(h), (22) 

где величина o(h) зависит от l(t), но —jr--->- 0 стремится к нулю 
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равномерно по £(/). Поэтому точно так, как в теореме 1 § 1, 
устанавливаем, что из (22) вытекает утверждение леммы. Q 

Так как G ограничено, можно указать такой шар S, что 
Gc=*S. Тогда при x^G 

P X { T G < T S } = 1. 

Значит, изучая ограниченность TG, достаточно рассмотреть слу­
чай G=S. 

Теорема 1. Равномерно по x£S Mxxs ограничено. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Не ограничивая общности, можно 

считать, что S = {y : \y\<r}. Пусть c§Rd, \c\ = 1, 
ф(х)|=ехр{&(с, х)}. 

Тогда 
1ф(х)=ехр{k (с% х)} [^ (с, а(х))+ ^ (В (х)с, г?)]. 

Обозначим через а = sup | а (х) |, p—=inf (В (х) с, с). По предпо-
x^S xQS 

ложению о положительной определенности В (х) будет р>0. 
Поэтому 

L<Kx)>txp{—kr}[ — ak+^$] 

и, выбирая k=~, получим при x£S 

1 Ф ( х ) > е х р { - ^ } ^ . - с 1 > 0 . 
Пусть ,<т^ . Тогда £($)6-S и L<p(l(s)>Ci. Используя то, что 

Ф (I (0) - J ^Ф (5 (5)) ̂ ^ является мартингалом, получим 
6 

<Р(6(г,л<))- f L<p(l(s))ds 
6 

о 
Ci1Axxs/\t< sup efe^> ~-inf £й(^) < ekr. 

xQS xQS 
Так как для Mx%3/\t получена равномерная оценка сверху, то, 
переходя к пределу при t-++ao, убеждаемся, что она справед­
лива и для %в-

*,,<£*,{•»}. а 
2.2. Решение внутренней краевой задачи. Рассмотрим сна­

чала решение задачи Дирихле для уравнения 
Lu(x)=0, x6G, и(х)=ц)(х) при xeG'. (23) 
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Так как u(t,x)=*u(x) является в то же время решением такой 
задачи 

^ — Lu{x) = Q, u{t, Х ) = Ф х), при xQG' u(T, х)=и(х) 
в области [О, Т] X G, то на основании теоремы 3• § 1 

и (х) = М/р (I (т0)) I{XG<T}+ЛМ (| (Г)) /{т0>г}. 
Переходя к пределу в этом равенстве при Т-^оо, получаем 

м(х). = Мхф(1(те)). 
Аналогичный подход возможен и при решении более сложной 
краевой задачи, связанной с оператором L. 

Т е о р е м а 2. Пусть У(л:)-г^0 и f(x) —ограниченные не­
прерывные функции, а и(х) является решением уравнения 

Lu(x) + V(x)u(x)=f{x) (24) 
с граничным условием 

и(х) =ф(х) при x&G'. 
Тогда 

f a 

Ф(БМ)ехрН V(l(s))ds 

J /(6(s))«pjJ^(6(a))rf«[d5 (25) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . При доказательстве теоремы 3 (см. 
также замечание 1 к этой теореме) установлено, что процесс 

С(0«я(Е(0)ехрНк^ 

является мартингалом. Поэтому для всех tyO 

М^(<ЛТо)«М,(£(0)) = я(^), 

'A *G 

- М * J f(l(s))expttv(i(u))du^ds (26) 

Формула (25) получается из (26) с помощью предельного пе­
рехода при t-**oo. 
Возможность предельного перехода под знаком тх в правой 
части (26) вытекает из того, что в силу неравенства У<0 
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exp IV(i(s))ds 
я, значит, при t<CtG 

u(l{f))exptiv{l(s))ds 

- j/(5(s))exp jV(I(u)) du\d$\<c1 + c&Q, 
о to J I 

где cx == sup и {x)> c?2==sup/(jc), a JAxxQ< оо В силу теоремы 1. • 
xQG xQG 

а) У р а в н е н и е со з н а к о п е р е м е н н ы м V. Если 
функция V(x) в уравнении (24) меняет знак (возможно, прос­
то положительна), формула (25) может не выполняться. На­
пример, может существовать ненулевое решение уравнения 
(24) с / = 0 и ф = 0, а правая часть (25) при этом будет равна 
нулю. Это связано с тем, что предельный переход в равенстве 
(26) неоправдан. Для его оправдания нам потребуются усло­

вия конечности М ^ е ^ 0 при к>0. 
Л е м м а 2. Если supM*T G <#, то при %<{eqYl будет 

XQG 

Доказательство . При c>q будет для всех xQG 

Р*{*о>*}<7-
Заметим, что 

= MJ{XG>{n_1)c}Mli(n^)c)I{%G>c}<l Рх{ха>(л— 1) <?}<(f )"• 
Поэтому 

00 CO 

меи° < 2еЯлср N > с*- -) °)=еАс .2 (*Ас • -Т 
1 с и при я < — In- - ряд справа сходится. Максимальное значение с q 

правая часть принимает при c=qe. • 
Л е м м а 3. Пусть при некотором ?^>0 существует строго 

положительное решение уравнения 
Lu(x) + %tt(x) = 0,' xeG, 

mfu(x) = c>0. 
*6G 

Тогда М ^ т ° < о о . 
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Д о к а з а т е л ь с т в е Можно применить формулу (26) с 
У=Я, f = 0. Получим 

u(x)=mxu(UtAtG))exp{%t/\xG}. 
Поэтому 

Переходя к пределу при /~>оо, получим доказательство лем­
мы. D 

Теорема 3* Пусть МхеХХа<.<х> при некотором ^ > 0 . 
Тогда при V(x)<X решение уравнения (24) с граничным 
условием и(х)=у(х), xbGf представимо по формуле (25). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . При сделанном предположений для 

exp \]v(l(s))ds\<е^ 

-Лт 0 

J exp\§V(l(u))du\ds < 
exp{ltAxG}—l 

Поэтому 

я(£(*Л*о))ехр 
-л*о 
[V{l{u))du\-~ 

iA%G 

- J f(t(s))expUv(l(a))du \ds <c1 + c2exx°, 
0 I 0 

где Ci я с2 — некоторые постоянные. Поэтому в (26) возможен 
предельный переход под знаком Мх. • 

§ 3. Винеровская мера и решение уравнений 
с оператором Лапласа 

3.1. Винеровский процесс в Rd. Винеровский процесс в Rd— 
это однородный процесс w(t) с независимыми приращениями, 
для которого величина w(t+h)—w(t) имеет нормальное рас­
пределение со средним 0 и корреляционным оператором hi 
(I — единичный оператор в Rd), т. е. распределение с плот­
ностью 

(27) gft(x)----(2KA)^/-exP{-^|x|2}. 
а) Марковский процесс, с в я з а н н ы й с в и н е ­

р о в с к и й . Поскольку винеровский процесс имеет независи­
мые приращения, то при 0 = ^ i < . . . <.tn^t<:t+h 

P{w(t + k)eAlw(tx), . . . , а>(/я), w(t)}=* 
= V{w(t + h) — w(t)GA—wXt)Jw(tx)t . . . , w('/0» w(t)}^ 
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— P {w (t + h) - w (t)€A - w (t)fw (t)}= 
= P (w (A) - w (0)6A - л:} \x=w(f), 

здесь .А —-x={t/:y+x6A}, мы воспользовались не только незави­
симостью приращений, но и однородностью. Полагая 

Рго (А, x. A) = Р {во (А)—w (0)6А — х)= 

= (2nh)-"i^exp{-^-\y-x\2]dy, (28) 
Л 

убеждаемся, что 
P{w(t + mAl™(t& -**, w(tn)yw(t)}^P«>(k,w(t), A), 

это означает, что семейство процессов w(t)— ш(0 )+х можно 
рассматривать как однородный марковский процесс с вероят­
ностью перехода (28). Этот процесс обладает свойством од­
нородности по пространству: процесс, начинающийся в точке х, 
может быть получен сдвигом на х траектории процесса, на­
чинающегося в точке 0. Будем в дальнейшем считать, что 
ш(0)=0, и тогда w(t) обозначает траекторию марковского 
процесса, начинающегося в точке 0. Если, как в предыдущем 
параграфе, обозначать через Рх распределение в С-<*, отвеча­
ющее начальному значению х, то однородность по простран­
ству означает, что для всякой ограниченной измеримой функ­
ции /(#(•)) н а С.-л 

Mxf(i(.))=M0/(g(.)+x) 
(здесь через £(•) обозначена траектория процесса), если 
f(x(-)) измерима, то такой будет и функция fa(^(-))BS= 
= / ( * ( - ) + я ) . Таким образом, для процесса, однородного по 
пространству, можно вместо семейства мер Рх рассматривать 
единственную меру. 

Используя вид вероятности перехода, убеждаемся, что 
P™(h9x,Ve(x))^P{\w(k)\>t}<£±M\w(h)r^ 

hml2 

- - р г М | ф ( 1 ) | » = о ( А ) , т>2, (29) 

J (Уг-х*)Рт(к,х,<1у) = I у*Р»(к909ау)= 

^0((M\w(h)\2yi^P{\w(k)\>e}yi2)^o(h) (30) 
(мы воспользовались оценкой (29)). Наконец, аналогично 

J (У'—х*) {Ук - xk) Р * .(Л, х, dy) - М (w* (к) wk (к)) + 
\у~х\<& 

+ г»(А) = М + о.(А). 
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Таким образом, w(t) —диффузионный процесс с постоянными 
диффузионными коэффициентами: aigss0,-bih*=§ik.. 

б) В и н е р о в с к а я мера. Винеровский процесс w(t) 
(считаем, как говорилось выше, что ш(0)=0) обладает еще 
одним, замечательным свойством — автомодельностью. Это 
означает, что существует такая функция ф из /?+ в /?+, для 
которой для всякого А,>0 процесс w(Xt) имеет такие же 
распределения, как и я|)(А,)ш(/), конкретно для винеровского 
процесса (̂Л)==УЯ. Действительно, w(Xt) и •/^(^—однород­
ные процессы с независимыми приращениями, w(U) ш 
^hw(t) имеют нормальное распределение со средним 0 и кор­
реляционным оператором XtL : 

Обозначим через Рх
т меру, отвечающую марковскому про­

цессу на пространстве функций СЯ4[0,Г], определенных на 
[О, Т] (она определяется своими значениями на цилиндриче­
ских множествах с основаниями из [О, Г], см. статью 1, гл. 2, 
§ 4.2). Из однородности, и автомодельное™ вытекает, что для 
всякой ограниченной измеримой функции /(#(•)) н а 

CR<*[0, T] выполняется равенство 
М?/а(0) - -М^г^/ (Б( - ) ) , 

где MJC —математическое ожидание цо мере Pj, а jRTtXf (х (>))=* 
-=/(/?г,.дгА:(-))- RT,X (-0— VT х\^Л-\-х-~измеримое отображение 
С ЛО, 1] в С d[0, Т]. Меру PJ на С а[0, 1] обычно и называют 
винеровской мерой. Эту меру будем обозначать \iWt а интегра­
лы по ней Ifd\iw. Она определяется своими интегралами на 
цилиндрических функциях: если Ф(#ь • • •, хп) — измеримая1 

числовая функция на (Rd)nn 

где 0=й=/о<С^< •.. <tn^tU э т 0 цилиндрическая функция с ос­
нованием {/ь . . . , tn}9 тогда, считая о̂—О, имеем 

-II p.c.'.-̂ or-J. • W - i £ ^ E H X 
X Ф ( х ь . . . , *-) rf^i... dxn. (31) 

Аппроксимация непрерывных функций цилиндрическими поз-* 
воляет использовать формулу (31) для вычисления интегра­
лов по винеровской мере с помощью предельного перехода. 

Л е м м а 1. Пусть /(*(•)) — непрерывный ограниченный 
функционал на Сд*[0, 1]. Обозначим для 0 = - / о < ^ < - . . < 
<tn*** 1 и 0=-=Хо, хи •.., xnQRd через l(tu . . . , tn, хи . . . , #п, 0 
ломанную в [0, l]XRd с вершинами (/«; х*). Тогда 
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п 
\f(x(-))d\iw= lim П(2я&-**_.1)Г'/8Х 

Xdxt...dxn. (32) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Под знаком предела стоит 

я при max A/ft-Ч) для всех x(-)£CR
d [0,1] 

f(l(tn..~,tn, ' * ( * i ) , - . . , * ( * n ) . / 0 W ( * ( ' ) ) - Поэтому утвержде­
ние леммы вытекает из теоремы Лебега. П 

3.2. Стохастический интеграл. Нам понадобится интеграл 

вида J ( / (w (/)), dw (t)), где /(х)—достаточно гладкая функция 
о 

из Rd в Rd. Это частный случай стохастического интеграла по 
винеровскому процессу. Рассмотрим подробно случай d = l . 

Л е м м а 2. Пусть f(x)—непрерывно дифференцируемая 
функция из R в R и f'(x) ограничена, a w (t) — одномерный 
винеровский процесс, тогда с вероятностью 1 существует 

0<#<2№ 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим величину под знаком предела 
© (33) через Sn(J). Тогда 

-'НШН*&)--(1)]-гНЧ£))ПФ)-
-•(Ч£)])-2М'М)-'Н*&))]* 

0<#<2 

Поэтому 

М|^(Л--."«(Л1'-(1).21М[/(-,(-*.))-/(-,(^.))],
х 

Х[»(--5±1) —(-Й-) ]"+- 2 «[/(•-(£))_ 
0<й<г<2* 
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-/(•(-й--))]!-^)-^)]-... . 
Вторая сумма равна нулю, так как w^—^^w^2^+1

1 ) 

не зависит от остальных сомножителей и fAlwl1** ) ~ 
-^f1 2n+i ) =0 - В первой сумме сомножители под знаком суммы 
независимы, поэтому одно слагаемое имеет вид 

••[/(•W)-/(-(3¥-))],--ir-
При некотором L будет выполнено неравенство \f(x)~- f(y)\<~ 
< I | x—y\. Значит, 

№\Sn{f)~-Sn+l(f)\2<L* 2 ( l i r ) 2 <^r 2 ^ 

Так как 
Р{ |5 я ( / ) -5^ 1 [ ( / ) |>2- я / ^<с 1 .2 -« .2 я / 2 -с 1 -2- в / а , 

то утверждение леммы вытекает из теоремы Боре ля—Кантелли. Q 
Предел (33) будем обозначать 

\f(w(t))dw(t). 
6 

Замечание 1. Аналогично устанавливается существование 
с вероятностью 1 предела 

j(/("(0),d-(*))— 

71 0<й<2д 

здесь ш(0 - винеровский процесс в i?d, f (x) - непрерывно 
дифференцируемая функция из Rd в /?<*, f(*) —ограничено. 

Замечание 2. Можем определять ий^еграл 1 (/(*ау(5))» 

dw(s)) как предел 

в» 2, (/(-(£)). -(-*-•)-№)> 
" Q<M<2nt 

доказательство существования с вероятностью 1 этого предела 
таково же, как в лемме 2. Обычным образом определяем 

/4-А *+А * 

- -I 
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Лемма 3. Если функция f (х) ограничена» то выполняются 
равенства 

t+h 

1) М J (/(w(s)),d«B(s)).-->0; 

2) М 

3) М 

•t+h' 

j (/(«(*)), Л» (*)) 
t 

t+h 

j (/(W(5)),rf«(5)) 

/+A 

=-M j |/(w(s))|2rf$; 

- 0 ( # ) ; 

4) при-яея* 
Atexp j J ( / (w (s))> dw (s))\ (w(t ^h)~~~w (*), z) =—= 

t+h 

— M j (f(w(s)),z)ds + o(h); 
t 

5) Mexpj J {f{w(s)), dw($))\=*i + 0(h). 
(t+h 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Будем использовать предельный пе­
реход, с помощью которого определялся стохастический ин­
теграл. Первые три утверждения получаются очевидным обра-
530М. Если | / | -^с , то, используя неравенство . 

l<M(ep={(/(.(^)y.(.SjL)-.(^J|.(^))_ 
- • ^ Р { w | / (»(#)) [}<ехр { с ^ } , 

^ожем убедиться, что 
( t+h л 

<!!1-; К М е х р X J (/(<0(*))t dis){s))\ <ехр{ЛЯ-^}. 

(«(<+*)-«f(0i*) • 

Отсюда вытекает 5). Далее, 

Мехр S ( / ( ^ ( s ) ) , ^{ s ) ) 

t+h 

- Щ + : j ( / .0» (5>). -rf® <?)) j (*• С + А) ~ w (0, --) + 

+M0 f t=M J ( / («(«) ) , z)<fr+MeA, 
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где 
/t+h \ 2 / (t+h 

I Ол | < MI ] (f (w (s% dw (s)) j f exp П (/ (w (s% dw (s))J + 

-f exp I — J ( / (w ($)), dw (5))| )• | <0 (< + A) - —• (0, *) I-

Двукратное использование неравенства Коши и 3) и 5) убеж­
дает, что М 10^1=0(h). П 

а) Мартингалы, с в я з а н н ы е с в и н е р о в с к и м 
процессом. 

Теорема 1. Пусть f(x) —непрерывная и ограниченная 
функция из Rd в R, для которой существуют ограниченные 
непрерывные производные f'(x) и f"(x). Если а(х) и v(x) — 
ограниченные непрерывные функции из Rd в Rd и Rd в к соот­
ветственно, и а'(я) ограничена, то процесс 

ft 
£(<)==/(*»(<) + Л) ехр К (а (х+w (5)), dw ($)) + 

t I 
+ ^[v(x+w(s))—^ \a{x + w(s))\2]ds -

0 

— Sze,«/(jc + w(5))exp J(a(A:+w(tt)),rfw 
о U 

+ J ^ (jc+да ( Й ) ) - •§• I а (*4*> ДО) I2] < 4 ^ 
о 

где La,*f^^Af + (a{x),f'(x))±v(x)f{x), A/ - sp /" , 
является мартингалом. „ .„.. . ... 
. . Доказательство . Достаточно показать, что М(S(г+п.)— 
— l{t)\^l)=o{h), где F°t— о-алгебра, порожденная ®(s), s < t . 

Легко видеть, что 
/t+h • (* 

М ( j La,*f (x-bw ($)) exp |J (a (x + v (»)), rf« (")) + 

+ J[fl(x + « ( a ) ) - j | a ( x + « ( a ) ) | - ] d « J . d * | ^ j - -
0 
-»AIe.-,/(Jc+«(0)exp K(tf(.*-M(a)). dw(»))+ 

lo 
+ C [t> (jc)+«(a))---j I a(JC+« (»)) P] ~-} + o(A). 
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Далее, 

s 
О 

/(x+w( / + A))exp J (a(x+w(5)), dw(s)) + 

t+k 
ds\-+ J [v(x+w(s))-~\a(x+w(s))f 

0 

— f{x+w (t)) ехр J f (a (x + «i (s)), day (.?))+ 

+ 5 [«(*+«(..-))—-J- j Л (̂ _i_ ̂ , (s))f ] ds U 

=exp I \ (a (x + чи (s)), dw (s))+ 

+ jj [«(x+ay(s))—Y|a(x+w(.s))|2]ds [ / ( x + w ( t + A ) ) x 

Xexp I (a(x+w(s)), dw(s))\(l + h[v(x+w(t))— 

—i-|a(Jc+w( .s))|-]+o(A))-/(^+®(t))]. 
Поэтому для доказательства достаточно показать, что 

М (/(*+«>(*+А)) ехр J (a(x-\-w(s)), dw{s)) 

- / (x+w (t))+A/ (x + w {i)) [o (x+w (t)) -
—y-1 a (.x+m [t))f] - ALe,„/ (.x:+w (t))/^) - (35) 

Имеем 
= o(A). 

M f f(x+w(*+Л)) ехр П (a (*+ w (.s)), do» (s)) — 

• / ( x + w ( t ) ) / ^ ) = M ( / ( j c + « ; ( / + A ) ) - / ( j c + w ( t ) ) / ^ « ) + 

+Mx(f(x+w{t+h))--f(x+w{t))X 

xfexpj J (а(л+ОТ(5)), * « < * ) ) } • - l V ^ U 
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+M(/(JC+«>(t))lexpl ) (a(x+w(s)), dai(s)) - 1 j / ^ j -

_ .*.. s p f" (x+w (t))+hf'\x+w (t)) a(x+w (t))+ 

+ . .*. / (x+w (t)) | a (x+ да (*))|2+о (h). 

Мы воспользовались равенством Mf(x+w {h))=-у Sp / " (х), а 
также леммой З. Подставив последнее выражение в левую сторо­
ну (35), получим правую. • 

3.3. Представление решений уравнения. 
а) З а д а ч а Коши для п а р а б о л и ч е с к о г о урав-

т-т £•* н И Я 

Т е о р е м а 2. Пусть и (t, x) — решение уравнения 
?а%*>.---•*-Aa(f, x) + (a(x), u'x(t, x))±-o(x)a(t, x), (36) 

и(0, л)—Ф(х), 
где а (х) — ограниченная непрерывная функция из Rd в Rd и 
a'(x) ограничена, и (х) — непрерывная и ограниченная функ­
ция из Rd в R. Тогда 

й( t , jc)=Mq>(х+ да (t))expH (a(x+*» (•*)), ----,Cs» + 

+ faxx + w{s))-^\a(x+w(sW]ds\-
o 

Д о к а з а т е л ь с т в о . При всех *>0 функция 

E ( s ) - e ( f - s , jc'^ei (s)) ехр J (a (x+ да (и)). rf« (a))+ 

+ 5 [ г » ( Л + д а ( а ) ) - т 1 а ^ + , 0 ( й ) ) 1 2 ] н 

является мартингалом в силу замечания к теореме 1..Та: как 
£ ( 0 ) - и (*,*), то утверждение теоремы вытекает из равенства 

^ § £ « ( Й " « ° Формулу (36) можно записать с помощью 
интеграла по мере |xtt: 

и<*,,,)- JФ(.к+УТ*0»exp[V* | ( « ( x + ^ x ^ ) , dx(s))+ 

.+ij[«(*+^^ (37) 
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б) З а д а ч а Дирихле для э л л и п т и ч е с к о г о 
уравнения. Пусть G — область в Rd с односвязной ограни­
ченной гладкой границей G\ Рассмотрим решение уравнения 

j Ли (х) + (а (х), их (х)) + v(x)tt (х) =-= / (JC), 
u(x) = ty(x) при хеб' (38) 

Теорема 3. Определим функцию XQ(X(-)) на CRd равенством 
tG(x(•))=-= sup {t:x(s)eG, s<t}. 

Если при некотором А, > О 
supM^exp{Xta}< оо, 

где to=то (л:+•««;(.)), то при 
jsnp\a(x)\2+sup\<v(x)~j\a(x)\2]<X 

имеет место представление 

tt(x)=Mexp j (я(х + ш($)), <to(s))+ 

+ J [ ^ (x+^( s ) )^^ (39) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим некоторое дважды 
непрерывно дифференцируемое финитное продолжение функ­
ции и(х). На основании теоремы 1 процесс 

£ (t)^#(x+w(t))fcxp j j (a(x+wp))9 dw (s)) + 

6 
i 

+ j [v(x+w(tt))^j\a(x + w(u))\2ldM 

где g(x)==0 при x$G, является мартингалом. Значит! будет 
мартингалом процесс 

/'Л то 

Ct(0-£(<Ato)—a(^+®(<Ato))exp • J.(a(x-H«(s)), rf*(s))+ 
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+ i J [^(x+w(s))-^\a(x+w(s))\^]dsl 
о J 

Значит, 
a(*)-M^O)«Mti( ' ) -

Используя лемму З, можно убедиться, что в последнем равен­
стве возможен предельный переход под знаком М при 

Замечание. Если функция / (* , x) на JR+XRd непрерывна, 
ограничена и имеет непрерывные ограниченные производные 
fv f'x* f*xx* т 0 утверждение теоремы остается справедливым, 
если / (х) заменить на / (/, х)л a La,vf н& 

La.vf(t, *)-•у Д/(*. x)^(a(x), f'x(t, х)) + 
+ f't{t,x) + v(x)f(t,x). 

ИСТОРИКО-БИБЛИОГРАФИЧЕСКИИ КОММЕНТАРИЙ 

Строгое построение винеровского процесса с помощью винеровской ме­
ры в С было осуществлено в [10]. 

Широкий класс марковских процессов был введен в статье [3] (это пе­
ревод немецкой статьи 1931 г*). Здесь были получены уравнения для веро­
ятностей перехода, носящие имя Колмогорова. 

В статье [4] развит метод дифференциальных уравнений для доказа­
тельства сходимости марковских случайных блужданий к непрерывным 
марковским процессам. В статье [7] рассматривается построение некоторых 
классов марковских процессов и их вероятностей перехода исходя из уравне­
ний Колмогорова. В статье [8] был впервые определен стохастический ин­
теграл по винеровскому процессу. В работе [9] было впервые получено 
представление решения уравнения теплопроводности с потенциалом в виде 
интеграла по винеровской мере, 

Полное изложение теории однородных марковских процессов содержится 
в книге [2]. В частности, в ней приведены вероятностные представления /j 
решений уравнений., содержащих производящие и характеристические опера- у 
торы марковских процессов, 'Книга [6] содержит полное изложение теории 
счетных однородных цепей и процессов Маркова. Книга [1] содержит, в 
частности, вероятностное представление решений краевых задач, а также 
использование марковских процессов для асимптотического анализа решения 
краевых задач для дифференциальных операторов второго порядка с малым 
параметром при старших производных. В книге [5] были в частности рас­
смотрены задачи диффузии и связанные с ними предельные теоремы. 
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Статья содержит краткий обзор основных фактов теории марковских 
процессов (в основном — скачкообразных и диффузионных) и ее связь с 
теорией дифференциальных уравнений в частных производных 2-го поряд­
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Статья содержит краткий обзор основных понятий математической ста­
тистики, а также обзор статистических задач в теории вероятности (уп­
равляемые случайные процессы, энтропия и информация, фильтрация слу­
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