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АЛГОРИТМЫ ВЫЧИСЛЕНИЯ УСТАНОВИВШИХСЯ 
ОШИБОК МНОГОМЕРНЫХ ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ УПРАВЛЕНИЯ 

В. В. ГРИГОРЬЕВ, А. Н. КОРОВЬЯКОВ 

(Ленинград) 

Предлагается методика анализа точности многомерных линейных 
САУ, использующая модели системы и внешних воздействий в форме 
уравнений состояния. Понятия астатизма и коэффициентов ошибок обоб­
щаются для систем класса «многомерный вход — многомерный выход». 

Важной задачей анализа качества систем управления является иссле­
дование их точности в установившемся режиме. Алгоритмы вычисления 
установившихся ошибок составляют часть более общих процедур анализа 
и синтеза систем. Из существующих методов исследования точности мно­
гомерных линейных систем управления можно указать на подход [1 ,2 ] , 
основанный на использовании аппарата передаточных матриц. Предлагае­
мая методика анализа точности САУ позволяет свести вычислительные 
аспекты решения задачи к использованию общедоступного математиче­
ского обеспечения, а в теоретическом плане дает возможность введения 
ряда полезных обобщений. 

1. Постановка задачи 

Рассмотрим многомерную систему, движение которой описывается 
уравнениями 
(1) x=Fx+Bg, у=Сх, 

где х—тг-мерный вектор состояния, ye=Rw — вектор выходов системы; g e 
€=Z?P; .F, В ж С — матрицы соответствующего размера. Будем называть для 
краткости g вектором входа системы, так как дальнейшая методика с рав­
ным успехом может быть применена к вычислению ошибки воспроизведе­
ния входного сигнала системы и ошибки от действия детерминированных 
возмущений в установившемся режиме. Для дальнейшего существенным 
является требование асимптотической устойчивости системы (1) при 
g(£)=0 . Предполагается, что множество G входов системы (1) может быть 
промоделировано выходами линейной дирнамической системы 

(2) Ъ=Г%, 1 (0 )=? , , g=#S 
€ вектором состояния % конечной или бесконечной размерности. Последне­
му отвечает представление воздействия g бесконечным рядом. Размерно­
сти матриц Г ж Н должны удовлетворять условию корректности уравне­
ния (2). 

Ставится задача определения для системы (1) установившихся значе­
ний вектора состояния ху(£), выхода у у(£) и динамической ошибки, опре­
деляемой при т—р как разность векторов входа и выхода системы 

M0=g(')-y y ( ' ) , 
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где нижний символ указывает на установившееся значение соответствую­
щих функций. 

2. Определение установившихся движений системы 

Определим вектор установившихся значений состояния xY(t) при воз­
действии g(t), являющийся решением (2) с заданными начальными усло­
виями |о, как тг-мерную вектор-функцию, обращающую уравнение (1) в 
тождество в любой момент времени, к которой сходятся все решения (1) 
при любых начальных условиях х (0) . Вследствие того, что установившее­
ся значение вектора состояния х у(£) должно удовлетворять системе (1), 
подстановка xY(t) в (1) и вычитание полученного уравнения из исходного 
дают 

^ ( x - x y ) = i % - x y ) , [ х ( 0 ) - х у ( 0 ) ] . 

.Последнее уравнение подтверждает сходимость решений x(t) уравне­
ния (1) к х у(^) в силу требования асимптотической устойчивости систе­
мы (1). 

Будем искать xY(t) в виде 

(3) xy(ty=M№(t), 
где матрица M(t) имеет п строк и число столбцов, совпадающее с размер­
ностью вектора | . Подстановка (?) .в уравнение (1) с учетом (3) приводит 
к выражению 

которое выполняется при произвольном значении вектора Следователь­
но, справедливо уравнение 

(4) lid (t) =FM (t) +BH-M (t) Г, 

решение которого определяется выражением^ 

(5) M{tx) = e F W ( 0 ) e-r'<+ j eFxBIfe '\lr, 
0 

где M(0) — матрица начальных значений M(t). Справедливость (5) мо­
жет быть проверена подстановкой в (4). 

Определим промежуток [0, £4] как интервал установления, по истечении 
которого находятся установившиеся значения. На бесконечном интервале 
установления [ 0 , о о ] преобразование M(t) стремится к стационарному 
значению 

(6) ЛЕГ— \е**ВНе-гЧ%, 
О 

если интеграл в правой части равенства существует [3]: Это дает основа­
ния считать на бесконечном интервале установления преобразование M(t) 
стационарным, удовлетворяющим матричному алгебраическому уравне­
нию • 

(7) РМ-МГ+ВН=0. 

Последнее уравнение имеет единственное решение, когда спектры мат­
риц F и Г не пересекаются [4] . Решение уравнений (4) и (7) может быть 
определено также интегрированием (4) с матрицей начальных значений 
М(0) = 0 . г * • ' < 



Для нахождения связи вектора xT{t) с вектором входных воздействий 
g(t) и его производными подставим разложение 

г = 0 

ш уравнение (6) 
СО 00 • у v ^ со СО ( \ Ъ 

(8) lf=J e

F ^ f f £ ' ( ~ T ) 1 ^T=£J e^i^dxBHr. 
О г = 0 *'=0 О 

Обозначая 

г! •> 
о 

запишем (8) в виде 
оо 

(9) М=Т^В{ВНГ\ 
г=0 

где матрицы А- могут быть вычислены с помощью рекуррентной процеду-
00 

ры Di+i=F-lDi. Начальное значение матрицы D 0= § eFxdx=-F~\ что сле-
0 • 

дует из отрицательности вещественных частей собственных чисел матри­
цы F. Подставляя (9) в (3) и учитывая, что из (2) следует 

gw(t)=nr%(t), 
где g ( 0—t-я производная воздействия, получим 

00 

(Ю) х у (0=£ ,Д^ < г ) (0 . 
г = 0 

Если g{i)(t) (г=0, 1, 2 , . . . ) — линейно-независимые функции и вектор 
I бесконечномерен, выражение (10) задает разложение вектора х у(£) по 
производным воздействия g(t). Из (10) следуют соотношения для уста­
новившихся значений векторов состояния и выхода 

00 оо 

ху(0 F-wBtf<> (t), Ут(0 = -£ CF-^B^ (t). 

Установившиеся значения вектора ошибки для систем с равным числом 
входов и выходов определяются выражением 

00 

(11) е у (*) = g (*) - у у (t) = (I+CF-*B) g (t) + £ CF"«+»Bg" (t). 
г = 1 

Из (11) следует известное разложение по коэффициентам ошибок [5] . 
Матричные коэффициенты ошибок определяются формулами 

(12) C0=I+CF-lB, —С{=СР-^1)В ( 1 = 1 , 2 , . , - . ) . 
И 

Когда матрица С0—0, а С{¥=0 при i > l v система обладает астатизмом 
первого порядка по всем входам. Если ( 7 0 = ^ = 0 , а Сг¥=0 при г>2, астатизм 
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системы по всем входам равен двум. Более высокие порядки астатизма 
системы по входам вводятся аналогично. 

Установившиеся ошибки по /-му выходу ( / = 1 , 2 , . . . , т) от I входа (1= 
= 1 , 2 , . . . , 7/г) могут быть выражены через соответствующие коэффициен­
ты ошибок соотношениями 

Соа,1)=1+С^Вг, —C^D^F-^B, ( i = l , 2 , . . . ) , 
И 

где -С} есть /-я строка матрицы С, а Bi—l-ж столбец матрицы В. 
Астатизм v порядка /-го выхода системы по отношению к ее Z-му входу 

определяется выполнением условия 

с, 
= 0 при i<v , 

>Ф0 при i>v. 
Если g(t) является возмущающим воздействием (т=р), то вектор 

установившихся значений ошибки определяется следующим образом: 

е у (t) = - у у (t) = £ CF-<l+i>Bg™ (t). 

Понятия астатизма и коэффициенты ошибок для выходной величины 
у у(£) относительно возмущающего воздействия g(t) вводятся подобным 
образом. 

3. Частный алгоритм определения установившихся 
движений системы 

Рассмотренная общая методика определения установившихся значе­
ний x y(Z), у у(£) И еу(£) многомерной системы основана на решении мат­
ричных уравнений (4) или (7) и знании бесконечного числа производных 
вектора входа g(t). Однако когда размерность вектора % (порядок уравне­
ния (2)) конечна и равна д, то производные высших порядков функции 
g(£), по крайней мере начиная с (д-И)-го порядка, являются линейно-не­
зависимыми функциями. Это означает, что установившиеся значения век­
торов х у , у у и е у допускают представление в виде конечного ряда. Поль­
зуясь этим обстоятельством, поставим задачу определения установивших­
ся значений векторов системы в виде конечного ряда, в котором представ­
лены лишь производные вектора входа, являющиеся линейно-независимыми 
функциями [6] . 

Пусть множество G входных функций g(t) системы (1) генерируется 
системой (2), в которой 

7 Y 0 . . . 0 1 
0 Г 2 . . . 9 

0 о . . . / у . 
а Гг (£=1, 2 , , . . , N) — блочные матрицы вида 

(13) 

Г 0 I.т 0 . . 0 - | 
0 0 I т . . . 0 

0 0 0 1т 
- — « о / т — 0,x1т 

В (13) 1т — единичная матрица порядка т, щ ( /=0, 1 , . . . , qi—1) — по­
стоянные коэффициенты. Размер матрицы Г определяется размерностью 
вектора ?. Матрица H=[h0, hu . . .] составлена из блоков размера тХд{т 
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вида Ы=[1т1 О, 0, . . , 0 ] , число столбцов которой также соответствует раз­
мерности вектора Разобьем для удобства выкладок вектор % на состав­
ляющие 

где Ъ~~ ̂ -мерный вектор, состоящий из воздействия gi в виде ттг-мерной 
функции и ее линейно-независимых производных,- генерируемых t-й си­
стемой уравнений, т .е . %iT=[gigi.. • g i g r l ) •] . Структура матриц Г и Н вы­
брана описанным образом с тем, чтобы воздействие g(t) было представи-

N 

мо рядом g(t)= Vjgifo). 
г = 0 

Установившееся значение вектора состояния системы (1) будем искать 
в форме (3), где преобразованию Ж придадим структуру М=\МММг...]', 
в которой Mi — матрицы размера nXqjn. Определение условий, при которых 
значения вектора х системы (1) сходятся к значениям вектора М\, заклю­
чается в решении уравнения (7). Учитывая структуру матриц Г, М, Я, из 
(7) запишем 
(14) MA-FM^Bhi. 

Для получения вычислительного алгоритма выделим в каждой матри­
це Mi блски следующим образом: Mi={m^ni... mqi-i]. Раскрывая (14) г 

получаем рекуррентные соотношения для вычисления элементов rrij (]= 
= 0 , 1 , q i — 1 ) преобразования М: 

mqi-2=(F+aq.-J)mqrU 

mqi-3=(F2+aqi-iF+aq.-2I)mq.-u 

т0= (Fqi-i+aq.-iFqi-2+ . . . +aj)тд.-и 

причем 

та.-л=-П~.1В. 
Здесь Dq .= ( F Q i + a q . . . . +axF+a0I). В результате установив­

шиеся значения вектора состояния xY(t) системы (1), возбуждаемой лишь 
i-ж частью генератора входа (2), выражаются следующим образом: 

(15) xYi(t)^-Dq^[(F^+...+aJ)Bg+ 

+ (F^~2+':... +a2I)Bg+... +{F+aqrJ)Bg^+Bg^-i)}. 
Приведенные рекуррентные соотношения позволяют вычислить матри­

цу i f в выражении (3) для бесконечного интервала установления, а зна­
чит, найти yY(t)=CxY(t) и eY(t)=g(t)—CxY(t). Как следствие из получен­
ных результатов определим установившиеся значения ошибки системы 
(1), возбуждаемой входом, являющимся линейной комбинацией конечного 
или бесконечного числа гармонических составляющих. Модели системы и 
воздействий остаются прежними, а матрицам Г* и ft* в (2) придается 
форма 

т 
где со* (£=1, 2 , . . . ) — частоты гармонических составляющих gt(0 воздей-

00 

cTBHHg(£) = ^ ^ gi(t). Вычисление матрицы преобразования М, обращение 

(16) А 
О 1 т 

о 
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к. (3) с учетом формы матриц (16) позволяет получить установившиеся 
значения вектора состояния системы (1) 

где gi — производная от i-ж гармонической составляющей gu Установив­
шиеся значения векторов ошибки и выходов в рассматриваемом случае 
определяются соотношениями 

оо 

(17) e,(0 = 2{[/+C(F , +<a^)- 1 FB ]g , (0+C(^+ff l < *0- 1 ^(0}, . 
оо 

<18) УУ(*) — ^ C ^ + i B ^ - ' ^ W + f i g i W ) . 

соответственно. Определим установившиеся значения /-го выхода относи­
тельно Z-ro входа в предположении, что каждая г-я составляющая входа 
содержит компоненты 

г 0, кФ1, 

Л sm(o<£, к=1, 
что достигается выбором соответствующих значений вектора начальных 
условий ^г(О) для системы (2). В соответствии с (18) находим 

00 

yyJ(0=-J]| [Cj(F2+a>i4)-1FBlsm(dit+aiCj(F2+(di

2I)-iB[ cos©,*], 
г = 0 ^ 

где Cj есть /-строка матрицы С, а Bi — l-ж столбец матрицы В. Из формы 
разложения выходного сигнала по гармоническим составляющим следуют 
соотношения для определения вещественной части £7(юг) =—£.,• (F2+ 
+(di4)~iFBi ж мнимой части F(co t) =—(OiCs(F2+(di

2I)~iBl, которые можно 
использовать для построения амплитудно-фазочастотных характеристик 
систем. Аналогичным путем могут быть получены из (17) выражения для 
вещественной и мнимой частей амплитудно-фазовой частотной характери­
стики /-й компоненты ошибки относительно Z-ro входа. 

Приведенная методика анализа установившихся ошибок многомерных 
линейных систем автоматического управления выгодно отличается от су­
ществующих возможностью аналитического выражения исследуемых ко­
ординат системы через компоненты входного воздействия. Последнее осо­
бенно важно при синтезе САУ на заданную точность слежения. 

Проиллюстрируем возможности предлагаемого метода анализа точности много­
мерных САУ на примере определения установившихся значений векторов состояния 
Х у ( £ ) , выхода уу(0 И ошибки е у(£) двухканальной системы управления, описываемой 
уравнениями (1) с матрицами 

Г-100 0,1 о - 1 Г 1 —0,1-1 

F=\ 0 0 36 , в= \ о о , с = Р 4 J о . 

Здесь х е Д 3 , a g, y^R2. Вектор входного воздействия системы генерируется мо­
делью (2) с матрицами 

[О 1} п 
2 7 У ~ ~ Я - Г 1 0 0 °1 ' 

о | о 1 ' Lo о 1 oj 
jo oJ 1 8 



и вектором состояния Решение (7) относительно М дает следующий результат:: 

Ю- 2 - 1 , 1 5 - 1 0 - 4 0 4,40.10" 4 1 
М= 3 , 6 0 . 1 0 - 2 0,10 1 0 

О Ю- 3 0 2 ,78 .10-2^ 

Изменение вектора состояния по окончании переходных процессов описывается 
соотношением 

Г Ю - 2

 { Ы 0 ) + ^ (0) t ) - 1,15.10-* £ а (0) + 4,40.10-* U (0)' 
Х у (*) = Ml(t) = 3,60• 10-2 R l ( 0 ) + ^ ( 0 ) t) + 0,10^ 2 (0) + £ 3 (0) + £ 4 (0) * 

L 10- 8 &i (0 )+2 ,78-10-44 (0). • 

где | i ( 0 ) ( 1 = 1 , 2, 3, 4) обозначают начальные значения координат вектора %. Устано­
вившееся движение выходных величин системы подчиняется уравнению 

r 0,64(6t(0) + Ь ( 0 ) 0 - 7 ,36-10- 3 Ь(0) .+ 2 ,82 .10 - 2 | 4 (0 ) т 

L 3,60-10- 2(Ii(0) + g2(0)0 + ОДg2(0)-Ь gз(0) + §4(0)i J, 

а изменение установившейся ошибки во времени имеет вид 

• 0,36(61 (0) + Ы0)*) + 7 ,36-10- 3 b(0) - 2 ,82 .10 - 2 Ы0) т 

-3 ,60-ю- 2 (6! (0) + ЫО) 0 - о д ь (0) I 
е у ( 0 = [ Я - С М ] | ( 0 = £ 

Вычисляя далее Со по формуле (12), устанавливаем, что анализируемая система 
не обладает астатизмом по всем входам, так как Со^О, а имеет значение 

0,360 0,064-

-0,036 0 J 

Однако, например, £ о ( 2 , 2 ) = 0 и Сц2,2)^=0 (г=1, 2, . . . )* а э т 0 означает, что рассмат­
риваемая система обладает астатизмом первого порядка по ее второму выходу у2 

относительно входа g2. 

Поступила в редакцию 
13 марта 1979 г. 
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ALGORITHMS FOR COMPUTING STEADY ERRORS 
IN MULTIDIMENSIONAL LINEAR CONTROL SYSTEMS 

V. V. GRIGOR'YEV, A. N. KOROV'YAKOV 

A procedure is suggested for analyzing the accuracy of multidimensional linear 
control systems where the system and exogenous signals are modeled as state equations.. 
The notions of a statism and the error coefficient are extended to multidimenal input-
multidimensional output systems. 
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