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1. Введение. Данная работа посвящена задаче управления динамическими системами с 
интегрально-квадратическим критерием, частным вариантом которого является так называ­
емый Н -критерий [1]. Разработанный в конце 80-х годов математический аппарат решения 
этой задачи в классе линейных динамических регуляторов по выходной переменной [1] ис­
пользует положительно-определенные решения двух матричных уравнений (или неравенств) 
Риккати, которые должны существовать и быть связаны между собой матричным соотноше­
нием. Были построены эффективные численные методы нахождения указанных решений при 
условии их существования. К сожалению, проблема существования такого рода решений в 
общем случае остается нерешенной до настоящего времени. 

Альтернативный подход к решению данной задачи управления в классе динамических ре­
гуляторов по выходной переменкой дан в [2] и развит в [3, 4]. В рамках этого подхода опре­
деляется класс линейных динамических регуляторов, зависящих от матричного параметра, 
которые будут решать поставленную задачу при выполнении некоторого неравенства в "ча­
стотной" форме (аналогично "частотным" критериям теории абсолютной устойчивости [5]). 

В настоящей работе проводится обобщение этого подхода на динамические системы с гиль­
бертовым пространством состояний. Дается приложение к задаче управления системами, опи­
сываемыми дифференциально-разностными уравнениями. 

2. Постановка задачи. Будем рассматривать управляемые динамические системы в гиль­
бертовых пространствах, описывающиеся уравнениями вида 

z = Az + Biu(t) + B2£(t), (1) 

где z(t) е Н - состояние системы в момент £, u(t) G U - управление, £(t) G £ - воз­
мущение; H,U,Yi - действительные гильбертовы пространства со скалярными произведе­
ниями (•,•)#> ('i')u, ( v ) s соответственно. Оператор А - линейный замкнутый оператор 
D(A) С Я - ) Я со всюду плотной в Н областью определения D(A), являющийся инфини-
тезимальным производящим оператором С 0 -полугруппы : Н —> Н, t > 0, операторов 
"сдвига по траекториям" [6]. Операторы В\,В2 предполагаются линейными ограниченными 
операторами U —» Н, S —> Н соответственно. Для произвольного гильбертова простран­
ства G будем обозначать через L2(G) гильбертово пространство квадратично-интегрируемых 
функций (0, сю) -> G со скалярным произведением ( ( / , ^ ) ) G = /O°°( / (*)»5(*))G dt. Под обоб­
щенным решением уравнения (1) на интервале t G [0, оо) при заданных локально интегри­
руемых u(t),£(t) и заданному начальному условию z(0) = ZQ будем понимать непрерывную 
функцию [0, оо) —> if, определяемую равенством 

t 

z(t, t0) = SA(t)z0 + j SA(t - T)[BMT) + B2£(r)] dr. (2) 

о 

Предположим, что полугруппа 5 A ( £ ) , t>0, L2 -устойчива, т.е. удовлетворяет условию 

оо 

j \\SA{t)\\ldt <оо, (3) 

о 
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где || • ||£, - операторная норма в банаховом пространстве L(H,H) линейных ограниченных 
операторов Н -» Н. Для управляемых систем (1) введем "выходной" процесс и цель управ­
ления. "Выходную" переменную определим как элемент у некоторого гильбертова простран­
ства У равенством 

у = Qz, zeH, (4) 

где Q - линейный замкнутый, вообще говоря, неограниченный оператор Я - > У с плотной в 
Н областью определения D(Q). Предполагается, что при каждом t > 0 z(t, zo) 6 D(Q). 

В дальнейшем мы ограничимся частным вариантом, когда пространства С/, S, Y* конечно­
мерны: U — Rm, Е = Rl, Y = Rs. Этот вариант представляет наибольший интерес в задачах 
управления динамическими объектами. 

С системой (1), (3) свяжем квадратический функционал F : (Н х U х Е) —> R1 вида 

F(z,u,£) = (z,pz)H + 2(z,qu)u + (щги)и + 2(z,a£)H + 2(u,pQu ~ (£,70si (5) 

где р, g,r, а,/3,7 - линейные ограниченные операторы, действующие в соответствующих про­
странствах, причем 

р > 0 , г > 0 , 7 > 0 . (6) 

Введем цели управления 
т 

Ит / F(z(t),u(t),£{t))dt < const, (7) 
т->ос J 

о 
Т 

ЕЕ 1 / FWt),ti(t),e(t))dt<0. (8) 
о 

Легко видеть, что из (7) следует (8). Однако в ряде задач цель управления в форме (8) до­
пускает ясную физическую трактовку как "энергетический" критерий качества управляемого 
процесса [6]. 

Перейдем теперь к формулировке задачи управления. Требуется найти регулятор вида 

k = W(z,y), u = U(z,y), г € Я , (9) 

где Н - гильбертово пространство, U,W - непрерывные функции Н х У —> Н и Н xY -$U 
соответственно, так, чтобы удовлетворялись следующие условия: 1) при £(*) = 0 систе­
ма (1), (9) глобально асимптотически устойчива, т.е. | | z ( £ ) | | - f p ( £ ) | | < С ( р ( 0 ) | | , р ( 0 ) | | ) Vt > О, 
V(*(0),£(0)) в Н х Я , С(0,0) = 0, | |z(t) | | + -> 0 (* -+ со ) ; 2) для любых локально 
квадратично интегрируемых £(£) справедливо соотношение (7) с константой в правой части, 
зависящей от г(0), z(0). 

В рассматриваемой постановке процесс £(t) может играть роль как внешнего возмущения -
и тогда он будет зависеть непосредственно от £, так и "внутреннего" возмущения, иначе гово­
ря, представлять реакцию какого-либо неизвестного или неучтенного блока в математической 
модели объекта [4]. В последнем случае £(t) будет зависеть от времени t неявно, точнее, 

£(*) = ¥>(*(<),«), (Ю) 

где (р - оператор, преобразующий (неупреждающим образом) процесс z(t) в процесс 
3. Решение задачи. Ради определенности ограничимся специальным и наиболее часто 

применяемым вариантом критерия (5), (6), когда £(t) описывает внешнее возмущение и функ­
ция F из (5) имеет вид 

F(z,u,£) = (z,pz)H + (щги)и - (£,7£>£, Р > °> г > °> 7 > 0. (11) 

Это так называемая задача управления по Н°° -критерию [1]. Обобщение на общий вид функ­
ции F не встречает принципиальных трудностей. 
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Большинство работ последнего времени по Н°° -управлению в конечномерном варианте 
этой задачи отталкивается от предположения о существовании положительно-определенной 
квадратичной формы V(z) и матричных операторов в , Л, удовлетворяющих вдоль траекто­
рий системы (1) при и G Z ^ , G Lf соотношениям [3, 7] 

*2 t2 

V(zfo))-V(z(ti)) + JF(z(t)M*U(t))dt< J[(u-u^r(u-u*))-(Z-bn(Z-b))]dt, 
t l t l (12) 

V(z) = (z,Pz), 0 < ti < «г; 

u.( t ) = - 0 * ( i ) , £ „ ( < ) = Az(t) , 6 = r" 1P 1*P, A = 7 - 1 S ^ P , 3 P > 0 . (13) 

Как известно [1], в случае (11) соотношения (12), (13) имеют место в том и только в том 
случае, если существует положительно-определенное решение матричного неравенства 

П(Р) ее А*Р + РА - PB^BIP + РВ2-у-1В%Р + р < 0. (14) 

В случае равенства уравнение (12) в дифференциальной форме совпадает с известным 
уравнением Беллмана-Айзекса минимаксной задачи [1] min max{/ n °° F(z(t),u(t),£(t)) cfa|m, 

z(0) — h} = V^/i) . (Отметим, что необходимых и достаточных условий существования мат­
риц Р, 6 , А , выраженных через параметры системы (1) и критерия (6), (11), не получено, 
есть лишь достаточные условия [3], по-видимому, далекие от необходимых.) 

В работе [3] показано, что поставленную задачу решает класс линейных динамических 
регуляторов, описываемых уравнениями 

k = Az + Вхи + B2i + T(Qz -у), u = - G i , | = A i , (15) 

где T - дополнительный матричный параметр. При этом должны выполняться следующие 
условия: 

1) матрица 
А = A + B2K + TQ (16) 

должна быть устойчивой; 

2) выполняется "частотное" неравенство 

fy*(-ju)r$(joj) < 7 Vcj G ( -00 ,00 ) , (17) 

в котором 

Ф^Не^-Л)-1^, (18) 
/ - единичная матрица. 

Условиями 1) и 2) определяется выбор параметра Т и класс "решающих" регуляторов (15). 
Отметим, что данное решение задачи не является единственным. В работах [7, 8] полу­

чен класс регуляторов меньшей размерности и с другой параметризацией, решающий ту же 
задачу; он получается на базе данного класса с помощью неортогонального разложения про­
странства состояний. 

Обобщением на бесконечномерный случай данного решения является 
Теорема. Пусть для всех решений (2) системы (1), (3) выполнены следующие условия: 
A) справедливы соотношения (12), (13) с некоторым линейным ограниченным операто­

ром Р > 0; 
B) оператор А из (16) является инфинитезимальным производящим оператором 

С0 -полугруппы S^(t), удовлетворяющей неравенству \\S^(t)\\L < const -e~et, Зе > 0 Ш > 0; 
C) выполнено операторное "частотное" неравенство (17), (18); 

D) оператор Г = "л"̂ ) является инфинитезимальным производящим опера­

тором С0 -полугруппы на Н х Н. 
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Тогда для всех решений "замкнутой" динамической системы (1), (4), (15) будет справед­
ливо неравенство (7), (11)- Кроме того, будет существовать положительно-определенная 
квадратичная форма W(z,z) : Н х Н -> R1 такая, что вдоль этих решений 

W(z(t2)rz(t2)) -W(z(h),z(ti)) <- J F(z(t)MtU(t))dt^S\i^U\2, 

(19) 
36 > 0 Vt 2 > h > 0, V(*(0), 2(0)) G # x Я . 

Замечание 1. В случае критерия (5)-(7) , (11) и £(£) = 0 функция W из неравенства (19) 
будет функцией Ляпунова "замкнутой" системы. В этом же качестве она выступает и в слу­
чае (10) при условии, что нелинейность ip будет удовлетворять неравенству F[z,u,ip) > 0. 
Как известно, именно такого рода нелинейности рассматривались в теории абсолютной устой­
чивости [5]. 

Замечание 2. Условие D) теоремы гарантирует, что замкнутая система является линейной 
динамической системой в пространстве состояний Я х Я с функцией в качестве входного 
процесса. Существование решений замкнутой системы на бесконечном временном интервале 
t G (0, оо) при любых начальных данных (z(0) ,£(0)) G Я х Я будет вытекать из неравен­
ства (19). Если оператор Q ограниченный, условие D) вытекает из существования полугрупп 
SA(t),SA(t) [9]. 

Доказательство теоремы. Обозначим 

и - и* = щ £ - <!;* = f, z - z — z. (20) 

Из соотношений (1), (4), (13), (15), (16) вытекает 

£ = А5 + J 3 2 | ( i ) , u = Qz. (21) 

Условия В) и С) и неравенство (17) позволяют применить к этой системе обобщение частотной 
теоремы на гильбертовы пространства [10-12]. Из этой теоремы будет следовать существование 
ограниченного оператора К > 0 : Я —> Я , удовлетворяющего вдоль обобщенных решений 
системы (21) неравенству 

t2 *2 

(z{t),Kz(t))\\l+ J((u(t),ru(t)) - (i(t)ni(t)))dt<-fw2dt V*2 > < ! > ( ) , 35 >Q, 

откуда и из неравенства (12) будет следовать (19) при W(z,z) = (z,Pz) + (z,Kz). 
4. Приложение к дифференциальным уравнениям с запаздывающим аргумен­

том. Рассмотрим задачу управления системой вида х = CLQX -f YliLi aix(t — Ti) + biu(t) + b2^(t), 
где x G Rn, G .ft™, Л 1 , 0 < t i < r 2 < . . . < r^. Положим F(x, u, £) = + (u, ru)m -
~{£ilOh г Д е c ~ некоторая (n x /с)-матрица, г > 0, 7 > 0, и определим цель управле­
ния соотношением (7). В качестве выходного процесса y(t) будем рассматривать векторный 
процесс 

y{t) = co\(q0x{t), qix{t - n ) , . . . , qNx(t - TN)), (22) 

где у G qj — (kj x n) -матрицы, fco + . . . + kjy = fc. 
Данная задача является вариантом задачи, рассмотренной выше, в которой Я — Rn х 

x L J ( - r , 0 ) , г > гдг, г = co l (z ,v (a ) ) , х G Л п , и(-) : ( - т , 0 ] i ? n , / ° т | ф ) | 2 < 00. 
Оператор А эквивалентной системы (1) определяется следующим образом [13]. Его действие 
на элемент z G Я определяется равенством Az = со1(ао£ + Х ^ 1 а^(—т^), dv(-)/ds), а область 
определения D(A) задается соотношением D(A) = {z G Rn x L ^ — т , 0 ) , u(s) непрерыв­
на на [—г,0] и дифференцируема на (—г,0)} . Данный оператор, как известно, генерирует 
С 0 -полугруппу вид которой можно найти, например, в [13]. 
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Операторы В{,С в этом варианте будут иметь вид В{ — со1(&г,0), С = col(c, в), где 
в - нулевые элементы пространств L 2 . Оператор Q, согласно (4), (22), будет иметь вид 
Qz = col(qox,qiv(-Ti),... ,qjsfv(-rN)) и D(Q) = {z = (x,v(s)) 6 Rn x L ^ ( - r , 0 ) , v(s) непре­
рывна на [—г, 0]} . 

В качестве операторов G и Л будем рассматривать конечномерные операторы вида 
в = col(Zi,0) и Л = со1( / 2 ,0 ) . Оператор Г, входящий в уравнение (15), положим ради про­
стоты конечномерным матричным оператором Rs —> Rn вида Т = ( 7 b , T i , . . . , T/v), где Tj -
матрицы размерности (n х kj), j = 0, AT. Уравнения регулятора (15) в этом случае принимают 
вид х = aox+Ys^iaMt-T^+biutt) и = -lxx, £ = /2£, 
где ж - координата вектора состояния z — (x,v(s)) £ Я . Система "в отклонениях" (20), (21) 
в этом случае будет иметь вид х = CLQX + YljLi aj%{t ~~ rj) + b 2 / 2 i + 6 2£ + ^jLoTjqjx(t — T J ) , 

it = Zii, а передаточная функция Ф(р) из (18) - вид матричной функции Ф(р) = ^ix(p)& 2, 
х(р) — рЕ — Ь 2 / 2 — S j L o № ' 9 i + a j ) e ~ p T j 7 r o = 0- Частотное неравенство (17) при этом будет 
иметь вид матричного неравенства. 

Замечание 3. Основная трудность в решении задачи синтеза динамического регулятора 
остается в нахождении положительно-определенного решения операторного неравенства (14), 
т.е. та же, что и при решении этой задачи в классе линейных статических регуляторов по 
состоянию и = — Qz. На практике эта трудность преодолевается переходом к конечномерной 
аппроксимации с последующим использованием численных методов или применением функци­
оналов Ляпунова-Красовского [14]. Более принципиальным решением этой проблемы был бы 
отказ от использования в уравнениях регулятора решений каких-либо операторных уравнений 
или неравенств, как это сделано в [15] для конечномерного варианта задачи. 

Работа выполнена при частичной финансовой поддержке программы "Университеты 
России" (грант УР.03.01.024) и Российского фонда фундаментальных исследований (грант 
02-01-00230). 
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