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П Р Е Д И С Л О В И Е 

Эта работа посвящена гомологическим методам в комплекс­
ном анализе, получившим интенсивное развитие в течение по­
следних 35 лет. Основным объектом исследования служат здесь 
комплексные аналитические пространства или, грубо говоря, 
комплексные аналитические многообразия с особыми точками. 
Аналитические пространства (как и аналитические и диффе­
ренцируемые многообразия, супермногообразия, алгебраические 
многообразия) относятся к классу математических структур, 
которые определяются фиксацией на данном топологическом 
пространстве некоторого запаса непрерывных локальных функ­
ций. Адекватным средством описания таких структур служит 
понятие пучка, которому посвящен § 1. В § 2 сначала рассмат­
ривается удобное в техническом отношении понятие окольцо­
ванного пространства, т. е. пространства, снабженного пучком 
колец (или алгебр), а затем его частный случай — основное для 
дальнейшего понятие комплексного аналитического простран­
ства. Здесь же определяются когерентные аналитические пучки. 
В § 3 изложена теория когомологий со значениями в пучках 
абелевых групп и указаны ее простейшие применения к задачам 
анализа, например, решению проблем Кузена для полицилинд­
рических областей. В § 4 дается обзор результатов, относящих­
ся к так называемым пространствам Штейна. Эти замечатель­
ные комплексные пространства, которые грубо можно опреде­
лить как пространства с очень большим запасом глобально 
заданных аналитических функций, исторически явились первы­
ми объектами, на которых были испытаны методы теории кого­
мологий. 

р, 
. . * .. - § 1, Пучки 

Понятие пучка абелевых групп возникло в 40-х годах в ра­
ботах Лере (см. 1[71]).по топологии расслоенных пространств. 
Независимо в работе Ока [86] были, фактически, введены под­
пучки идеалов пучка ростков голоморфных функций в области 
пространства Ся. В указанной ниже форме определение пучка 
было сформулировано в трудах семинара Картана [23] и, как 
отмечено там, принадлежит Лазару. Изложение в этом пара­
графе близко к книге 1[47], к которой мы отсылаем читателя за 
подробностями. 

1.1. Определение пучка. Пусть X— топологическое простран­
ство. Пучком множеств на X называется топологическое прост­
ранство ЗГ вместе с сюръективным отображением р : ЗГ-^Х, яв­
ляющимся локальным гомеоморфизмом (это значит, что любая 
точка у£{Г обладает в .У такой окрестностью V, что p(V) от­
крыто в X и что р : V-+p-(V) — гомеоморфизм). Множество #•»= 
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ь=р~*(х) называется стеблем (или слоем) пучка - ЗГ над точкой 
JCGX, а отображение р — проекцией пучка. Заметим, что каж­
дой стебель ЗГХ является множеством, на котором ЗГ индуци­
рует дискретную топологию и которое, таким образом, не несет 
.на себе никакой структуры. Пучок множеств можно пред­
ставлять себе как семейство множеств (Зг

а)х&х, дизъюнктное 
объединение которых организовано в топологическое простран­
ство X. 

Простейшим примером пучка является постоянный пучок, 
•определенный множеством А: это пространство ЗГА^ХхА (на 
А рассматривается дискретная топология), снабженное проек­
цией прямого произведения р : (х, а) «-»- г (х$Х9 авА). В этом 
случае любой стебель @~х отождествляется с А. Примером пуч­
ка множеств является также любое топологическое накрытие 
пространства X. Более интересные примеры см. в п. 1.2. 

Сечением (точнее, непрерывным сечением) пучка множеств 
&* на X называется такое непрерывное отображение s : Х-^З2", 
что /7 о s = id. Значение сечения s в точке х$Х будем обозна­
чать через sx. Любое сечение является гомеоморфизмом про­
странства X на открытое множество s(X)cz&*. Множество всех 
сечений пучка ЗГ обозначается через Г (X, ЗГ). Для постоянного 
лучка @~А множество Т(Х, &~А) естественно отождествляется с 
множеством всех непрерывных отображений Х-+-А. Поскольку 
А дискретно, отображение Х-^А непрерывно тогда и только 
тогда, когда оно локально постоянно, т. е. постоянно в некото­
рой окрестности произвольной точки из X. 

Наряду с глобальными сечениями s : Х->$~ пучка ЗГ можно 
рассматривать его сечения над произвольным множеством 
YczX, т. е. непрерывные отображения 5 : Y-^ЗГ, удовлетворяю­
щие условию p o s = id; их совокупность обозначается через 
Г (У, ЗГ). С другой стороны, У определяет на У пучок 3^\Y= 
*=p~l(Y) с той же проекцией р\ ясно, что Г (У, З2*") -=Г(У, ST\Y).. 

Заметим, что для широкого класса пространств X (например, 
для локально компактных пространств, счетных в бесконечности) 
каждое сечение из Г (Г, &) продолжается в некоторую окрест­
ность множества У. Более того, множество Г (F, ЗГ) отождествляет­
ся с индуктивным пределом (или пределом прямого спектра) 
lim Г (£У, ЗГ) семейства множеств Г (£/", ЗГ), где U пробегает все-

uzjy 
возможные открытые окрестности множества Y. 

Поскольку индуктивный предел будет встречаться у нас и 
в дальнейшем, напомним его определение. Пусть / — частично 
упорядоченное множество и пусть задан функтор из У в категорию 
множеств, т .е . мы имеем семейство множеств (S*)*g/ и для каждой 
лары (/, у), где i>j, задано отображение Ф^:5г->5 ;-, так что 
Ф£г === id для всех i и Ф^==Ф;̂ °Фгу для i>j>k. Предположим, 
«что I направлено, т. е. что для любых £, jfj существует такой 
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kGf, что k<i, -4<y. Тогда определяется индуктивный предел 
l imS i s как фактор множества USt по следующему отношению 

эквивалентности: х~у, если xeSi9 yQSp и найдется такой k£l9 
что k<i, k<j и 4>

ik(x)^4}
Jk(y). В упомянутом выше случае 

множество / всех окрестностей UZDY упорядочено с помощью 
включения, а отображение fuv:F(U, ЗГ)-^Т(у, 3?) для UZDV 
есть отображение ограничения. 

Наиболее важны для приложений пучки, стебли которых 
снабжены теми или иными алгебраическими структурами, при­
чем соответствующие операции предполагаются непрерывными 
в топологии пространства У. Например, g~ называется пучком 
абелевых групп, если в каждом стебле ЗГХ задана операция 
(у, г}*-* у+2, превращающая ЗГХ в абелеву группу с нулевым 
элементом 0а, причем 

а) отображение (у, z) *•+y+z пространства {{у, z)£&rX2T\ 
\p(y)=p(z)} в SF непрерывно; 

в) отображение у*-+ —у пространства ЗГ в себй непрерывно; 
с) отображение х ^0Х пространства 1 в f непрерывно, 

т. е. является сечением пучка Ф~; оно называется нулевым се-
чением и обозначается через 0. 

Носителем пучка абелевых групп ЗГ называется множество 
supp5Sr={^J|5^ac-^0}. 
Аналогично определяется пучок алгебр с единицами \х{хЬХ) 

над некоторым полем k (в частности, отображение х •-* 1» 
должно быть сечением пучка — так называемым единичным 
сечением; оно обозначается знаком 1). 

Легко видеть, что на множество всех сечений Г(Х, ЗГ) пе­
реносятся алгебраические операции» заданные на стеблях пуч­
ка ЗГ\ так что Т(Х, У) становится, например, абелевой груп­
пой или алгеброй с единицей. 

1.2. Пучки ростков функций. Предпучки. Интересные приме­
ры пучков на X могут быть построены при помощи локальных 
функций. 

П р и м е р 1.1. Пусть х—фиксированная точка топологиче­
ского пространства X. Рассмотрим множество всех комплексно-
значных функций /, каждая из которых определена и непре­
рывна в некоторой окрестности Uf точки х на X. Определим в 
этом множестве следующую эквивалентность: f~g, если функ­
ции f и g совпадают в некоторой окрестности VczUff\U8 точки 
х . Класс эквивалентности fx функции f называется ростком не­
прерывной функции f в точке. х Множество всех ростков И?х 
снабжается естественной структурой алгебры над С с едини­
цей. Пусть .У— U 9^. Каждой паре (/, U)> где / —непрерыв-

XQX 
ная функция на открытом UaX, поставим в соответствие мно-
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жество W(f, U)=*{f9\xGU}. Множества W(f, U) составляют ба­
зис открытых множеств для некоторой топологии в <& (как пра­
вило, не хаусдорфовой). Если определить р : ̂ -^Х формулой 
Р(/*)=х, то ^ станет пучком С-алгебр с единицами на X* 
Этот пучок называется пучком ростков (комплекснозначных) 
непрерывных функций на X. Аналогично определяется пучок 
ростков непрерывных функций с вещественными значениями 
или значениями в каком-либо топологическом поле. 

Если X — область в Rn (или дифференцируемое многообра­
зие), то можно рассмотреть пучок Ф1 ростков дифференциру­
емых функций некоторого фиксированного класса С1 или же пу­
чок %?<* ростков вещественно аналитических функций (в послед­
нем случае многообразие должно быть вещественно аналитиче­
ским). 

Часто рассматривается пучок %?G ростков непрерывных 
функций со значением в топологической группе G; он является* 
пучком групп, абелевых, если такова группа G. Сечения пучка 
% (или ff0) — это непрерывные функции на X. 

П р и м е р 1.2. Если G — некоторая группа, алгебра и т. д.,. 
то постоянный пучок ^Q есть пучок групп, алгебр и т. д. Пу­
чок STG можно интерпретировать как пучок ростков локально* 
постоянных G-значных функций на X. 

П р и м е р 1.3. Пусть D — открытое множество в Сп. Обозна­
чим через О подмножество пучка Я? на Z), состоящее из рост­
ков голоморфных функций. Тогда О — пучок на Д называемый 
пучком ростков голоморфных функций. Разлагая функцию, го­
ломорфную в окрестности точки хбЪ, в степенной ряд с цент­
ром в этой точке, мы получим изоморфизм стебля (Ух пучка О' 
на С-алгебру C{z\, . . . , zn} всех сходящихся степенных рядов-
от z\,..., zn. Заметим, что топология в пучке О, в отличие от 
пучка # , является хаусдорфовой. Сечения пучка О — это голо­
морфные функции на D. 

На языке ростков голоморфных функций естественно фор­
мулируется понятие аналитического продолжения. Так, если 
g$0 — росток голоморфной функции в некоторой точке х0 = 
=p(go)&D, то связная компонента элемента go в О— это то,. 
что называют многозначной аналитической функцией в D, по­
лученной из ростка go с помощью аналитического продолжения, 
и в то же время естественный геометрический образ, на кото­
ром эта функция становится однозначной (риманова область). 

Конструкция пучка ростков применима не только к функци­
ям, но и к другим объектам — векторным и тензорным полям, 
функциям нескольких переменных и т. д. Эта конструкция до­
пускает следующую формализацию. Рассмотрим множество ®х 
всех открытых подмножеств топологического пространства X, 
частично упорядоченное при помощи включения. Предпучком 
множеств, групп, алгебр и т. д. на X называется любой функ­
тор из «$?х в категорию множеств, групп, алгебр и т. д., т. е. 
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-соответствие, сопоставляющее каждому 11ШХ множество (груп­
пу и т. д.) К, а каждой паре UZDV множеств ИЗ МХ — отобра­
жение (гомоморфизм) ruv : Fu-^Fv, так что rUTr~id (иШх) и 
ruw=rVw° ruv для UZDVZDW. ПО каждому предпучку можно 
следующим образом построить пучок. Если xGX, то множество 
всех открытых окрестностей точки х направлено, что позволя­
ет определить индуктивный предел 

Если f^Fu и x$U, то класс элемента / a !FX обозначается 
через / г . Множество gr=U!Fx снабжается топологией, базис 

открытых множеств которой состоит из множеств вида {fx \ x& U 
для всевозможных -f&F^ -̂ GSX- и естественной проекцией на X. 
Легко проверить, что $Г— пучок множеств, групп, алгебр 
и т. д. на X. Построенные выше пучки ростков функций получа­
ются с помощью этой конструкции, если взять в качестве Fv 
множество всех функций данного класса на U, а в качестве 
ruv — отображения ограничения. 

Ясно также, что любой пучок ЗГ определяется некоторым 
предпучком, а именно, предпучком, сопоставляющим каждому 
С/GJ?- множество сечений Г(£/, ЗГ), а каждой паре UZDV — 
отображение ограничения Г(£/, #")->T(V, &г). 

С другой стороны, если на X задан произвольный предпучок 
U^Fu, то любой элемент /GF# определяет сечение /6Г(С/, &) 
соответствующего пучка $Г по формуле 

Jx=fx (xeu). 
Однако отображение / •-*• / множества Fu в Г (£/, $Г) не является 
в общем случае ни инъективным, ни сюръективным. 

В дальнейших примерах предпучков мы будем явно указы­
вать только объекты FUy подразумевая, что ruv — естественные 
отображения ограничения. 

1.3. Простейшие понятия, связанные с пучками групп, ал­
гебр и модулей. Пусть У — пучок множеств (групп, алгебр 
и т. д.) на X. Подпучком пучка У называется открытое под­
множество ^atr такое, что &X='SFJ[)& для любого х£Х яв­
ляется непустым подмножеством или (подгруппой, подалгеб­
рой и т. д.) в"&"х. Если У 7 —другой пучок на X (с такими же 
алгебраическими структурами на стеблях, как и ^ ) , то гомо­
морфизмом пучка ^ в ^ 7 называется непрерывное отображение 
h : ST^ST\ индуцирующее гомоморфизм стеблей hx : &*x-+grx' 
для любого х£Х. Образ Im h гомоморфизма пучков h есть под­
пучок в ЗГ\ Если'*?" и ^ — пучки групп (или колец), то опре­
делено ядро Ker h гомоморфизма h : 2Г-*-ёГ'', это подпучок в 9Г, 
являющийся объединением ядер КегЛх (хбХ). Ядро КегЯ есть 
10 



пучок нормальных подгрупп (соответственно идеалов) в ЗГ. 
Изоморфизм пучков — это гомоморфизм, для которого суще­
ствует обратный изоморфизм. Пучки множеств (групп, алгебр) 
над фиксированным пространством X составляют категорию, 
морфизмами которой являются гомоморфизмы пучков. 

Имеется также понятие факторщша. В наиболее важном 
для нас случае, когда заданы пучок абелевых групп & и его 
подпучок $, факторпучок У / g определяется как объединение 
U3PX/!~§X, снабженное фактортопо л огней относительно естествен-
х£Х 
ного отображения п:&'-+&'1&; последнее является гомоморфизмом 
пучков с ядром $. Справедлива теорема о гомоморфизмах, 
которая в случае пучков абелевых групп формулируется следую­
щим образом: для каждого сюръективного гомоморфизма Ф:#~> 
->У пучков абелевых групп существует такой изоморфизм 
пучков ф: #7 Кегф-*#•', что Ф==фозт, где я . ^ - ^ / К е г Ф — 
естественный изоморфизм. В частности, одновременно инъективныи 
и сюръективный гомоморфизм пучков является изоморфизмом. 

Последовательность пучков абелевых групп и их гомоморфизмов 

называется точной, если 1тФ£-==Кег <Pi+1 для всех £ = 1, .. ., k — 2. 
Если обозначить через 0 пучок с нулевым стеблем, то точность 
последовательности 

означает, что Ф инъективно, -ф сюръективно и индуцирует изо­
морфизм Р" s £"/ф {&'). 

Если & и 2?— пучки множеств на X с проекциями /?, q, то 
расслоенное произведение £FXx& = {(/, g)6^ XS\p(f) = q (g)} 
также является пучком на X, который называют прямим про­
изведением пучков У и $; его стеблем над точкой х%Х является 
^ Х З Г Прямое произведение двух пучков групп также естест­
венным образом является пучком групп. Если & и g?~— пучки 
абелевых групп, то их прямое произведение называют также 
прямой суммой и обозначают 5?"©$. Это определение обычным 
образом расгространяется на случай любого конечного (и даже 
бесконечного) семейства пучков. В частности, мы пишем !Fm = 

т раз 
Легко видеть, что Т(Х, вГхх$)=Т(Х, вГ)хТ(Ху 9). В част­

ности, если S-" и *§ — пучки абелевых групп, то группа Y(X, ST® 
®9) есть прямая сумма групп Т(Х, ЗГ)®Т{Х, 3). 

Пусть st> — некоторый пучок ассоциативных колец с едини­
цами на пространстве X. Пучок абелевых групп У на X назы­
вается пучком ̂ -модулей (или просто ^-модулем), если задан 
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гомоморфизм пучков множеств £Ф@8Г-+$Г, определяющий для 
каждого х£Х структуру (левого унитарного) ^«-модуля на @~х. 
Аналогично определяются пучки модулей над пучками алгебр. 
Вводится понятие пучка подмодулей (подпучка пучка .^-моду­
лей), гомоморфизма, точной последовательности, прямой суммы 
пучков ^-модулей. Пучок колец зФ естественным образом яв­
ляется пучком ^-модулей; его подмодули — это пучки левых 
идеалов в зФ. Группа сечений Т(Х, 3?) пучка ^-модулей SF яв­
ляется модулем над кольцом Г(Х, $Ф). 

Если s4> — пучок коммутативных колец, то с любыми двумя 
пучками ^-модулей & и $ можно связать их тензорное про­
изведение ^®^ и пучок ростков гомоморфизмов Жот^ (flF,2?). 
Они определяются при помощи предпучков» которые задаются 
соответствиями 

и~Т(и,9)Ъг{и.&Т(и,У) 
и 

U~UomaW(P\U,9\U) 
( ^ — открытое множество в X). 

Заметим, что Г (X, ^-модуль Г (X, Жот^^, Щ естественно 
отождествляется с модулем Hom^(iF, S?) всех гомоморфизмов 
пучка SF в $ (как пучков ^-модулей). 

1.4. Подъем сечений. Пусть h : SF->9 — гомоморфизм пучков, 
заданных на пространстве X. Тогда h определяет естественное 
отображение Г(Х, £F)-+T{X9 ^ ) ; оно обозначается через Г (Я) 
и действует по формуле 

(T(h)s)x=h(sx) (56Г(Я, 2Г), хЩ. 
Если h — гомоморфизм пучков групп, колец, модулей и т. д., то 
Г (А) есть гомоморфизм групп, колец, модулей и т. д. Из инъ-
ективности гомоморфизма h легко следует, что Г (h) инъектив-
но, но сюръективный гомоморфизм пучков h может индуциро* 
вать несюръективное отображение Г (А). 

Вопрос о сюръективности отображения Г (А) для сюръектив-
ного гомоморфизма пучков h называют задачей о подъеме се­
чений. Ее решение (в случае пучков абелевых групп) дает тео­
рия когомологий со значениями в пучках (см. § 3). Некоторые 
достаточные условия для подъема сечений см. также в п. 1.5. 
К задаче о подъеме сечений пучка сводятся многие аналитиче­
ские и геометрические задачи. Мы приведем здесь лишь не­
сколько примеров. 

П р и м е р 1.4. Пусть О — пучок ростков голоморфных функ­
ций на открытом множество DczC71. Обозначим через £?* пучок; 
ростков голоморфных функций на D, нигде не обращающихся в 
0. Рассмотрим О и (У* как пучки абелевых групп относительно 
операций сложения и умножения соответственно. Показатель-
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ная функция f+*ef определяет гомоморфизм пучков ехр : 0-*-
•-•£?*. Этот гомоморфизм сюръективен, поскольку для любой 
точки %0£D и любой функции gGT(U9 0*)9 заданной в шаровой 
окрестности UaD точки г0, существует такая функция f£T(U, 
С)9 что g=ef. В то же время отображение Г(ехр) :T(D, 0)-*-
-НГ(Д 0*)9 имеющее вид T(expf)=ef, может не быть сюръ-
ективным (достаточно взять /г=1, D = C\{0}; тогда функция 
g(z) =z из Г(Д 0*) не имеет в D логарифма). 

Пример 1.5. Пусть $°°—пучок ростков бесконечно диффе­
ренцируемых функций в открытом множестве DcR"* Рассмотрим 
гомоморфизм A:̂ °°-->(<g00)'2, заданный формулой 

*</>-(£••••••&> 
Та же формула, очевидно, определяет и Г (А). Подпучок Im h 
состоит из ростков таких наборов локальных функций (gi,...»g«)? 

что - |£L —-. ^L (i, J = 1,. . . , д). При этом гомоморфизм Г (h): 
Г (D, ^°°)-^Г(£)ЛшА), вообще говоря, не сюръективен. Напри­
мер, пусть /1=2, D==R2\{0}. Тогда ( - - т гН» пгЧ)бГ(£>, ImA). 

Однако система дифференциальных уравнений 
д / _ *2 

^ 2 ATJ + * | 

не имеет решений в области D (это легко следует из того, что 
одним из «решений» системы является многозначная функция 
Arctg-g-), 

Рассмотренная выше задача есть задача о нахождении функ­
ции / , дифференциалом которой служит заданная дифференци-

п 

альная форма 1-го порядка со =-== ^ g^dxi- Аналогичный вопрос 
можно рассмотреть для дифференциальных форм высших степеней. 
Обозначим через ФР(В) (р==0, 1,...) пространство всех (внешних) 
дифференциальных форм класса С°° степени р в области D, 
'т. е. всех внешних многочленов степени р от dxb...,dxn над 
кольцом Г (Д ^°°); его элементы имеют вид 

о>= 2 ait..btdxi%/\.*./\dxtp, 
*!<...<* 
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где ah...ipbT(D, Г°). Полагая 

h<...<ip
 p p 

получаем линейное отображение d : Фр(0)-*фр+1(0) {диффе­
ренциал) такое, что rfo d=0. Ясно, что Imrf содержится в ядре 
отображения d: Фр+1(0)-*Фр+2(В). Вопрос о том, совпадает ли 
Im d с этим ядром, есть частный случай задачи о подъеме се­
чений. Чтобы увидеть это, обозначим через Фр пучок ростков 
дифференциальных р-форм на D и через Wp— ядро индуциро­
ванного гомоморфизма пучков d :ФР-^ФР+К Тогда dФp = Wp+l. 
Это вытекает из следующего классического утверждения: 

Л е м м а П у а н к а р е . Если D—-открытый шар в Rn и 
р^О, то для любой формы ©6ФР+1 (./)), для которой do)=-0, най­
дется такая форма ф6ф-°(£)), что d<p=co. 

В -нашей же задаче речь идет о сюръективности отображе­
ния d=T(d) :Ф*(Д)=Г(А Ф р ) ->Г(Д¥ Р + 1 ) . 

Как известно, дифференциальные формы и дифференциал d 
можно определить на произвольном дифференцируемом много­
образии М. Как и в рассмотренном случае, обозначим через Фр 

пучок ростков всех р-форм класса С°° на М и через *ЧР — ядро 
гомоморфизма d : ФР->ФР+1. Из леммы Пуанкаре следует, что 
отображение пучков d: ФР-^"ЧР+1 сюръективно для всех р ^ О . 

Для изложения следующего примера нам понадобится пучок 
ростков мероморфных функций многих комплексных перемен­
ных. Пусть U —-область (т. е. связное открытое множество) в 
Сп. Как известно, кольцо Г (С/, 0) голоморфных функций в U 
есть область целостности, т. е. не содержит делителей нуля. 
Поэтому, Г (£7, 0) вкладывается в свое поле частных MUt состо­
ящее, по определению, из функций вида -£, где f, g&T{U, 0)Л 

g=£0. Соответствие U >-+ Mv задает предпучок колец на 1СП. 
Определяемый им пучок Ж является пучком долей и называется 
пучком ростков мероморфных функций на Сп. Пучок 0 являет­
ся подпучком в Ж. Стебель Жх пучка Ж в любой точке х есть 
поле частных области целостности 0Х. Выбрасывая из Ж ростки 
нулевых функций, получим пучок абелевых групп Ж*у содержа­
щий 0* в качестве подпучка. 

Мероморфной функцией в открытом множестве DczCn назы­
вается сечение из Г ( Д Ж). Очевидно, мероморфные функции в 
области D составляют поле, являющееся расширением поля С. 

Пример 1.6. Пусть D — область ъ С*. Предположим, что 
имеется открытое покрытие (U^i^r множества D и что в каждом 
Ui задана мероморфная функция /*, причем для любой пары (i, j) 
такой, что Uif]Uj^0, функция f)-—fi голоморфна в ^ f l - V 
Рассмотрим задачу: найти такую мероморфную функцию / в Df 
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ч т о . / — ft голоморфна в Ut для всех i£l. Эта задача называет­
ся первой, или аддитивной, проблемой Кузена, а набор функ­
ций (/i)/g/, удовлетворяющий вышеуказанному условию согласо­
ванности, аддитивными данными Кузена. Ясно, что аддитивные 
данные Кузена корректно определяют сечение факторпучка 
Ж/0 на D и что всякое сечение этого пучка может быть задано 
таким способом. Проблема Кузена равносильна задаче о подъ­
еме сечений для естественного гомоморфизма пучков Ж-*-
•+Ж/0. 

Для любой точки, x£D факторпространство ЖХ/0Х естествен­
но отождествляется с пространством главных частей рядов Ло­
рана мероморфных функций. Поэтому пучок Ж/0 естественно 
называть пучком главных частей. 

В случае л—1 аддитивная проблема Кузена равносильна за­
даче построения мероморфной функции в Д имеющей задан­
ные главные части рядов Лорана во всех точках некоторого 
счетного множества, не имеющего в D предельных точек. Это 
так называемая задача Миттаг-Леффлера, решенная последним 
в 1884 г. для любой области DczC (см. [8]). Как показал Ку­
зен [30], 1-я проблема Кузена разрешима в любой полици­
линдрической области, т. е. в прямом произведении областей 
комплексной плоскости (см. п. 3.6, где приведен также пример 
области, в которой 1-я проблема Кузена не всегда имеет ре­
шение). 

Пример 1.7. Совершенно аналогично формулируется 2-я» 
или мультипликативная, проблема Кузена в области DczCn. 
Мультипликативные данные Кузена—это набор мероморфных 
функций (fdiQi, где f&T(Uti Ж*), (СЛ)*б/-- открытое покрытие 
области D, такой, что -у̂ -бГ (£/• f]Up 0*) при условии JJ t^\U ^ 
=7—0. Требуется найти такую мероморфную функцию / б Г (D, Ж*)у 
что у-£Т (Ui, 0*) для всех i£l. Такому набору естественно соот­
ветствует сечение пучка Ж*/0* (с умножением в качестве груп­
повой операции), и задача равносильна задаче о подъеме сече­
ний для естественного гомоморфизма пучков Ж*-:>*'Ж*/0*. Пу­
чок Ж*/0* называется пучком ростков дивизоров, а его сече­
ния - - дивизорами (геометрическую интерпретацию дивизоров 
см. в п. 2.9). 

В случае п=\ мультипликативная проблема Кузена равно­
сильна задаче построения мероморфной функции с заданными 
нулями и полюсами (с указанием кратностей), которая разре­
шима в любой области DczC (теорема Вейерштрасса, см. [8].). 
В работе [30] Кузен утверждал, что 2-я проблема Кузена раз­
решима в любой полицилиндрической области D=DiX . . . XDn, 
где DiCiC (£=1,- . - , /г),,но, как было замечено в [58], его до­
казательство проходит только в случае, когда все области Diy 

15 



кроме, быть может, одной, односвязны. См. по этому поводу 
п. 3.6 и п. 4.3. 

2-я проблема Кузена тесно связана с другой классической 
проблемой комплексного анализа, так называемой проблемой 
Пуанкаре: всякая ли мероморфная функция h в области D 
щредставима в виде й= ~, где f, g — голоморфные функции в 
А £=7-0? Иначе говоря, совпадает ли поле T(D, Ж) всех меро-
морфных функций в D с полем частных кольца голоморфных 
функций Г(Д С) (очевидно, являющегося областью целостно­
сти)? Ответ положителен в случае п=1. В 1883 г. Пуанкаре 
([88], см. также [2]) доказал, что это верно для /) = С2. Ока­
зывается, что в области D, в которой разрешима любая 2-я 
.проблема Кузена, разрешима также и проблема Пуанкаре (см. 
л. 2.9). 

1.5. Продолжение сечений. Пусть ЗГ — пучок на топологиче­
ском пространстве X, Y — подмножество в X. Тогда определено 
«отображение ограничения г:Т(Х, ^")->Г(У, 5Г). Говорят, что 
.сечение 5бГ(У, (F) продолжается на всё Хь если sGImr. 

Пучок SF называется вялым, если любое его сечение над 
открытым множеством YaX продолжается на всё X. 

Пример 1.8. Для произвольного пучка SF на X пучок #" 
ростков его не обязательно непрерывных сечений является вялым. 
Очевидно, ^—подпучок в # . 

Пример 1.9. Если пространство X неприводимо, т. е. не 
представляется в виде объединения двух замкнутых подмно­
жеств, не совпадающих с Хг то любой постоянный пучок на X 
является вялым. Эта ситуация часто встречается в алгебраиче­
ской геометрии, поскольку неприводимое алгебраическое много­
образие по определению неприводимо в топологии Зариского. 

Вялые пучки используются как техническое средство в за-
даче о подъеме сечений. Пусть 0-+&~'~+-&~->-&г"-+0 — точная по­
следовательность пучков абелевых групп, причем &г' — вялый 
пучок. Тогда гомоморфизм Г (if) :Т(Х, &~)-+Т(Х, $Г") сюръек-
тивен [47]. 

Другой важный класс составляют тонкие пучка. Пучок абе~ 
левых групп & на X называется тонким, если для любого ло­
кально конечного открытого покрытия (£/*)/g/ пространства X су­
ществует семейство эндоморфизмов ц^ЗГ-ъ-З? (i£l) такое, что 
У!% = .1с1 и для любого i£l имеем щ{^'х) = 0 для всех х из не­

которой окрестности множества X\Ut. 
Если i?"—пучок колец с единицами, то это свойство равно-
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сильно существованию разбиения единицы 

где 8;бГ(/Уг, $Г) и ег(х)-=0 для всех х из некоторой окрест­
ности множества X\Ut. Если «5$—-тонкий пучок колец с едини­
цами, то и любой пучок ^-модулей—тонкий пучок. 

Рассматривается также класс мягких пучков, т. е. пучков, 
допускающих продолжение сечений с любого замкнутого под­
множества на все пространство. Если пространство X параком-
пактно и хаусдорфово, то всякий вялый и всякий тонкий пучок 
на X является мягким, а всякий мягкий пучок колец с единица­
ми есть тонкий пучок. 

П р и м е р 1.10. Если X — область в Rn (или любое пара-
компактное хаусдорфово дифференцируемое многообразие 
класса С°°), то пучок <ffl ростков функций класса С1 на X (1 = 
==1, 2, . . . , оо) (см. пример 1.1) является тонким (это следует 
из классической леммы о существовании разбиения единицы 
класса С00). Поэтому тонким является и любой пучок ^-моду­
лей, например, пучок Ф-° ростков р-форм класса С°°. Для про­
извольного паракомпактного хаусдорфова пространства X, как 
следует из леммы Урысона, пучок <& (см. пример 1.1) тонок. 
Вялыми или мягкими эти пучки могут быть только в тривиаль­
ных случаях. Пучок О в области Z)c:Cn, /г3>0, не является 
тонким и тем более вялым или мягким. 

Отметим еще одну связь, существующую между задачами 
продолжения и подъема сечений. Пусть X — топологическое 
пространство, У— его локально замкнутое подмножество, $Г — 
пучок абелевых групп на У. Оказывается, что существует един­
ственный пучок абелевых групп 9ГХ на X такой, что £ГХ\У=£Г 
и что (^Гх)х = 0 для всех x£X\Y. Пучок 5ГХ определяется пред-
пучком t/ -->-Г (УП t/, S^); он называется тривиальным продолже­
нием пучка &~ на X. 

Пусть теперь <F—пучок абелевых групп на X и пусть Y— 
замкнутое подмножество в X. Обозначим $Fy = (^ \ У)х* ^ГХ\У = 
= {9F\ X\Y)X. Тогда имеется точная последовательность пучков 

При этом Т(Х, &~Y)=T(Y, @~) и отображение Г(-ф) отождест­
вляется при этом изоморфизме с ограничением г:Т(Х,Зг)-^-
~>Г(У,^"). 

1.6, Прямые и обратные образы. До сих пор мы рассматри­
вали пучки над фиксированным пространством X. Теперь мы 
определим две операции над пучками, связанные с непрерыв­
ным отображением / : X-+-Y. 

Пусть SF — пучок на X. Прямым образом пучка вГ при ото­
бражении f называется пучок f*£F на У, связанный с предпуч-
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ком С/»-*Г(/-1 (•£/),^") (f/—открытое множество в Y). Для лю­
бого открытого U a Y имеем естественный изоморфизм 
T(Uff&-)**T(tl(U),T). 

Пусть & — пучок на Y. Обратным образом пучка & при ото­
бражении / называется пучок f*$czXX$, состоящий из таких 
пар (х, Y), что у&кху Проекция /*^->Х задается формулой 
(х,у)1—х. Таким образом, (р^)х=^/(х) (#6-3Q. Для любого от­
крытого VaY существует естественное отображение Г (У, &)-*• 
-*Т(f*1 (V),f*9)9 инъективное, но, вообще говоря, не сюръек-
тивное. 

П р и м е р 1.11. Пусть X — подмножество в топологическом 
пространстве У, снабженное индуцированной топологией, 
i: Х->-У — вложение. Если У — пучок абелевых групп на X и 
X локально замкнуто, то иЗГ совпадает с тривиальным продол­
жением 3TY пучка ЗГ на У. Если .SF — пучок на У, то /*£Г— 
это ограничение ЗГ\Х. 

§ 2. Комплексные пространства 

Комплексные пространства появились в результате попыток 
перенести на случай многих переменных понятие римановой 
поверхности многозначной аналитической функции. Основная 
идея, принадлежащая Риману, состоит здесь в том, чтобы рас­
сматривать многозначную аналитическую функцию в области 
пространства О как однозначную функцию на некотором «на­
крытии» этой области. В случае га=1 эта идея привела к поня­
тию абстрактной римановой поверхности, т. е. одномерного 
комплексного многообразия (см. [112], [8]). Риманова поверх­
ность аналитической функции — это некоторое одномерное мно­
гообразие, являющееся разветвленным накрытием плоской об­
ласти. В многомерном случае с многозначной функцией связа­
на ее риманова область, являющаяся га-мерным комплексным 
многообразием и локально биголоморфно отображающаяся на 
область пространства О (см. пример 1.3). Эта конструкция не 
учитывает, однако, точек ветвления функции. Попытка попол­
нить риманову область точками, лежащими над точками вет­
вления, выводит нас при п>\ за пределы комплексных много­
образий. Классическим примером является функция izxz2 в С2

Г 
естественной «римановой поверхностью» которой является ана­
литическое множество в С3, заданное уравнением w2 = z\Z2. 
В точке 0 это множество имеет особую точку. 

В 1951 г. Бенке и Штейн [17] ввели понятие разветвленно­
го накрытия над областью в О и определили комплексные про­
странства как пространства, локальными моделями которых 
служат разветвленные накрытия. Вскоре после этого Картан 
[23] и Серр [96] ввели другое понятие комплексного простран­
ства, взяв в качестве локальных моделей произвольные анали-
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тические множества в областях пространств Сп, Связь между 
этими двумя понятиями была окончательно прояснена в 1958 г. 
Грауэртом и Реммертом [53], доказавшими, что пространства 
Бенке—Штейна — это в точности нормальные комплексны^ 
пространства в смысле Картана—Серра. В этом параграфе 
рассматривается обобщение комплексных пространств в смыс­
ле Серра, принадлежащие Грауэрту [50]; в структурном пучке 
алгебр такого пространства могут существовать нильпотентные 
элементы. 

В этой статье мы рассматриваем 1ч)лько комплексные про­
странства, т. е. аналитические пространства над полем С. В то 
же время понятие аналитического пространства можно опреде­
лить над произвольным полем &, которое полно относительно 
нетривиального абсолютного значения. Если k — алгебраически 
замкнутое поле характеристики 0, то результаты этого парагра­
фа в основном сохраняются. Над незамкнутыми полями (наи­
более важными для приложений примерами являются поля дей­
ствительных и р-адических чисел) теория усложняется; напри­
мер, аналитическое пространство над таким полем не всегда 
является когерентным (см. по этому поводу [25]). Не касаемся 
мы также теории банаховых аналитических пространств (см. 
[35], [90]). 

2.1. Аналитические локальные алгебры (см. [54]). Пусть 
А — ассоциативная коммутативная алгебра с единицей 1 над 
полем k. Алгебра А называется локальной, если множество W 
всех ее необратимых элементов является идеалом в А, причем 
A/m^k. В этом случае A = k@&, причем m — наибольший идеал 
в А (т. е. содержит все собственные идеалы алгебры А). Ес­
ли / — идеал локальной алгебры А, отличный от А, то алгебра 
А/1 локальна и ее наибольшим идеалом является т.//. Если 
А—другая локальная ^-алгебра с наибольшим идеалом ш3 то 
любой гомоморфизм алгебр f : Л-к4 такой, что f(l) = l, лока­
лен, т. е. /(ш)с:ш. . • * 

Нильрадикалоы ненулевой алгебры А называется множество 
п всех ее нильпотентных элементов. Очевидно, пфА. Алгебра 
называется приведенной, если ее нильрадикал тривиален.. Фак-
торалгебра red А=А/п любой алгебры А по нильрадикалу яв­
ляется приведенной; она называется редукцией алгебры А. 
Любой гомоморфизм й-алгебр / : А-+-А переводит нильрадикал 
в нильрадикал и поэтому определяет гомоморфизм их редукций 
red/ : red Л-^red А. 

Радикалом идеала / алгебры А называется идеал r a d / = 
= {а£А\апв1 для некоторого натурального п}, содержащий /. 
В случае / = 0 получаем понятие нильрадикала алгебры Л» 
Имеем red(A/I) —A/rad I; в частности, А/1 приведена тогда и 
только тогда, когда r a d / = / . Имеем rad(rad /) = r a d / для лю­
бого идеала I. 
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П р и м е р 2.1. Пусть А— алгебра фх ростков всех С-знач-
вых непрерывных функций в точке* х некоторого топологичес­
кого пространства X. Тогда А — приведенная локальная С-ал* 
гебра; наибольший идеал ш состоит из ростков всех функций, 
равных 0 в точке х. Аналогично, алгебра ростков всех функций 
некоторого фиксированного класса С1 в точке x£Rn является 
приведенной локальной С-алгеброй. Наконец, приведенной ло­
кальной С-алгеброй является алгебра ростков всех голоморф­
ных функций в точке 0GО или, что то же, алгебра С{гь . . . , zn) 
сходящихся степенных рядов от Z\9..., zn. Наибольший идеал 
снова составляют ростки функций, обращающихся в 0 в точке 
0Я т. е. степенные ряды с нулевым свободным членом. 

Аналитической локальной алгеброй называется любая нену­
левая факторалгебра алгебры C{zh . . . , zn}. 

Отметим следующие алгебраические свойства аналитических 
локальных алгебр, сближающие их с конечно порожденными 
алгебрами над полем. 

Т е о р е м а 2.1. Алгебра C{zb . . . ,zn} является факториаль-
рой областью целостности; при п=1 это кольцо главных идеа­
лов. 

Т е о р е м а 2.2. Любая аналитическая локальная алгебра 
нётерова. 

Доказательство, как и в алгебраическом случае, проводится 
с иомощью индукции по п с использованием теоремы Гаусса о 
факториальности кольца многочленов и теоремы Гильберта о 
базисе. Индуктивный переход помогают осуществить две лем­
мы, принадлежащие Вейерштрассу. Назовем многочленом Вей-
ерштрасса степени k no zn элемент hGC{z\,..., zn}, имеющий 
шид 

]где aj€C{jZb...,2n-i} и %(0)=0 ( /=1, . . . , f t ) . 
П о д г о т о в и т е л ь н а я л е м м а . Если росток /€ 

*C{?i,. - „ ,zn} таков, что / ( 0 , . . . , 0, zn) имеет в точке zn=0 
нуль порядка k, то f—uh, где h — многочлен Вейерштрасса сте­
пени k по 2П, u&C{zu... ,zn}, и(0)Ф0, причем это представле­
ние единственно. 

Л е м м а о д е л е н и и . Если h — многочлен Вейер­
штрасса от zn степени k, то любой элемент f£C{zu . . . , zn} од­
нозначно представляется в виде f=hq+r, где qGC{z\,..., zn}, 
а г— многочлен от z*> над С{гь . . . , zn-\} степени <k (или 
*-=0). 

2.2. Аналитические множества (см. [60], [7]). Пусть D — 
открытое множество в О . Множество XczD называется анали­
тическим в Л. если для любой точки z^D существуют такая 
окрестность V точки z0 в D и такие голоморфные функции 
| Ь . . . - Л : Р В £/, что X()U={zeU\fi(z)=* . . . =fp(z)=0}. Аналити-
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ческое множество X всегда замкнуто в D. Если X не содержит 
никакой связной компоненты множества .D, то X нигде не плот­
но в .D. Если D связно, то и множество D\X связно. 

Мы будем рассматривать ростки аналитических мно* 
жесте в точке ОбО, т. е. аналитические множества в различных 
окрестностях точки 0 в С", определенные с точностью до локаль­
ного совпадения. Эти ростки тесно связаны с идеалами в алгебре 
С {zb . . . - zn}, рассматриваемой как алгебра ростков голоморфных 
функций в точке 0 на Сп. Каждый элемент /&C{zl4 ...,zn} опре­
деляет росток аналитического множества V (/), заданного 
в окрестности точки 0 уравнением f(z) = 0. Если / — идеал 
в алгебре С {zh . . . , zn}, то в силу нетеровости последней ему 

S 

соответствует росток аналитического множества V (/) = П V (ft), 
* • — 1 

где fi,...,f8 — любая система образующих идеала L Обратно, 
каждому ростку аналитического множества X в точке 0 соот­
ветствует идеал J(X) = {feC{zu . . . , zn}\ (/IX-----0)} алгебры 
C{zi , . . . , zn}. Очевидно, V(J(X)) =X для любого ростка анали­
тического множества X и IczJ(V(I)) для любого идеала / с : 
aC{zu . . . , zn}. Оказывается, что справедлива 

Т е о р е м а 2.3 (Аналитическая теорема Гильберта о нулях). 
Для любого идеала IaC{z\,..., zn} имеем 

/(!/(/))-----rad/. 
Таким образом, имеется биективное соответствие между 

ростками аналитических множеств в точке 0 и идеалами / ал­
гебры C{zb . . . , zn) такими, что rad 1=1. 

Непустой росток аналитического множества в точке 0 на­
зывается неприводимым, если его нельзя представить в виде 
объединения двух ростков аналитических множеств, не совпа­
дающих с ним самим. Неприводимые ростки X характеризуют­
ся тем, что J(X) — простой идеал, т. е. что C{zu . . . , zn}/J{X) — 
область целостности. Из нетеровости алгебры С{~ь . • •, zn} 
следует, что любой непустой росток X представляется в виде 
Объединения .X-----X1U . . . [)Xk, где ХЛ — максимальные неприво­
димые ростки аналитических множеств, содержащиеся в X; 
они называются неприводимыми компонентами ростка X. Та­
ким образом, локальное изучение аналитического множества 
сводится к случаю, когда его росток неприводим. В неприводи­
мом случае локальная алгебра С{.гь . . . , zn}/J(X) описывается 
следующей теоремой. 

Т е о р е м а 2.4. Пусть / — простой идеал алгебры C{zb . . „ 
. . . , z n } . Координаты Zi можно выбрать так, чтобы выполнялись 
следующие условия: 

1) /nC{zi , . . . , zs} = 0 для некоторого s-f^n; 
2) алгебра С{гь . . . , zn}/I является целой над естественно 

вложенной в нее подалгеброй C{z{,... ,zs} (т. е. всякий эле-
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мент алгебры C{zu... ,zn}/I является корнем многочлена над 
С{еь ••• - ~s} со старшим коэффициентом 1). 

3) Поле частных алгебры С{ги . . . , zn}/I порождается над 
полем частных алгебры C{z\, , . . , zs} элементом z8+\+L 

Геометрически это означает, что проектирование at: Сп-»-0, 
переводящее (zu...9zn) в (zi,. •.., ze), отображает неприводи­
мое в точке 0 аналитическое множество X=V(I) в достаточно 
малой окрестности нуля Д на открытый полицилиндр Л'сгС3. 
При этом отображение я : Х-*-&' является собственным и в А7 

существует такое аналитическое множество 1фЫу что X\Z — 
связное комплексное подмногообразие в А и я: X\Z-^&'\Z— 
1-листное накрытие, где / — степень минимального многочлена 
элемента z8+\-\-I над С{гь . . . , zs}. 

Таким образом, неприводимое в точке 0 аналитическое мно­
жество X является, в окрестности точки 0, разветвленным на­
крытием над полицилиндром в О. Число s называется размер­
ностью аналитического множества X (или его ростка) в точке 
О и обозначается dim0X Оно равно половине топологической 
размерности множества X в точке 0. 

Если X — приводимый росток аналитического множества з 
точке Об О , то размерность ростка X в точке 0 определяется 
формулой 

dimo X = max dimo -AT--, 
i 

где Xi — неприводимые компоненты ростка X. 
Росток ХаСп называется полным пересечением в точке 0, 

если dimoX.- = s для всех неприводимых компонент Xi и опреде­
ляющий X идеал имеет п—s образующих. 

2.3, Окольцованные пространства. Окольцованным простран­
ством называется топологическое пространство X с фиксирован­
ным на нем пучком колец ^ . Пучок М- называется структурным 
пучком пространства (X, $t>). Мы будем считать, не оговаривая 
этого в дальнейшем, что структурный пучок — это пучок ассо­
циативных коммутативных локальных алгебр над некоторым 
полем k (в дальнейшем k будет полем С комплексных чисел). 

Пусть (X, st>) и (К, $ ) — д в а окольцованных пространства 
над одним и тем же полем k. Морфизмом пространства (X, М>) 
в (Y, Й) называется пара F=(f, /*) , где f:X-*~Y— непрерывное 
отображение, а /+ : f*^--KS$ — гомоморфизм пучков й-алгебр, 
переводящий единичное сечение в единичное. Отображения f и р 
мы будем называть соответственно геометрической и алгебраи­
ческой компонентами морфизма F. Заметим, что f* определяет 
для любого х&Х гомоморфизм й-алгебр fx+: Ш^х)-^-^х. Далее, 
гомоморфизм Г(/*) :Т(Х~; f*&)-+-r(X9 М) в композиции с ес­
тественным гомоморфизмом Г (У, M)-^Y{X, f*W) из п. 1.6 дает 
гомоморфизм алгебр /* : Г (У, Ш)->Т (X; М), 
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Пусть G = ( j , g*) : (Y,$)-»-(Z, G) — второй морфизм окольцо-
.ванных пространств и пусть h = gof:X~+Z. Тогда гомоморфизмы 
A«* = f*og</#(JC) :с^/г(^)->-«я^задают гомоморфизм пучков ft* : Ь*Щ+$1>. 
Морфизм #=(А, &*) называется композицией морфизмов G и F 
и обозначается через GoF. Окольцованные пространства над 
полем k и их морфизмы составляют категорию относительно 
этой операции. 

Пусть (У, 38)—окольцованное пространство и X — подмно­
жество в У. Полагая s& = $!\X, получаем окольцованное прост­
ранство (X, М-). Учитывая, что j# = i*^, где i: X-+-Y—вложе­
ние, получаем морфизм (£, id) : (X, si>)-*-(Y9 ЗВ). Пространство 
(X, з$>) чаще всего рассматривается в случае, когда X открыто 
в У (открытое подпространство окольцованного пространства). 

Пусть (X, si) — окольцованное пространство. Нильрадикалы 
пх стеблей six пучка М составляют подпучок идеалов nasi, 
называемый нильрадикалом пучка si. Окольцованное прост­
ранство (X, vedsi), где redsi = si/ny называется редукцией 
пространства (X, si). Пространство (Х9 sl>) называется приве­
денным, если п=0. 

Важнейшие окольцованные пространства, рассматриваемые 
далее (в частности, все приведенные комплексные аналитиче­
ские пространства), имеют структурные пучки, состоящие из 
ростков функций. Однако и в общем случае с сечениями околь­
цованного пространства (X, si) можно связать некоторые функ­
ции на X. Пусть шх — наибольший идеал алгебры s&x (хвХ) и 
пусть vx:six-*k— проекция параллельно га.х. Любому сечению 
s&Y{X, si) соответствует функция X-^k, заданная формулой 
x^vx(sx) (xGX). Ясно, что сечение T(red)s6r(X, vedsi) опреде­
ляет ту же функцию на X, что и s. 

П р и м е р 2.2. Любое топологическое пространство X можно 
превратить в приведенное окольцованное пространство над С, 
взяв в качестве структурного пучка пучок Wx ростков непре­
рывных функций. Пусть f:X-~^Y — непрерывное отображение в 
другое топологическое пространство У. Тогда для любого от­
крытого множества UczY определен гомоморфизм f*:T(U9 
WY)^T(f~l(U)9 Wx) формулой ( / * Ф ) ( * ) = Ф ( К * ) ) (xef-1 (£/)). 
Эти гомоморфизмы определяют гомоморфизмы fx+ : Фу^хт+Фх* 
{хЬХ)9 составляющие гомоморфизм пучков f* : f^Wr—^x- Та­
ким образом, каждое непрерывное отображение f : Х~>У кано­
нически определяет морфизм (f, р ) : (X, <&х)->(У, ̂ г)- Из ло­
кальности гомоморфизма локальных алгебр, переводящего 1 в 
1, без труда выводится, что любой морфизм наших окольцован­
ных пространств имеет такой вид, т. е. алгебраическая компо­
нента морфизма полностью определяется геометрической. 

П р и м е р 2.3. Если пространства не являются приведенны­
ми, то алгебраическая компонента морфизма уже не обязатель­
но определяется геометрической. Например, структура окольцо-
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ванного пространства на пространстве Х={х}, состоящем из 
одной точки, определяется некоторой локальной ^-алгеброй А. 
Морфизмы пространства ({#}, А) в себя имеют вид (id, а ) , где 
а — произвольный эндоморфизм алгебры А такой, что а ( 1 ) = 1 . 

П р и м е р 2.4. Рассмотрим приведенное окольцованное про­
странство (D, О), где D— открытое множество в О (см. при­
мер 1.3). Морфизмы пространств такого типа — это голоморф­
ные отображения открытых множеств пространств О друг в 
друга. Комплексное (аналитическое) многообразие размерно­
сти п определим как хаусдорфово окольцованное пространство 
(X, Ох) над С, локально изоморфное пространствам вида 
(D, О), где D — открытые множества в О . Это означает, что 
любая точка пространства X должна обладать такой окрестно­
стью U, что окольцованное пространство (£/, Ox(U) изоморфно 
пространству вида (D, О), где D — открытое множество в О . 
Комплексное многообразие (X, Ох) по определению приведено. 
Очевидно, сечения пучка Ох отождествляются с некоторыми 
функциями на X, которые называются голоморфными. Если 
(У, Or) —Другое комплексное многообразие, то морфизм 
(Д f*) : (J, Ox)-+(Y, От) полностью определяется отображени­
ем f:X-*Y и называется голоморфным отображением; гомомор­
физм /+ задается при этом индуцированным отображением 
функций 'ф--*ф of. Голоморфные функции на X могут рассмат­
риваться также как голоморфные отображения Х-+С. Одномер* 
ные комплексные многообразия называются также риманоеы-
ми поверхностями. 

Приведенное выше определение комплексного многообразия 
полностью эквивалентно широко известному определению, ис­
пользующему локальные карты и атласы. Его преимущество 
перед последним определением состоит не только в краткости, 
но и в возможности мгновенного обобщения и переноса на дру­
гие случаи. Так, рассматривая окольцованные пространства, 
локально изоморфные пространствам вида (D, <S>1), где D — 
открытое множество в Rn (см. пример 1.1), получаем понятие 
n-мерного дифференцируемого многообразия класса СК На 
этом же принципе основано определение комплексного (анали­
тического) пространства (см. п. 2.4), а также алгебраического 
многообразия, схемы, супермногообразия. Заметим, что уже в 
книге Г. Вейля [112] одномерное комплексное многообразие 
фактически определяется как окольцованное пространство. 

Следующий пример можно рассматривать как подготовку 
«локальных моделей» для определения комплексного простран­
ства. 

П р и м е р 2.5. Пусть X—аналитическое множество в откры­
том множестве DczCn. Функция в открытом множестве U<=:X со 
значениями в С называется голоморфной, если она продолжает­
ся до голоморфной функции в некотором открытом V c C n та-
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ком, что V[]X=U. Это понятие позволяет определить на X пу­
чок ростков голоморфных функций Ох, являющийся подпучком 
в ^ х . Легко видеть, что Ох можно представить также как не­
который факторпучок пучка Ов, ограниченный на X. А именно,, 
Ох^ (Ов/? (X)) | X, где f (X) — подпучок ростков функций,. 
равных 0 на X. Таким образом, для любой точки х£Х алгебра 
Ох, X=0D, x/f (X) х является аналитической локальной алгеб­
рой. Поэтому (X, Ох)—приведенное окольцованное простран­
ство над С. Заметим также, что 0D/f(X)^(Ox)D (тривиаль­
ное продолжение пучка Ох)-

2.4. Когерентные пучки модулей. В примере 2.5 мы свя­
зали с каждым аналитическим множеством X в области D 
пространства Сп некоторый пучок идеалов f (X)CI0D- Возникает 
вопрос: как охарактеризовать те пучки идеалов, которые при 
этом могут получиться? Этот вопрос тесно связан с .техническим 
вопросом о переносе на пучки модулей классического понятия 
конечно порожденного модуля. Если фиксировать точку x&D, 
то, как мы видели в п. 2.2, любой идеал алгебры 0D,XQ конечно 
порожден и поэтому определяет росток аналитического мно­
жества в точке xQ. Оказывается, что конечные системы обра­
зующих идеалов f (Х)х можно в некоторой окрестности U 
точки х0 В D выбрать согласованным (когерентным) образом, 
так что они будут ростками некоторых голоморфных функций 
fh . . . , / . в U• (при этом X[)U задается, разумеется, уравне­
ниями / ! = = . . . = / р = 0). 

Следующий простой пример показывает, что не всякий 
подпучок идеалов в OD обладает этим свойством. 

Пример 2.6. Определим подпучок идеалов УаОс, полагая 
Зх=Ъс,х1 если Jc-т̂ О, i/0-=0. Тогда в любой окрестности U 
точки 0 единственным сечением пучка Cf является нулевое сече­
ние, так что J | U не порождается своими сечениями. 

Мы введем теперь, следуя Серру [95], общее понятие коге­
рентного пучка ^-модулей на произвольном окольцованном 
пространстве (X, зФ). Заметим, что наложенное нами требова­
ние локальности алгебр s£x, хвХ, здесь не будет использовать­
ся. 

Пусть ST — пучок .^-модулей на окольцованном пространст­
ве (X, з$>) и пусть S\,..., 5рбГ(Х, &) —сечения пучка 9Г. Рас­
смотрим гомоморфизм пучков модулей <р : ^ Р - ^ , заданный 
формулой 

Р 

Его ядро КегФ =--./?(si, . . . , $р)с•--#-* называется пучком соош" 
ношений между сечениями su • - • - $ - • а образ 1тФ = 
= [s\, • • •» Spikes?—подпучком, порожденным сечениями 

25 



Пучок модулей $F называется свободным ранга р, если он 
изоморфен пучку S&P ДЛЯ некоторого /?>0, т .е . если он 
порождается сечениями sh ..., spQT(X, SF) такими, что 
R(su . . . , sp) = Q. Набор сечений sb . . . , sp называется базисом 
свободного пучка У. Пучок У называется локально свободным, 
если он свободен над некоторой окрестностью любой точки язХ. 

Пучок ЗГ называется пучком конечного типа, если каждая 
точка пространства X обладает такой окрестностью U, что пу­
чок iF\U порождается конечным числом сечений из T(U, £Г), 
т. е. существует точная последовательность пучков модулей над 
М\ U вида 

jtv\U-*&-\U~>0, 
где р зависит от U. 

В случае, когда окольцованное пространство есть (£>, 0D)> 
где D — открытое множество в О , справедливы следующие 
теоремы, доказательство которых основано на изучении анали­
тических локальных алгебр и локального строения аналитиче­
ских множеств. 

Т е о р е м а 2.5 (Картан, см. [60]). Пусть X — аналитическое 
множество в открытом множестве DaCn. Тогда пучок идеалов 
f(X)cz0D является пучком конечного типа над 0D. 

Т е о р е м а 2.6 (Ока, см. [60]). Пусть D — открытое мно­
жество в С* и sls . . . , 5-€Г (D, ОЬ) для некоторого натурального, 
q. Тогда пучок соотношений R(Si, ..., SP)CZ0D есть пучок 
^?о-модулей конечного типа. 

В [23] подпучок бо-модулей &а0Ъ был назван «когерентным», 
если ST — пучок модулей конечного типа. В этой терминологии 
теоремы Картана и Ока означают, что пучки f{X) и R(su... 
. . . , sp) когерентны. В общем случае оказывается удобным 
включить в определение когерентного пучка модулей требова­
ние конечности пучка соотношений. 

Пучок ^-модулей SF называется когерентным, если это пучок 
конечного типа и если для любых сечений sh—, spGT(U9 ST) 
над любым открытым множеством U пучок соотношений 
R(su •..» sv) е с т ь пучок конечного типа на U. Отсюда следует, 
что каждая точка пространства X обладает окрестностью [/, 
над которой существует точная последовательность пучков мо­
дулей над М | U вида 

a*\U-+a*\U^9~\ £/~И), (1) 
где р, q зависят от U. 

В частности, структурный пучок s&9 рассматриваемый как 
пучок ^-модулей, когерентен тогда и только тогда, когда для 
любых Si^r(09.^)9 где i = l , . . . , p,-U открыто в X, пучок 
i?(\sb . . , , sp) есть пучок конечного типа на U. В этом случае 
окольцованноепространство (X, М) называется когерентным, 
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Из теоремы Ока следует, что пучок 0D для открытого DczCn 

(а также и любой свободный С^-модуль) когерентен. Поскольку 
лонятие когерентности локально, когерентным будет и любое 
комплексное многообразие (X, Ох)-

Следующая теорема описывает основные свойства когерент­
ных пучков модулей. 

Т е о р е м а 2.7 (см. [60], [95]). 
1) Если в точной последовательности O - ^ S ^ ^ F ^ ^ ' - ^ Q 

пучков ^-модулей два из трех пучков ёГ\ ST, &" когерентны, 
то и третий пучок когерентен. В частности, прямая сумма ко­
нечного числа когерентных пучков есть когерентный пучок. 

2) Ядро, коядро и образ гомоморфизма одного когерентного 
пучка «s^-модулей в другой являются когерентными пучками. 

3) Тензорное произведение ^""®^8? двух когерентных пучков 
-^-модулей есть когерентный пучок. 

4) Если 3̂ ", $—когерентные пучки ^-модулей, то пучок 
2$om^(&, &) когерентен, причем Жопь^, ^ . ^ H o m ^ J ^ , &x) 
для любого х$Х. 

С л е д с т в и е 1. Если пространство (X, s&) когерентно, то 
подпучок свободного пучка j$-° когерентен тогда и только тогда, 
когда является пучком конечного типа. 

С л е д с т в и е 2. Если пространство (X, зФ) когерентно, то 
существование для пучка .^-модулей $Г точной последователь­
ности вида (1) над окрестностью любой точки из X не только 
необходимо, но и достаточно для когерентности пучка SF. 

С л е д с т в и е 3. Если пространство (X, М) когерентно й 
ЗазФ— когерентный пучок идеалов, то з£/3— когерентный 
пучок алгебр. 

С л е д с т в и е 4. Если пространство (X, М) когерентно и 
^ — когерентный пучок ^-модулей, то идеалы Зх = Агт&~х<=-
czsSx составляют когерентный пучок идеалов 3 = Агт£Га<$4-. 

2.5, Аналитические пространства (см. [55], [60]). В приве­
денном случае комплексное аналитическое пространство — это 
окольцованное пространство над С, локально изоморфное про­
странству вида {X, Ох) из примера 2.5 (см. п. 2.3). Поскольку 
мы хотим охватить и иеприведенный случай, определим снача­
ла неприведенную структуру на аналитическом множестве. 

Пусть DczCn — открытое множество и пусть 3— пучок 
идеалов в 0D. Тогда определено подмножество V(3)aD — 
множество нулей пучка идеалов 3. Его можно определить как 
множество таких хЪХ, что ф(х)=0 для всех функций ср, ростки 
которых входят в 3, или, что равносильно, с помощью формулы 

V (3) = {xZD | ЗхФОп, х} = supp (0D/3). 
Если пучок идеалов 3 когерентен (или, что то же, является 
пучком конечного типа), то, очевидно, V{3)—аналитическое 
множество. Любое аналитическое множество X в D получается 
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таким образом, поскольку X является множеством нулей пучка 
идеалов f{X), когерентного в силу теоремы Картана. При этом 
Одно и то же X может быть множеством нулей различных ко­
герентных пучков идеалов, например, пучков f(X)m для любых 
натуральных т. 

Если X=V (3) — множество нулей когерентного пучка идеалов 
УаОо, то фиксируем на X пучок алгебр & = (0о1'У)\Х!. Тогда 
(X, ^ — окольцованное пространство. Такие пространства, соот­
ветствующие различным когерентным пучкам идеалов J c ^ W 
называются аналитическими подпространствами в D. 
В силу аналитической теоремы Гильберта о нулях (см. п. 2.2) 
пучок rad У = [ J r a d ^ - совпадает с ? (X), так что редукцией 

пространства (X, $$>) является пространство (X, Ох) из приме­
ра 2.5. В частности, пространство (X, Щ приведено тогда и 
только тогда, когда 3f = f(X). Из следствия 3 теоремы 2.7 
вытекает, что пространство (X, s&) когерентно. 

Теперь мы в состоянии дать общее определение комплексно­
го пространства. 

Комплексным аналитическим пространствам (или просто 
кдмплексным пространством) называется хаусдорфово околь­
цованное пространство (X, 0Х) над С, каждая точка которого 
Обладает такой окрестностью -7, что открытое подпространство* 
(U,.0x\U) изоморфно аналитическому подпространству откры­
того множества в О . Морфизмы аналитических пространств 
называютея также голоморфными отображениями, 

Очевидно, комплексные пространства и их голоморфные 
отображения составляют категорию. 

В обозначении комплексного пространства мы иногда для 
краткости будем опускать структурный пучок, т. е. писать X 
вместо (J, (Ух)- Будет опускаться также алгебраическая ком­
понента в обозначении морфизма. 

Сечения структурного пучка 0Х комплексного пространства 
X находятся в естественном соответствии с голоморфными ото­
бражениями J->C; мы будем называть их голоморфными функ­
циями на X. Как мы видели в п. 2.3, каждое сечение /бГ (X, (Ух) 
определяет настоящую функцию Х-э-С, которую мы будем обо­
значать той же буквой jf, но которая, однако, не определяет 
сечения f полностью. 

Как следует из определения, при локальном изучении комп­
лексное пространство можно заменить аналитическим подпро­
странством открытого множества в О ; это так называемая ло­
кальная модель комплексного пространства. Локальный изо­
морфизм кОмплексного пространства X на его локальную 
модель называют локальной картой, а набор локальных карт, 
покрывающий все X, — аналитическим атласом. 

Точка хвХ называется гладкой (или неособой, или простой) 
точкой комплексного пространства, если в окрестности точки х 
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пространство допускает локальную модель вида (D, OD), где 
D открыто в О . В противном случае точка х называется осо­
бой. Комплексное пространство, все точки которого гладки 
(с одним и тем же п в локальных моделях), — это комплексное 
многообразие. 

Точка хвХ называется приведенной точкой комплексного 
пространства X, если алгебра Ох, % приведена или, что равно­
сильно, если в окрестности точки х существует приведенная ло­
кальная модель (например, гладкая точка всегда приведена). 
На приведенном комплексном пространстве (X, 0Х) сечения 
пучка Ох над открытым множеством UczX отождествляются с 
соответствующими функциями на U, которые в локальных мо­
делях изображаются голоморфными функциями на аналитиче­
ских множествах (см. пример 2.5). В общем же случае редук­
ция (X, red Ох) пространства (X, Ох) является приведенным 
комплексным пространством, а нильрадикал п структурного 
пучка состоит из ростков всех сечений, определяющих нулевые 
функции на X. 

Любое комплексное пространство X когерентно. Пучки 
С^-модулей на X обычно называются аналитическими пучками. 

Каждое комплексное пространство X локально компактно 
и локально линейно связно. Обычно предполагают дополни­
тельно, что X имеет счетную базу открытых множеств. Комп­
лексное пространство со счетной базой всегда метризуемо 
(в частности, паракомпактно) и является объединением счетно­
го числа компактов. 

Пусть X — комплексное пространство. Множество YaX на­
зывается аналитическим, если в окрестности любой точки про­
странства X множество У определяется системой уравнений 
вида f i = . . . = f p = 0, где f{ — голоморфные функции в этой 
окрестности. Аналитическое множество всегда замкнуто в X. 
Любой когерентный пучок идеалов УаОх определяет аналити­
ческое множество Y=V(y) =$ирр(Ох/&) и окольцованное про­
странство (У, Оу), где (7у= [Ох/У) \У- Последнее, как легко 
видеть, снова является комплексным пространством; оно на­
зывается аналитическим подпространством пространства X. 
Вложение i: Y-^X и естественный гомоморфизм t* :Ox\ Y-*0r 
определяют голоморфное отображение (£, i#) : (У, 0Г)-*-

Приведем некоторые примеры аналитических множеств и 
подпространств. Редукция (X, redOx) есть аналитическое под­
пространство, соответствующее когерентному подпучку nczOx-
Носитель supp3*~ любого когерентного аналитического пучка 
модулей SF на X является аналитическим множеством. В част­
ности, множество неприведенных точек—аналитическое мно­
жество в X. Аналитическим является и множество SingX всех 
особых точек, причем если X приведено, то SingX нигде не 
плотно в X. В частности, .Xreg-=X\SmgX открыто в X. Связные 
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компоненты открытого подпространства (XTeg, 0х\Хтеё) являют­
ся комплексными многообразиями. 

П р и м е р 2.7. Пусть F= (/, f # ) : X-+Y — голоморфное ото­
бражение комплексных пространств. Если z/gF, то множество 
Ху =-- jf-i (у) называется слоем отображения f над точкой у. 
Предположим, что ХуФ0, и введем на Ху естественную струк­
туру аналитического подпространства в X. Обозначим через-
т(у) пучок идеалов f ({у})а0у\ имеем m{y)z = 0Y,z для г=£у, 
яг (г/)у = /гау—наибольший идеал алгебры (Уг,у. Тогда пучок 
идеалов тс:0х, порожденный подпучком f*(f*m(y)), когерен-
тен и Xy — s\ip$(0x/rn), так что /тг определяет на Ху структуру 
аналитического подпространства (ХТ (0х/т)\Ху). 

Пусть У—аналитическое подпространство в ! и пусть 5Г —• 
аналитический пучок на У. Тогда Ф~ обладает естественной 
структурой пучка модулей над 0X\Y. Поэтому Ух можно рас­
сматривать как аналитический пучок на X. 
• Т е о р е м а 2.8. Если ST — когерентный аналитический пу­
чок на аналитическом подпространстве YaX, то $ГХ — когерент­
ный аналитический пучок на X. 

Размерностью комплексного пространства X в точке 
хвХ называется размерность редукции соответствующей локаль­
ной модели в точке, отвечающей х; эта размерность обозначается 
через din\rJ\T. Размерностью пространства X называется 
dimX== supdinijcX (это неотрицательное целое число или со). 

х£Х 
Если У—аналитическое подпространство в X, то dimyy<dimy-X' 
для всех j/бУ, причем стрсгое неравенство для всех г/б У м^ет 
место тогда и только тогда, когда У нигде не плотно в X, Ана­
литическое подпространство У с .AT называется гиперповерхностью, 
если dimyy = dirny X— 1 для всех у&. 

Касательным пространством в точке xfj{ к комплексному 
пространству X называется пространство Т (X)x = Dei (0х,х, С) 
всех дифференцирований алгебры 0х,х в С, т. е. линейных 
отображений х:0х,х->С, удовлетворяющих условию т(фг^) = 
= Ф(л')т(г[з) + 'ф(^)т(ф). Пространство Т (Х)*х называется кока-
сателъним пространством в точке х. Каждому элементу 
$£Ох,х отвечает его дифференциал dW£T (Х)*х, заданный фор­
мулой 

(^ф)(т)-=т(Ф) -."(тег (ад . 
Соответствие Ф ^ ф определяет изоморфизм 

тх/т1^Т(ХЪ, 
где шх~-наибольший идеал локальной алгебры 0х,х* Число» 

em &шхХ~&т\Т(Х)х 
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совпадает с минимальным числом образующих идеала тх, а 
также с наименьшим из таких чисел п, что X в окрестности 
точки х обладает локальной моделью, являющейся аналитиче­
ским подпространством области в О ; его называют касательной: 
размерностью или размерностью вложения в точке х. Имеем 

dimxZ^em dim^X, 
причем равенство справедливо тогда и только тогда, когда; 
х — гладкая точка. Определяется также число 

em dimX== sup em dimx X. 

Комплексное пространство Х называется неприводимым в 
точке х£Х, если 0х,х— область целостности. Это значит, что АГ 

обладает в окрестности точки х приведенной локальной мо­
делью, неприводимой в соответствующей точке. Имеется также 
соответствующее глобальное понятие: комплексное пространст­
во X называется неприводимым, если оно не разлагается в объ­
единение двух аналитических множеств, не совпадающих с X. 
Если X неприводимо, то X связно и имеет однородную размер­
ность, т. е. dimxZ не зависит от х<ьХ. Произвольное комплекс­
ное пространство X со счетной базой разлагается в несократи­
мое объединение счетного локально конечного семейства не­
пустых неприводимых аналитических множеств Х{. Множества 
Xt определены однозначно и называются неприводимыми ком­
понентами (или неприводимыми ветвями) пространства X. 

2.6. Нормальные пространства (см. [55], [60], [82]). Об­
ласть целостности А называется нормальной, если она цело-
замкнута в своем поле частных М, т. е. если каждый элемент 
поля М, являющийся корнем многочлена над А со старшим ко­
эффициентом 1, принадлежит А. Точка х комплексного прост­
ранства X называется нормальной, если алгебра 0х,х нормаль­
на. Пространство X называется нормальным, если все его точки 
нормальны. В любой нормальной точке комплексное простран­
ство по определению приведено и неприводимо. Любая гладкая 
точка нормальна. 

Пример 2.8. Пусть X — аналитическое множество в С2, 
заданное уравнением z\—z\=0 {полукубическая парабола) 
и снабженное естественной структурой приведенного комплексного 
пространства (см. пример 2.5). Элемент Ф = — поля частных 
кольца (Ух,о удовлетворяет уравнению <$2=^ги но не лежит в <Ух,о-
Поэтому X не нормально в точке 0. Во всех остальных точках 
X нормально. 

Множество N(X)czS'mg X ненормальных точек комплексно­
го пространства X является аналитическим. В любой нормаль­
ной точке x£X\N(X) имеем 

dimxSing X-^dimxX—2. 
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В частности, если dim*X=-l во всех точках хЪХ и X нормально, 
то X — одномерное комплексное многообразие. 

Важнейшим свойством нормальных пространств являются 
следующие два утверждения, называемые теоремами Римана об 
устранимых особенностях. 

Т е о р е м а 2.9. Пусть А — аналитическое множество в нор­
мальном комплексном пространстве X. 

1) Если dim:cA<dimxX в любой точке х£А, то любая голо-
.морфная функция на Х\А, ограниченная в окрестности любой 
точки из А, продолжается до голоморфной функции на X. 

2) Если dim*A<dim*X—2 в любой точке х£А, то любая го­
ломорфная функция на Х\А продолжается до голоморфной 
-функции на X. 

Заметим также, что если X приведено и если потребовать 
выполнения условия 1) для функций в любых открытых мно­
жествах пространства X, то X будет нормальным. 

Нормализацией приведенного комплексного пространства X 
называется голоморфное отображение f:X~+X, обладающее 
следующими свойствами: а) X—нормальное комплексное прост­
ранство; в) / : Х \ f-1 (N (X))->X\N(X)~-изоморфизм открытых 
подпространств; с) / сюръективно, собственно и f"l{x) конечно 
для любого хвХ. 

Теорема 2.10 (см. [56], [82]). Для любого приведенного 
пространства X существует нормализация /:Х-+Х. Если /г: 
Хг-*Х—другая нормализация того же пространства, то суще­

ствует такой изоморфизм g:X-*Xb что f = fxog. 
Например, нормализацией пространства X из примера 2.8 

служит отображение / : С-+Х, заданное формулой 
f(t) = (t\t*). 

.Это биективное голоморфное отображение, не являющееся, од­
нако, изоморфизмом комплексных пространств. 

2.7. Конструкции комплексных пространств. 
а) Склеивание' Пусть задано семейство окольцованных прост­

ранств (Xh s&i) (iQl) над полем £, причем для любой пары 
i, / g / , 1Ф], выделены открытые множества X^aXi и ХдаХ; 
и заданы изоморфизмы Ftj = (fip ff.y.(XJh s^j\Xji)^ 
~> (Xtp s&i | XtJ). Предположим, что выполнены следующие 
условия: 

1) Fji^FTj1 для любых /, / 6 / , 1-7-=/. 
2) Для любых различных i, / , k&I, таких, что Xtj П Xik Ф 0 , 

имеем /ч(ХпГ\Х]к) = ХиГ[Х^ и F^F^F^ на Xkjf)Xkl. 
В этом случае нетрудно доказать, что существует единственное 
с трчностью до изоморфизма окольцованное пространство (.AT, <&) 
над &, обладающее следующим свойством: имеются открытое 
покрытие (Ui)i£i пространства X и изоморфизмы Gi = (gu g®.): 
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(Uh &\Ut)-+(Xt, Щ, такие, что ^{U^U^X^ и <?,= 
=рцоО!;. на U if] U j для любых таких i*£j\ что U^U^Q. 
Мы говорим, что пространство (X, $$>) получается из семейства 
пространств (Xt s&t) путем склеивания при помощи изоморфиз­
мов Fij. 

Ясно, что при склеивании комплексных пространств полу­
чается снова комплексное пространство. Из определения комп­
лексного пространства видно, что оно всегда получается скле­
иванием из аналитических подпространств открытых множеств 
в С\ 

b) Прямое произведение. Пусть сначала X и У—аналити­
ческие множества в открытых множествах UczCn, VczCm соот­
ветственно, JczOu и /а(Уу — когерентные пучки идеалов, мно­
жествами нулей которых являются X и У. Определим прямое 
произведение соответствующих аналитических подпространств 
{X,(Cv/3f) \Х) и (У, Ovlf) | У) как аналитическое подпростран­
ство в UxVczCn+m, соответствующее пучку идеалов ЖаОихУ1 
порожденному пучками 2f и f. Очевидно, Ж когерентен и мно­
жество его нулей совпадает с ХхУ. 

Пусть теперь X и У—комплексные пространства. Выберем 
такие открытые покрытия Х= lj Ua и Y= (J Vp, что открытые 

подпространства Ua и V$ изоморфны аналитическим подпростран­
ствам в открытых множествах пространств Сг. Используя приве­
денную выше конструкцию прямого произведения таких под­
пространств, мы можем снабдить каждое множество и^УУ^а 
czXxY некоторым пучком алгебр. Полученные комплексные 
пространства естественно склеиваются и определяют комплексное 
пространство (XX У* ^.Xxr), которое называется прямым произ­
ведением исходных комплексных пространств. 

Естественным образом определяются морфизмы проектиро­
вания Hi : XxY-^X и Пг-ХхУ-^У. Если Z — третье комплекс­
ное пространство и F : Z-^X, G : Z-+-Y — голоморфные отобра­
жения, то существует такое голоморфное отображение Я = 
= FXG :Z-*XxY, что rii° H = F, П2о # = G; любое голоморф­
ное отображение Н : Z-^XxY представимо в виде Н = 
= ( П 1 0 # ) Х ( П 2 о Я ) . 

c) Факторизация. Пусть X — приведенное комплексное про­
странство, R — отношение эквивалентности на X, X/R — фак-
торпространство по отношению R, снабженное фактортополо-
гией, р : X-+X/R — естественное отображение. Рассмотрим на 
X/R предпуч.ок, сопоставляющий каждому открытому множе­
ству UczX/R алгебру Fn всех таких (непрерывных) функций 
<р: £/->-С, что <ро р голоморфна в p"l(U)czX. Соответствующий 
пучок алгебр 6XIR превращает X/R в приведенное окольцован­
ное пространство. Следующий пример показывает, что про­
странство (X/R} OxIR) не обязано быть аналитическим. 
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П р и м е р 2.9. Пусть Х=С2 и пусть отношение R определен­
но отображением h : Х->С2, заданным формулой: 

h{zu z2) = (zh zxz2). 
Легко видеть, что XfR не является локально компактным BS 
точке р(0) и потому не может быть снабжено структурой ана­
литического пространства. 

Однако существуют широкие классы отношений эквивалент­
ности, приводящих к аналитическим факторпространствам» 
Сформулируем результаты такого рода, принадлежащие Кар-
тану [27]. Отношение эквивалентности R называется собствен­
ным, если насыщение любого компакта в X относительно R 
компактно или, что равносильно, если X/R — локально ком­
пактное пространство и р — собственное отображение. 

Т е о р е м а 2.11. Пусть R собственно. Окольцованное* 
пространство (X/R, OxIR) является аналитическим тогда и: 
только тогда, когда любая точка из X/R обладает такой окрест­
ностью U, что функции из T(U, 0xfR) разделяют в U точки*, 
т. е. для любых различных у и yi^-U найдется такая фбГ(/7,. 
OxIR), что Ф Ы = Й Ф ( Й ) . 

Остановимся на двух частных случаях. Пусть f — собствен­
ное голоморфное отображение пространства X в приведенное 
комплексное пространство У и пусть R — отношение эквива­
лентности, определенное отображением f. Тогда XfR — комп­
лексное пространство. Заметим, что в рассматриваемой ситуа­
ции f(X)—аналитическое множество в У [93]. Естественное 
биективное отображение XfR-*-f{X) голоморфно, а если f(X$ 
нормально, то оно является изоморфизмом. 

Другой частный случай: R определяется некоторой группой 
G автоморфизмов пространства X, обладающей следующим 
свойством сильной разрывности: для любого компакта КаХ 
существует лишь конечное число элементов g£G таких, что 
g(K)[\K¥=0. В этом случае X/R — комплексное пространство. 

Заметим также, что в ![51] охарактеризованы отношения 
эквивалентности R в нормальном комплексном пространстве X 
такие, что X/R — комплексное пространство, в предположении^ 
что R — аналитическое множество в ХхХ. 

2.8. Голоморфные расслоения. Пусть , Q=(q, q*): E-+X — 
сюръективное голоморфное отображение комплексных прост­
ранств. Предположим, что Q локально тривиально в следую­
щем смысле: существует такое комплексное пространство F, что 
для некоторой окрестности U любой точки пространства X от­
крытое подпространство q~l(U) пространства Е изоморфно пря­
мому произведению UXF, причем отображение Q переходит 
при этом изоморфизме в проектирование II i : UxF^-U. В этом 
случае говорят, что Е — пространство голоморфного расслое­
ния с базой Г и типичным слоем F. Любой слой Ex=q~~x(x) 
(хвХ) расслоения Е (т. е. отображения Q, см. пример 2.7) изо­
морфен пространству F. 
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Назовем голоморфным сечением расслоения Е любое голо1-
морфное отображение S : Х-^Е такое, что QoS=.id. СОПОСТЯЕР 
ляя каждому открытому UaX множество всех сечений рассло­
ения Q:q"l(U)-^U и используя отображения ограничения, мы 
получим предпучок сечений расслоения Е, приводящий к пучку 
<§ ростков голоморфных сечений расслоения .£, который'являет­
ся пучком множеств на X. В случае, когда E=XxF— прямое 
произведение и Q = Пь сечения отождествляются с голоморф­
ными отображениями X-+-F, так что & есть пучок ростков го­
ломорфных отображений Х-KF. 

Фиксируем открытое покрытие (f/O/g/ пространства X таю 
что над каждым U\ выполнено условие тривиальности, и положим 
Ei = g^(Ui). Тогда для каждого i£l существует изоморфизм 
OiiEi-^UiXF такой, что Q=Il1oQ£ на Et. Если.*, JQl и Ut П 
П Uj =7- 0 , то определен изоморфизм Ftj = Ф^офт1

: (jj. p ц^ xF-* 
^(UiftU))XF такой, что 

n1cJpiy = II1. (2) 
Ясно, что Fa удовлетворяют условиям 1), 2) из пункта а), при­
чем в нашем случае Х{=и{ХЕ, Х{] = ХИ= (Ui[}Uj) XF. Прост­
ранство Е, очевидно, получается склеиванием пространств UiX 
XF с помощью изоморфизмов Fa. Обратно, если заданы авто­
морфизмы F{j пространств (U^Uj) X-F, удовлетворяющие усло­
виям 1), 2) из пункта а) и условию (2), то, склеивая с по­
мощью Fi5 пространства UiXF, мы получим пространство голо­
морфного расслоения с базой X и типичным слоем i7. 

Рассмотрим теперь случай, когда F = Cr со стандартной 
(приведенной) структурой. Пусть GL r(C)—группа всех невы­
рожденных комплексных матриц порядка г и пусть \х : GLr(C) X 
X Сг->-Сг" — умножение матрицы на вектор-столбец. Предполо­
жим, что для любых i, /, 1Ф\ таких, что и^и5Ф0, задано 
голоморфное отображение giS: L^H^r^GL r(C), удовлетворяют 
щее условиям: 

1) 8ч{х)=ёа(х)-1 (xeU([\U,); 
(з); 

2) giAx)g»(x)=gik(x) (x-et/,-nc/3-n )̂-
Определим автоморфизм Fi5 пространства (t/.nU,) ХСГ как 
композицию голоморфных отображений , 

(£/, п Uj) X V ——•(*/, П CIj) X GLr (C) X С'——Г(сА П £/,) X <X 
Тогда Fij удовлетворяют условиям 1) и 2) пункта а) и усло­
вию (2). Таким образом, определено голоморфное расслоение 
Q : Е-+Х с типичным слоем Сг. 

Расслоение, построенное описанным выше способом, назы­
вается векторным голоморфным расслоением ранга г над X. 
Поскольку автоморфизм F{j линеен на каждом слое {х}хС\ в 
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каждом слое Ех расслоения Е корректно определена структура 
r-мерного векторного пространства над С. Если Q': Е'-^Х — 
другое векторное расслоение над X, то гомоморфизмом рассло­
ения Е в расслоение Е' называется голоморфное отображение 
Н:Е-*Е\ удовлетворяющее условию Q'oH=Q и линейное на 
слолх. Гомоморфизм Н называется изоморфизмом, если для 
него существует обратный гомоморфизм. Условия существова­
ния изоморфизма двух векторных расслоений мы обсудим в 
п. 3.7 (см. пример 3.4). 

Пучок Щ голоморфных сечений векторного расслоения Е 
является пучком векторных пространств. Более того, $—анали­
тический пучок. В случае, когда Е = ХхСг и Q = n b пучок % 
совпадает с 0х> т. е. является свободным аналитическим пучком 
ранга г. В обш̂ ем случае пучок #, как пучок модулей над Ох, 
локально свободен, так как локально изоморфен пучку Ох. Не­
трудно доказать, что любой локально свободный (точнее, локаль­
но изоморфный Ох) аналитический пучок на комплексном про­
странстве X есть пучок ростков сечений некоторого векторного 
расслоения ранга г над X, определенного однозначно с точ­
ностью до изоморфизма. Заметим, что локально свободные 
аналитические пучки когерентны. 

Приведенную выше конструкцию векторных расслоений 
можно обобщить следующим образом. Вместо пространства Сг 

возьмем в качестве типичного слоя произвольное комплексное 
пространство F, вместо группы GLr(С)—произвольную комп­
лексную группу Ли G, в качестве jx рассмотрим произвольное 
голоморфное действие группы G на F. Любая система голо­
морфных отображений 'guiU^U^Q, удовлетворяющая усло­

виям (3), определяет голоморфное расслоение с базой X и ти­
пичным слоем F. Такие расслоения называются голоморфными 
.расслоениями со структурной группой G. Отметим случай глав­
ных расслоений со структурной группой G — это расслоения со 
слоем F = G, на котором G действует левыми сдвигами. 

2Ж Мероморфные функции и дивизоры. Определим меро-
морфные функции на произвольном комплексном пространстве 
(для областей в С" это было сделано в п. 1.4). Поскольку стеб­
ли структурного пучка и алгебры его сечений могут содержать 
делители нуля, нам потребуется алгебраическая конструкция, 
обобщающая обычную конструкцию поля частных. 

Пусть А — ассоциативное коммутативное кольцо с единице 
1 ф 0.» Обозначим через Т множество всех неделителей нуля в А 
т. е. таких абА, что из ах=-0 для некоторого хбА следует 
х = 0. Очевидно, Т — подполугруппа в мультипликативной полу­
группе кольца А, 1б7\ Пусть S—произвольная подполугруппа 
в Г, содержащая 1. Тогда можно определить кольцо As, со­
стоящее ш «дробей» вида j , где agA, bfrS, которые отождест-
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вляются между собой по обычному правилу: |--=-—-, если abr=* 
= ba\ Кольцо As называется кольцом частных (или локали­
зацией) кольца А относительно S. При 5 = Т получаем полное 
кольцо частных AT- Отображение а •-*• ™ определяет вложение 
A->AS. 

Пусть X—комплексное пространство. Для х&Х обозначим 
через Тх множество всех неделителей нуля в С?х9х* 
Рассмотрим на X предпучок, сопоставляющий каждому открытому 
UaX алгебру Mu = ?(U,Ox)sw где Su={seT(U, ax)\sxQTx 
для всех xQU}. Соответствующий пучок Ж на X называется 
пучком ростков мероморфных функций, а его сечения — 
мероморфными функциями. Для любой точки х£Х имеем 
Жх=(0х,х)Тх- Пучок Ж содержит Ох в качестве подпучка 
групп по сложению. Поэтому Ж — аналитический, хотя и не 
когерентный пучок. Всякий аналитический подпучок конечного 
типа в Ж когерентен. Аналитический пучок Ж 10х называется 
яучком главных частей. 1-я (или аддитивная) проблема 
Кузена на пространстве X—-это задача о подъеме сечений для 
естественного гомоморфизма пучков Ж-+Ж/0Х-

Обозначим через 0*хаЖ* подпучки групп по умножению 
в Ж, состоящие из обратимых элементов пучков Ох и Ж соот­
ветственно. 2-я (или мультипликативная) проблема Кузена 
на X — это задача о подъеме сечений для естественного гомо­
морфизма пучков групп Ж* ~+Ж* 10"х-

Проблемой Пуанкаре на пространстве X называется еле" 
дующий вопрос: всякая ли мероморфная функция АбГ (Xt М) 
представима в виде h = -~, где /£Г(Х, (Ух) и g&Sx? Иначе 
говоря, является ли естественное отображение Мх->Г (X, Ж) 
сюръективным? Эта проблема тесно связана со 2-й проблемой 
Кузена. В частности, справедливо следующее утверждение 
(см. [55], гл. V). 

Т е о р е м а 2.12. Пусть X—комплексное многообразие, на 
котором всегда разрешима 2-я проблема Кузена. Тогда на X 
разрешима и проблема Пуанкаре, причем в следующем сильном 
смысле: каждая мероморфная функция h на X представима 
в виде А==-~г, где / , g—голоморфные функции, причем в любой 
точке х£Х ростки /Х1 gx взаимно просты в факториальной 
алгебре Сха и g^-т-О-

Пучок <Ю^Ж*/0х называется пучком ростков дивизоров 
на комплексном пространстве X, а его сечения — дивизорами 
на X. В группе дивизоров Г(Х, 3)) обычно употребляется адди­
тивная запись. Каждая обратимая мероморфная фу*-шция опре-
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