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н а ч а л ь н ы е условия 

№ , ш (*) , (к) (*) r ,м (*) , (к) 

(к) (к) (31) 

(*), w ( l эй. (к) (*) (*) > aw, 
U\t=t0 = uo(i), -^-|t=«o =v0(ar'). W|t=to =wo(s), |t=*0 = e o(̂  ), 

r = riur 2 , Е = Г х [-Л,Л], / = 1,2, x ' € 5 U T . 
З д е с ь в в е д е н ы следующие о б о з н а ч е н и я : 

2А; + 1 } I 71 ,2 » Л , я , ш 2fc + 1 ? r T Z ч2 _ , « Л , л 
^ = / ^ - ( E - x 3 b ) 2 - s f Q f c d x 3 , h<*> = ^ ± 1 / ^ s . ( E - x 3 b ) 2 - s h Q f c ^ 

—/l —/l 

(*) 2A; + 1 } Л ^ о (*) 2k + 1 } Л ^ J 3 

2Л 
- Л 

г д е s — е д и н и ч н ы й в е к т о р к а с а т е л ь н о й . Следовательно , получили б е с к о н е ч н у ю с и с т е м у у р а в н е н и й (29) с 
с о о т в е т с т в у ю щ и м и г р а н и ч н ы м и и н а ч а л ь н ы м и условиями (31). Ч т о б ы з а м к н у т ь с и с т е м у , к ней следует 
д о б а в и т ь о п р е д е л я ю щ и е с о о т н о ш е н и я в м о м е н т а х с о о т в е т с т в у ю щ и х величин , к о т о р ы е не вошли в э т у 
с т а т ь ю . 

Р а б о т а в ы п о л н е н а п р и ф и н а н с о в о й п о д д е р ж к е Р Ф Ф И ( г р а н т № 05-01 -00397-а ) . 
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ДВА АНАЛИТИЧЕСКИХ РЕШЕНИЯ ДЛЯ УСТАНОВКИ 
СЛОЖНОГО Н А Г Р У Ж Е Н И Я 

Б. В. Куксенко 

В Новосибирске р а б о т а е т описанная в к н и г е [1] э к с п е р и м е н т а л ь н а я у с т а н о в к а с л о ж н о г о 1 н а г р у ж е -
ния , к о т о р а я с п о м о щ ь ю в р а щ а ю щ е г о с я ж е с т к о г о шаблона и з м е н я е т ф о р м у о б л а с т и , з а п о л н е н н о й ис­
п ы т у е м о й средой . О т р е з о к т о н к о с т е н н о й т р у б ы , к о т о р ы й легко и з м е н я е т ф о р м у п о п е р е ч н о г о сечения , 
но п р и д е ф о р м и р о в а н и и с о х р а н я е т ц и л и н д р и ч н о с т ь (параллельность своих о б р а з у ю щ и х ) , о б р а з у е т обе­
ч а й к у . Ф о р м у э л л и п т и ч е с к о г о ц и л и н д р а ей п р и д а е т ж е с т к и й шаблон в ф о р м е эллипса , н а д е т ы й с н а р у ж и . 

1 Сложного в том смысле, что в каждой материальной частице в любой момент процесса нагружения главные направления 
тензора деформации в среде не остаются неизменными, а поворачиваются. 
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Шаблон о б ж и м а е т о б е ч а й к у , но м о ж е т с к о л ь з и т ь по ней, к о г д а е го п о в о р а ч и в а е т в н е ш н и й п р и в о д . Обе­
ч а й к а п р и э т о м д е ф о р м и р у е т с я , о с т а в а я с ь н а м е с т е , поскольку у д е р ж и в а е т с я о т п р о в о р а ч и в а н и я вслед 
з а шаблоном с п о м о щ ь ю г и б к и х р а с т я ж е к . С р е д а з а п о л н я е т в н у т р е н н о с т ь э л л и п т и ч е с к о г о ц и л и н д р а обе­
ч а й к и . К о г д а п о в о р а ч и в а е т с я шаблон, в м е с т е с н и м п о в о р а ч и в а е т с я ф о р м а г р а н и ц ы с р е д ы , а с а м а с р е д а 
в о б е ч а й к е л и ш ь п е р е м и н а е т с я , п о д в е р г а я с ь сложному н а г р у ж е н и ю . Д л я к р а т к о с т и у с т а н о в к у н а з ы в а ю т 
" в е р т у ш к о й " . 

В н а ч а л ь н о м с о с т о я н и и р а з л и ч н о о к р а ш е н н ы й м а т е р и а л р а з д е л я е т с я плоской г р а н и ц е й , п р о х о д я щ е й 
ч е р е з ось в р а щ е н и я шаблона . Н а л и ч и е н е о б р а т и м ы х д е ф о р м а ц и й п р и в о д и т к и с к р и в л е н и ю г р а н и ц ы , и 
ч е р е з несколько циклов н а г р у ж е н и я о б р а з у ю т с я х а р а к т е р н ы е с п и р а л е в и д н ы е о р н а м е н т ы . В о т д е л ь н ы х 
случаях в о к р е с т н о с т и ц е н т р а эллипса н а б л ю д а е т с я явление сильного п е р е м е ш и в а н и я с и с ч е з н о в е н и е м 
г р а н и ц ы м е ж д у р а з л и ч н о о к р а ш е н н ы м и о б л а с т я м и , и з о б р а ж е н и е р е з у л ь т а т а т а к о г о э к с п е р и м е н т а по­
мещено н а обложку к н и г и [2]. О б с у ж д е н и е п р и ч и н появления "серого п я т н а " з а с л у ж и в а е т о т д е л ь н о й 
п у б л и к а ц и и . В п р е д л а г а е м о й с т а т ь е п р и в е д е н ы д в а а н а л и т и ч е с к и х р е ш е н и я , в н е к о т о р ы х п р и б л и ж е ­
н и я х в о с п р о и з в о д я щ и е т р а е к т о р и и и н д и в и д у а л ь н ы х ч а с т и ц в н у т р и п л а с т и ч е с к о г о т е ч е н и я в в е р т у ш к е 
п р и р а з н ы х г р а н и ч н ы х условиях н а обечайке . Р е ш е н и я п о с т р о е н ы к и н е м а т и ч е с к и в п р е д п о л о ж е н и и , ч т о 
м а с с о в ы е силы о т с у т с т в у ю т , а и н е р ц и я п р е н е б р е ж и м о мала . 

1. О б о з н а ч е н и я , с и с т е м ы к о о р д и н а т . П р и м е м предположение о т о м , ч т о и с п ы т у е м ы й м а т е р и а л 
п о с т о я н н о н а х о д и т с я в условиях плоской д е ф о р м а ц и и . П у с т ь у д в и ж у щ е й с я с р е д ы с д в и г и не с в я з а н ы с 
о б ъ е м н о й д е ф о р м а ц и е й . В т а к о м случае г о р и з о н т а л ь н ы е ( п е р п е н д и к у л я р н ы е оси в р а щ е н и я ) п л о щ а д к и 
во всем о б ъ е м е м о г у т б ы т ь г л а в н ы м и 2 п л о щ а д к а м и т е н з о р а н а п р я ж е н и й . 

Д л я п р е д с т а в л е н и я т р а е к т о р и й ч а с т и ц р а с с м о т р и м л а б о р а т о р н у ю с и с т е м у о т с ч е т а , в к о т о р о й введем 
в комплексной ф о р м е к о о р д и н а т ы z = х + yi и с к о р о с т и vz = vx + vyi. В плоскости , с в я з а н н о й с 
шаблоном, введем в с п о м о г а т е л ь н у ю с и с т е м у к о о р д и н а т £ = £ + 77 г. П о с к о л ь к у и м е н н о шаблон в ы н у ж д а е т 
в среде д в и ж е н и е (и с к о р о с т и д е ф о р м а ц и и ) , поле о т н о с и т е л ь н ы х с к о р о с т е й = и + vi п р е д п о л а г а е т с я 
с т а ц и о н а р н ы м . К о о р д и н а т ы ( и z с в я з а н ы з а к о н о м п е р е с ч е т а 

в к о т о р о м у ч а с т в у е т угол п о в о р о т а шаблона (р. Поле с к о р о с т е й , к а к и всякое в е к т о р н о е поле, п е р е с ч и -
т ы в а е т с я в с о о т в е т с т в и и с т е м ж е с а м ы м законом: 

Поскольку э ф ф е к т ы , с в я з а н н ы е с у с к о р е н и я м и , не у ч и т ы в а ю т с я , в к а ч е с т в е и з м е р и т е л я в р е м е н и 
у д о б н о у п о т р е б л я т ь м о д у л ь у г л а у?, о т с ч и т ы в а е м ы й о т н а ч а л ь н о г о положения к а ж д о й ф а з ы м о н о т о н н о г о 
н а г р у ж е н и я . Если в р а щ е н и е о с у щ е с т в л я е т с я т о л ь к о в одну с т о р о н у , т о угол п о в о р о т а <р о к а з ы в а е т с я 
е с т е с т в е н н ы м в р е м е н е м процесса , по к о т о р о м у м о ж н о д и ф ф е р е н ц и р о в а т ь , вводя условные с к о р о с т и . 
Угловая с к о р о с т ь в р а щ е н и я шаблона п р и э т о м о к а з ы в а е т с я р а в н о й единице : dip/dip = 1. 

2. С к о р о с т и т о ч е к о б е ч а й к и . К а н о н и ч е с к о е у р а в н е н и е эллипса в с и с т е м е к о о р д и н а т (£,ту) 

общей ф о р м ы к а к шаблона , т а к и о б е ч а й к и . В л а б о р а т о р н о й системе о т с ч е т а д в и ж е н и е шаблона и обе­
ч а й к и р а в н о м е р н о и п е р и о д и ч н о (период 2тт — в р е м я одного о б о р о т а ) . О д н а к о с к о р о с т и т о ч е к э т и х 
двух о б ъ е к т о в р а з л и ч н ы , поскольку шаблон о б о р о т з а о б о р о т о м в р а щ а е т с я к а к ж е с т к о е тело , а обе­
ч а й к а по о т н о ш е н и ю к нему п р о с к а л ь з ы в а е т , о с т а в а я с ь н а м е с т е . С к о р о с т ь к а ж д о й т о ч к и шаблона с 
к о о р д и н а т а м и (£,77) я в л я е т с я в е к т о р о м 

(rh-O, (4) 

поскольку ее э л е м е н т а р н ы е п е р е м е щ е н и я з а э л е м е н т а р н о е в р е м я dip с о с т а в л я ю т {r]dip, —£d<p). О б е ч а й к а 
н е р а с т я ж и м а , п о э т о м у п р о д о л ь н а я с о с т а в л я ю щ а я ее с к о р о с т и по всему к о н т у р у о д и н а к о в а . П о о т н о ш е ­
н и ю к шаблону о б е ч а й к а п р о т я г и в а е т с я с т а к о й с к о р о с т ь ю , ч т о з а в р е м я 2тг о д н о г о е го о б о р о т а о н а 
р о в н о о д и н р а з п р о х о д и т длину эллипса L = Ь ( а , 6 ) , т . е . со с к о р о с т ь ю Ь/(2п). П р о е к ц и и э т о й с к о р о с т и 
н а оси к о о р д и н а т м ы п о л у ч и м , у м н о ж а я ее н а п р о е к ц и и е д и н и ч н о г о в е к т о р а к а с а т е л ь н о й к эллипсу. 
У п о м я н у т ы й в е к т о р к а с а т е л ь н о й к эллипсу в с о о т в е т с т в и и с у р а в н е н и е м (3) и м е е т в и д 

C = ze"<>, z = (e~^, ( 1 ) 

V{ = vz e' (2) 

(5) 

2 Касательные напряжения на них равны нулю. 
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Д л я вычисления д л и н ы эллипса м о ж н о у п о т р е б и т ь р я д 

• 2 т г а ] Г 
(2п)! 

^ п [22п(п\)2 

71=0 L V ' 

2 e 2 n 

2 n - 1 ' 
(6) 

к о т о р ы й с х о д и т с я хорошо , если эллипс не очень в ы т я н у т , т . е . е го э к с ц е н т р и с и т е т е не б л и з о к к единице . 
В о з ь м е м в д е к а р т о в ы х к о о р д и н а т а х (£,т?) п р о е к ц и и с к о р о с т и т о ч к и шаблона (4) , п р и б а в и м к н и м 

п р о е к ц и и о т н о с и т е л ь н о й (по о т н о ш е н и ю к шаблону) с к о р о с т и т о ч к и о б е ч а й к и , р а в н ы е п р о и з в е д е н и ю 
с о с т а в л я ю щ и х (5) н а величину L/(2TT) ( н а х о д и м у ю из (6)) , и п о л у ч и м к о м п о н е н т ы с к о р о с т и т о ч к и обе­
ч а й к и в л а б о р а т о р н о й системе о т с ч е т а , в ы р а ж е н н ы е через к о о р д и н а т ы с и с т е м ы (£,77), п р и в я з а н н о й к 
шаблону. П о с к о л ь к у н а э л л и п т и ч е с к о й г р а н и ц е з н а ч е н и я £ и ту не с в о б о д н ы , а с в я з а н ы с о о т н о ш е н и е м (3), 
к а ж д у ю из к о м п о н е н т полученной с к о р о с т и м о ж н о в ы п и с а т ь к а к ф у н к ц и ю т о л ь к о о д н о й к о о р д и н а т ы . 
П р е д с т а в и м и к а к ф у н к ц и ю т о л ь к о 77, a v — к а к ф у н к ц и ю £: 

(U,V) = 7/ 1 -
La 

2тг^/Ъ* + а2 е2 т/ 2 
1 

Lb 

2<к^а*-а2е2£)

2 
(7) 

В ы р а ж е н и е (7) о п и с ы в а е т распределение с к о р о с т е й по т о ч к а м п р и н а д л е ж а щ е й в е р т у ш к е г р а н и ц ы , к о т о ­
р а я о к р у ж а е т исследуемую среду. С к о р о с т и с р е д ы п о к а еще не о б с у ж д а л и с ь . Далее м ы р а с с м о т р и м две 
р а з н ы е з а д а ч и . 

3. Первая задача: среда прилипает к обечайке. С к о н с т р у и р у е м по г р а н и ч н о м у условию (7) 
н е к о т о р о е поле с к о р о с т е й во в н у т р е н н е й области . Д л я э т о г о в ы д е л и м мысленно о т р е з о к с р е д ы , к о т о ­
р ы й расположен параллельно большой оси эллипса (при т/ = cons t ) . В с о о т в е т с т в и и с (7) е г о к о н ц ы , 
п р и л и п а ю щ и е к о б е ч а й к е , и м е ю т о д и н а к о в у ю п р о е к ц и ю с к о р о с т и н а «^-направление: 

и = Tj 1 La/{2n^b* + a2 е 2 т / 2 ) 

Если б ы э т о т о т р е з о к был ж е с т к и м , т о к а ж д а я его т о ч к а имела б ы т о ч н о т а к у ю ж е ^ - с о с т а в л я ю щ у ю 
с к о р о с т и , к о т о р а я не з а в и с и т о т к о о р д и н а т ы £. Р а с с у ж д а я а н а л о г и ч н о в о т н о ш е н и и о т р е з к а , параллель­
н о г о малой оси эллипса (при £ = cons t ) , м ы м о ж е м в к а ж д ы й м о м е н т в р е м е н и в о о б р а з и т ь п р и к л е е н н ы й 
к о н ц а м и к о б е ч а й к е ж е с т к и й о т р е з о к , п р о д о л ь н а я (т .е . ?7-составляющая) с к о р о с т ь к о т о р о г о не з а в и с и т 

Lb/(2ny/a*-a2e2?j\. о т ту и р а в н а v = —£ 1 

Б у д е м (7) с ч и т а т ь полем с к о р о с т е й с р е д ы повсюду в н у т р и эллипса , а не т о л ь к о н а ее г р а н и ц а х . Э т о 
поле к и н е м а т и ч е с к и с о в м е с т и м о с д в и ж е н и е м о б е ч а й к и п р и в ы п о л н е н и и условия п р и л и п а н и я . П о с к о л ь к у 
д и в е р г е н ц и я э т о г о поля очевидно р а в н а нулю, оно м о ж е т б ы т ь полем т е ч е н и я н е с ж и м а е м о й с р е д ы . К а ж ­
дое п р и р а щ е н и е его д е ф о р м а ц и и в условиях плоской д е ф о р м а ц и и п р е д с т а в л я е т собой ч и с т ы й с д в и г [3, 
с. 156]. В ы ш е у п о м я н у т ы е ж е с т к и е о т р е з к и о б р а з у ю т д в а о р т о г о н а л ь н ы х (и д а ж е п р я м о л и н е й н ы х ) се­
м е й с т в а л и н и й , в д о л ь к а ж д о й из к о т о р ы х о д н а из с к о р о с т е й д е ф о р м а ц и и с д в и г а п о с т о я н н а . 

4. Вторая задача: чистый сдвиг при скольжении на границе. В т о р о е а н а л и т и ч е с к о е р е ш е ­
ние м о ж е т б ы т ь р е а л и з о в а н о л ю б ы м н е с ж и м а е м ы м о д н о р о д н ы м м а т е р и а л о м с в н у т р е н н и м т р е н и е м , но 
п р и условии полного п р о с к а л ь з ы в а н и я н а г р а н и ц е . Введем в системе к о о р д и н а т , связанной с шаблоном, 
ф у н к ц и ю т о к а Ф с п о м о щ ь ю определения 

(8) 

У р а в н е н и я Ф = const з а д а ю т н а п л о с к о с т и (£,77) л и н и и т о к а к а к о д н о п а р а м е т р и ч е с к о е с е м е й с т в о по­
д о б н ы х эллипсов. В силу п о д о б и я семейство п е р е х о д и т само в себя п р и у м н о ж е н и и Ф н а п о с т о я н н у ю . 
Уравнение ф о р м ы о б е ч а й к и (3) с о д е р ж и т с я в (8) п р и Ф = 1. С к о р о с т и т е ч е н и я , з а д а в а е м о г о (8), в ы ч и с ­
л я ю т с я и з в е с т н ы м о б р а з о м : 

и = дЪ/дг); у = -дЯ//д(. (9) 

В с о о т в е т с т в и и с (9) н а к а ж д о м эллипсе с е м е й с т в а Ф = cons t , и в их числе н а о б е ч а й к е , в ы п о л н я ю т с я 
условия б е з о т р ы в н о с т и и н е п р о т е к а н и я . Поскольку д и в е р г е н ц и я т е ч е н и я (8) р а в н а нулю, оно я в л я е т с я 
т е ч е н и е м н е с ж и м а е м о й с р е д ы . 

Поле (8) д о п у с к а е т м н о г о р а з н ы х р а з л о ж е н и й в с у м м у д в у х с л а г а е м ы х , одно из к о т о р ы х 
( ( £ 2 + 7 7 2 ) / 2 ) о п и с ы в а е т в р а щ е н и е плоскости к а к ж е с т к о г о целого, но т о л ь к о д в а из н и х п р е д с т а в л я ю т 
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для нас о с о б ы й и н т е р е с . П е р в о е из р а з л о ж е н и й з а д а е т во в т о р о м с л а г а е м о м о т л и ч н ы м и о т нуля т о л ь к о 
с к о р о с т и , параллельные малой оси эллипса, в т о р о е разложение — т о л ь к о с к о р о с т и , п а р а л л е л ь н ы е е г о 
большой оси. К а ж д о е р е ш е н и е о п и с ы в а е т скольжение по одному из д в у х в о з м о ж н ы х с е м е й с т в л и н и й 
скольжения , к о т о р ы е п р и п р о с т о м н а г р у ж е н и и м а т е р и а л а р а в н о п р а в н ы . Но в в е р т у ш к е , в условиях 
п о с т о я н н о г о п о в о р о т а н а г р у з к и , н а п р я ж е н и я н а м а т е р и а л ь н ы х п л о щ а д к а х п о с т о я н н о и з м е н я ю т с я и р а в ­
н о п р а в и е л и н и й с к о л ь ж е н и я и с ч е з а е т . М а к с и м а л ь н о е с ж а т и е м а т е р и а л а п р о и с х о д и т в д о л ь б и с с е к т р и с ы 
первого к в а д р а н т а и п о в о р а ч и в а е т с я в с т о р о н у большой оси эллипса , п о э т о м у п л о щ а д к и с к о л ь ж е н и я , 
параллельные малой оси, з а ж и м а ю т с я . М а к с и м а л ь н о е р а с т я ж е н и е , н а п р о т и в , п о в о р а ч и в а е т с я к м а л о й 
оси, и п р о с к а л ь з ы в а н и е в н а п р а в л е н и и , параллельном большой оси, о б л е г ч а е т с я . Т а к и м о б р а з о м , п р е д ­
п о ч т е н и е п о л у ч а е т т е ч е н и е , ф у н к ц и я т о к а к о т о р о г о и м е е т вид 

V(a,v) = (e+V2)/2 + eW/№-e2)). (10) 

Ф о р м а о б е ч а й к и п р и в ы б о р е ф у н к ц и и Ф в виде (10) з а д а е т с я у р а в н е н и е м Ф = а 2 / 2 . 
В ы ч и с л и в с о с т а в л я ю щ и е с к о р о с т и и и v по п р а в и л у (9): 

М ) = [ » 7 / ( 1 - е 2 ) , - ф (11) 

о б н а р у ж и м , ч т о первое с л а г а е м о е (10) з а д а е т в р а щ е н и е плоскости к а к целого с е д и н и ч н о й угловой ско­
р о с т ь ю в т о ч н о с т и т а к о е ж е , к а к и (4). В т о р о е слагаемое о п и с ы в а е т ч и с т ы й сдвиг с п о с т о я н н ы м г р а ­
д и е н т о м с к о р о с т и , к о т о р ы й о п р е д е л я е т с я э к с ц е н т р и с и т е т о м эллипса: ди/дт] = е 2 / ( 1 — е 2 ) . Р е а л и з а ц и я 
т е ч е н и я (11) в о з м о ж н а л и ш ь п р и н а л и ч и и п р о с к а л ь з ы в а н и я н а г р а н и ц е , поскольку к а с а т е л ь н ы е с о с т а в ­
л я ю щ и е с к о р о с т е й о б е ч а й к и и д е ф о р м и р у е м о г о м а т е р и а л а р а з л и ч н ы . В о к р е с т н о с т и концов б о л ь ш о й 
оси эллипса о б е ч а й к а о б г о н я е т м а т е р и а л , а возле концов малой оси о т н е г о о т с т а е т . У б е д и т ь с я в э т о м 
м о ж н о , и з у ч и в п р и м а л ы х з н а ч е н и я х г/ и £ с о о т в е т с т в е н н о р а з н о с т ь с к о р о с т и о б е ч а й к и (7) и с к о р о с т и 
с р е д ы (11): 

е 2 La + S
 2тгх/а4-а2

 е 2 £ 2 1 - е 2 2 7 Г Ч / Ь 4 + а 2 е 2 7 ? 2 _ 

5. Траектории индивидуальных частиц. Поля с к о р о с т е й (7) и (11) н а б л ю д а ю т с я в л а б о р а т о р ­
ной с и с т е м е о т с ч е т а (но и х к о м п о н е н т ы в ы р а ж е н ы ч е р е з к о о р д и н а т ы , с в я з а н н ы е с шаблоном) . В ы ч и т а я 
из н и х п е р е н о с н о е поле с к о р о с т е й в р а щ е н и я шаблона по о т н о ш е н и ю к л а б о р а т о р и и (4), п о л у ч и м на­
б л ю д а е м ы е по о т н о ш е н и ю к шаблону о т н о с и т е л ь н ы е с к о р о с т и т е ч е н и я , в ы р а ж е н н ы е ч е р е з к о о р д и н а т ы , 
с в я з а н н ы е с н и м ж е : 

«С = /(0- , (12) 
П о п р е д п о л о ж е н и ю т а к и е поля с т а ц и о н а р н ы . 

Т р а е к т о р и ю д в и ж е н и я по о т н о ш е н и ю к л а б о р а т о р н о й с и с т е м е о т с ч е т а для к а ж д о й о т д е л ь н о й ла-
г р а н ж е в о й ч а с т и ц ы м о ж н о п о л у ч и т ь , р е ш а я к и н е м а т и ч е с к о е д и ф ф е р е н ц и а л ь н о е у р а в н е н и е . С к о р о с т ь 
ч а с т и ц ы в т о м м е с т е , где о н а сейчас н а х о д и т с я , определяется из (12) с п о м о щ ь ю п е р е с ч е т а по п р а в и л а м 
связи (1) и (2), у ч и т ы в а ю щ и м п о в о р о т поля с к о р о с т е й в м е с т е с шаблоном, к к о т о р о м у оно п р и в я з а н о : 

^=vz{z)=v^z)e-^ = f{ze^)e-^. (13) 

В т о р а я з а д а ч а д о п у с к а е т а н а л и т и ч е с к о е р е ш е н и е до конца . У д а л и в о т н о с и т е л ь н о е в р а щ е н и е из (11), 
п о л у ч и м поле с к о р о с т е й в комплексном п р е д с т а в л е н и и 

2 2 
v< = i ( T 3 ^ = * f г д е б = гг;?- ( 1 4 ) 

В п р е о б р а з о в а н и я х п р и м е н е н ы с о о т н о ш е н и я £ = (С + С) А V = (С ~ C)/( 2 i)> в к о т о р ы х ( о б о з н а ч а е т 
к о м п л е к с н о - с о п р я ж е н н у ю с ( величину . О т с ю д а следует 

dz/dip = г (с /2) (z - ze~2i*) . (15) 

П р и д и ф ф е р е н ц и р о в а н и и (15) по у>, н е о б х о д и м о м для о с в о б о ж д е н и я о т з н а к а с о п р я ж е н и я , в п р о и з в о д н о й 
п о я в и т с я к о н в е к т и в н а я с о с т а в л я ю щ а я . О п у с к а я большую ч а с т ь н е с л о ж н ы х в ы к л а д о к , и м е е м d2z/dip2 = 
-eze 2г(р и о к о н ч а т е л ь н о 

d2z/dcp2 + 2г dz/d(p + ez = 0. (16) 
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Введем обозначение R = y/l + е, R п р е в ы ш а е т единицу н а м а л у ю величину . Используя с т а н д а р т н у ю 
схему р е ш е н и я л и н е й н ы х д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х у р а в н е н и й с п о с т о я н н ы м и к о э ф ф и ц и е н т а м и , п о л у ч и м т р а ­
е к т о р и ю т о ч к и z = z(ip) с н а ч а л ь н ы м з н а ч е н и е м z = z$\ 

_ 2 ( Д + 1 )ZQ + € ( Z Q - Z Q ) г(Я-1)(р , 2 ( Д - l ) sp - б(̂ р - ZQ ) г(я+1)^ Q y \ 
* 4 Д 4 Д ' V ; 

Все т р а е к т о р и и о к а з а л и с ь п о д о б н ы м и м е ж д у собой. Все они я в л я ю т с я г и п о ц и к л о и д а м и , к о т о р ы е р и с у е т 
о т м е ч е н н а я т о ч к а о б о д а м а л е н ь к о г о колесика , к о г д а оно к а т и т с я по в н у т р е н н е й с т о р о н е б о л ь ш о г о ко­
леса. Если в ы б р а т ь ZQ = а > 0, т о р а д и у с большой о к р у ж н о с т и будет р а в е н a(R + 1)/(2R) ~ а, а р а д и у с 
малой о к р у ж н о с т и — a(R — 1)/(2R) <§С а. О т н о ш е н и е р а д и у с о в (JR — l)/(R + 1) о п р е д е л я е т с я т о л ь к о 
э к с ц е н т р и с и т е т о м эллипса . Т р а е к т о р и и , к а к правило , н е з а м к н у т ы , но они в с е г д а п р е д с т а в л я ю т собой 
к р а с и в ы е з в е з д ч а т ы е ф и г у р ы с т о ч к а м и в о з в р а т а н а к о н ц а х лучей . Э т и м ф и г у р а м с п о л н ы м основа­
нием м о ж н о п р и с в о и т ь н а з в а н и е " з в е з д ы Ш е м я к и н а " в ч е с т ь т о г о , к т о п е р в ы м з а и н т е р е с о в а л с я т а к и м и 
т р а е к т о р и я м и , п р е д с к а з а л и х с у щ е с т в о в а н и е и и н и ц и и р о в а л создание в е р т у ш к и . 

Шаблон в м е с т е с полем с к о р о с т е й в с о о т в е т с т в и и с у р а в н е н и е м z = (e~l(f о б р а щ а е т с я с е д и н и ч н о й 
угловой с к о р о с т ь ю в о т р и ц а т е л ь н о м н а п р а в л е н и и и з а д а е т е д и н и ч н у ю ч а с т о т у . В т о р о е с л а г а е м о е (17) 
и м е е т м а л у ю а м п л и т у д у и о б р а щ а е т с я в т у ж е с т о р о н у п р и м е р н о с удвоенной ч а с т о т о й , т а к к а к R+l ~ 2. 
Первое слагаемое т о й ж е ф о р м у л ы п о к а з ы в а е т , ч т о под п р и к р ы т и е м м а л о а м п л и т у д н ы х п у л ь с а ц и й , и м е ю ­
щ и х у д в о е н н у ю ч а с т о т у , все т о ч к и с р е д ы , п р и б л и з и т е л ь н о сохраняя свое удаление о т ц е н т р а , с о в е р ш а ю т 
д р е й ф с малой угловой с к о р о с т ь ю , к о т о р а я с о с т а в л я е т R— 1 ~ е 2 / 2 о т угловой с к о р о с т и шаблона , п р и ч е м 
н а п р а в л е н а в п р о т и в о п о л о ж н у ю с т о р о н у . П р и ч и н а д р е й ф а совершенно очевидна : в ы н у ж д е н и е п л а с т и ­
ч е с к и х д е ф о р м а ц и й ш т а м п о м , к а к о в ы м я в л я е т с я шаблон, с о п р о в о ж д а е т с я ч а с т и ч н ы м в ы д а в л и в а н и е м 
м а т е р и а л а в н а п р а в л е н и и , в с т р е ч н о м по о т н о ш е н и ю к н а п р а в л е н и ю п о в о р о т а в ы д а в л и в а ю щ е г о ш т а м п а . 

В з а д а ч е с п р и л и п а н и е м (первая з а д а ч а ) для полного поля с к о р о с т е й (7) р е ш е н и е (13) п о л у ч а е т с я 
численно. Подходов к а н а л и т и ч е с к о м у р е ш е н и ю в полной п о с т а н о в к е не видно . О д н а к о п р и б л и ж е н н о е 
а н а л и т и ч е с к о е р е ш е н и е в малой о к р е с т н о с т и ц е н т р а эллипса в о з м о ж н о всегда , а п р е д п о л о ж е н и е м а л о с т и 
э к с ц е н т р и с и т е т а р а с ш и р я е т о б л а с т ь е го п р и м е н и м о с т и . В ы ч е р к н е м в (7) под з н а к а м и р а д и к а л а слага ­
емые , к о т о р ы е с о д е р ж а т ( 2 и i ) 2 , в о з ь м е м т р и п е р в ы х члена р я д а в(6) , у п о т р е б и м х о р о ш о и з в е с т н ы е 
р я д ы и, о т б р о с и в ч л е н ы п о р я д к а е 6 , п о л у ч и м в о к р е с т н о с т и ц е н т р а эллипса л и н е й н о е по к о о р д и н а т а м 
п р и б л и ж е н и е для поля с к о р о с т е й (7): = — г З е 2 ( / 4 + г 4 5 е 4 (С — С)/128. Э т у ф о р м у л у следует п о д с т а в и т ь 
н а м е с т о (14), в связи с ч е м п р о и з о й д у т с о о т в е т с т в у ю щ и е и з м е н е н и я в (15). И т о г о в о е у р а в н е н и е ока­
ж е т с я т о ж д е с т в е н н ы м у р а в н е н и ю (16) с т о й т о л ь к о р а з н и ц е й , ч т о в нем е = 9 е 4 / 6 4 . П о э т о м у ф о р м о й (на 
э т о т р а з п р и б л и ж е н н ы х ) т р а е к т о р и й б у д у т все т е ж е г и п о ц и к л о и д ы - з в е з д ы , а угловая с к о р о с т ь д р е й ф а 
з а м е т н о у м е н ь ш и т с я , с о с т а в и в п р и м е р н о 9 е 4 / 1 2 8 о т угловой с к о р о с т и шаблона. О т т е с н е н и е о б л а с т и 
д р е й ф а к ц е н т р у и у м е н ь ш е н и е его угловой с к о р о с т и о б ъ я с н я е т с я т е м , ч т о с р е д а п р и л и п а е т и з н у т р и к 
о б е ч а й к е , к о т о р а я не п р о в о р а ч и в а е т с я . По э т о й п р и ч и н е п о г р а н и ч н ы е ч а с т и ц ы не д р е й ф у ю т , и х т р а ­
е к т о р и и з а м к н у т ы . Н о с п р и б л и ж е н и е м к ц е н т р у эллипса м е х а н и з м , в ы з ы в а ю щ и й д р е й ф , п р е о д о л е в а е т 
п о г р а н и ч н о е т о р м о ж е н и е среды. 

6. Итоги. Д в а п р е д л о ж е н н ы х р е ш е н и я о т е ч е н и и р а з н ы х по своим с в о й с т в а м п л а с т и ч е с к и х сред 
с в и д е т е л ь с т в у ю т о н а л и ч и и с у щ е с т в е н н о г о сходства в их поведении в условиях сложного н а г р у ж е н и я в 
виде п о с т о я н н о г о п о в о р о т а н а г р у з о к . О с о б ы й и н т е р е с п р и э т о м п р е д с т а в л я е т явление п р о в о р а ч и в а н и я 
ц е н т р а л ь н о й о б л а с т и т е ч е н и я по о т н о ш е н и ю к его внешней о б л а с т и (появление и з в е с т н ы х с п и р а л ь н ы х 
у з о р о в в в е р т у ш к е обусловлено именно и м ) . О б н а р у ж е н о , ч т о п р о в о р а ч и в а н и е п р е д с т а в л я е т собой в ы д а в ­
ливание м а т е р и а л а из -под н а д в и г а ю щ е й с я н а него с т е н к и и направлено н а в с т р е ч у в р а щ е н и ю шаблона . 
По н а ш е м у м н е н и ю , в э т о м п р о я в л я е т с я д и с с и п а т и в н о с т ь х а р а к т е р а р е а к ц и и с р е д ы н а н а г р у ж е н и е , в 
с о о т в е т с т в и и с к о т о р о й в ы т е с н я е м ы й шаблоном м а т е р и а л в ы д а в л и в а е т с я именно в н а п р а в л е н и и , п р о т и ­
воположном д в и ж е н и ю шаблона. Д в и ж е н и е м а т е р и а л а в в е р т у ш к е и д в и ж е н и е в н у т р е н н и х масс п л а н е т ы 
З е м л я под в о з д е й с т в и е м п р и л и в н ы х сил р а з л и ч а ю т с я существенно х о т я б ы п о т о м у , ч т о явления , п р о и с ­
ходящие в недрах п л а н е т ы , т р е х м е р н ы . О д н а к о существование о г р а н и ч е н н о й а н а л о г и и в о з м о ж н о . П о 
о т н о ш е н и ю к шаблону м а т е р и а л в е р т у ш к и п р о в о р а ч и в а е т с я в м е с т е с обечайкой , и его с р е д и н н а я ч а с т ь 
в р а щ а е т с я б ы с т р е е п е р и ф е р и и . П л а н е т а с о в е р ш а е т с у т о ч н о е в р а щ е н и е о т н о с и т е л ь н о поля сил г р а в и т а ­
ции, к о т о р о е у в е л и ч и в а е т э л л и п с о и д а л ь н о с т ь ее ф о р м ы . П л а н е т а п р о в о р а ч и в а е т с я в н у т р и эллипсоида 
приливной волны, и если она п р и э т о м п р о я в л я е т н е у п р у г о с т ь , т о в силу п р е д п о л а г а е м о й а н а л о г и и 
о к р е с т н о с т ь я д р а в р а щ а е т с я н е м н о г о б ы с т р е е , чем кора . Н а б л ю д а е м о е э к с п е р и м е н т а л ь н о явление и м е е т 
название в о с т о ч н о г о д р е й ф а ; к а к и в в е р т у ш к е , оно м о ж е т б ы т ь связано с д и с с и п а т и в н ы м х а р а к т е р о м 
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р е а г и р о в а н и я с р е д ы н а внешнее воздействие , к о т о р ы й по своей п р и р о д е с г е о м е т р и ч е с к о й р а з м е р н о с т ь ю 
с и с т е м ы не связан . 

В ы р а ж а ю б л а г о д а р н о с т ь Г . Л . Б р о в к о и И. А. К и й к о з а в н и м а н и е и д о б р о ж е л а т е л ь н о е о т н о ш е н и е к 
п р е д с т а в л е н н о й р а б о т е . 
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ВЕТВЛЕНИЕ СОБСТВЕННЫХ РЕШЕНИЙ СПЕКТРАЛЬНОЙ 
З А Д А Ч И ОБ УСТОЙЧИВОСТИ СВОБОДНОГО ВИХРЯ 

В. К. Ахметов, В. Я. Шкадов 

Исследуется с п е к т р а л ь н а я з а д а ч а , к к о т о р о й с в о д и т с я определение м а л ы х н е у с т о й ч и в ы х в о з м у щ е ­
н и й о с е с и м м е т р и ч н о г о т е ч е н и я в свободном в и х р е . Р а с с м а т р и в а е м о е т е ч е н и е о п и с ы в а е т с я п р о ф и л я м и 
с к о р о с т и , п о л у ч е н н ы м и из а в т о м о д е л ь н о г о р е ш е н и я Б э т ч е л о р а [1]. В ы б о р о ч н ы е р а с ч е т ы для п е р в ы х 
т р е х - ч е т ы р е х м о д с п е к т р а с о б с т в е н н ы х з н а ч е н и й в невязкой п о с т а н о в к е п р е д с т а в л е н ы в [2, 3], с у ч е т о м 
в я з к о с т и — в [4]. Новая в я з к а я м о д а н е у с т о й ч и в о с т и исследована в [5]. Н е у с т о й ч и в о с т ь п е р в ы х т р е х 
м о д п р и большой з а к р у т к е п о т о к а п о к а з а н а в [6]. 

В н а с т о я щ е й р а б о т е н а основе п о д р о б н ы х р а с ч е т о в проведен а н а л и з с о б с т в е н н ы х р е ш е н и й с выделе­
н и е м р а с т у щ и х в о з м у щ е н и й в о с ь м и т и п о в (мод н е у с т о й ч и в о с т и ) . Р а с с м о т р е н ы поведение к а ж д о й м о д ы 
в о т д е л ь н о с т и и с в о й с т в а полного н а б о р а м о д в з а в и с и м о с т и о т с в о б о д н ы х п а р а м е т р о в . О б н а р у ж е н о и 
исследовано свойство ветвления с о б с т в е н н ы х р е ш е н и й . В ы ч и с л е н ы к о о р д и н а т ы т о ч е к в е т в л е н и я и с и х 
п о м о щ ь ю п о с т р о е н ы н е й т р а л ь н ы е к р и в ы е в п л о с к о с т я х R e = cons t . 

1. Постановка задачи. П у с т ь и м е е т с я о д н о р о д н о е о с е с и м м е т р и ч н о е т е ч е н и е вязкой н е с ж и м а е м о й 
ж и д к о с т и с полем с к о р о с т е й 

U(r) = e x p ( - r 2 ) , W(r) = qr~l [ l - e x p ( - r 2 ) ] , V(r) = 0. (1) 

З д е с ь '[/", V, W — осевая , р а д и а л ь н а я и а з и м у т а л ь н а я к о м п о н е н т ы с к о р о с т и в ц и л и н д р и ч е с к о й с и с т е м е 
к о о р д и н а т z,r,(p; q — п а р а м е т р з а к р у т к и (величина , о б р а т н а я к числу Р о с с б и ) . П р о ф и л и (1) в ы в о ­
д я т с я из а в т о м о д е л ь н о г о р е ш е н и я у р а в н е н и й Н а в ь е - С т о к с а , п о л у ч е н н о г о Б э т ч е л о р о м [1], для в я з к о г о 
з а к р у ч е н н о г о следа в п р е д п о л о ж е н и и локальной плоскопараллельности п о т о к а . 

Р а с с м о т р и м м а л ы е в о з м у щ е н и я т е ч е н и я (1) к а к р е ш е н и я л и н е а р и з о в а н н ы х у р а в н е н и й Н а в ь е - С т о к с а 
т и п а б е г у щ е й в о л н ы ( н о р м а л ь н ы е м о д ы ) 

WXX'P'} = {F,iS,H,P}exp[i(az + n<p-act)], (2) 

в к о т о р ы х а, п — волновые числа , п р и ч е м целые п о л о ж и т е л ь н ы е з н а ч е н и я п с о о т в е т с т в у ю т р а с п р о с т р а ­
н е н и ю в о л н ы в н а п р а в л е н и и з а к р у т к и , а о т р и ц а т е л ь н ы е — в п р о т и в о п о л о ж н о м н а п р а в л е н и и . Т о г д а для 
к о м п л е к с н ы х а м п л и т у д н ы х ф у н к ц и й F(r), S(r), H(r), Р(г) п о л у ч и м с и с т е м у у р а в н е н и й 

r2jF + ar2P + r2SU' = [r(rF')' - (a2r2 + n2)F] , 

r2jS + 2rHW - r2P' = 4r \r{rS')' - (a2r2 + n2 + 1 ) 5 - 2пН] , 
e (3) 

r 2

7 t f + r2s(w' + y) + rnP = -L [r(rH'Y - (a2r2 + n2 + 1)H - 2nS] , 

arF + (rS)' + n # = 0, 7 = a ( t f - c ) + ^ , R e = ^ , 


