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КЛАССИФИКАЦИЯ МНОГОМЕРНЫХ ТРИ-ТКАНЕЙ 

ПО УСЛОВИЯМ ЗАМЫКАНИЯ 

А . М. Шелехов 

§ 1. ВВЕДЕНИЕ (ОСНОВНЫЕ ИДЕИ) 
В начале тридцатых годов нашего века В. Бляшке и его 

ученики — Томсен, Рейдемейстер, Боль, обнаружили и иссле­
довали замечательное соответствие между тождествами в ква­
зигруппах и условиями замыкания на три-тканях. Этот факт 
оказался необычайно плодотворным, и с ним так или иначе 
связано большинство работ по теории три-тканей. В част­
ности, указанное соответствие послужило основой классифи­
кации тканей, которая к настоящему времени углубилась и 
расширилась за счет других идей; наиболее важные из них 
связаны с понятием грассманизуемости ткани и замкнутости 
определяемой ею ^-структуры (библиографию и обзор резуль­
татов см. в [40], [17], [36], [14], [15], [9], [6], [30]). 

В работах последних лет появились новые условия замыка­
ния и соответствующие им весьма интересные тождества, ко­
торые привели к новым классам тканей и луп. В этой работе 
обозреваются все известные к настоящему времени типы три-
тканей, определяемые тождествами, и вводятся новые классы. 

1. Три-ткани делят на абстрактные и геометрические. «Ли­
нии» абстрактной три-ткани суть множества точек, связанные 
лишь отношением инцидентности [36], [14]; геометрическая 
три-ткаиь W образована тремя С'-гладкими г-мерными слое­
ниями на 2г-мерном С'-гладком многообразии, s > l [2]. В на­
стоящей работе рассматриваются, как правило, многомерные 
аналитические три-ткани. 

Свойства геометрических тканей определяются как их ин-
цидентностной структурой, так и их дифференциально-геомет­
рической структурой. Если некоторое свойство определяется 
только инцидентностной структурой, то, следуя традиции, мы 
называем его алгебраическим, в противном случае — геомет­
рическим. Всякое алгебраическое свойство ткани, поскольку 
оно не затрагивает ее Св-структуры, справедливо и для абст­
рактных три-тканей. На этот факт мы будем ссылаться неод­
нократно. 
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Первоначальная классификация три-тканей была связана 
с условиями замыкания 7, R, В„ 5., Н. Им отвечают тождест­
ва коммутативности, ассоциативности и различные варианты 
«ослабленной» ассоциативности — правая и левая альтерна­
тивность, моноассоциативность, выполняемые в координатных 
лупах три-ткаии (см. табл. 1). Соответствующие фигуры замы-

Таблица 1 
тождество в координатной лупе 

х-у== у-х 
xy-z = x-yz 
хг-у— х-ху (левая альтернативность) 
•*•</'" = -ХУ'У (правая альтернативность) 
х-хг = хг-х (моноассоциативиость) 
z((xy)\z) = (z/y)(x\z) 
ху-х — х-ух (эластичность) 

Условие замыкания 
Т (Томсена) 
R (Рейдемейстера) 
-8/ (левое Боля) 
Вг (правое Боля) 
Н (шестиугольность) 
В,п (среднее Боля) 
Е 

кания приведены на рис. I—5, где слои трех слоений, состав­
ляющие три-ткань, изображаются, соответственно, вертикаль­
ными, горизонтальными и наклонными линиями. Пусть р —• 
произвольная точка области определения некоторой три-ткани 
R, /„ — ее локальная координатная С'-лупа, связанная с точ­
кой р [36], [3]. Мы интерпретируем умножение ( • ) в лупе lv 
на слоях третьего семейства согласно схеме, изображенной на 
рис. 8. Через е обозначена единица лупы lv. 

Оказалось, что для двумерных тканей, образованных тремя 
гладкими слоениями в некоторой области ПЛОСКОСТИ, все усло­
вия замыкания эквивалентны: выполнение какого-либо одного 
из них влечет выполнение остальных [43], [9]. Перечисленные 
условия замыкания различаются либо на абстрактной три-тка-

Рис. 1 Рис. 2 

Рис. 3 Рис. 4 
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Рис. 5 Рис 6 

.х-у 

Рис. 7 Рис. 8 

ни, либо на многомерной геометрической три-ткани W, т. е. 
при г^2. 

С двумя последними классами Вт и E, представленными 
в таблице 1, связана интересная проблема, по существу алгеб­
раического характера. Из таблицы 1 видна некоторая асим­
метрия между тождествами и условиями замыкания, С одной 
стороны имеются три равноправных варианта ослабленной ас­
социативности—левая и правая альтернативность и эластич­
ность. С другой — три условия замыкания Боля — В/, ВТ и Вт, 
также равноправные и симметричные в том смысле, что им 
соответствует по существу одна и та же фигура, но по разно­
му расположенная относительно слоений ткани (сравни 
рис. 3, 4, 6). В двух случаях наблюдается соответствие: левая 
альтернативность-*--*-/?-, правая альтернативность-*-*^.., а в 
третьем его нет: эластичность <.#-=>Вт. Тождество, соответст­
вующее фигуре Вт, указано в [14], см. также [34]. Фигура Е 
определена и исследована в [35]. Связь между этими двумя 
классами многомерных три-тканей удалось прояснить совсем 
недавно в [32], где доказано, что ткани с эластичными лупами 
представляют собой специальный класс тканей Вт. Ясно, что 
это свойство является алгебраическим, хотя доказательство в 
[32] проведено аналитическими методами и в предположении 
аналитичности ткани W. 

2. Проблема классификации тканей по условиям замыка­
ния тесно связана с алгебраической проблемой универсальности 
тождеств [14], [15], [18], [34], [30], которая состоит в следую­
щем. Две квазигруппы Q(-) и -Щ0) называются изотопными, a 
Г = (а, р, ч). — изотопией Q{to}#, если а, р, - ( - биекции из Q 
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на Я и Vx,y£Q выполняется равенство а(х)о$(у) ~t{x-y). 
В частности, если a---p = Y, TO изотопия есть изоморфизм; если 
•Y = id, то получаем главную ИЗОТОПИЮ [14]. Очевидно, что изо­
топия является отношением эквивалентности для квазигрупп, 
в частности, для луп, т. е. квазигрупп с единицей. 

Как уже сказано, с каждой точкой ткани W связана ее 
координатная лупа 1Р (рис. 8). Известно, что все координат­
ные лупы ткани между собой главноизотопны [14]. Поэтому 
ткань можно рассматривать как класс всех главноизотопных 
между собой луп- Изотопия не сохраняет, вообще говоря, тож­
деств: если в лупе Q выполняется некоторое тождество 5, то 
в лупе Н, изотопной Q, ему соответствует некоторое тождест­
во 7(5), не эквивалентное, вообще говоря, S. В случае, если 
при любой изотопии Т выполняется T{S)\~S, то тождество 
S называется универсальным [14]. Таким образом, каждому 
классу тканей, определяемому некоторым условием замыка­
ния, соответствует универсальное тождество. Тканям R отвеча­
ет тождество ассоциативности, тканям Вг и В. — соответствен­
но правое и левое тождества Боля (см. табл. 2 в § 2), тка­
ням Вт — тождество, приведенное в таблице 1. Тканям Т 
соответствует тождество x(yz)=y(xz) [37], [34]. Универсальное 
тождество, соответствующее тканям Я, весьма громоздко, 
оно указано, например, в [18], [30]. 

Предположим, что на ткани W выполнено некоторое усло­
вие замыкания F, т. е. замыкаются все фигуры (обозначим их 
также буквой F) одного и того же вида, образованные слоя­
ми этой ткани. Тогда (см. п. 1) во всех координатных лупах 
1Р ткани W выполняется некоторое тождество, соответствую­
щее условию замыкания F. Но это тождество восстанавли­
вается по условию замыкания неоднозначно. Его вид зависит 
от расположения «координатных осей», т. е. вертикального и 
горизонтального слоев, проходящих через точку р (см. 
рис. 8), относительно фигуры F. Точнее, вид тоокдества зави­
сит от того, какое подмножество фигур F мы связываем с ко­
ординатной лупой /р (назовем эти фигуры координатными 
для лупы 1Р). Рассмотрим, например, фигуру Я. Если каждой 
координатной лупе 1Р ткани Я сопоставить те фигуры Я, ко­
торые расположены относительно «координатных осей», как 
показано на рис. 9, то в 1Р будет выполняться тождество моно-
ассоциативности х2-х = х-х2. Но можно с лупой 1Р связать мно­
жество фигур Я так, как указано на рис. 10. Тогда соответст­
вующее тождество запишется в виде -{х=х~1, где элементы 
~1х и х~х определяются из уравнений -{х-х = е и х-х~1 = е. 

Тождество F будет универсальным, если из замыкания со­
ответствующих ему координатных фигур F, связанных с одной 
лупой 1Р, вытекает замкнутость всех фигур этого типа на тка­
ни W. 

Если координатные оси лупы 1Р выбраны произвольно по 
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Рис. 9 Рис. 10 

отношению к фигуре F, или, что то же самое, с лупой 1Р свя­
заны (в качестве координатных) все фигуры F ткани W, то 
соответствующее тождество является универсальным прямо по 
определению. Однако, такое тождество выглядит, как правило, 
довольно сложно. Поэтому интересно найти наиболее простое 
универсальное тождество, которое отвечает не всему множест­
ву фигур на ткани, а некоторому его подмножеству, завися­
щему от наименьшего возможного числа параметров. 

Например, левая ткань Боля может быть охарактеризова­
на с помощью одного из следующих тождеств: 1) х2-у—х-ху; 
2) ~1х- {ху) —у; 3) (x(yx))z~x(y{xz)) (левое тождество Бо­
ля) ; 4) тождество, производное от первого [34], которому от­
вечает произвольное расположение фигуры В- относительно лу­
пы 1Р. Тождества 1) и 2) записываются наиболее просто, но, 
как известно, универсальными не являются [14]. Тождества 3) 
и 4) универсальны, причем первое из них содержит всего три 
переменные, а второе — 4. 

В общем случае проблема состоит в том, чтобы 1) выяс­
нить, является ли заданное тождество универсальным; 2) найти 
наиболее простое универсальное тождество, характеризующее 
данное условие замыкания. Эта задача актуальна для всех но­
вых тождеств и условий замыкания, которые рассматриваются 
в настоящей работе. Заметим, что частично указанная проблема 
решена в [34], где указан геометрический способ доказательства 
универсальности тождеств. 

3. Классификация многомерных три-тканей по условиям за­
мыкания, или, что. то же самое — по тождествам, выполняемым 
в их координатных лупах, имеет три направления. Первое свя­
зано с тождествами типа -8, т. е. уравновешенными11 тождества­
ми длины 4 с тремя переменными. Рассмотрение таких тождеств 
мотивируется двумя обстоятельствами. Во-первых, число 3 яв­
ляется критическим в том смысле, что, согласно [13], всякое в 
некотором смысле нетривиальное тождество от k переменных, 
где -.2^4, приводит к ассоциативности, т. е. к классу тканей R. 

•> В отличие от авторов работ [13], [18], мы называем тождество урав­
новешенным, если в обе его части переменные входят не только с одним и 
тем же весом, но и-расположены в одинаковом порядке; иными словами, 
правая и левая части уравновешенного тождества отличаются лишь расста­
новкой скобок. Например, по нашему определению тождество х~у=у-х не 
является уравновешенным. 
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Во-вторых, МОЖНО доказать, что если в координатных лупах 
Сш-гладкой три-ткани W выполняется некоторое неуравнове­
шенное тождество, то такая три-ткань может быть только па-
раллелизуемой, т. е. тканью Т. Следовательно, нетривиальные 
классы тканей могут порождаться только уравновешенными 
тождествами, содержащими не более трех различных перемен­
ных. 

Ткани с тождествами типа В рассматриваются в § 2, где 
доказывается, что единственными нетривиальными классами 
среди них являются классы тканей В- и J3-. 

Второе направление классификации три-тканей связано с 
тождествами порядка t от одной переменной, приводящими в 
некоторых случаях к замкнутости ^--структуры, определяемой 
три-тканью W (определение ^----структуры см. в § 6). Этот 
вопрос подробно рассматривался в [30]; на некоторые его ал­
гебраические аспекты мы указываем в § 3. 

Третье направление связано с выделением в координатных 
лупах ткани подсемейств диффеоморфизмов специального ви­
да и оценкой их «отклонения» от автоморфизма. Эта идея ис­
пользована в [29], где полностью описана алгебраическая 
структура дифференциальной окрестности четвертого порядка 
многомерной три-ткани. Изложим эти результаты подробнее. 

Предварительно заметим, что успех в изучении геометрии 
тканей на уровне дифференциальной окрестности третьего по­
рядка достигнут благодаря двум обстоятельствам, на которые 
было указано еще в [15]. Во-первых, каждый из классов тка­
ней, перечисленных в таблице 1 (кроме E), может быть оха­
рактеризован особым строением тензоров кручения и кривиз­
ны ткани, а и b [9]. Во-вторых, эти тензоры имеют ясный ал­
гебраический смысл: они определяют, соответственно, главную 
часть «отклонения» от коммутативности и ассоциативности в 
координатной лупе lv ткани. Точнее, если х, у, z5lp, то, соглас­
но [4]: 

(ху)(ух)-х = —а\р{х,у)+,.., (1.1) 
(xy-z) {x?-yz)-l=—b\p(y, х, 2 ) + . . . . 

В результате получается, что каждый из указанных классов 
имеет три характеристики: условие замыкания, алгебраическое 
тождество и тензорное равенство. Например, ткани R харак­
теризуются тем, что а) на них замыкаются фигуры R; б) их 
координатные лупы ассоциативны; в) тензор кривизны равен 
нулю. То же самое можно сказать и о других классах [9]. 

Чтобы развить аналогичную теорию в дифференциальной 
окрестности порядка s, s > 3 , нужно возникающие в этой 
окрестности тензоры £ типа ( ) — ковариантные производные 
тензора кривизны b (см. § 6) связать с алгебраическими тож­
дествами в координатных лупах. При этом искомые тождества 
должны содержать не менее чем s переменных. Для s==4 по-
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пытка такого рода была сделана в работе [12], где получены 
следующие два равенства: 

{x{y-zt)Y+[(xy.z)ty + l(xy.t)zy-[(xy)(zt)Y-{(x-yz)ty-
— [{х• у t) z\l — - с1 \ р (у, х, .z, t) + . . . , 

[{xy.z)tY + [x(y.zt)y + [y.(x-zt)y~[(xy)(zt)y~-lx(yz-t)Y-
-[у (xz-t)]1^ -cl\p(z, x, t, </) + . . . , 0.2) 

(x, у, 2, te/p). Формулы (1.2) дают возможность интерпретиро­
вать тензоры с и с в терминах операций касательной Wi-an~ 

1 2 
гебры [29] лупы 1Р, но не позволяют полностью выразить их 
через операцию в самой лупе 1Р (как выражены тензоры а и 
b в формулах ( l . l ) ) , поскольку левые части равенств (1.2) 
нельзя представить как координаты некоторого элемента из /р. 

В [29] введены новые тензоры & и 3?, алгебраический 
смысл которых выясняется с помощью соотношений, подобных 
соотношениям (1.1). Рассмотрим в произвольной лупе Q урав­
нения 

xy-w=?x-yu; w-xy=ux-y; xw-y=x-uy. (1.3) 
Их решение записывается в виде: 

w = lx,v(u); w-rx,y{u); w = mx,v(u), (1.4) 
где 

lx,y = Lx-y°Lx°Ly, rXiy~Rx.y°jRfRx, mx,,J~Lx~ <,R~,j->Lx°Ry 
и Lx{y)^xy, JRx{y)^yx. (Г5) 

Операторы lx,v, rx,y, mx,v являются тождественными на 
группе, но в лупе, вообще говоря, отличны от id- Порождае­
мые ими группы a-s-(Q), asr(Q) и asm(Q) называются ассоци-
антами лупы Q [20] и характеризуют степень отклонения лупы 
Q от группы. Заметим, что отклонение от ассоциативного за­
кона в лупе различными способами изучалось в [50], [47], 
[14]. [4]. 

Операторы (1.5) не являются, вообще говоря, автоморфиз­
мами в Q. Их отклонение от автоморфизма определяется неко­
торой функцией QXQ-*Q- Для оператора lx,v, например, эта 
функция имеет вид: 

Sx,v{u, v) =-l{lx,v{u-v))- (lx,v{ii) -1х,у{ь)), (1.6) 
где х, у, и, o6Q. Если 2'x,y(u,v)—e, то lx,v — автоморфизм в Q. 

Предположим теперь, что лупа Q является аналитической. 
Разложив 9?Х)У(и, v) в ряд. Тейлора, получим 

&х,у(и, v)=--&(x,y, tt,o)i+{5>, (1.7) 
где символ {5} обозначает члены порядка 5 и выше. При 
этом, как доказано в [29], многочлен 3? (х, у, и, v) линеен по 
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х, у, и, v, т. е. является инвариантным тензором типа ( , ) на 
Q. Аналогично определяются тензоры 0t{x, y,u,v) и 
J?(x,y, u,v), связанные соответственно с операторами г-.,-, и 
тпх,у. Из полученных трех тензоров S, & и Ж два независи­
мых, а третий выражается через них. Гензоры 3? и $, выра­
жаются через тензоры a, b и упомянутые выше ковариантные 
производные с и с три-ткани W, для которой лупа Q является 

I 2 

координатной лупой 1Р, следующим образом: 
&(х, у, и, ?>)--=—с (*/, х, V, v) — 2a{u, b(y, x, v)); 

32 (x, у, u,v)= — c(х, v, у, и)+2а(v, b (x, и, у)). к ' ' 

Тензоры 2? и Я, как и тензоры с и с, определяются в диф-
1 2 

ференциальной окрестности четвертого порядка единицы лу­
пы Q, но первые имеют то преимущество, что известен их ал­
гебраический смысл: они определяют главную часть функций 
•-?ж.у(«- v) и &х,у{и, v), характеризующих отклонение операто­
ров lx,v и гх,у от автоморфизма. 

Равенство (1.6) приводит к новым тождествам и фигурам 
замыкания. Как уже отмечено, условие 3?x,y{u-v)=e эквива­
лентно равенству 

lx,y(u-v)=lx,v(u)-lx,v{v), (1.9) 
которое означает, что / — автоморфизм в Q. Лупы, в которых 
выполняется тождество (1.9), называются левыми A-лупами 
(короче, A.-лупами) [42], [14], [45]. Три-ткань W, все координат­
ные лупы которой будут A.-лупами, также названа в [29] 
тканью At. На ней замыкаются фигуры, соответствующие тож­
деству (1,9); и они называются фигурами A.. Аналогично оп­
ределены ткани и фигуры A. и Am, связанные с операторами 
Тх,у И 1Пх,у. 

Отождествляя переменные в равенстве (1.9), мы получим 
новые тождества и соответственно новые фигуры замыкания; 
они подробно обсуждаются в § 7. 

В §§ 4—6 результаты этого пункта распространя­
ются на дифференциальную окрестность произвольного поряд­
ка ткани IV. С этой целью рассматривается оператор S : QX 
XDiff Q-vDiff Q, введенный Л. В. Сабининым в [20] •>, и дей­
ствующий по правилу: если 'S(x, ф) -= Sx,q, то SX)V удовлетворяет 
соотношению 

ф(х-« )=ф^) • (5ж,фоф) (v) VveQ. 
€ помощью оператора S получим две последовательности функ-
ций (см. § 6): lx,y, S) = SUiltxty...; rXlU, SJ = SUl,rXiy-.., ряд 
Тейлора которых начинается так: 

•> В [20] этот оператор обозначен через т. 
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S, (u) = u — 3'(x, у, «I...»*, «)+{k + 4} 
* (1-Ю) 

S r (и)— и+Ш (x, t/, a, . . .Щ, a)'+{A+4},, 
где i ? и 52 — полилинейные формы от всех своих аргументов, т. е* 

тензоры типа ( . !_ , ) . При этом 2 _ # . Ж-Ж. Тензоры & и Ж 
х я " + " 0 / 1 1 ft Й-

названы основными тензорами лупы Q. Они связаны с введен­
ными в [30] основными тензорами ткани W, соответствующей 
лупе Q, формулами (6.5), обобщающими (1.8). 

Соотношения (1.6) позволяют дать тензорную характеристику 
тем классам тканей, в коордиратных лупах которых выполняются 
тождества 5; = е или 5г--=е, или тождества, получающиеся из 
этих отождествлением какого-либо числа переменных (классы 
типа А\ и Ак

г, см. § 7). 
В §§ 7. 8 устанавливается, что весьма широкие классы тканей 

типа А\ И АГ обладают замкнутой ^-структурой. В связи с этим 
возникает более общая проблема: как наличие нетривиальных 
автотопий ткани W связано с замкнутостью определяемой ею. 
^ту-структуры? Этот вопрос рассматривается в § 9 и приводит 
к понятию параметрически замкнутой -д-^-структуры, обоб­
щающей известное понятие замкнутой ^-структуры, введенное 
в [5]. 

В заключение отметим, что результаты последнего пара­
графа получены с помощью доказанной там же теоремы о том,. 
что всякий Ст-автоморфизм локальной аналитической лупы,, 
отнесенной к каноническим координатам, является линейным 
преобразованием. Это обобщение известного факта из теории. 
групп Ли. 

§ 2, ТРИ-ТКАНИ, ОПРЕДЕЛЯЕМЫЕ ТОЖДЕСТВАМИ ТИПА В 

Алгебраическая классификация тождеств типа В дана в [44J-
С точностью до эквивалентности их оказалось восемь типов. 
(включая группы), см. табл. 2. 

Таблица 2 

R 

Bi 

Вг 

1С 

xy-z = x-yz 

(x-yx)z-x (y-xz) 

(yx-z) J- = y-(xz-x) 

xx-yz = (x-xy) z 

RC 

. с 
M 

Ex 

yz-xx-y(zx-x) 

(ух-х)г = у(х-хг) 

(yx-z)x = y(x-zx) 

xy-xz = x(yx-z) 
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Между собой эти классы связаны следующим образом: 

6в ^ и 
~ ~ ^ N

E x « - R U.D 

Здесь М — класс луп Муфанг[14], Bt и Вг—классы левых и пра­
вых луп Боля, Ех — так называемые экстра-лупы[44]; запись 
Bi<=M означает, что класс .M-луп входит в класс В--луп. 

Три-ткани В/, 5,.и7И исследованы достаточно подробно [6], 
[7], что же касается нижней ветви в (2.1), то универсальные 
.свойства LC-, RC- и С-луп не исследовались. Сейчас мы воспол­
ним этот пробел. 

Рассмотрим три-ткань W, в каждой координатной лупе lv ко­
торой выполняется LC-тождество 

x2-yz=(x-xy)z. (2.2) 
При у = е из (2.2) получаем тождество левой альтернативности 
х2-у=х-ху, характеризующее ткани Bt. Отсюда вытекает, что 
LC-тождество универсально в классе левых луп Боля, а класс 
тканей типа LC лежит в классе левых тканей Боля. Аналогич­
ный вывод получаем и для jRiC-тканей. 

В силу левой альтернативности тождество (2.2) примет вид: 
x2(i,2)---(x2-t/)z. (2.3) 

Если в нем положить х2 = и, то получим тождество ассоциатив­
ности. Следовательно, левое ядро [14] Nt LC-лупы состоит из 
элементов вида х2. Если рассматриваемая лупа обладает тем 
свойством, что в ней уравнение х2 = и разрешимо относительно х 
при любом и из Q, то ядро -V; совпадает со всей лупой, т. е. 
последняя является группой. В частности, для Ск-гладкой лупы 
при s > / уравнение х2 = и в подходящих локальных координатах 
х* (см. § 3) примет вид: «— 2xi + o{x) и разрешается относи­
тельно х~(х*) в локальном смысле однозначно. Поэтому спра­
ведлива 

Т е о р е м а 2.1. Всякая LC-лупа, в которой при любом и 
разрешимо уравнение х —«, является группой. В частности, вся­
кая Ся-гладкая локальная LC-лупа при ŝ S-1 будем локальной 
группой Ли. 

' Отсюда непосредственно вытекает 
С л е д с т в и е 2.2. Гладкая LC-ткань является тканью R. 
Аналогичное утверждение справедливо для /?С-тканей и 

_../?С-луп. 
Из приведенных рассуждений и схемы (2.1) вытекает, что 

.классы гладких С-тканей и Ля-тканей также совпадают с клас-

118 



сом тканей R. Таким образом, класс тканей типа В совпадает 
с классом тканей Боля. 

Заметим, что следствие 2.2 можно доказать геометрически. 
М ы приведем это доказательство, так как ОНО представляет са­
мостоятельный интерес. 

Рассмотрим LC-ткань W, СЛОИ которой суть г-мерные С'-мно-
гообразия, заданные на 2г-мерном С-многообразии М, где .0-1 . 
Построим на этой ткани фигуру замыкания, определяемую тож­
деством (2.2). Для этого, используя рис. 8, последовательно 
строим элементы х%, yz, x2-yz, xy, х-ху, (x-xy)z. В результате 
придем к LC-фигуре, изображенной на рис. 11. 
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Рис. И Рис. 12 

Возьмем теперь на рассматриваемой ткани W произвольную 
фигуру R={ABCDA,BXC,D{\ (рис 12) и докажем, что она за­
мыкается, т. е. что точки A и Ai лежат на одном слое третьего 
слоения этой ткани. Продолжая ВВХ до пересечения с CD, по­
лучим точку Р. Затем, пользуясь гладкостью ткани. W, впишем 
в треугольник CBF, образованный слоями ткани W, треуголь­
никKLM также состоящий из ее слоев. Возможность такого 
вписания 'для двумерной ткани доказана в [17]. В ^мног°^еРн

п°я
м 

случае можно дать следующее доказательство. Обозначим па­
раметр слоя LM через х, а слоя BF-через и. Тогда, согласно 
рис 8, в координатной лупе /0, связанной сточкой С (рис. ii), 
принадлежность точки К слою BF означает, что выполняется 
уравнение *--«*. Выше доказано что последнее Разрешимо (в 
локальном смысле) однозначно. Поэтому, если ™ои BF Доста-
точно близок к точке С, такая точка/< найдется, т. е треуголь­
ник KLM существует. Описанное построение будет однозначно, 
4сли всГр/сшатривается в достаточно малой, окрестности ис-
ХОдНОЙ ТОЧКИ р. 
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После того, как треугольник KLM вписан, последовательно 
строим точки М1, Li, /Сь N\ и рассмотрим незамкнутую фигуру 
В[={KLMBK\L\MXN\). Так как установлено, что ткань LC яв­
ляется болевой, эта фигура должна замыкаться, т. e. точки В 
и Ni лежат на ОДНОМ вертикальном слое ткани W. В результате 
получилась LC-фигура, изображенная на рис. 11. Так как она 
должна замыкаться, то точки А и A. лежат на одном слое треть­
его слоения. А это значит, что замкнулась рассматриваемая фи­
гура Д—{ABCDA]BiCiDi}. Поскольку последняя взята произ­
вольно, то можно утверждать, что на ткани замыкаются все 
фигуры R, и утверждение доказано. 

В заключение укажем одну задачу. Пусть в LC- или RC-тож-
дестве две или три переменные совпадают. Задача состоит в 
том, чтобы указать наиболее широкий класс луп, в которых по­
лученные тождества универсальны. Известно, например, что ес­
ли отождествить все переменные, то в аналитическом случае 
придем к тканям Н [26]. 

§ 3 - 0 КЛАССИФИКАцИИ ЛУП С ТОЖДЕСТВАМИ 
ОТ ОДНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ 

Способ классификации локальных аналитических луп с тож­
дествами от одной переменной предложен в [16]. В [30] он при­
менен для классификации гладких многомерных три-тканей. 
Здесь мы снова возвращаемся к этому вопросу только для того, 
чтобы указать на некоторый его алгебраический аспект. 

Пусть Q(>)—локальная аналитическая лупа с единицей е, 
dimQ —г, и пусть локальные координаты в некоторой окрестно­
сти единицы выбраны так, что е(0, 0, ..., 0). Тогда ряд Тейло­
ра для произведения ху в некоторой окрестности точки е имеет 
вид [1]: 

00 

я(л:-у) — x + t /+A (x, j/) + ~ Л(л-, у), (3.1} 
s-З " 

где я—координатное отображение окрестности ТОЧКИ е, х=тс(х)— 
— (х% i----1, . . . , r . Форма А(х, у) согласно [1] является косо-
симметричной, а однородные многочлены Л в силу условия е-х = 

s 
= x.e = jc могут быть записаны следующим образом (для крат­
кости здесь и далее пишем х вместо х и х-у вместо п(х~у))г 

А(х, у) = ^А(х, х, J/) + - A ( x , у, у), 
3 Z 31 "-32 

A(x, у)=-кА(х, x, x, t/) + -A(JC, x,y, y)+-^A(x,y, у, у), 
4 ь 41 4 42 ° 43 

(3.2) 

Л(.*,*/)=———-A(x... х, y) + {s_2)\2\A(x ••• Х>У> У)+ ••• 
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Многочлены Л являются однородными уже относительно каждой 
из переменных хну. Условимся обозначать полилинейную форму, 
полярную многочлену Л, тем же Символом; например, многочлену 

hi 
А(х,х,у) соответствует форма А(х, у, z)^A(y, x, z), и т.д. 
31 31 81 

Пусть S"(x)— произвольное слово длины п от переменной х 
в лупе Q, т. е. произведение вида х-х- . . . -x, в котором каким-
либо образом расставлены скобки. Расстановка скобок опреде-

5 Л X 
2 3 / \ 

л л х ПА 
л 1-,. "Игпг1 пгг 

11 А Л Л А 
РИС. 13 РИС. 14 

ляется деревом D(Sn). Например, слову х2(х2-х) отвечает дере­
во, изображенное на рис. 13. Общий вид дерева изображен на 
рис. 14, где ni+n-2 — w, nu + ni2 —ni. ••. Мы будем рассматривать 
тождества вида 

Sf(je) = S2"(.x:) (3.3) 
с некоторым специальным свойством. Разложим каждую из 
функций S'\(x) yi'Sn

2(x) в ряд Тейлора, используя формулу 
(3.1). Это разложение получено в [30] и имеет вид (/ = 1, 2): 

S7} (х) .-=- пх + i Aj\ (х) + 1 AjA (x) + 
"• 3131 - 32 32 

+ I AjA (x) + I А}А (х) + 1 AjA (х) + /? (x) + 
b 4141 * 42 42 ° 43 43 4 

(3.4) 

• • • + 5 = 1 5 г Л Л ( л ) + { ? < * ) + " - ' 
Здесь через A(x) обозначено ограничение на диагональ формы 

ft/ . 
Л из разложения (3.1); числа А (называемые характеристиками) 
ы ы 
вычисляются с помощью дерева D {Р") по формуле 

А=-=я*---4 + л?г-и1
/
9+я*Г'-4+ . . . + 1 * - ' ' IS (3-5) 

ы 
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где суммиррвание ведется по всем парам ветвей с общим корнем; 
..-?(.*:) —многочлен степени k, являющийся комитантом от тех 
многочленов разложения (3.1), порядок которых меньше д. 
Комитант R(x) содержит также числовые характеристики, 

k 
отличные от А, которые здесь не приводятся. 

ы , . 
Предположим, что лупа Q произвольна в том смысле, что формы 

Л, определяемые разложением (3.1), связаны только указанными 
ы 
выше соотношениями симметрии. Потребуем, чтобы слова Si (х) 
и S2 (x) обладали следующим свойством: 

№tS!(x)^]ettSn
2(x), (3-6) 

где jet,S (x) обозначает частичную сумму ряда Тейлора функции 
S (х), т. е. совокупность слагаемых ряда до порядка t включи­
тельно. Пользуясь разложением (3.4), из условия (3.6) находим. 
что A. = A2. A = A2 и т. д., до порядка t включительно, причем, 

3/ 3/ 41 М 

начиная с четвертого порядка, необходимо учитывать и равенство 
соответствующих коэффициентов, входящих ""в комитанты JR(x). 

ft 
Обозначим совокупность полученных таким образом соотношений 
через {А,}. 

Определение 3.1 ([16]). Тождество (3.3) называется тож­
деством порядка i, если числовые характеристики входящих 
в него слов 5"(л:) и S2(x) удовлетворяют соотношениям {At}. 

Ясно, что определение 3.1 переносится и на абстрактные лу­
пы '), хотя в последних равенство струй не имеет смысла. В свя­
зи с этим возникает следующая задача: выяснить, является ли 
определение тождества порядка t в абстрактной лупе коррект­
ным. Для этого нужно указать набор алгебраических свойств 
лупы Q эквивалентный указанному определению. 

В заключение отметим, что характеристики А обладают 
интересными теоретико-числовыми свойствами. С помощью фор­
мул (3.5) доказывается, например, что 1) характеристики задан­
ного слова либо все четные, либо все нечетные; причем этот факт 
зависит от длины слова: если w=4p, 4 p + l , то числа А—четные, 

ы 
если «== 4p+2, 4p + 3 — нечетные; 2) A (3p)=0(mod3), 
A(3p+l)3=0(mod3), A (Зр+2)г-з0(mod3); 3) если слова S1 
41 41 

и S2 имеют одинаковую длину, то (-41 — A2) = 0(niod6)- и т. Д. 
43 43 

•> Термицы «аналитическая лупа» и «абстрактная лупа» соотносятся так­
же, как и термины «группа Ли» и «группа». 
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§ 4. О ДИФФЕОМОРФИЗМАХ, БЛИЗКИХ К ТОЖДЕСТВЕННОМУ, 
В АНАЛИТИЧЕСКОЙ ЛУПЕ 

1. В §§ 4—6 обобщаются результаты из [29], краткое изло­
жение которых дано в § 1. Чтобы получить необходимые выводы, 
нужно понять, к чему ведет многократное повторение процесса 
получения функции £х,у(и, и) из функции k,v (см. §1). Для 
этого потребуется сформулировать несколько утверждений об­
щего характера. 

Пусть Q — локальная аналитическая лупа с единицей 
е(0, 0, . . . . 0), dim Q — r. Обозначим через / группу изотропии 
(стабилизатор) единицы в Q. Мы будем рассматривать семей­
ства О-днффеоморфизмов ср : Q —>- Q, зависящие от элементов 
лупы Q как от параметров, причем должны выполняться сле­
дующие два свойства: а) фб/; б) при любых значениях парамет­
ров И|, а?. • • • > ai> из Q ряд Сейлора функции .t-кр (х, аи •. ., ар), 
xt-Q, в некоторой окрестности единицы е имеет вид: 

(р (JC, a) -== х + Лф (х, а) + Лф (х, а) + . . . . (4.1) 
/-И .'+2 

Здесь cp(x, a)stp(jc, a1 . . . ар), Av(x, а) — многочлен степени s, 
S 

однородный относительно всех входящих в него аргументов 
x (х1), ах---~(а\), ..., ар-—(а1). Следуя замечанию, сделанному 
в § 3, черту над векторами мы опускаем. Кроме того, для крат­
кости вместо cp(x, a) будем писать cp(x). Заметим, что так как 
Ф(е) =е, переменная х входит во все ненулевые многочлены Лф 

S 

существенно. Семейс тво преобразований вида (4.1) обозначим Ф*. 
О п р е д е л е н и е 4.1 ([33]). Локальный диффеоморфизм 

<p:Q~>Q вида (4.1), обладающий перечисленными свойствами, 
назовем оператором, близким к тождественному в лупе Q. 

С помощью разложения (4.1) легко доказываются следую­
щие утверждения.. 

Л е м м а 4.1 ({33]). Пусть ср1, ср2<ЗФ(, тогда 
]cV, (ср, (х)-ъ{У))~№м {*-У)+ Л.*1 (*)+ ЛГ (У)- (4-2) 

Л е м м а 4.2 ([33]). Пусть србФ,, тогда 
--[Ф (*)] = - - * - Лф (.*) + {*+2}, (4.3) 

tf+-1 
где - 'х- .элемент из Q, левый обратный к х\~хх-х—е, а символ 
{t+2}, как и раньше, обозначает члены разложения, степень 
которых выше t+l. 

Л е м м а 4.3 ([33]). Пусть фбФ,, тогда 

АФ (х, у)^-1[ч(х-у)]{<е(х)-ч(у))^- &(х, у) + {*+2}, (4.4) 
'+• 

где 
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Зф (х, у) --= Лф (х + у) - Лф (*) — Лф (I/). (4.5) 
( + i t+i t+\ t+\ 

С л е д с т в и е 4.4. Если многочлен .Atp(x) из разложения (4.1) 

имеет степень s > 1 относительно х, то многочлен Зф симметри-
/+i 

чен относительно х и у и имеет степень s — \ по каждой из 
этих переменных. Если 5 - 1 , то 3® (х, у) = 0, и разложение для 

'+' Лф(.л;. у) начинается с членов порядка t -1--2. 
Л е м м а 4.5 ([33]). Пусть разложение для ср имеет вид (4.1), 

причем многочлен ср линеен относительно х, Тогда 

Аф(.*, 4 0 = - 3 % х , t/)— Л'"(Л(.А:, t /))+A(x, Лф(у)) + 
1+2 l+l 1 + 1 
+ А(А* (х), у) +{^+3} 

t+\ 
2. Пусть ф : Q{to} Q — некоторый диффеоморфизм (не обяза­

тельно вида (4.1))- Отклонение ф от автоморфизма можно оце­
нить двумя способами. Во-первых, элементом Ац>(х, у), рассмот­
ренным в лемме 4.3; Aq>(x, у) = е-«=>-ф— автоморфизм. Во-вторых, 
это можно сделать с помощью функции SXi4,, определенной ра­
венством 

q>(x-y)=y(x)-(SXiv у) (у), (4.6) 
о которой уже было сказано в § 1. Отсюда [20] 

sx,v=L^.-^-Vqp""1. (4.7) 
где LK — левый сдвиг на Q. Наряду с оператором S : (х, ф)->-
-*~SSi4, (см. § 1), который можно назвать левым, можно ввести и 
правый оператор 5 равенством 

Ф (x •# ) — ( - - • - . - °ф) ( * ) -<Р(У)-

Мы будем рассматривать свойства левого оператора, для пра­
вого все будет аналогично. 

Положим SXiФ-=.5а:(ф) и обозначим группу автоморфизмов 
лупы Q через Aut Q. Тогда очевидны следующие свойства функ­
ции S-: 

1. S ^ ) = i d V ; t - ^ G A u t Q . 
2. 50(ф)-=1с1^-*ф6/. 
3. SX(I) =L 
С помощью соотношения (4.6) и лемм 4.1—4.3 доказыва­

ются : 
Л е м м а 4.6 ([33]). Если ф<-Ф(, то и 5х,фбфг, причем 

5,.ф(У)=</+Дф(.*.У) + {" + 2Ь (4-8) 

где &ф(х, у) определяется формулой (4.5). 
'-И 
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Лемма 4.7 ([33]). Пусть cpgfl},, т. e. разложение для ср имеет 
вид (4.1). Если многочлен Лф линеен относительно x, то Sx «>е 
бФм-2. причем разложение для Sx,Kp имеет вид: 

--•л-.ч.О/)---[/+ Л5(х, (/)+.{^ + 3}, (4.9) 
t +2 

где 
У (х, у).« В* (x, у) + Л* (A (*, у)) ~ А (x, А' (£/)) — 

— Л(Лго(х),у), (4.10) 
.4-1 

a Е*(х, <у) определяется в соответствии с формулой (4.5). 
Отсюда и из леммы 4.5 вытекает 
С л е д с т в и е 4.8. Если <р имеет вид (4.1), то разложение 

в ряд функции SAV(y) может быть записано в виде 
Sx,<t(y) =У — главная часть Дср(х, у)+• ..., 

где точки обозначают члены ряда более высокого порядка. 
Условимся писать Л(#"), если переменная х входит в много­

член А{х) в степени с. Используя леммы, можно доказать сле­
дующую теорему. 

Теорема 4.9 ([33]). Пусть разложение для ср имеет вид: 

rp(x) .- Л"+ Лф(*)+ лф(.х2) + . . . + Лф(*с)+ .. ., (4.11) 
И-1 t+1 t+c 

где, как и прежде, Ф зависит еще и от параметров. Тогда функ-
ция SXl,f =5, определенная равенством (4.7), имеет следующее 
ризложеиие в ряд Тейлора: 

S(y) y+ As{x, //)+ As(x\ tf)+ ...+ А5(хг\ j r . ) + . . . . (4.12) 
t+г t+z t+c 

Доказательство мы не приводим, так как ОНО ДОВОЛЬНО длин­
ное. Отметим ЛИШЬ два существенных факта, которые возника­
ют в ходе рассуждений: 

A) Многочлен As является комитантом многочленов Лф, где 
t+c '+•-

k<C, 
Б) Многочлен лф входит в Л5 в линеаризованном виде 

t+c t+c 

согласно формуле 

As(x,y)^ Лф((.*+У)-+1)- А*(хм)~ А(ум)+.... (4.13) 
,+с+\ Jl t+c+Г t+c+l t+c+l 
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§ 5. НЕКОТОРЫЕ СВОЙСТВА ФУНКЦИЙ lx,v 
И гхл В ЛОКАЛЬНОЙ АНАЛИТИЧЕСКОЙ ЛУПЕ 

Как известно, с лупой Q связан ряд инвариантных групп. 
Мы уже отметили стабилизатор единицы, /. Далее, правые 
сдвиги на Q порождают группу RQ, левые — группу LQ; те и 
другие вместе — группу G<~. Рассмотрим, например, группу LQ. 
В случае, если Q — группа, отображение L : Q{to}L-), L(x)—LXl 
есть изоморфизм, так как в силу ассоциативности Lx.v — 
= Lx°Ly. Поскольку в произвольной лупе ассоциативности, 
вообще говоря, нет, то оператор L изоморфизмом не является, 
т. e. Lxy¥=Lx°Ly. В силу обозначения (1.5) это условие можно 
записать в виде /a-,y--7--icL 

Операторы tx,v, rx,v, тх,у порождают ассоцианты лупы Q 
(см. § 1), причем asi(Q) будет подгруппой в LQ, а asr{Q) — 
подгруппой в RQ. Отклонение от коммутативности в Q харак­
теризуется оператором TX=LX-1°RX, который называется собст­
венным внутренним отображением [45]. Операторы lx,v, rx,v, Tx 
оставляют на месте единицу, т. е. принадлежат группе I. По 
теореме Альберта—Брака они порождают подгруппу /* внут­
ренних перестановок лупы Q, т. е. ту часть группы /, которая 
лежит в GQ, Группа /* рассматривалась, например, в [42], 
[41], [14]. 

В случае, если лупа Q является аналитической лупой, 
справедлива следующая 

Л е м м а 5.1 ([33]). Операторы Тх, lx,v, rx,y, mx,y есть опера­
торы, близкие к тождественному в смысле определения 4.1. 

Действительно, используя разложение (3.1), легко полу­
чить формулу 

Тх(у)=у+2А(у,х) + {3}. 
Для остальных операторов соответствующие разложения най­
дены в [29]: 

lx>v(u).=u—B {х,у,и) + {4}; гх>у{и)=й-\-]В{и,х,у)-\-{А}, 
тх,у{и)=>и—В(х,и,у)+{А}. (5.1) 

Через В обозначен второй основной тензор лупы Q, вычисляе­
мый с помощью многочленов из разложения (3.1) по форму­
ле [9]: 

В(х, у, z) = A(x, у, z) — A(x, у, z) — 
31 32 

~А(х, А(у, z)) + A(A(x, y)f z). (5.2) 
Для дальнейшего сформулированная ниже теорема является 
основной. 

Т е о р е м а 5.2 .([33]). Ряд Тейлора функции 1Х,У имеет вид: 
оо 

lXiS (и) = и+ {sum} Л' (x--2, у--2, о0-2) + • . . , (5.3) 
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т. е. наибольшая степень, в которой переменные х, у, и входят 
в многочлен Л', равна с—-2. 

с 
Доказательство проведем индукцией по с. Для с = 3 утверж­

дение вытекает и3 формул (5.1). Рассмотрим равенство 
xy-v = x-yu, (5.4) 

которое определяет элемент v = lx,y{u). Разложим обе части 
равенства (5.4) в ряд, используя разложение (3.1): 

. V-i ~ пет 
я (х</•-")---•.* + у +-о+ 2., At (л, у, т))-=л-(х, у, v); 

со 
- - - - - def 

{x-yu)=^x + y+u~\-2d^(x^ У' и) = щ{х, у, и). 

Многочлены Л1 и Л.> являются комитантами многочленов Л из 
е е -

разложения (3.1), и поэтому обладают тем же свойством, что 
и последние; каждое из переменных входит в них в степени 
не выше с—1 (назовем это свойством А). 

Пусть многочлены Л1 при с < k удовлетворяют условию тео-
ремы. ОНИ определяются из уравнения 

Jetft_-i.it! (x, у, t)fi.-i) = Jetft_1n2(jc, у, а), (5.6) 
ft-i 

где обозначено: и ы - = 1 - - и - : = . ' т 2 л ' . 
Вычислим теперь многочлен Л' (x, у, v). Он удовлетворяет 

к 
уравнению 

]etft(iti(x, у, ъь)) = №к(щ{х, у, и)) 
или 

]et/;_i (J-i (х, у, •y;;)) + Ai (x , у, i)ft) = 
•=Jetft_irt2(x, у, и)+А2(х, у, и). (5.7) 

к 
Но, согласно (5.5), 

ft-i 
№к~\Я\{х, у, ю-0---*+# + '»* + . 2 М*» у, vk). c=2 

Преобразуем это выражение, сохранив члены до порядка к. 
В силу свойства A и (5.3) имеем: 

jeta-i я1 (^ y- *^)---.*+.У+ (*A-i+ £'(•*. 0. «)) + 

+ Л!(.Х, IJ, •Z)ft_2+A!(JC, У, И)) + 
2 ft—1 
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+ Л, (X, у, <D*_- + Л ' {X, у, <v)) + . . . + Л1 (x. У, -01 + Л ' (x , у, и)) = 
3 ft-2 ft-1 2 

= ]etA,_1.ri1(x, у, •»,._.) +Л'(x, у, «) + #(.*:, у, и), 
k ft 

причем в R(x, у, v) входят многочлены А1 и Л1 при c < k . 
ft с е 

Первое слагаемое в силу (5.6) заменится на jetA_-rc2(x. у, и), 
поэтому равенство (5.7) примет вид: 

t\l(x, у, u) + R(x, у, «) + Ai(x, у, vk) = A2(x, у, и). 
k ft ft * 

Из вида разложения (5.3) следует, что Ai(x, у, f.,) = Ах(х, у, и) + 
к ft 

+ {k + 2}, так что последнее соотношение дает: 
A'(x, у, н)=-(Л2(х, у, м) — Aj (jc, у, a)) — R(x, у, и). (5.8) 
ft /e ft k 

С помощью этой формулы найдем наибольшую степень перемен­
ных, входящих в многочлен Л' (x, у, и). Рассмотрим сначала 

k 

многочлен R(x, у, и). Как уже было сказано, он является коми-
и 

тактом многочленов Л' и 7\х при c < k - 1. Но в Л1 переменные 
с е с 

входят в степени не выше с-1 (свойство А), а в Л г - в степени 
с 

не выше с - 2 (по предположению индукции). Следовательно, и в 
многочлен R переменные входят в степени не выше k~-2. 

Рассмотрим теперь разность Л2-Л1. Несложные рассуждения 
Л к 

показывают, что переменные x, у, и в степени к — 1 (если они 
есть) могут находиться только в разности 

- А(л:, у) — А{ху, и) + Л(х, У«) + Л(у, и), (5.9) 
к к к k 

содержащейся в (5.8), причем эти наибольшие степени могут быть 
только в «крайних» формах, входящих в Л, т. е. в Л и Л 

к ftl ftft-l 
(см. (3.2)). Последние же входят в (5.9) в виде следующей ком­
бинации: 

г—rn[A(x, У. «)+ A(x, у, и) + Л(у, и)+ Л (у, и ) -

-~A(x, у ) - A(x, y)—A(xy, и)— А(ху, и)]. 
si ftft-i si ftft-i 

Так как ЭТОТ многочлен рассматривается с точностью до чле­
нов порядка fe+,1, т° в нем> пользуясь (3.1), можно заменить 
уи на у+"> ху — на х-\-у. В результате получаем многочлен 

——— [A(x....*, у + и)+Л(х, у + и...У + и)+ ' 
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+ А(у...У> ") + Л ({/, « . . .w) - -A (x . . .x , у) — 

- Л (л, у.. .У) — Л.(-* + У-•••* + £/. «)— Л (•* + */> и., .и)]. (5.10) 

Рассмотрим, например, форму Л (x, у + и.. .у + и). В силу 
ли—1 

линейности ее можно представить в виде суммы 2*-1 слагаемых, 
ич которых только 2 содержат и и у в степени k — 1: 
A(x, У-.-У) н М-*» "• ••*-)• Т о ч н о т а к ж е раскладывается и 

форма A(x + y . - -x + i/> -*)• В результате, как легко видеть, все 
формы "из (5.Ю), содержащие я*-\ у*"1, и*-1, уничтожаются. 
Кэтому оба слагаемые в правой части равенства (5.10) содержат 
пвпрммшые х, Ч, и в степени не выше к — 2. 

РНетрудио найти в Л/ (x, У, а) формы, содержащие переменные 
и степени А - 2 . Мы укажем лишь те из них, которые понадо­
бятся в дальнейшем: это многочлены, выражающиеся через формы 
ш!да Л,. Л из разложения (3.1). Один из них получается из 

формы 
-—Lrr A(x, у + и, . . . . У + «). 
(k~-1)1 кк-\ 

входящей в сумму (5.10). Пользуясь линейностью формы Д и ее 
симметричностью по последним А - 1 аргументам, отсюда выде-
лим слагаемое 

( T—T j r(& . - . l) f cA i(x,y,«, . .-^ (*-2) !^Л 

Другой многочлен получим, рассмотрев формы А и ^ Д , вхо­
дящие в сумму (5.9). O j P ^ o J j a - - » <*•->. Э™ * ° P № 

входят в виде следующей комбинации. 

Т — ^ [ А ( У . . . ^ . " ) + Д ( ^ . " - - - ^ 

+ А(х...х,У + й--/ + ")+Д (^Х,У + "'*"У+ 

-Л(Х . . . х, У, У ) - / 2 ( ^ *• у • • • У)~ 

^А (^+;:.-+^.«)-,м^^+ у '"-'-ы )]- ( б Л 2 ) 

Пос-едв-е слагаемое преобразуется так: 

* " " - , «Л 

+ A(y,y.«---«) + 2
f t f c ^ y '"*" 
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После сокращения в (5.12) останется единственная форма степе­
ни k — 2 относительно и: 

—,, '.-.••• 2 А(х,у,и... и)= - т г Ч м Л (x, у, и . • • и). 
(ft—2)121 ftft_2 Vй — -J1 ftft-2 

Полученный результат доказывает теорему 5.1; сформулируем 
его отдельно. 

Лемма 5-3. Многочлен А1 (х, у, а) из разложения (5.3) 
k 

содержит формы степени k — 2 относительно переменной и, 
причем те из них, которые выражаются через многочлены Л раз­
ложения (3.1), имеют вид: 

Мя)--7Г91Г/ А (х,у, и ... а\— А (х, у, а ... и\\. (5.13) 
ft-2 / \ ft-2 

- Аналогично доказывается 
Т е о р е м а 5.4. Ряд Тейлора функции rXlti(u) имеет вид: 

оо 

/•,,„ (а) = а + Ц ,V(x"-2, У'-2, и*-2). 

Многочлен Л" содержит формы степени k — 2 относительно пере-
ft 

менной и, причем те из них, которые выражаются через много­
члены Л разложения (3.1), имеют вид: 

ft 

Р(и)=--Ъ 'Л, fA(H.. . u,x,y) — A(u... и,х, у)\. (5.14) 

Из теорем 5.1 и 5.4 вытекает важное следствие. 
С л е д с т в и е 5.5. Функции 1Х,У и rx,v удовлетворяют усло­

вию теоремы 4.9. 

§ 6. ОСНОВНЫЕ ТЕНЗОРЫ ЛОКАЛЬНОЙ АНАЛИТИЧЕСКОЙ ЛУПЫ 

Рассмотрим последовательность функций, определенных 
на локальной аналитической лупе Q (см. (4.7)): 

Sf} = lx.y, S l ^ S ^ , Sl = SUi)Su..., ( 6 Л ) 

S r — rXly,,, Sr=S о, Sr = S ь . . . . 

Применяя лемму 5.1 и теорему 4.9, находим, что функции 
S/ и S- (&----0, 1,2 . . . ) являются операторами, близкими к тож­
дественному, зависящими от параметров x, у, щ ... «h, причем 
разложение их в ряд Тейлора может быть записано в виде: 

Sl{u)=u—&{x,y,U\... «ft, и) + {/г+4}, 
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S* (и) . -« + #(.*, у, ui ... uk, и)+{&+4}. 

Из теоремы 4.9 получаем, что многочлены 3? и 9L будут линей-
k ft 

ными относительно всех входящих в них переменных. Поэтому, 
в соответствии со следствием 4.8, 

&=*d (A-Sf-1 (x, у, щ ... щ_х) (%, и)); 
к 

$ = ~d{ASk
r-1 (х, у, и,... uk^) (uh, и)). 

При допустимых преобразованиях локальных координат в лупе 
(т. е. таких преобразованиях, при которых единица сохраняет 
нулевые координаты) 3? и 91 меняются по тензорному закону. 

к к 
О п р е д е л е н и е 6Л. Назовем тензоры 3? и 91, £=-0, 1, . . . , . 

k k 
основными тензорами локальной аналитической лупы. 

Итак, с лупой Q связаны следующие основные тензоры. Первый 
основной тензор А (х, у) [9], характеризующий отклонение от 
коммутативности в Q; второй основной тензор В (х, у, z) [9], 
характеризующий отклонение от ассоциативности в лупе Q; 
наконец, тензоры 3? и 91, &6N, алгебраический смысл которых 

ft к 
состоит в том, что они характеризуют для функций последова-
тельности (6.1) главную часть их отклонения от автоморфизма. 
(Что касается тензоров 3? и .32, то они выражаются через В. 

о о 
Действительно, из (5.1) и (6.2) имеем: В (х, y,z)~ 
=;2?(x,y,z) = &(y,z,x)). 

о о 
Тензоры 3?s=3? и 52.=.%, как уже отмечено в § 1, были 

1 1 
определены в [29]. Кроме них в [29] был введен еще тензор Ж,. 
связанный с оператором тх,у. Но так как он не является неза-, 
висимым, а выражается через 3? и 91, то в настоящей работе 
функции вида Su,mjCty, определяемые оператором тх,у, не рас­
сматриваются, 

2. Рассмотрим аналитическую три-ткань W, заданную на 
многообразии М, dimM=-2r. В каждой ее координатной лупе 
1Р, ре.М (см. § 1), возникает последовательность тензоров 
^ l - и Щр. Соответственно на многообразии М возникают тен-

Ь fa 
зорные поля 2 и 91. С другой стороны, с три-тканью W связана 

к к 
последовательность ее основных тензоров — ковариантных 
производных тензора кривизны [30]. Между этими двумя набо­
рами тензоров существует связь, о которой и пойдет < речь в 
этом параграфе. 
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Зададим, следуя [2], слоения три-ткани W тремя вполне 
интегрируемыми системами Пфаффа со'-=--0, со' = 0, ш/-4-со-=-0; 

1 2 1 2 
i, у, k . . . = 1, . . . , г. Соответствующее семейство адаптирован­
ных реперов на М допускает преобразования с матрицами вида 
(о А ) ' г д е -4GG.--(r>-Ю. Группа таких матриц определяет 
if-crpyKTypy на M, которая называется gv-структурой [30]. 
Формы ш = (оУ), со== (со') удовлетворяют на ^-структуре урав-

1 1 2 2 
нениям: 

dco — coAw + ^-J-A1--, dco — coA-j- — а-соЛо-, / с 0-
1 1 1 1 2 2 2 2 \р.д) 

1 2 1 1 2 2 

и некоторым другим, которые в этой работе не понадобятся. 
Через со — (ш )̂ обозначена структурная 1-форма gy-структуры, 
порождающая на М связность Чженя [43], [2], [9], [46], [30]; 
л—(а}й) и b = [bl

m) — тензоры кручения и кривизны ткани W; 
(аосоДш)' — а'.®]/\а>к, (Ь°(£>/\<оу,*= Ь1...(ак/\(а'. 

1 1 ; 1 1 1 2 ' J 1 2 
Ковариантные производные с и с тензора b относительно 

-связности Чженя являются тензорами типа (4). Если после­
довательно дифференцировать последнее уравнение (6.3), то 
возникают ковариантные производные порядка k, k = 2, 3 
являющиеся тензорами типа ( К+з )'• 

VC-=C~-0 + Co(u, Vc--=C..C0 + C.-Cu, 
1 II 1 12 2 2 21 1 22 2 

и т. д . [30]. Их будем обозначать с, где а== (а,. . . . аА) —после-
а 

довательность чисел 1 и 2. Тензоры с связаны рядом соотноше-
а 

ний и при фиксированном k среди них k-j-1 независимых, кото­
рые называются основными тензорами ткани W [30]. В числе 
последних —тензоры с и с, где а==(1 . . . 1), j3=-.(2 . . . 2), 

« Р 
о которых пойдет речь ниже. 

Приведем определение замкнутой ^----структуры, которое 
часто встречается в настоящей работе. Согласно [5], [30], gw-
структура, определяемая три-тканью W, является замкнутой 
класса k, если все ковариантные производные с порядка s при 
s^k—2 выражаются через тензоры а, 6 и ковариантные произ­
водные с, порядок которых меньше k—2. 

а 
3. Значения основных тензоров в произвольной точке р мно­

гообразия/И, несущего ткань W, могут быть выражены в тер­
минах координатной лупы 1Р этой ткани. Если умножение в 
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лупе 1Р представлено в виде ряда (3.1), то тензоры ткани вы­
числяются через его коэффициенты. Для тензоров а и Ь име­
ем [9]: 

а\р(х,У)*=* — А(х,у); Ь\р(х, у, z)=* — B{y, x, г), 
причем В дается формулой (5.2). Выражения для тензоров 
с и с приведены в [27]. Соответствующая формула для произ­
водных любого порядка обсуждалась в [30], где она записана 
в виде" 

cJkr+lJl..Jcr+Jc^...r+Js=—ajk)l...jcr+tr+)c+1:..r+)t-\-

Jrak]i...jcr+jr+lr+jc+l...r+js + Rjk...r+js, 

где al
lk ... и т. д.—-коэффициенты многочлена Л из разложе-

ния (3,1), jRlj...r+j —комитант от коэффициентов многочленов Л 
с 

где с<.~ + 3. Отсюда, в частности, при c — s и с=0 получаем 
следующие тензоры типа ( J : 

cjkr+ijt.-.j^ —a>jbjt...]sr+i-\-ab]l...jsr+jr+i-\-R])l..,js, 

Cjltr+tr+Ji-.r+J^ ~0'jkr+l...r+js-!rakr+jr+t...r+)s
JrRjk..Js-

В обозначениях настоящей статьи эти равенства принимают вид 
с (х, у,и,щ... 10=- — Л (.к. y. «1 • • • "». ")+ 
а -4-3,1 

+ Л (У, tti ...us, x, u)+R, 
1+3,2 * (6.4) 

с(х, у, и,щ ... ия)= — Л (x, у, и, «1 . . . и-)+ 
р ..4-3.J+1 

+ Л {у, х,и,щ... us)+R, 
s+S,s+2 P 

.5 

где а=-(1 . . . 1), Р=--(2 . . . 2). Сменив индексы и учтя симметрию 

форм Л, получим: 
с (х, у, к... ик, и)= - А («1. • • «ft- А •*> #)+ 
а *4-3il 

ft/ 

а 
+ Л («1 ...Uk, U,X, y) + R, 

Л4-3.2 « 
С (x , J/, W1 • . . Й*> Я)— — Л (J/, Л, «1 . . . И4, И) + 
р v *4-3|*-И 

+ Л (у, х, их ...-щ, и) + /?. 
*4-3,Л4-2 Р 

1) Далее, где нет опасности перепутать, мы пишем с вместо c\v. 
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Г е о р е м а 6.1 ([33]). Тензоры £ и 91, keN, определенные 
ft ft 

на три-ткани W, выражаются через ковариантные производные 
тензора кривизны этой ткани следующим образом: 

3?(х, у.щ ... и*, «)= —с(у, х, щ ... и k, a)+R, 
к Р Р 

(6.5) 
Я(х, у,щ ... щ, «)=- —с(х, щ, у, и% • • • и,г, «)+/?, 
А а а 

где R и -..9 — комитанты от ковариантных производных тензора 6, 
<х Р 

порядок которых меньше k. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим многочлен Л(ы), входящий 

ft 
в разложение (5.3). Мы выделили в нем многочлен %(ц) (см. (5.13)), 
содержащий переменную и в наибольшей возможной степени 
— (k — 2). Применяя следствие Б) из теоремы 4.9, находим, что 

Линеаризованная часть от % (а) (обозначим ее % (щ, а)) попадает 
в многочлен К'(и) из ряда Тейлора для функции S]. Согласно 
(5.13) имеем: 

=7-.—~Ti Г л (•*• У> и + и 1 • • • и+wO— А(х,у,и... и) — 

— A(x, y,ui . . . «i)l——--—Г Л (x, у, и+щ . . . « + « ! ) — 
ftft-l J ( - / г ~"- ) | Uft-2 

— Л (x, у, и ... и)— Л (x, у,щ ... щ)1. 
ftft-2 ftft-2 J 

Выделим отсюда многочлен, содержащий переменную и в наиболь­
шей степени, т. е. k—- 3, ц. обозначим его к(щ,и). Используя 
симметричность форм Л и Л , получим: 

fcft-1 ftft-2 
% (uutt) = 

^ Г ь — o T i (-^ — —) Г Л (•*> У'Uu U... И) — Л (Х,у, Щ,и... и]. 
(К —4)1 lkb-\ ftft-2 J 

Далее рассмотрим функцию 5?, следующую за S) в последова­
тельности (6.1). Применяя теорему 4.9 и следствие Б) из нее, 

,--
находим, что многочлен Л ' (и) содержит многочлен %(щ,щ,и), 

k _ 
полученный линеаризацией из Х(щ, и): 

%(ии и2> u)=K(Ui, и+и2) — %(щ, и)—\(и,ь а2). 
Выделяя в нем формы, содержащие и в степени k —4, получим 
многочлен 
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^ ( H 1 , a 2 l U ) , = - i _ ( A _ 2 ) ( ^ 3 ) X 
X | Л (.ж, у, к„ иъ и ... и) - л (х, у, Й1, т, и ... и)\ 

\-к«~ ' ftft-2 J 
Продолжая рассуждения, через k-З шага придем к многочлену 

£(«1, «г • • • к*.», и)— Л (л:, у,щ ... ukJi, и) — 

— Л (x, у, «, . . . ИА_З, И), 
ftft - 2 

который с точностью до комитанта /? совпадает с тензором 
а 

ft-3 
с (x, { / , « , . . . и*_ч,«) (см. (6.4)), где р = - - ( 2 . . . 2 ) . Форма 
Р 

4 « i • • • "*-.ч. ") входит уже в многочлен Л ' (и) из рядаТейло-
k 

pa функции S f Л Mo этот многочлен будет первым нетривиаль­
ным многочленом ряда, поэтому, согласно определению 6.1, 

Л"' •-• - 2?. Отсюда вытекает, что производная - с входит 
м i< .ч а 

в тензор У?. 
ft -.ч 

Остается доказать, что в 2? не входят (кроме с) никакие 
ft-З а 

другие ковариантиые производные того же порядка. Действи­
тельно, поскольку мы применяли линеаризацию к—-3 раза, то 
в 5? могли попасть только те из форм Л.г (и), которые имели 

ft...;, ft 
степень не меньше к — 2 относительно переменной и; остальные 
в результате линеаризации обратились в нуль. Но формы степени 
к - 2 , входящие в Л'(к) , делятся в свою очередь, на две части: 
одна есть многочлен % («), содержащий коэффициенты порядка к 
из разложения (3.1), и он привел нас к тензору —с. Другая часть 

а 
получена из членов ряда (3.1), степень которых меньше к, 
и поэтому и ней содержатся тензоры вида с типа ( Д где s<k. 

Применяя к последним процесс линеаризации, мы придем (после 
k - З шагов) к производным вида с, порядок которых меньше 

Y 
к — 3. ЭТО И доказывает теорему. 

Чтобы получить точное выражение для тензоров У и ж через 

производные с, нужно вычислить комитанты R и R, входящие 

в равенства (6.5), Соответствующие формулы для 3? и &, найдены 

в [29] (см. (1.8)); для & и Ш требуются уже значительные 

.вычисления. 
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Спомощью тензоров 3? и 31 можно ввести в касательном про-
к к 

странстве Г- к лупе 1р в единице е операции арности k + 3 
так же, как это сделано в [4] для тензоров а и Ь, образующих 
касательную Д^-алгебру ткани, в [29] для тензоров 9? = 9?, 
Ш = Ш и Ж, образующих вместе с тензорами а и b касательную 
И^-алгебру. Но для адекватного описания касательной ^.-алгебры 
ткани W при k > 4 двух тензоров 3 и 5?, принадлежащих диф-
ференциальной окрестности порядка k + З, недостаточно —таких 
тензоров нужно k-\-\. Правда, ^-алгебру можно определить 
и описать формально, с помощью тензоров с, как это сделано 

а 
в [10]. Однако тензоры с не имеют столь хорошей алгебраической 

а 
интерпретации, какую имеют тензоры 3? и 31. В связи с этим 

к к 
обстоятельством возникает проблема нахождения других к— 1 
тензЪров, принадлежащих дифференциальной окрестности порядка 
k + З и имеющих столь же ясный алгебраический смысл, какой 
имеют тензоры . ? и Я, 

к к 
§ 7. НОВЫЕ ТОЖДЕСТВА И ФИГУРЫ ЗАМЫКАНИЯ 

1. Полученные в §§ 4—6 результаты дают возможность про­
должить и углубить классификацию три-тканей по условиям 
замыкания, предложенную еще в тридцатые годы (см. § 1), с 
помощью новых условий замыкания, связанных уже с диф­
ференциальными окрестностями порядка s > 3 . Для s = A эта 
классификация дана в [28]. 

Новые фигуры замыкания определяются на три-ткани W 
равенствами вида 

Sl~l{x,y, .«1. ..«*_!) (я--о)----
==Sf_1(x, у, m...uk){u)-Si-l(x, у, щ...ад(ч>), (7Л) 

Sk
r~l(x,y, щ....%.-) (u-v) = 

= S ? " ' ( i , У, Щ.. .uk^)(u)-Sk
r-l{x, у,щ.. .ик^)(ю), (7.2) 

выполняемыми в координатных лупах 1р этой ткани. Здесь kgN,. 
а функции Skrx и Sr_1 взяты из последовательности (6.1). Равен­
ства (7.1) и (1.2), рассматриваемые как тождества относительно и 
и v, означают, что оператор S* -1 или S*"-1 является локальным 
автоморфизмом в 1р. В силу определения и свойств оператора S 
(см. §4), равенства (7.1) и (7.2) эквивалентны следующим: 

5*(х, y,ux...uk_b u)(v) = v, Sfc
r(x, у, щ... a*_i. ЙН1-»)—*• (7.3) 
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В частности, при k = Г из (7.1) я (1.2) получаем соотношения 
lx,!,(u-v)=tx,y{u)-lXl!/(v),. (7.4) 
Гх,у{и-'6) = гх,у{иУгх,у{'о'), (7-5) 

рассмотренные в [28], [29]. 
Опишем построение фигуры замыкания, определяемой ра­

венством (7.4). Сначала с помощью рис. 8 строим элемент 
w = lx,y(u), который является решением уравнения xy-w = 
==х-уи. ЕГО построение изображено на рис. 15. 

Предположим, ЧТО элементы 1ХЛ (и)-— w, lx,v{v) ~z, lXtV{u-v) —t 
уже построены, тогда равенство' (7.4) равносильно тому, что 
слои w-z и t совпадают (рис. 16). Если все построения сов­
местить на одном рисунке, то получим вид фигуры замыкания, 
соответствующей равенству (7.4). Мы ее не приводим, так как 
она громоздка и, кроме того, далее не используется. Аналогично 
строится и фигура по равенству (7.5); построение элемента 
t.-,-=rslU(w) показано на рис. 17. 

Wv SS 
v 

._. 

3 . _ 
а \< 
Рис- 15 

- " - — - > 
Г\~К ^ 

-ь "--

Рис. 16 

(1 
^ 

Р W 
Рис. 17 

Лупы, в которых все операторы вида lx,u (rx,v) являются авто­
морфизмами, называются левыми (правыми) специальными лупами, 
или Л-лупами [42], [14], [45]. Мы их кратко обозначим Л (А-), 
а лупы с тождествами (7.1) и (7.2)—через -А* и А) соответствен­
но, так что A-seA}, Лгг=А1. 

Определение 7.1. Три-ткань W, каждая координатная 
лупа которой есть Л?-лупа (Л?-лупа), назовем тканью А* (А*). 
Соответствующие фигуры замыкания обозначим теми же буквами. 

Из этого определения получаем очевидное следствие: три-ткань 
W принадлежит классу А*(Ак

г) тогда и только тогда, когда на 
ней замыкаются все фигуры А*(Ак

г), образованные слоями этой 
ткани. 

Фигуры А\ И Л* при k > l имеют еще более сложный вид, 
чем описанная выше фигура А}, но тем не менее и для них мож­
но дать подробное индуктивное описание. 

Если в равенствах (7.1) или (7.2) отождествить несколько 
(в частности, все) переменных, то получим новые тождества, кото-
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рым отвечают новые классы тканей. Назовем их тождествами 
(тканями) типа Af или .Л*. Соответствующие фигуры будут полу­
чаться из фигур Af и A* отождествлением некоторых слоев (как, 
например, фигуры Боля ИЛИ фигура Н получаются из фигуры /?, 
см. рис. 2—-4). 

2. Сейчас будет показано, что некоторые из определенных 
в п. 1 классов тканей типа A, или Аг совпадают с известными 
классами — Вг, Ви R. При этом мы рассмотрим только тож­
дество (7.4), так как для (7.5) все рассуждения и построения 
аналогичны. 

Полагая в (7.4) и = у, ч> = у(у(.. -(Уу))- •.), получим равенство 

о1(п)-лх,у{у(у(...(уу))- • •))-ix,y(y)-ix,y(y(y(...(yy))- • •))• (7.6) 
п л—1 

Соответствующую фигуру и условие замыкания обозначим 
также через Oi{n). 

Т е о р е м а 7.1 ([28]). Пусть на три-ткани W выполняются 
условия замыкания Oi(n) и 0 ; (n+l ) . Тогда эта ткань являет­
ся правой тканью Боля. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим случай n=2. Пусть в 
координатных лупах ткани W выполняются тождества 0/(2) 
и 0,(3): 

Oi(2):.lx,v(y*)~(iXty(y))>, (7.7) 
0,(3) :lx>y(y-y2)~lx,vylx,v(y*). (7-8) 

Тогда на этой ткани замыкаются фигуры 0,(2) и 0,(3), вид 
которых изображен на рис 18 и 19. Они построены согласно 
описанпому выше правилу и с помощью схемы, приведенной 
на рис. 15. 

Замыканию фигуры 0,(3), изображенной на рис. 19, отве­
чает наличие слоя CD. Сравнивая рис. 18 и 19, мы обнаружим 
на втором из них фигуру 0,(2), расположенную ниже 'горизон-
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тального слоя, проходящего через точку ЛЬ По условию тео­
ремы эта фигура должна быть замкнутой, поэтому точки А и 
В лежат на одном слое третьего слоения ткани W. 

Теперь рассмотрим часть фигуры 0.(3), расположенную 
выше горизонтального слоя, проходящего через точку q. 
Сравнивая с рис. 18, находим, что это есть фигура 0.(2). Так 
как она должна замыкаться, то существует слой третьего 
слоения, проходящий через точки Е и 0 Ь Но по определению 
три-ткани через каждую точку проходит только один слой 
каждого слоения. Поэтому Оз~Ои что влечет q = y=^lx,v{y)--
= у=>-ху-у = х-у2. Поскольку х и у были взяты произвольно, 
то получаем, что в лупе 1Р выполняется тождество правой аль­
тернативности. Эти рассуждения справедливы для любой ко­
ординатной лупы ткани W, откуда и вытекает, что она яв­
ляется правой тканью Боля. При п > 2 доказательство прохо­
дит аналогично, только увеличивается число «этажей» в фигу­
ре, изображенной на рис. 19. Теорема доказана. 

С л е д с т в и е 7.2. Класс тканей 0-(n)&O ;(n+l) совпадает 
с классом правых тканей Боля. Действительно, импликация 
0/(п)&0/(п+1) {Rightarrow}Br доказана в теореме 7.1. Обратное утверж­
дение следует из того известного факта [49], что в лупе Вг 
выполняется тождество (xy^y^x-yv+v, эквивалентное 
l-xtyiy1')^!}11, в силу которого (7,6) удовлетворяется тождествен­
но. 

С помощью теоремы 7,1 легко решить проблему 4, сформу­
лированную в [23] и частично решенную в [24]: найти класс 
одулеи, в котором универсально тождество правой геометрич­
ности [22]: 

k,v(ty)=tlx,y{y), «R. (7,9) 
def 

(Одуль есть моноассоциативная лупа, в которой ty = yl; точ­
ное определение см. в [21].) В [24] были указаны лишь необхо­
димые условия, характеризующие указанный класс одулеи. 
В следующей теореме указаны необходимые и достаточные 
условия. 

Т е о р е м а 7.3 ([28]). Тождество правой геометричности 
универсально в классе правых луп Боля. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Полагая в (7.9) * -2 и *-=3, полу­
чим тождества (7.7) и (7.8). При этом мы воспользовались 
моноассоциативностыо одуля, в силу которой 3</ = у-£/- ,•y = 
---̂ /•</2- Предположим, что тождество (7.9) универсально в не­
котором классе луп (одулеи). Согласно § 1, этому классу от­
вечает три-ткань, в кал-сдой координатной лупе которой выпол­
няются условия замыкания 0((2) и Ог(3). Но тогда по теоре­
ме 7.1 получаем, что эта ткань есть ткань Вт, а значит н ее 
координатные лупы будут правыми лупами Боля. Таким об­
разом, рассматриваемый класс одулеи входит в класс правых 
.луп Боля, а по следствию 7.2 совпадает с ним. 
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3. Полагая а тождестве (7.4) и=у, получим тождество 
1х,у(У • v) = lx,y (у). • lx,y (v). (7.10) 

Т е о р е м а 7.4. Пусть в каждой координатной лупе ткани 
W выполняется тождество (7.10). Тогда эта ткань является 
тканью R. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Положив в (7.10) v — у, затем v=y2, 
получим тождества (7.7) и (7.8). Отсюда на основании теоре­
мы 7.1 заключаем, что рассматриваемая ткань есть ткань Вт. 
Для последней, как отмечалось при доказательстве следствия 
7.2, 1х,у(у)=У, поэтому тождество (7.10) принимает вид: 

tx,v{y-v)=y-lx,v{v). (7.11) 
Соответствующая фигура замыкания (обозначим ее F) имеет 
вид, изображенный на рис. 20 (без учета пунктирных линий). 
Эта фигура имеет следующую особенность: ее верхняя и ниж­
няя части независимы, так как положение верхней определяет­
ся ТОЛЬКО выбором элемента v, а нижней — выбором элемен­
та у. «Передвинем» нижнюю часть в другое положение 
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A'B'C'D', изображенное на рис. 20 пунктиром. Получим но­
вую фигуру F' у которой верхняя часть та же самая. По 
условию теоремы фигура F' обязана замыкаться, поэтому за­
мыкается и фигура R={ABCDA'B'C'D'}. Так как фигуры F 
и F' можно подобным образом присоединить к любой фигуре 
R на рассматриваемой ткани W, то получаем, что на послед­
ней замыкаются все фигуры R. о 

Поскольку тождество (7.10) является частным случаем 
тождества (7,4), которое характеризует ткани A-, то из тео­
ремы 7.4 вытекает очевидное 

С л е д с т в и е 7.5. Всякая три-ткань Л. есть ткань R. 
Аналогичный вывод справедлив и для тканей Л-. 
4. Рассмотрим равенство 

'н,(п):1х,х{х{х(...(хх))...)) = 
п 
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= 1*,х{х)-1х,х(х(х(.. .(хх))...)), (7.12) 
" ~ î ' 

которое получается из (7.6) при у = х, 
Т е о р е м а 7.6 ([28]). Пусть на ткани W выполняются усло­

вия замыкания Я;(п) иЯг(п+1). Тогда эта ткань есть ткань Я. 
Доказательство в точности повторяет доказательство теоре­

мы 7.1, с той лишь разницей, что всюду нужно положить у=х. 
Тогда мы получим, что замыкаются фигуры Вг, у которых два 
вертикальных слоя — х и у —совпадают (см. рис. 18). Но это 
фигуры Я, что и доказывает теорему. 

С л е д с т в и е 7.7. Класс тканей Hi(n)&Hi{nX\) совпадает с 
классом тканей Я. (Ход доказательства такой же, как и в след­
ствии 7.2.) 

Т е о р е м а 7.8. Пусть в каждой координатной лупе ткани 
W выполняется тождество 

L,x(x-v)=L,x{x)-kx(v). (7.13) 

Тогда эта ткань есть левая ткань Боля. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Полагая в (7.13) v~x, затем v — x2, 

получим тождества Я;(2) и Яг(3). Поэтому в силу теоремы 7.6 
рассматриваемая ткань будет тканью Я, и для нее L,x{x)=x. 
В результате тождество (7.13) примет вид: 

t x , x { x - v ) = x - l X i X ( v ) . (7.14) 

Так как это тождество получается из тождества (7.11) при х = у, 
то ему отвечает такая фигура F (см. рис. 20), у которой верти­
кальные слои х и у совпадают. Проводя такие же рассуждения, 
как при доказательстве теоремы 7.4, придем к тому, что на рас­
сматриваемой ткани замыкаются фигуры R, у которых совпада­
ют вертикальные слои хну. Но это есть фигура Вг (см. рис. 3), 
что и доказывает теорему. 

С л е д с т в и е 7.9. Если в каждой координатной лупе ткани 
W преобразования вида 1Х,Х являются автоморфизмами, то эта 
ткань является левой тканью Боля общего типа. 

Действительно, пусть в каждой координатной лупе ткани W 
выполняется тождество 

tXiX{u-v) = l x , х ( и ) • lXt x{v). (7.15) 
Из него вытекает тождество (7.14), которое означает, что рас­
сматриваемая ткань есть ткань Ви Но тогда в ее координатных 
лупах выполняется тождество левой альтернативности x2-y-= 
= х-ху, или 1х,х(у)-У, в силу которого (7.1Б) удовлетворяется 
тождественно. < 

Таким образом, тождества (7.4), (7.5), (7.10), (7.7) и (7.8) 
вместе, (7.13), (7.15) не приводят к новым классам тканей. По­
этому представляет интерес исследование более широких, клас-
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сов типа A,, определяемых менее сильными условиями, напри­
мер, одним условием замыкания типа Ое(п) или #-(n) (n фик­
сировано). Кроме того, остается открытым такой вопрос: какие 
из тождеств типа A.'' или Ar

h при к>)\ приводят к известным 
классам тканей? Таким образом, задача классификации три-тка-
ией по новым условиям замыкания приводит в первую очередь 
к следующей проблеме: выяснить, какие из классов тканей типа 
Aih и Ar

ft (включая и те, которые получаются подобно классу 
Oi(n) заменой какого-либо элемента словом или даже много­
членом от другой переменной) совпадают с известными клас­
сами, а какие являются новыми. 

5. Из равенств (7.3) и (6.2) вытекает 
Т е о р е м а 7.10. Пусть три-ткань W является тканью At

h, 
т. е. в ее координатных лупах выполняется тождество (7.1). 
Тогда на этой ткани тензор 3? равен нулю: 

k 

& (х, у, щ... щ_х, и, v) = 0; (7.1 6) 

для тканей типа Аг, определяемых тождеством (7.2), выполняется 

М(х,у, «1 ...«ft-i, и, -) = 0. <] (7.17) 
и 

Для других тканей типа А) и Ак
г соответствующие тензорные 

равенства получатся после отождествления какого-то числа пе­
ременных в (7.16) или (7.17). 

Возникает вопрос: верна ли теорема, обратная теореме 7.10, 
т. е. будут ли условия (7.16) и (7.17) достаточными для того, 
чтобы ткань W, на которой они выполняются, являлась бы 
тканью At

h или соответственно A-''? Для тканей с классическими 
условиями замыкания — 7, R, В, Н обратное утверждение, как 
известно, справедливо: каждый из этих классов характеризует­
ся определенными соотношениями на тензоры кручения и кри­
визны ткани, выполнение которых достаточно для замыкания 
соответствующих фигур [9]. Поэтому естественно высказать ги­
потезу, что обратное утверждение справедливо и для тканей ти­
па Aih и Ar

h. Однако его доказательство будет, по-видимому, 
весьма непростым, так как, в отличие от классического случая 
(где доказательство тоже нетривиально!), здесь придется рабо­
тать в дифференциальной окрестности порядка s > 3 . Во всяком 
случае, если гипотеза окажется справедливой, то по крайней 
мере при s — 4 теория тканей примет (ввиду работы [29]) такой 
же завершенный вид, какой она имеет в дифференциальной 
окрестности третьего порядка. 

6. В заключение заметим, что доказательство предложений 
7Л, 7.2, 7.3—7.9 носит алгебраический характер, поэтому сфор­
мулированные в них результаты справедливы и для абстрактных 
тканей (см. § 1). Например, следствие 7.5 допускает такую ре-
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дакцикк если каждый главный изотоп A.-лупы Q также является 
Лглупой, то лупа Q изотопна некоторой группе (или изоморфна 
некоторой группе1)). Этот и другие результаты настоящего па­
раграфа существенно дополняют работу [42J в той ее части, где 
рассматриваются универсальные свойства A-луп (см. § 1). 

Во-вторых, отметим, что тождество (7.11), универсальность 
которого согласно теореме 7.4 приводит к тканям R, может 
быть ^рассмотрено и без требования универсальности, т. е. в 
одной лупе. Тогда эта лупа уже не является, вообще говоря, 
группой. По форме тождество (7.11) напоминает тождество ле­
вой геометричности (7.9), но, по-видимому, сильней его. Оно 
может быть записано в виде 1х,у°Ьу=*Ьу°1х,у, которое допускает 
алгебраическую интерпретацию в терминах групп LQ и aSi(Q) 
(см. § 5). 

Последнее замечание относится и к тем тождествам, которые 
получаются из (7.11) отождествлением каких-либо двух ИЛИ 
всех трех переменных, а также к тождеству (7-14) и его обобще­
ниям (в сторону увеличения различных переменных). Описание 
свойств перечисленных луп представляется нам важной и инте­
ресной задачей. 

§ 8. УСЛОВИЯ ЗАМЫКАНИЯ 
И ЗАМКНУТЫЕ ^-СТРУКТУРЫ 

Как уже отмечалось в § 1, все классические условия замы­
кания— Т, R, В, Н, приводят к замкнутости .^----структуры, 
определяемой три-ткаиыо W. Те из новых условий замыкания, 
рассмотренных в § 7, которые сводятся к известным классам 
тканей, по этой причине также дают замкнутость .gv-струкгуры. 
Приведенная ниже теорема показывает, что среди новых усло­
вий замыкания существуют такие, которые хотя и приводят к 
замкнутости gv-структуры ткани, ио не сводятся (по крайней 
мере очевидным образом) к известным условиям замыкания. 

Рассмотрим условия замыкания, определяемые тождествами: 

Н",: S / - 1 (•*••• x X x - x ) - ^ ? - 1 (x . . . x)(x)ft (8.1) 

Я*: S T 1 (x . . . x)(x-x)==(5^1 (x . . . x)(x)f, (8-2) 
которые получаются из равенств (7.1) и (7.2) отождествлением 
всех переменных. 

Т е о р е м а 8.1 [33]. Пусть на три-ткани W выполняются 
условия замыкания Н\ и Нк

г вместе. Тогда соответствующая 
gV-cTpyKTypa будет замкнутой ^-структурой порядка 2(k + 2)2>. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть на три-ткани W выполняются 
условия" замыкания, соответствующие тождествам (8.1) и (8.2). 

•> Теорема Алберта: если лупа Q изотопна некоторой группе, то она ей 
изоморфна, т. е. сама является группой [38]. 

-> В [30], следуя [5], мы писали «класса 2 (й+2)». 
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Тогда тензоры 3? и $2 этой ткани удовлетворяют уравнениям 

31 (х . . . л)==0, 32(x.. .x) = 0, (8.3) 
* ' ft-i-3 k ft+3 

которые получаются из (7.16) и (7.17). Используя далее формулы 
(6.5), придем к соотношениям 

с(х ... x) — R\D, С(Х ... x)=-/?|D> (8.4) 

где, согласно теореме 6.1, /? | я и ^ D есть комитанты тензоров 
а в 

вида с — ковариантных производных тензора кривизны ткани W, 
у 

"порядок которых меньше k + 3. По терминологии работы [30] 
тензоры сие являются замкнутыми, так как в силу (8.4) они 
выражаются через тензоры, принадлежащие дифференциально-
геометрическому объекту ткани, порядок которого меньше k + Ь. 
Далее пользуемся теоремой 5.2 из [30], согласно которой из 
замкнутости симметрированных тензоров 

C = (Cutr+,n]1...]k)), C = (C(]ir+mr+j1...r+jk)) 

вытекает, что определяемая этой тканью .д^-структура есть 
замкнутая .̂ -структура порядка 2(£+2).<1 

При k=\ отсюда получаем утверждение, доказанное в [28]. 
Из теоремы 8.1 вытекает, что если на ткани W выполняются 

два условия замыкания, одно из которых типа A,\ а второе, ему 
соответствующее, типа А/, то gv-crpyKTypa оказывается замк­
нутой. Так будет, например, если взять тождество (7.6) и соот­
ветствующее тождество для правого оператора rXiV. Они приве­
дут к тензорным равенствам 9?{х, у, у, у) =0 и 91{у, х, у, у) =0, 
связанным с тождествами левой и правой геометричности в 
одулях [24]. 

Однако, результаты работы [30], с помощью которой доказа­
на теорема 8.1, не дают возможности ответить на вопрос: будет ли 
замкнутой gv-структура ткани, на которой обращается в нуль 
только один тензор, скажем, 3?(х, у, у, г/)? Если проблема «об­
ратной теоремы», сформулированная в п. 5 § 7, решается поло­
жительно, то условие ^ (x, у, у, у) =0 ведет к выполнению тож­
дества (7.6), а оно, в свою очередь,—к классу тканей Вг, т. е. 
к замкнутости gvr-структуры. Однако, даже в случае выполне­
ния обратной теоремы нельзя ответить, например, на такой во-
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прос: будет ли замкнутой gv-структура ткани W, на которой 
выполняется уравнение .g? (лг, х, х, л,)=0? Это самостоятельная 
проблема. 

§ 9. АВТОМОРФИЗМЫ ЛОКАЛЬНЫХ АНАЛИТИЧЕСКИХ ЛУП 
И ЗАМКНУТЫЕ ^-СТРУКТУРЫ 

1. В [30] и настоящей работе обсуждаются два подхода 
к классификации многомерных трн-тканей. В [30] рассматривались 
ткани с замкнутой ^-структурой, здесь ~- ткани типа 
Aki и А\. Взаимоотношение между ними выясняется в § 7, 8, 
где показано, что значительный класс тканей Ak

t{A\) обладает 
замкнутой gy-структурой, причем ткани типа A/(Ar) включают 
в себя «классические» ткани—Н, В, М, .-?. Возникает предполо­
жение, что всякое условие замыкания типа Ak,{Ak

r), выполняемое 
на три-ткани W, влечёт замкнутость определяемой ею gy-струк-
туры. Если в соответствующих тождествах (7.1) и (7.2) перемен­
ные и и v считать независимыми между собой и независимыми 
от остальных переменных х, у, щ ... «fe_i, то эта гипотеза фор­
мулируется так: всякая три-ткань, координатные лупы которой 
допускают автоморфизмы вида S? и 5.-, обладает замкнутой 
^•—структурой. В настоящем параграфе мы расширяем пробле­
му и устанавливаем связь между наличием автоморфизмов (не 
обязательно внутренних ) в координатных лупах ткани W и зам­
кнутостью ее ^--.-структуры. 

Автоморфизмы координатных луп ткани W связаны с пре­
образованиями самой ткани, называемыми звтотопиями. Пусть, 
как и выше, аналитическая ткань W образована слоениями Ха. 
а = 1 , 2, 3, на многообразии М. Обозначим через q{-) трехбазис-
ную локальную аналитическую квазигруппу этой ткани [1], 
умножение в которой записывается как z—x-y, где х^%\, г/6Я2, 
.гбХз, причем слой z проходит через точку пересечения слоев х 
и у. Автотопией три-ткани W (или ее координатной квазигруп­
пы q) называется тройка A= (A,, A2, A3) локальных диффеомор­
физмов Аа\%а-*%а, при которых слои этой ткани переходят в 
слои того же семейства и сохраняется их инцидентность. В тер­
минах координатной квазигруппы q это означает, что выпол­
няется условие 

А1 (х) -Л2 (У) - A 3 (х- У). (9.1) 

Все автотопии ткани W образуют группу 55 относительно естест­
венной операции композиции: А-Л' — (A1oAi, A2-A2. -4з°-4з)> где 
A-=-(Aa), А' = (А'а)— автотопии из 91. Если квазигруппа Н (°) 
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изотопна квазигруппе q (•), причем изотопия H-*-q имеет вид: 
Т--=(а,Р, i) (см. § 1), и А —(Аа) —автотопия в <7(.), то в Н(°) 
возникает автотопия 

Г-1оЛоГ-(а-1оЛ1оа, р'-оЛ^р, Г1оЛ°Ч). (9-2) 
Рассмотрим координатную лупу tp ткани W. Напомним, что 

умножение (°) в ней зада-ется, согласно рис 8, формулой 

где x06X,i, г/0б^2 —слои ткани, проходящие через точку р, а 
Lx„ и Rif, —сдвиги в q. Из этой формулы видно, что лупа 1р 
главноизотопна координатной квазигруппе q, причем изотопия 
lp-+q имеет вид [R^, LJJ, id). Поэтому, если A=(Aa)—-авто­
топия в <7> то в 1р возникает автотопия 

А(х0, y0) = {R!jMi°R^> LxfApLJ*, А3). 
Лупа tp задана на третьем слоении ткани W (ем. рис. 81), и, 
в отличие от квазигруппы 17, является однобазисной. Поэтому 
для нее имеет смысл понятие автоморфизма, т. е. автотопии ви­
да (А, А, А) =А. Справедливо 

П р е д л о ж е н и е 9.1. Автотопия A = (Aa) ткани W является 
автоморфизмом ее координатной лупы 1Р, если и только если 
преобразования Аа оставляют неподвижными • слои ткани W, 
проходящие через точку р. 

Действительно, приравнивая компоненты автотопии A(xo, уо), 
придем к равенствам Ai°i?Vo=i?,,,oA3, A2oLXo—LXooAs. Действуя 
этими преобразованиями на элементы х0 и уо, получаем: 

•Ai(xo) •Уо=Аь(х0-уо), х0-А2(уо)=Аз{хо-уо). 
С другой стороны из (9.1) находим, что Ai(^o)-A2(i/o) = 
-A3(xo-z/o). Отсюда Ai(A.o)-=xo, А2(у0)=Уо, A3(xo-«/o) -xo-уо, что 
и требовалось доказать. 

Автотопия A=(A a) индуцирует локальный диффеоморфизм 
многообразия М, несущего три-ткань W, при котором точка р = 
=л,0Пг/й переходит в точку p —-4i(xo)fl--I2(«/o) (как и выше, x0 и 
г/о суть слои ткани W, проходящие через точку р). Этот диф­
феоморфизм обозначим также через А. Он является автомор­
физмом ^--..-структуры и связности Чженя (§ 6), определяемых 
тканью W. Точнее, имеет место. 

Т е о р е м а 9.2. ([48]). Пусть А локальный диффеомор­
физм многообразия М, несущего три-ткань W. Следующие 
утверждения эквивалентны: a) A есть автотопия ткани W; б) А 
есть автоморфизм gv-структуры, определяемой этой тканью; 
в) А есть автоморфизм связности Чженя, присоединенной к тка­
ни W. 

Эквивалентность первых двух условий очевидна и следует 
прямо из определения автотопии и gw-структуры, остальное до­
казывается также несложно, ем. [48]. 
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2. В теории групп Ли известен следующий факт: в канони­
ческих координатах первого рода всякий автоморфизм группы 
Ли G является линейным преобразованием. Отсюда вытекает, 
что автоморфизмы локальной группы Ли являются автоморфиз­
мами ее алгебры Ли. Как сейчас будет показано, аналогичные 
утверждения справедливы и для локальных аналитических луп. 

Сначала заметим, что канонические координаты в произволь­
ной локальной аналитической лупе Q введены в [1]; их сущест­
вование доказано в [11]. Эти координаты определяются условием 
{х-хУ — 2х\ которое в случае, если умножение в лупе представ­
лено в виде ряда (3.1) —(3.2), приводит к следующим соотноше­
ниям на входящие в него многочлены Л [1]: 

-
A(x,x)-=0, s = 2 , 3 . . . . (9.3) 

s 

Разложение (3.1) при условии (9.3) называется каноническим. 
Теорема 9.3. ([31]). Пусть Q(-) —локальная аналитичес­

кая лупа, отнесенная к каноническим координатам. Если 
9<?AutQ, ср-зО, то ср —линейное преобразование, 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть cpGAutQ. Так как координаты 
единицы е лупы Q равны нулю и <р(е) ---е, то ряд Тейлора функ­
ции ср(х) имеет вид 

00 

Ф (*)==-2 Ф*С*>. (9.4) 
Й«-1 

где Ф,,(x)—однородный многочлен степени k. Обозначим сим­
метричную полилинейную форму, полярную многочлену <DA(x), 
через Фк(х, у z). 

Предположим, что координаты х' являются каноническими, 
и докажем, что Ф,.(л.)=-0 при k>\. По определению автомор­
физма Vx, y&Q имеем: 

<р(х-у)=*ч(х)-'<р(у). (9.5) 
Используя формулы (3.1) и (9.4), разложим в ряд обе части 

этого равенства. В результате получим: 
ОО / 00 \ СО со1 

%Ф1\Х-УУ1-А(Х)У) + '%А(Х,У))^%Ф1(Х)+'%Ф,1(У) + 
1„\ \ -_3 -• / (.--1 f-1 

( га со \ оо / со оо \ 

2 Ф< (*>• 2 фу до + 2 -м 2 ф< (*>• 2 % (у) • (9-6> 
i„l y=-i / - -з •" \ ( - 1 / - 1 / 

Это соотношение должно удовлетворяться тождественно отно­
сительно переменных х и у. B силу линейности формы <Di сла­
гаемые первой степени исчезают, а сравнение членов второй и-
третьей степени дает: 

->1 (А {х, у)) + Фа (x + у) = Ф2 (х) + Ф2 (У) + А (Ф1 (х), Фг (у)); (9.7) 
Ф1 (Л (х, у)) + 2Ф2 (х + у, А (х, у)) + Ф3 (х+у) = ! 

з 
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= Ф3 (х) + Ф3 (у) + А (Ф1 (х), Ф2 (у)) + А (Ф2(x), Фх (у)) + 
+ Л(Ф1(.х),Ф1(1/)). (9.8) 

3 

Полагая в (9.7) x = y и пользуясь кососимметричностью фор­
мы А (см. § 3), придем к соотношению Ф2(2л.) = 2Ф2(л;). Но 
<D2(2x) =4Ф2(^), поэтому предыдущее равенство даст Ф2(лг) =0. 
С учетом ЭТОГО равенства и полилинейности формы Ф3 соотно­
шение (9.8) при х = у принимает вид: 

Ф{ (Л (x, x)) + 8Ф3 (x) = 2Ф3 (х) + Л (Ф1 (x), Ф1 (x)). 
3 3 

Отсюда, пользуясь условием (9.3), получим Ф$(х) --=0. 
Далее рассуждаем по индукции. Пусть Ф2(х)== . . . ФА_ i (x) = 

=0. Подставим эти значения в (9.6) и выделим в полученном 
равенстве члены порядка k. В результате получим: 

Ф1 (Л (x, у)) + Ф* (х + у) = ф* (x) + ФЛ (у) + Л (Ф1 (x), Ф1 (у)), 
к к 

или, при х — у 
Ф,(Л(х,л')) + 2*ФА(х) = 2Ф,(л) + Л(Ф1(л), Ф1(л)). 

ft h 

'Отсюда в силу (9.3) получаем ®ft(x)=0. Теорема доказана. 
, Т е о р е м а 9.4. Пусть Q — локальная аналитическая лупа, 

•отнесенная к каноническим координатам, и ср: Q{to}Q — линей-
иое преобразование. фбАгй-З, если и только если все формы 
канонического разложения (3.1) лупы Q инвариантны относи­
тельно ф. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть ф — автоморфизм в Q. Тогда 
выполняются соотношения (9.7), (9.8) и т.д., из которых, так 
:как Ф ^ ф , Ф2-=Фз— ••• =0, имеем: 

(роЛ== Аоф?, фоЛ—Л-Ф3, Ф°Л=Л-ф3 • . . Ф-Л= Л-Ф*, (9,9) 
31 31 32 32 Ы Ы 

.где k = 3, 4, . . . , / - = 1 , . . . , k — 1 и обозначено 
def def 

(фоЛ) (л:, y) = cp(A(x, у)), (Аоф2)(х, у)-=Л(Ф(л:), Ф(У)), 

:и т. д. Соотношения (9.9) и означают, что формы Л инвариант-
ы 

:ны относительно оператора ф, что и требовалось доказать. 
Обратно, если ф : Q-+-Q — линейное преобразование и выпол­

нены соотношения (9.9), то равенства (9.7), (9.8) и им подобные 
удовлетворяются тождественно. Следовательно, выполняется ра-
.венство (9.5), т. е. фбАи1<2. Теорема доказана. 
' 3 . Всякую локальную аналитическую лупу Q можно рассмат­

ривать как координатную лупу 1Р некоторой три-ткани W. 
Поэтому с лупой Q=lp связаны две последовательности тензоров 
Л48 



типа ysj. Это, во-первых, основные тензоры ткани №, • вычислен..-
иые в точке р — а(р), b (р), с (р), и, во-вторых, инвариантные 

а . . . . . . .. . 

формы Л, определяемые каноническим разложением лупы. Они 
задают в касательном пространстве Т„ единицы е лупы Q поли­
линейные операции соответствующей арности. Совокупность 
тензоров до арности k включительно, взятых из первой после­
довательности, назовем касательной ^-алгеброй лупы Q; взя­
тых из второго набора тензоров—-касательной Л-талгеброй этой 
лупы. Совокупность всех операций того или другого вида назо­
вем касательной алгеброй лупы Q и обозначим, соответственно;, 
через W(Q) и A(Q). (^.-алгебры были введены в [10] и назва­
ны там касательными алгебрами ткани W в точке р. Они обоб­
щают введенные ранее в [3] ^-алгебры, называемые теперь 
также алгебрами Акивиса). 

Как нетрудно заметить, равенства (9.9) выражают тот факт,. 
что оператор ср является автоморфизмом алгебры A(Q). По­
этому теорему 9.4 можно сформулировать так: в канонических 
координатах срб Aut Q -*=> <pG AutA(Q), т. е. группы Aut Q и 
AutA(Q) изоморфны. 

Аналогичное утверждение справедливо и для касательной 
алгебры W(Q), так как группы AutWk и Aut А., (в частности» 
AutW(Q) и AutA(Q) изоморфны. Это, в свою очередь, вытекает 
из теоремы 7.1 из [30], которая в терминах касательных алгебр 
формулируется так: 

Т е о р е м а 9.5. При любом k касательная ^.-алгебра и ка­
сательная Ай-алгебра лупы Q эквивалентны в том смысле, что 
операции одной выражаются через операции другой. 

Наряду с алгебрами W(Q) и A(Q) в касательном простран­
стве Те лупы Q определяется более общий алгебраический объ­
ект, а именно клон X(Q) операций, который образован всевоз­
можными комитантами от операций, входящих в алгебру W(Q} 
или A{Q), что в силу теоремы 9.5 равнозначно. В связи с этим 
каждая из указанных алгебр представляет собой базисную си­
стему операций (или просто базис) в Ж{0.), причем алгебра 
A(Q) играет роль «натурального» базиса. Как и алгебры W(Q} 
и A(Q), клон X{Q) градуирован. 

Из теоремы 6.1 вытекает, что клону Ж {Q) принадлежат и 
операции, определяемые введенными в § б тензорами 9? и .35L 
Более того, легко убедиться в том, что ему принадлежат также 
и операции, определяемые инвариантными тензорными полями 
некоторых других Связностей, рассматриваемых на три-ткани W: 
Гар, Г«р и средней связности Г [9]. ; 

4. Вернемся к системе (9.9), которой удовлетворяет всякий 
автоморфизм Ф лупы Q, отнесенной к каноническим координа­
там. Эти уравнения означают, что группа Aut Q имеет оо 
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инвариантных форм Л. Пусть лупа Q произвольна (смысл этого тер-
ы 

мина см. на стр. 121). 
Тогда соотношения (9.9) при каждом фиксированном k неза­

висимы от остальных, так что г2 величин ф/ (координат операто­
ра ф) удовлетворяют {infty} независимых уравнений. Следователь-
•но, произвольная лупа не допускает нетривиальных автомор­
физмов. 

С другой стороны, имеется класс луп, допускающих транзи­
тивную (т. е. достаточно большую) группу автоморфизмов. Это 
так называемые G-лупы, ИЛИ лупы, изоморфные всем своим изо­
топам. Их алгебраическая структура описана в [14], [39]. В со­
ответствии с [39] аналитическая G-ткань, т. е. ткань, координат­
ные лупы которой являются G-лупами, строится следующим об­
разом. Пусть G — локальная группа Ли размерности 2г-\-г0, 
содержащая три подгруппы На размерности г+га каждая, пе­
ресекающиеся по общей подгруппе Я размерности го. G-ткань 
образована множествами gHJH (gHa обозначает смежный 
класс) на однородном пространстве M — G/H. Азтотопиями та­
кой ткани будут, например, преобразования на Ж, индуцирован­
ные (левыми) сдвигами группы G. В частности, если группа G 
является прямым произведением подгрупп Я. и Я2, то подгруп­
па Н3 будет графиком некоторого изоморфизма #i{to}#2, и, со­
гласно [9], соответствующая G-ткань становится тканью R. Ко­
ординатные лупы последней есть, как известно, группы Ли, 
изоморфные группе Я.. Таким образом, класс тканей R (групп 
Ли) содержится в классе G-тканей (G-луп). 

Каноническое разложение G-луп обобщает ряд Кэмпбела-
Хаусдорфа: входящие в разложение формы Л выражаются толь-

kt 
ко через компоненты структурного тензора исходной группы Ли 
G, с помощью которой строится рассматриваемая G-лупа. Этот 
факт подсказывает важное определение, обобщающее понятие 
замкнутой .g-v-структуры. Прежде чем его дать, заметим, что на 
ткани W, для которой лупа Q является одной из ее координат­
ных луп /„, возникают (при изменении р) поля касательных 
алгебр Л(1Р), W(lp), и поле клона Ж{1Р). Обозначим их через 
£ГА, &~W и ЗГЖ соответственно. 

О п р е д е л е н и е 9.1. ^-структура, определяемая тканью 
W, называется Р-замкнутой (параметрически замкнутой), если 
в касательном клоне &~Ж ткани W существует конечный базис. 
Это означает, что существует конечное число тензорных полей 
U, к — \, ..., р, определенных на ^----структуре и принадлежа­
щих клону Ф~Ж, через которые выражаются все входящие в 
.него операции. 

Из определения 9.1 следует, что класс координатных луп 
ткани с Р-замкнутой gy-структурой характеризуется тем, что 
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их касательные алгебры допускают конечный базис. Несложно 
доказывается следующая 

Теорема 9.6, Локальная аналитическая лупа Q допуска­
ет нетривиальную группу Aut Q Си-автоморфизмов, если выпол­
няются следующие три условия: 

а) касательный клон X{Q) имеет конечный базис; 
б) каждый из базисных тензоров /•,, Ь=1, .... р, клона X{Q) 

допускает нетривиальную группу автоморфизмов Aut t-.; 
в) пересечение П = (1 Aut 4 содержит более одного элемента, 

А 

Тогда Aut (Э----П. 
С другой стороны, как сейчас будет показано, существуют 

лупы с нетривиальной группой автоморфизмов, касательный 
клон которых не имеет, вообще говоря, конечного базиса. 

Рассмотрим грассмаиову три-ткань W [2], [6], [9], задаваемую 
тремя гладкими гиперповерхностями Va, a = l , 2, 3, в проектив­
ном пространстве Рг+{. Слоями этой ткани будут связки прямых 
с вершинами на Va. Поскольку грассманова ткань задана на 
многообразии прямых пространства Рт+\ то ее автотопиями 
являются проективные преобразования, переводящие в себя ги­
перповерхности Va. Таким образом, группа й1 автотопий грассма-
иовой ткани W есть подгруппа проективной группы, для кото­
рой поверхности Va> определяющие эту ткань, являются ^-инва­
риантами. 

Для простоты рассуждений сузим проективную группу до 
евклидовой и предположим, что поверхности Va имеют общую 
гиперплоскость симметрии п, а в остальном произвольны. Тогда 
группа % состоит из двух элементов —id и симметрии s относи­
тельно я. Рассмотрим координатную лупу /-, ткани W, причем 
такую, что рЫ, Тогда s(p)=p, и, согласно предложению 9.1, 
автотопия s ткани W является автоморфизмом лупы /„. Таким 
образом, с одной стороны, группа Aut lp нетривиальна. С дру­
гой, поскольку поверхности Va достаточно произвольны, соответ­
ствующая ^цг-структура не будет, вообще говоря, Р-замкнутой. 
Следовательно, условие а) теоремы 9.6 для рассматриваемой 
лупы 1Р не выполняется. 

Аналогично строится грассманова три-ткань с конечной груп­
пой автотопий, содержащей более двух элементов, таких, что 
для соответствущих им координатных луп условие а) теоре­
мы 9.6 также не выполняется. 

Вместе с тем легко обнаружить грассмановы ткани с Р-эамк-
нутой ^-.-структурой. Рассмотрим, например, ткань, определяе­
мую гиперплоскостью л и квадрикой Q, т. е. положим Vi-V2----
• Q, V-sa-i. Известно [6], что это ткань Боля. Считая плоскость 
л бесконечно удаленной, Q — сферой, получим, что группа авто­
топий И рассматриваемой ткани W изоморфна группе вращений. 
Еще один пример получаем, взяв в качестве Va три концентри­
ческие сферы. Эта ткань, в отличие от первой, уже не является 
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алгебраизуемой, так как поверхности Va не принадлежат одной 
кубике. 

Поскольку группа вращений действует на многообразии 
прямых не транзитивно, то обе ткани не являются G-тканями. 
Однако в обоих случаях ^-структура будет Р-замкнутой, так 
как ткань определяется постоянными — радиусами сфер. 

Перечисленные примеры приводят к предположению, что ес­
ли группа автотопий ткани W достаточно велика , то ее gw-
структура будет Р-замкнутой. Эта гипотеза хорошо согласуется 
с результатами, полученными в [19], где изучались инфините-
зимальные автотопий тканей (в [19] они названы инфинитези-
мальными автоморфизмами). Итак, возникает следующая зада­
ча: для заданного класса К три-ткаией найти наименьшее на­
туральное число п, удовлетворяющее следующему условию: 
если три-ткань W из К допускает n-мерную группу Ли автото­
пий. то ее gv-структура является Р-замкнутой. Используя ре­
зультаты этого параграфа, нетрудно привести пример грассма-
новой ткани, допускающей одномерную группу автотопий, но 
не обладающую Р-замкнутой gv-структурой. Следовательно, 
для класса грассмановых тканей n > l . 
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