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ПОСТРОЕНИЕ И АНАЛИЗ СТАТИСТИЧЕСКИХ 
КРИТЕРИЕВ ДЛЯ НЕКОТОРЫХ СХЕМ 
СЛУЧАЙНЫХ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЕЙ 
СО ЗНАЧЕНИЯМИ ИЗ ПОЛЯ GF(g) 

Ю.И. МАКСИМОВ 

Рассмотрен ряд вероятностных схем образования последовательностей случай­
ных величин со значениями из поля GF(q). На основе метода линеаризации 
предложены статистики критериев проверки сформулированных гипотез от­
носительно рассматриваемых последовательностей. Найдены асимптотические 
распределения предложенных статистик. 

1. Как известно, в задачах обнаружения сигналов на фоне шумов характерны­
ми, в частности, являются следующие моменты. Во-первых, зачастую приходится 
иметь дело с последовательностями зависимых в вероятностном смысле наблюде­
ний сигнала на фоне шума, связанных с возможным наличием зависимости между 
элементами как сигнала, так и шума. Во-вторых, потребности практики приводят к 
необходимости перехода от аддитивных моделей наблюдения сигнала на фоне шу­
ма к мультипликативным или смешанным мультипликативно-аддитивным моделям. 
Мультипликативная компонента, в частности, характерна для так называемых кана­
лов связи с замираниями (например, [1, с. 241]). Рассматриваемые ниже вероятност­
ные схемы являются в определенном смысле дискретной версией мультипликативно-
аддитивных моделей теории обнаружения сигнала на фоне шума. 

Начнем с простого примера, некоторые особенности которого будут присутство­
вать во всем дальнейшем. Пусть здесь и далее q — простое натуральное число, 
GF(<7) — конечное поле из q элементов, в качестве которого рассматривается сово­
купность ( 0 , 1 , . . . , q — 1) вычетов по modg с операциями сложения и умножения по 
данному модулю. Пусть ео — распределение на GF(g), сосредоточенное в нуле, ы — 
равномерное на GF(g) распределение. 

Пусть далее х1гх2,... ,xt,... , гц, ц2,. • • ,%,-•• — две независимые между собой 
последовательности независимых одинаково распределенных на GF(q) случайных ве­
личин с распределениями Ье0 + {1 — Ь)ш и ае0 + (1 - а)ш, соответственно. Для то­
го, чтобы последние были действительно распределениями вероятностей, нужно, чтобы 
действительные параметры b и а удовлетворяли ограничениям: —1/(д - 1) < Ь < 1, 
— l/(q — 1) < а < 1. Образуем из введенных последовательностей две вероятностные 
схемы — аддитивную: 

У1=Х1+Т]1, У2 = Х2+Т]2, . . . , VN =XN + VN, (1) 

и мультипликативную: 
У1=Х1Т}1, У2=Х2Г]2, . . . , yN=XNr]N. (2) 
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В (1) и (2) операции сложения и умножения производятся по modg (в дальней­
шем то, что эти операции понимаются именно так, а не как операции в действитель­
ном поле, будет всегда ясно из контекста), при этом х играет роль "сигнала", а ц — 
роль "шума". Сформулируем две простые статистические гипотезы Я 0 и Н\; Гипоте­
за Н0 состоит в том,' что случайный вектор у '= (у\У2,- • • , Уи) состоит из независи­
мых равновероятных на GF(g) компонент, гипотеза Hi — в том, что он.получен по 
схемам (1) и (2), соответственно, с определенными выше условиями на входящие в 
них случайные элементы. ' 

Обозначим через wN(e) отношение правдоподобия: 

WN{£) = р—T~zrpr> £ = {£i,e2,--. ,eN). (3) 

Так как для схемы (1) справедливо 

p{xj + Vj - £j} = ~ + ab 

(5o(f3) равно 1 при /3 = 0 и нулю в остальных случаях) и в нее входят независимые 
элементы yj, то lntujv(e) пропорционален величине 

, ,п 1 + (д-1)аЬ 

где v0(е)— число нулевых элементов в векторе е. 
Теперь, если аЬ.= 0, то HQ И Hi неразличимы, что, в общем, ясно из самой схе­

мы (1); если аЬ = 1, то Н0 и Hi в. пределе при N -» оо безошибочно различимы. Во 
всех остальных случаях критерий основывается на статистике щ (е) или ее центри­
рованном и нормированном варианте v>0 '(e) — Ы"г^2(щ (е) - N/q), который имеет 
как при Н0, так и при Нг асимптотически нормальное распределение с параметрами 

Ея0*Г=0, ЪН1и$» = &'*Ц±аЬ, 

Вя 0 -^ 0 ) = ^ , Пнг^ = Ц± (1 + (q - 2)аЪ - (д - 1)аЧ2) 

(Е и D —знаки математического ожидания и дисперсии). 
Для мультипликативной схемы (2) имеем 

1 . « _ 1 Л *.л-.\ , Л г 9~1Л{1 , qS0(ej)-l Р { х м = £ , - } = - + ±—Ъ 50(£j) + 1 - - - Ч--Ъ - + 
q q j \ q я. / \q q 

1 g£0(ej) - 1 , 
g q2 (l + (q~l)b+(q-l)a.-(q-l)ab) 

и In Wjv(e) в данном случае пропорционален величине 

1 + ^ ( 1 + (g - l)b +(q- l)a -(g- l)ab) 
М£)П l - i ( l + ( g - l ) b + ( g - l ) a - ( g - l ) a f e ) ' 

Теперь, если выполнено равенство 
1 + (g - 1)6 + (g - l)a - (g - l)ab = 0, (4) 

то HQ И HI неразличимы, т. е. условие неразличимости для мультипликативной схе­
мы, вообще говоря, отличается от аддитивного случая. Гипотезы Я 0 и Нг в пределе 
безошибочно различимы, если хотя бы один из параметров а и Ъ равен 1. Во всех 
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(0) 
остальных случаях критерии основывается на статистике щ , асимптотически нор­
мальной при обеих гипотезах соответственно с параметрами 

ч 
ЕнЛ0) = Nl'2?—±{1 + (g - 1)6 + (q ~ \)a - (q - l)ab), 

*-(l + (g - 1)6+ (g - l)o - (g - l)a6) : 

9 
Отметим один заслуживающий внимания факт, связанный с равенством (4). Если 

0 < b < 1, то не существует а, удовлетворяющего (4) и условию — 1/(д — 1) < а < 1, 
обеспечивающему для ае0 + (1 - а)и все свойства вероятностного распределения. В 
самом деле, разрешая (4) относительно а, получаем 

1 1 + ( д - 1 ) 6 
а = ~ д - 1 1 - 6 

и а < -1 / (д - 1), если 6 > 0. 
При переходе к схемам зависимых наблюдений построение и расчет оптимально­

го статистического критерия, как в теории обнаружения сигналов на фоне шумов, так 
и в дискретных вероятностных задачах, значительно усложняется, а иногда и неясно, 
как его построить. В связи с этим в теории обнаружения иногда используют (напри­
мер, [2, с. 130]) аппроксимацию, основанную на допущении, что обнаруживаемый 
на фоне шума сигнал достаточно слаб. С этой целью отношение правдоподобия, как 
функция от наблюдений и коэффициента сигнал/шум, разлагается по степеням по­
следнего, и в качестве подходящей статистики берется первый зависящий от наблю­
дений коэффициент разложения. Получающуюся таким образом статистику иногда 
называют субоптимальной. 

Аналогичный подход используется ниже при рассмотрении задач статистики дис­
кретных схем, связанных с аддитивным и мультипликативным зашумлением. Имен­
но, в схему включается некоторый малый параметр Д, и в качестве статистики крите­
рия выбирается первый, зависящий от реализации наблюдений, коэффициент разло­
жения отношения правдоподобия по Д. Будем называть полученную таким образом 
статистику статистикой линеаризации (отношения правдоподобия), хотя совсем не 
обязательно, чтобы она представляла собой коэффициент при первой степени Д , а 
не при Д2 , Д 3 , . . . и т. д. 

В заключение вводного пункта приведем одно полезное для дальнейшего равен­
ство. Именно, если u\,v,2,.-. ,uk — совокупность случайных величин со значения­
ми из GF(g) (вообще говоря, как угодно зависимых), то справедливо несложно про­
веряемое, например, с помощью индукции по к равенство 

к I .. .J 2irt 2-iri \ 

' P{"i =ei,u2 = е2,... ,ик = ек} = Е Г Т - + - У] е я ъ£з
е я изЪ \ . (5) 

Щ* q^o ) 
2. Рассмотрим теперь мультипликативно-аддитивную схему в условиях независи­

мости наблюдении. Для нее можно было бы основываться, как и в п. 1, на вычисле­
нии соответствующего отношения правдоподобия, однако полезно выяснить в этом, 
более простом по сравнению с последующим рассмотрением, случае, к каким стати­
стикам приводит метод линеаризации. В образовании мультипликативно-аддитивной 
схемы принимают участие: 

11 Тр. по дискр. матем., т. 5 
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— последовательность xi,X2,... независимых одинаково распределенных на 
GF(g) случайных величин ("сигнал"), имеющих вероятность нуля GF(g), рав­
ную ро (как дальше выяснится, остальные вероятности Pi,P2, • • • ,Pq-i в рас­
сматриваемых случаях значения не имеют); 

— последовательность щ, щ, • • • независимых одинаково распределенных на 
GF(g) случайных величин ("мультипликативный шум") с распределением 
ае0 + (1 - а)ш; 

— последовательность £ъ£2, . . . , аналогичная предыдущей, но с распределени­
ем Де0 + (1 - А)ш ("аддитивный шум"). 

Предполагается, что все три последовательности независимы в совокупности, 
а Д будет играть роль малого параметра в методе линеаризации. 

Определим участок длины N последовательности уг, у2,... ,уи--- соотношением 
У1 = Х1ГЦ+£1,у2 = Х2Г12 + Ь,... ,VN =XNT)N+£N. (6) 

Как и в п.1, гипотеза Я 0 состоит в том, что вектор наблюдений (yi, у%, • • • , VN) 
состоит из независимых равновероятных компонент, гипотеза Hi — в том, что он 
получен по схеме (6) с введенными выше условиями на входящие в (6) случайные 
элементы. Используя равенство (5), для отношения правдоподобия гу^(е) получаем 

N / 27ГГ 2iri 

wN(e) = Е|__[ I 1 + 2 ^ е я еЧ ) 
з=1 ч ъ¥=о 

N ' ' • / 2iri 2iri 27ri 
7 j e j rYjxjrlj ~ 7j4j e s e « e « = Щ1+Е£ 

ЛГ , _2тгг ч ЛГ / / 1 \ \ 

= П ! + A E e _ « ^ W ^ ) = П ( 1 + Ц Р ^ = ^ } - ~ ))• (7) 
j = l ^ ъф0 ' 3 = 1 V V i J J 

(Здесь и далее через рж(7)> 7 € GF(g), обозначается характеристическая функция 
случайной величины аэ со значениями в GF(g) и используется формула обращения 
для характеристических функций.) 

Для входящих в последнее равенство в (7) вероятностей имеем 

П'М = 4 } - \ =Ро6о(е3) + (1 - * > ) ( £ + ^ Г 1 ) - i.,= 

= Po(*ofa) - ^ + (1 -Ро)а^о(е ,0 - ^ ) = (Ро + (1 - Ро)а)(*>(е,-) - ^ ) - (8) 

Из (7) и (8) получаем, что в качестве статистики линеаризации wjv(e) как ко­
эффициента при первой степени Д в разложении WN(S) может быть при условии 
Ро + (1 - ро)а ф 0 выбрана статистика 

vN(e) = ЛГ1/* £ (ао(е .) _ I ] = ^ ) ( £ ) (9) 
j=i ^ ? ' 

(напомним, что v^ '{e) — центрированный и нормированный вариант числа нулей 
в векторе е = '(е'ьЕг, • • •", £jv)j Что касается случая, когда выполняется равенство 

: Ро + (1 -Ро)а = 0, (10) 
то гипотезы Я 0 и Я1 становятся в принципе неразличимы, так как ввиду (8) случай­
ные величины Xjt)j + £j равновероятны на GF(q) (и независимы по условию). 
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Вычисляя первые два момента статистики щ' 

Е Я о ^ 0 ) = 0 , Е„А0) =^/2Л^~(Ро + (1-ро)а), 

Оя„ ^ 0 ) = ̂ Л D ^ ^ 0 ) = ̂ ~ (1 + A(q - 2)(ро + (1 - ро)о)-

- Д 2 ( 9 - 1 ) ( Р о + (1-Ро)а) 2 ) 

и учитывая независимость слагаемых в (9), приходим к следующему результату. 
ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1. а) Если в схеме (6) N -» со, Д -)• 0 /иак, ч/яо '}V1/2A = с, и 

выполнено условие ро + (1 — ро)а ф 0, то при гипотезе Н\ статистика щ имеет 

распределение N I с (р0 + (1 — Ро) а )—— ) (а "^м ^°' очеви^но< распределение 

Af(0,(q-l)/q2)). 
б) При выполнении условия ро + (1 — ро)а — 0 гипотезы Н0 и Н\ в принципе 

неразличимы, т. е. неразличимы никаким статистическим критерием (в формули­
ровке предложения используется стандартное обозначение Af(m, <т2) для нормаль­
ного распределения со средним т и дисперсией а2). 

3. Усложним схему (6) введением еще одного случайного механизма, который 
приводит к появлению зависимости в последовательности наблюдений. Именно, 
пусть si, 5 2 , . . - ,sn — случайная реализация равновероятной полиномиальной схемы 
с N исходами 1,2,... N и п испытаниями, не зависящая от совокупности случайных 
элементов в (6). Положим 

2/1 =XSlr)i + f i , V2 = XS2V2 + b, • • • , Уп =XSnVn + tn, (11) 

где случайные элементы Xj,r/j,£j такие же, как и в (6). Зависимость в (11) связана с 
наличием повторений в последовательности s1; s 2 , . . . ,sn. Как и ранее, с использова­
нием (5) для отношения правдоподобия ш„(е) получаем 

П I 2тгг 2iri 

w„(s) = E J N 1 + 2_j е в е ч 3 

п I 2iri 2я-г \ 

= Е П 1 + Д Е е " " З Д е Т 7 , , , ' Ч - - = = ( e i , « . - . . . , e » ) , (12) 

и коэффициент при первой степени Д в разложении гип(е) равен 
ТЬ 2-кг 27тг п 2ттг 

= ?(po + (1 - P o ) a ) X I (S°(ej) - - ) 

так что при условии р0 + (1 - р0)а ф 0 в качестве статистики линеаризации «„(е) 
может быть выбрана статистика 

vn(e) = n^2J2(s0(ej)-1-)^40\e). 

1Г 
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Как и ранее, приведем первые два момента указанной статистики при гипотезе Hi: 

Е я , ^ 0 ) = п ^ Д ^ С р о + (1 -ро)а) , 

D f f 1 ^ r = % ^ ( l + (9-2)A(po + ( l - p o ) a ) + (13) 

+ (q- 1 ) ^ Д 2 (ро + (1 - р0)а2 - (ро + (1 - Ро)а)) 2 ) . 

Если ро + (1 — ро)а — О, то коэффициент при первой степени Д в разложении 
wn(e) равен нулю. Исходя из (12), вычислим коэффициент fc2(£) при Д2 : 

27гг 2пг 2этг 2я-г 

k2{e) — 2_j 2-J e " q « • ' •• •. 

ik ¥• о 

Далее, 
2wi 27Г1 

Ее ? e = P { s j 7^sfc}pXl??.(7:/)Px2l7fe(7fc) + 
+ P{sj = Sfc}53piP(%.(7j)p;^(7fc), 

г 
и поэтому 

k2(e) = q2 ^2{.P{SJ ?8k}(v{xirn = £j} - - ) ( Р { Ж 2 % =.£*} - - ) + 
j<k q q 

+ 5 > p ^ = «fc}(p{^ = £;} - ^)(р{г% = £*> - I)) = 
г 9 4 

= 92 5 Z ( P f o = S f e ^° (*°fo) ~ о) ( * 0 ^ ~ a ) + 

+ (i _p0)(l + «*>&) ~ \ - 1) (1 + q6^k) - \ - i-)) = 
' \ g g g/Vq g qJJ 

= ^~ (PO + (1 - Po)a2) 5 3 (*0(e,-) - ^ ) (<*оЫ - J ) -

Здесь бьшо учтено, что первое слагаемое в первой сумме для к2 (е) исчезает ввиду 
равенства (8) и условия р0 + (1 - Ро)а — 0. 

Таким образом, при дополнительном условии р0 + (1 — ро)а2 ф 0 в качестве ста­
тистики линеаризации vn(e) может быть выбрана статистика 

Оба условия ро + (1 - Ро)а = 0, ро + (1 - Ро)а2 ф О выполняются в единственном 
случае ро = а — О, в котором мы попадаем в ситуацию принципиальной неразличи­
мости рассматриваемых гипотез. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. а) Если в схеме (11) п ->• со, N -» оо, Д -> 0 так, что 
га1/2д _ С) n^jy ограничено и выполнено условие ро + (1 — Ро)а Ф 0, wo cma-
тистика линеаризации щ ' при гипотезе Hi асимптотически имеет распределение 

Я I с (ро + (1 - Ро)а), —— I (а при Я 0 —распределение Л/"(0, (9 - 1)/</2)). 
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б) Если п —>оо, N -ъ со, Д —̂  О так, что (n/N)1/f2A = с\, ро + (1 — Ро)а = 
п (0)2 

= 0, а ро и а отличны от нуля, то статистика линеаризации VQ асимптотически 

распределена при гипотезе Нг как —— (1 — (д — 1)ас1)х2, а при гипотезе Щ — 
как ^ x l где случайная величина Х

2 имеет распределение Х
2 с одной степенью 

свободы. 
в) Если ро — а — О, то гипотезы Но и Н\ в принципе неразличимы. 
Д о к а з а т е л ь с т в о п р е д л о ж е н и я 2 основано на том факте, что 

условное распределение щ в условиях справедливости гипотезы Hi при фиксации 
веса Хэмминга I вектора (xi, х2, • • • ,хм) совпадает с распределением случайной вели­
чины VQ (l), где 

•Ло = »-1/а( Е (a. to+#-£) + Е ( M S ' ) - ^ ) . 
где vx,V2,... ,VN — частоты исходов в равновероятной полиномиальной схеме, 
последовательность г/^,^,... имеет вероятностную структуру, последовательности 
»?i%, • • • ,£i, &> • • • , £{', &'> • • • имеют структуру последовательности &,&, • • • , при­
чем все случайные величины со штрихами независимы в совокупности. 

Отсюда для характеристической функции щ имеем 

Eeitv(
0
0)

 = ^Cl
N(l -po)lPo~lKT^+-+UlT2-Vl—-Vl 

где 

Далее, 

1=0 

_ / 1 д - 1 Л Ц = ^ « / g - 1 g - 1 Л - i - ^ 1 * Г 1 = ( - + 2 аД е ^ « + аД е V^« 
\Q Ч J \ Ч q J 

m (1 q-lA i± — t fq-1 q-lA -i~t T2 = - + 2 Д ] e v^ e + I - Д ) e v^« . 
\ 9 9 

/s / | \ n — fc 
Eh T2 -l.cn{-u {^NJ T^2 -

k=0 \ / \ / 

NT>+ [ ' - N ^ 
Поэтому 

N 

= E ^ d - Р О У Р Г ( 1 + ^ | ^ Д (i + ( е -1 )1 

2n\q2 q2 V -^ 
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Пусть теперь ро + (1 - ро)а ф 0 и п1//2Д = с. Если 

I = JV(1 - ро) + uy/NPo{l-po), 
то 

1 + (а - 1 ) — = ро + (1 - Ро)а + uN'1/2^Ро{1-Ро)-
Далее, 

-Д 1 + ( а - 1 ) 
л/п q V N 

-?V?zl+(£z^l)Af1 + ( e _ 1 ) I 
S \ g 2 g2 V ^ 

it q-l A , t2 q-1 (I 
= 1 + - p Д(ро + (1 -po /a ) 7==—5- + о 

Учитывая приведенное в (13) значение для Ei/£ , получаем 
t2 q - 1 

E e i t ( , ( ° ) - < , ) = e - T ^ - ( i + o ( 1 ) ) 

чем заканчивается доказательство пункта а). 
Если 

•J / Л 

Ро + ( 1 - Р о ) а = 0, (-^г) A = ci, I = ЛГ(1 — ро) + иАГ1/2 V P O ( 1 - Ро), 
то 

Ро а - 1 = - — J — и 1 + (а - 1 ) 1 = -uN-1'2 .Г-
1 - ро iV \ 1-ро 

Поэтому 

Ъъ\ q2 q2 V JV 
i i g - 1 / Ро * 2 g - l /"1 = 1 с щ , - 5— + 0 
n g у 1 ~ Po 2n q2 \n 

и 

E e « - f = - е - * ' / 3 Ц 1 / e - V " e " 1 T 1 V ^ c , * 1 " d t t ( l + „(1)) = 
— OO 

^ i - 1 . ( ! - ( , - 1 ) « 3 ) (1 + 0(1)), _ 
<72 

чем заканчивается доказательство п. б). Заключение п. в) проверяется непосредствен­
но из структуры получаемой при этом случайной последовательности. 
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