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А.Л.Кузьмина 
ОБ ИНТЕРВАЛЬНЫХ КВАДРАТУРНЖ ФОРМУЛАХ ТИПА ГАУССА 

Пусть задана система узлов хк у х^ е £а} £], к - V t , и 
узловых интервалов £ ^ > ^ 7 > L^i^il с €&)€] , 1-Т^т , 
причем Хк ф [Ui t^ij для всех к и I . 

Функция £(х) интегрируема на £ a ; € J и известны зна­
чения #эсО,*=<ГЯ, V 
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Рассмотрим интерполяционные квадратурные формулы вида 

iVx) faл*=sbi зд)+** w (i) 

JpMff»)«te^ZlAjixj+jrbj.tf)*а у), (2) 

где р(ос)^о и интегрируема на £а}£] , коэффициенты 

^нк№ и ^,(*>m) - точечные и интервальные, соответ­
ственно, фундаментальные многочлена Лагранжа, &т{4) и 

dnYA[4) - погрешности этих формул. 
Здесь мы найдем условия, при которых формула (1) будет 

точна для всех многочленов степени не выше S,m-i , а фор­
мула (2) - для всех многочленов степени не выше $,П+УП-< ? 
т.е. формулы (1) и (2) будут квадратурными формулами типа 
Гаусса, получим также оценку -их погрешности. 

Условия точности формулы (2) для всех многочленов сте -
пени не выше \tb+Xm-i с оценкой погрешности исследованы в 
га. 

1. «Введем многочлены, ортогональные относительно систе-

Многочлены 60м(эс) назовем ортогональными с весом Р(Х) 
относительно системы [it;, tP;,] i^i^rn > если 

Л m ' 
I P { x ) C O m ( x H ( x ) d a c - Z : ^ I t ^ m ^ ) (3) 

для всех многочленов <£(х) степени не выше yn-i . Многочле­
ны со̂ Дх") , ортогональные с весом р(х") на Ca,€J , можно 
рассматривать как предельный случай,когда [и-^щ] (i-T^Jri) 
стягивается в точку - I —й корень многочлена сом (ас). 

Так как многочлены, ортогональные с весом р(х) на 
Са,€] существуют, то там же, как и в [ 1 ] , доказывается 
существование семейства систем £Uiy\9i] , l-T^ri 7 для ко­
торых можно построить многочлены а)т(зс) , удовлетворяющие 
условию (3). 
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Такие системы узловых интервалов CU^IP^] ,C= V* > будем 
называть системами типа Гаусса. 

Теперь может быть доказана 
Т е о р е м а . Квадратурная формула (I) точна для всех 

многочленов степзни Хт~1 тогда и только тогда, когда 
[lU IP̂ l l=Vn , является системой типа Гауссу, 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Необходимость условия оче­
видна. 

Пусть £iii Wi~] 9 .• C = -f, *n - система типа Гаусса, и 
СОт(эс)- многочлен, удовлетворяющий условию (3). 

Каков бы ни был многочлен п[х) ч степени не выше %m-i , 
ul^O= ^(х)^(зс ) + г (а) , где <£(*) и г(*) -многочлен 

степени не выше w-Y . 
• Так как g 

/Л m in 

то формула (!) типа Гаусса. 
Очевидно, [tt^,lP;]|f i=V» - система типа Гаусса тогда 

и только тогда, когда . ^ 8 L T ; , ( &>т^)= О , где 0) т (ос) -
многочлен, ортогональный с весом j*(x) на [<*,€] , <̂ (х) -
любой многочлен степени не выше vn-i 

Замечания: 1) как и в [ I j , можно доказать, что наивыс - , 
ший порядок точности формулы (I) %mr\-i ; 2) как и в [2 ] , 
можно доказать, что существуют формулы (1) типа Гаусса с по -
ложительными коэффициентами. 

2. Точечно-интервальные квадратурные формулы (2) типа 
Гаусса. 

Обозначим через 0 т(х) многочлен степени ж , 
I« (ew)=0 > t=V?i • Тогда может быть доказана 

Т е о р е м а . Квадратурная формула (2) точна для всех 
многочленов степени не выше Хп+п\-4 тогда и только тогда, 
когда система-[УЦ^С] 1 i ^ V * •> TaK0Bat ^ o многочлен 
сок(х) - П (х-Хк:^ ортогонален с весом Р{х)9т[х) отно -

сительно этой системы. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть формула (2) точна 

для всех-многочленов степени не выше %Л+УЛ-1 . 
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Тогда Ь)п(х) удовлетворяет условию 

I p(»)<4,(*)9w(«)?(*)Л* = H Bi TL(ыкетi) (4) 
От i*i 

для всех многочленов ^(x) степени не выше n-i , т .е . 
C*V(ас) - многочлен, ортогональный с весом Р(Х)9^(Х) отно­

сительно системы С 1*1,1* J , 1 - ^ . 
И обратно, пусть соп(ос) удовлетворяет условию (4). 
Так как каждый многочлен £(х) степени Ип+т-4 

представим в виде 

где ^(х) - многочлен степени не выше п-i 9 г (эс) - мно­
гочлен степени не выше п + т-<\ , то 

J f ( x U ( x ) d x - ^М(л)п{х)вт(х)^(х)^ + J р(ос)г(1с) = 
а, 

т.е. (2) есть формула типа Гаусса. 
З а м е ч а н и я : 1) если многочлены ьоп(х) , ор -

тогональные с весом pix^B^i^x) на '£a}"f] , существуют, 
то, как и в £ 1 ] , доказывается существование систем [и^с], 
l^T^M , для которых можно построить многочлены, ортого -

нальные с весом р(эс)вт(х) относительно этой системы; 
2) как и в £ 1 ] , МОЖНО доказать, что наивысший порядок точ -
ности формулы (2) Ам-̂ /г»-У . 

3 . Оценим ZJ{) и Ъ^[$) • 
Пусть функция -f(x) %m раз непрерывно диффереяци -

руема на [ a } € ] % 
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Тогда " 

т^е Ни»Д^> х ) - интервальный многочлен Эрмита степени 
&m-i функции $[х) , т .е . s 

и \ 

(см. (9) в [ I ] ) . 
Так как ' 

то 

Пусть функция t(:t) An+w раз непрерывно диф­
ференцируема на £ a, f J . 

Тогда 

*M-W^ + ^ , № * ) , 
где Htn+ro'**> x) - точечно-интервальный многочлен Эрмита 
степени 4,n+m-{ .функвди ^(а} , т.е. 

и 

(см. (9) в [ i ] ) . 
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Так как 

то 
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А.Л.Кузьмина 
ОБ УСТОЙЧИВОСТИ ИНТЕРПСЖЯЦИОННСкКВАДРАТУРНЫХ ПРОЦЕССОВ 

Пусть -f( x) e C j s £ 7 й задана матрица узлов 

Положим 
Л JD = г АГЛ-Л , 

1Сг< 

где 

А* = 4, С (*) <** > 
@к, (*) " -Фундаментальные многочлены Лаграяжа. 

Рассмотрим интерполяционно-квадратурный процесс вида 
£*(*U* * Ln{4) , «**,*,••• . (2) 
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