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ВЕРОЯТНОСТНЫЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ МЕР, СВЯЗАННЫХ 
С РАЗЛОЖЕНИЯМИ НА МНОЖИТЕЛИ 

А. М. ЗУБКОВ 

Для разработки современных теоретико-числовых алгоритмов (в частности, 
алгоритмов факторизации и дискретного логарифмирования по простому 
модулю) и оценки их эффективности большое значение имеют теоремы 
и формулы, описывающие распределение простых чисел и натуральных 
чисел без больших простых делителей, так называемых гладких (smooth) 
чисел. Ряд нетривиальных и весьма точных асимптотических формул полу­
чен методами аналитической теории чисел. В настоящей работе показано, 
что меры, порожденные подмножествами натуральных чисел, представимых 
в виде произведений чисел из заданных множеств, можно представить в ви­
де смесей вероятностных мер, порожденных произведениями независимых 
целочисленных случайных величин. Обсуждаются возможности использо­
вания таких представлений. 

§ 1. ВВЕДЕНИЕ. КРАТКАЯ СВОДКА РЕЗУЛЬТАТОВ ИЗ ТЕОРИИ 
ЧИСЕЛ 

Пусть, как обычно, тг(у) обозначает число простых чисел, не превосходя­
щих у. Согласно теоремам о распределении простых чисел (см., например, 
[1, 12]) для некоторого с > 0 при у —> оо справедливы соотношения 

тг(у) = ( 1 + о ( 1 ) ) ^ , Ау) = \ ~ + 0(уе-с^ГУ). 
2 

В [11] доказаны следующие неравенства: 

7г(у) < ~—•== при у > 6, 

П(У) > ; ; 7г= ПРИ У ^ 59-
In у - 1 + y/lny 

Пусть, далее, D(n) обозначает максимальный простой делитель п, 
а функция 

ф(ж,г/) = |{пе{1, . . . ,ж}:£>(п)<г/} | 
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— количество натуральных чисел, не превосходящих ж и не имеющих про­
стых делителей, больших у. Первая асимптотическая формула для Ф(ж, у) бы­
ла получена Дикманом в 1930 году (см. [7]): при любом фиксированном и > 0 

lim Я>(уи,у)у-и = р(и), 

где функция р(и) определяется как единственное непрерывное решение диф­
ференциально-разностного уравнения 

up'(и) = —р{и — 1), и > 1, 

с начальными условиями р(и) = 1, 0 ^ и ^ 1. Позднее этот результат Дикмана 
уточнялся и обобщался в работах ряда математиков. В частности, в [10] 
доказано, что 

.(,.»). M « ) ( l + 0 ( ^ ) ) . « = £f = b,«. 
где для любого г > 0 константа в О(-) равномерна в области 

у >2, 1^м<ехр{(1пг/)3 /5-£} 

и при и ^ 1 

р{и) = ехр {-ц (inii + Ы п (ц + 2) - 1 + О ( ^ " +
+

2 )
2 ) ) ) }, 

что 

!-*(*,,) = z{1 + о(^- + Б^_)}. 
г = гСх.») = |2£ ь (i + А ) + J- ь (i + !нг) 

kit/ V In ж/ lny V у ) 
и константа в О(-) допускает равномерную оценку в области х ^ у ^ 2. 

Получены также некоторые результаты о количестве гладких чисел в ин­
тервалах небольшой длины. В частности, Харман [9] показал, что для каж­
дого е > 0 отрезок [ж, ж + л/ж ] при достаточно больших ж содержит порядка 
л/ж чисел, все простые делители которых меньше a /̂CVe+e). Фридландер 
и Лагариас [8] доказали существование такой абсолютной константы с, что 
при (3 > 1 — а — са{\ — а)3 отрезок [ж,ж + х@] содержит порядка х@ чисел, 
все простые делители которых меньше ха. В недавней работе [6] показано, 
что для любого е > 0 существует такое с = с(е), что для всех достаточно 
больших ж отрезок [ж, ж + Сл/ж] содержит не менее у/х /(1пх)1п4+0^ чисел, 
все делители которых не больше ж

47/090\/ё)+е 
В [5] доказано, что если 0 < а < f3 < 1, а Ф(ж,ж^,жа) — количество на­

туральных чисел, не превосходящих ж и таких, что все их простые делители 

а в [12] -

где 
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не больше х@, а число простых делителей, больших ха, не превышает 1, то 
при х —*• оо 

•<^, , . )= , , (1) + 1 | ' , (1^) Л + 0 ( -^£) . 
а 

Там же описаны методы практического вычисления функции Ф(ж,ж^,жа) и 
приведены таблицы ее значений. 

Эти результаты получены тонкими аналитическими методами, существен­
но использующими свойства функции 7г(п). В [4] обсуждаются возможности 
использования представления распределения совокупности компонент слу­
чайных комбинаторных структур в виде условного распределения совокупно­
сти независимых целочисленных случайных величин при условии, наложен­
ном на значения их суммы. Такие представления, впервые использованные 
В. Ф. Колчиным [2] при изучении схемы размещения частиц по ячейкам, 
оказались удобными при доказательстве предельных теорем для случайных 
подстановок, разбиений, отображений, полиномов и т. п. Однако применение 
этого подхода к изучению свойств разложения простых чисел на множители, 
как показано в [4], сталкивается с существенными трудностями. 

В настоящей работе показано, что меру, которая сосредоточена на множе­
стве целых чисел, представимых в виде произведений ограниченного количе­
ства натуральных чисел из заданного конечного множества W, и приписывает 
всем элементам этого множества одно и то же значение, можно представить 
в виде смеси (линейной комбинации) вероятностных распределений произве­
дений степеней независимых случайных величин, равномерно распределен­
ных на W. Коэффициенты этой линейной комбинации выписываются в явном 
виде, и основной вклад в это представление дает относительно малая часть 
всей суммы, что в принципе можно использовать, например, для оценки 
значений функций типа Ф(ж,у), построенных не только по произведениям 
всех простых чисел, но и по произведениям чисел из заданных конечных 
множеств. 

§ 2. ОПИСАНИЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ 

Пусть N_|_ = {1,2,...} — множество натуральных чисел, W = {q\,... 
...,qw} — совокупность взаимно простых натуральных чисел, 2 ^ q\ < q2 < 
< ... < qw. Пусть Wa — множество всех натуральных чисел, представимых 
в виде произведений ровно а чисел из W (такие представления определя­
ются однозначно в силу взаимной простоты элементов W, поэтому мно­
жества Wa попарно не пересекаются) и W* — Da^iWa. Введем целочис­
ленную меру vw на N+, полагая щу({п}) = I(n € W*). Тогда, например, 
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Ф(ж,у) = ицг({1,...,х}), х Е N+, если W — совокупность всех простых 
чисел, не превосходящих у. 

Определим вектор-функцию а = (а\,..., aw): N + —> N+ как набор пока­
зателей в разложении п в произведение чисел из W: 

( \ _ j(a\,...,aw), если п = q®1 q%2... q%w, 
а[п)~ | ( 0 , . . . , 0 ) , если n^W*; 

положим \а(п)\ = а\ + ... + aw. 

Введем на N + меры vw,a, a €E N+, равенствами 

^w,a(^) = I(n E W*, \а(п)\ = а), 

тогда 
*w = £*/w,a; (1) 

в сумме (1) для ицг(п) при п ^ ж отличны от 0 только слагаемые с а ^ lng, x. 
Основным результатом настоящей работы является следующее утвер­

ждение. 
ТЕОРЕМА. Пусть dj — независимые случайные величины, имеющие 

равномерное распределение на конечном множестве W = {q\ < q2 < ... 
... < qw} E {2,3, . . .} , состоящем из взаимно простых чисел. Тогда при 
любых натуральных run 

х>,„(„)= £ р пп&=» п ^ -
а=1 roi,m2,..,mr.>0: ^/3=1 j=\ J0=l ' 

m\ +2rri2+... +rmr ^.r 

В частности, количество натуральных чисел, не превосходящих х и пред-
ставимых в виде произведения чисел из W, допускает представление 

[ln?1 х] 

J2 vwAV.-,l*]}) 
а = 1 

£ р £0£ьс,^1п* П 
. . т „ „ . .1>0: 1 /9=1 .7=1 } 0=1 

W тр 

/Зт?тр\ 
mi,TO2,...,m[inqi!I.]^0: K0=l j=\ 0=1 

m i + 2 m 2 + . . . + [ln?1 x]m[lnqi x ]<[ ln„ ж] 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Мере z^,a можно поставить в соответствие пол­
ную симметрическую функцию 

w 

h-a = ila\Xl, • • • , Xw) = у ^ XilXi2 .. . Х{а — у ^ \_\^i ' 
l ^» l^*2^- - -^ 'o^w n:\a(n)\=a i=l 
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поскольку в силу единственности разложения на простые множители и вза­
имной простоты элементов множества W множество значений одночленов 
ХцХг2 ...Xia в этой сумме при Xj = qj, j = \,...,w, совпадает с множеством 
{п G N+: \а(п)\ = а}. Отметим, что по той же причине 

ha{ezlnqi,...,ezinqw)= ^ е*Ып-
п: \а(п)\=а 

Согласно (1) мере щ/ соответствует формальный симметрический ряд 
h = y}2ha = ^2 Yl X i 1 Xi 2 . . .X i a . (2) 

В монографии [3] устанавливаются связи между функциями ha и степен­
ными суммами (симметрическими функциями от тех же аргументов) 

w 
sp = sp(xi,...,xw) = ^x?, /3eN+. 

i=l 

Для полноты изложения проведем вывод соответствующих формул. Про­
изводящая функция для многочленов ha = ha(x\,... ,хт) (ho = 1) имеет вид 

W ОО W 

я«) = Е"^ = П Е ^ = Пг^' 
сфО i = l fc=0 г=1 

С другой стороны, производящей функцией многочленов sp является 

/3=1 г=1 /3=1 г=1 г=1 

Поэтому 

ад = 1,пПт^Ь = 11пЯ(г' = Ц - <3» 
т.е. H'(t) — S(t)H(t). Из явного вида решения этого уравнения относительно 
функции H(t) (с начальным условием Я(0) = 1) можно получить выраже­
ние ha через sp: 

H{t) = ] £ М ° = exp j [ S(u) du\ = exp{]T ± s ^ \ = 

00 00 OO 
/3 

0=1 NmpO P mi ,m 2 , . . .=0 /3^1 P 
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Таким образом, при любом а ^ 1 

к- Е П ^ ^ т s ? 
mi,m2,...,raa^0: /3=1 

mj+2TO2+.. .+ата=а 

и при любом г G N+ 
г г а 

а=1 а=1 т\,тч m o ^ 0 : /3=1 
mi +2m2+...+etm 

£ n«^ws7- (4) 
/3m<W 0 

mi,m2,...,m,-^0: /3=1 
mi+2m2+.. .+rm r^r 

Из этой формулы и отмеченного ранее соответствия между мерой ицг 
и функцией /г следует, что мера ицг является линейной комбинацией (с поло­
жительными коэффициентами Д1_ ](/Зт / 3т / (з!) - 1) мер 

m i , m 2 ) . . . , m a ^ 0, a ^ г, 

соответствующих симметрическим многочленам 

<->mi,...,ma( l̂, . • • , Xw) = J ^ Sp ~ I I I / у
жг ) ' (5) 

/3=1 /3=1 ^ i = l ' 

а именно: каждый одночлен Д " П"^3, ж^в7) в разложении произведения (5) 
дает вклад в меру erTOl,...,ma в виде единичной массы в точке (натуральном 
числе) n ^ i i r ^ f i P f o s j ) - В о т л и ч и е о т м еР vw и uwA, атомы мер <тш, Ша 

могут иметь разные ненулевые массы (они соответствуют количествам пред­
ставлений натурального числа в виде произведений чисел из W с учетом 
порядка сомножителей). 

Меры ami ma допускают простую вероятностную интерпретацию: если 
т = т\ + т 2 + ... + ma , а случайные величины ( у (г, j G N+) независимы и 

P { 0 j = %} = - . ^ б {1,.,.,-ш}, i , j ^ 1, 

то 
——- Ч (pZlnqi zlnqw\ 
„,,m °ml,...,ma\v , • •• , с ) 

" П - , Е ? * " = Еехр{г££/шЦ, 
\ ; = 1 / ^ /3=1 1=1 •> 

w 
w . ч т я /• a т0 

4=1 ' ^ /3=1 i = l 
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т.е. мера ami Ша (с точностью до нормирующего множителя wm) соответ­
ствует распределению произведения Д^_ , П"!^, Сд ,• независимых случайных 
величин. 

Отсюда и из (1), (2), (4) следует, что при любом п 6 N + меру ^ _j uw,a 
можно представить в виде смеси мер, порожденных произведениями степеней 
независимых случайных величин, равномерно распределенных на W: 

Y^v'W,a(n)= Yl °"mi,...,mr(«) Д 
1 

mi,m2,...,mr^0: 
mi+2m2+...+rrnr^r 

/3=1 
^тц\ 

Г т0 

mi,m2,...,mr^0: ^/3=1 j = l 
mi +2m2+.. .+rm r ^ r 

>/? _ 
n П 

/3=1 

to т й 

/3m^m0! 

Теорема доказана. 
Заметим еще, что из (3) следуют также соотношения 

aha = ^2 spha-p, a G N+, 
/3=1 

(6) 

или 
/ - 1 О 

si - 2 

s2 si 

О 
О 

- 3 

О 0 \ 
О О 
О О 

(h\ 
h2 

hz 

\ s a _ i s0_2 sa_3 ... si -aJ \haJ \-saj 

-S2 

- S 3 

Решение этой системы линейных уравнений по правилу Крамера дает другое 
выражение для функций ha через зр: 

ha = 
1 

"a! 

-1 
si 

«2 

Sa-2 

Sa-1 

0 
- 2 
si 

Sa-3 

Sa-2 

0 .. 
0 .. 

- 3 .. 

Sa-4 • • 

Sa-5 • • 

0 
0 
0 

. -a+ 1 
si 

- s i 

- « 2 

- S 3 

~ * a -

s a 
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si -1 0 ... 0 О 
s2 si -2 ... О О 
s3 s2 si ... О О 

«о-1 s0_2 sa_3 ... si -a+1 
«a Sa_! S a_ 2 ••• S2 Si 
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