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Резюме. Настоящая статья посвящена изучению свойств эквивалентности и орто­
гональности общих гауссовских мер. Полученные результаты применяются затем 
к исследованию гауссовских мер на действительных гильбертовых пространствах. 
Найдены выражения для отношений правдоподобия двух эквивалентных гауссовских 
мер на действительном сепарабельном гильбертовом пространстве и указаны условия, 
при которых логарифмы этих отношений правдоподобия являются квадратичными 
формами,

1. Вклад Махаланобиса
Скажем несколько слов о пионерской работе Махаланобиса в об­

ласти многомерного статистического анализа, поскольку рассматривае­
мая нами проблема тесно связана с задающей «расстояние» функцией, 
известной как функция D2 Махаланобиса и введенной им в 1925 г. 
для изучения близости или расхождения между популяциями. С тех пор 
функция D2 Махаланобиса много раз использовалась при исследовании 
взаимосвязей между группами индивидуумов.

Функция D2 является функцией от характеристик, измеряемых 
у отдельных индивидуумов, входящих в популяцию, и на практике 
важно знать поведение D2 при стремлении числа характеристик к бес­
конечности. Так как число изучаемых характеристик всегда ограничен­
но, то классификация популяций, получаемая при использовании D2, 
будет устойчивой лишь тогда, когда D2 сходится к устойчивому значе­
нию при увеличении числа характеристик. Эта проблема рассматрива­
лась Махаланобисом [10], установившим некоторые условия для 
сходимости D2 в качестве аксиом, необходимых для успешной классифика­
ции популяций. В недавней работе Снит и Сокэл [16] описывают подоб­
ную же проблему и предлагают гипотезы для успешной классификации 
отдельных групп биологических индивидуумов — таксонов, не очень от­
личающиеся от аксиом Махалонобиса, предложенных им двадцатью 
пятью годами раньше.

Интерпретация этих аксиом в терминах генетических факторов, 
влияющих на наблюдаемые характеристики, была дана Рао [12]. Были 
указаны также идеальные условия, при которых верны эти аксиомы, 
и, кроме того, те изменения, которые необходимы, когда характеристики 
подвергаются воздействию окружающей среды. Далее, было показано, 
что действие окружающей среды состоит в редуцировании расстояния 
(различия) между популяциями. С последним заключением должны 
серьезно считаться специалисты в области классификации — таксоно- 
мисты. *)

*) R a d h a k r i s h n a  R a o  С., V a r a d a r a j a n  V. S.,Discrimination of Gaussian 
processes, Sankhya (The Indian Journal of statistics), Ser. A, 25 (1963), № 3, 303—330. 
Эта статья была включена в Contributions to Statistics, посвященные профессору 
Л. С. Махаланобису в связи с его семидесятилетием.
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2. Введение
Простейшая задача различения состоит в отнесении наблюдения х 

к одной из двух n-мерных нормальных популяций. Дискриминантной 
функцией, осуществляющей дихотомию выборочного пространства, 
нужную для отнесения наблюдений к одной или другой популяции, 
является отношение правдоподобия n-мерных плотностей, отвечающих 
двум рассматриваемым популяциям. Логарифм дискриминантной функ­
ции линеен по отношению к наблюдениям в случае, когда популяции 
отличаются лишь средними значениями, и является квадратичной функ­
цией в случае, когда различны ковариационные матрицы. Соответствую­
щие этим случаям методы расчета просты и хорошо известны.

Однако в практической работе часто возникают ситуации, когда 
наблюдения над индивидуумами имеют более общую природу типа, 
например, наблюдений за ростом индивидуального организма, размер 
которого непрерывно измеряется в течение некоторого промежутка вре­
мени, или определения контура черепа индивидуума, или определения 
очертания лица и т. д. Каждое такое наблюдение складывается из боль­
шого числа вспомогательных наблюдений типа нахождения размеров 
организма в различные моменты времени или измерения длины различ­
ных диаметров контура черепа. К этим вспомогательным наблюдениям, 
разумеется, можно применить методы конечномерного статистического 
анализа; однако в случае большого числа вспомогательных наблюдений 
вычисления при этом оказываются крайне громоздкими. Поэтому жела­
тельно развить методы, позволяющие изящно и просто осуществить 
дихотомию выборочного пространства и в случае таких сложных наблю­
дений. В связи с этим возникает ряд вопросов.

При фиксированном числе п вспомогательных наблюдений любая 
дихотомия выборочного пространства приводит к некоторым ошибкам 
в классификации. Эти ошибки, однако, убывают при возрастании п. 
Возникает вопрос: стремятся ли в данной ситуации ошибки к нулю, 
когда п стремится к бесконечности, что позволило бы осуществить точ­
ное различение популяций, или же при возрастании п ошибки неогра­
ниченно приближаются к некоторым конечным значениям. Интересной 
и важной задачей является исследование необходимых и достаточных 
условий, при которых точное различение возможно на основе сложного 
наблюдения. Вторая задача состоит в эффективном использовании 
сложного наблюдения для решения вопроса о том, к какой популяции 
принадлежит данный индивидуум в случае, когда точное различение 
не может быть достигнуто. В настоящей статье даются некоторые част­
ные решения обоих этих задач. Ссылки на относящиеся сюда предыду­
щие работы будут приведены в соответствующих местах нашей статьи.

3. Предварительные математические сведения
Основным результатом этого раздела является предельная теоре­

ма, дающая возможность вычислять расстояние Хеллингера между 
двумя распределениями вероятностей в бесконечномерном случае. Она 
является простым следствием хорошо известной теоремы о сходимости 
мартингалов. Обе теоремы настоящего раздела не новы — они были 
ранее доказаны Крафтом [8]. Здесь эти теоремы приводятся ради пол­
ноты изложения.

Обозначим символом X  абстрактное пространство точек х  и сим­
волом 33 а-алгебру подмножеств X. Ниже мы будем иметь дело 
с мерами на 93. Поскольку для наших целей важны лишь конечные 
меры, то под мерами мы всегда будем понимать конечные меры. Мы
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будем говорить, что мера р абсолютно непрерывна относительно 
меры v (символически v), если р(Л) =  0 всякий раз, когда v(H) =  0; 
меры р и v называются эквивалентными, (символически, ц =  v), если 
р < Х  и Если то существует неотрицательная ©-измери­
мая функция /  и X, определенная однозначно v-почти всюду, такая,
что р ( Л ) = ^ / с Ь  для всех Д £ © .  Всякая функция, обладающая этим

А
свойством, называется производной меры р по v и обозначается r f p / r f v .  
Меры [1 и v называются ортогональными (символически p ± v ) ,  если 
существует множество А £ ©, для которого р (А) =  v (X —  А) =  0. 
Достаточным условием ортогональности (л и v является существование 
для любого е^>0 множества такого, что р(ДЕ) < е ,  ч(Х — Д . ) 0 -  
В самом деле, если обозначить Вг, отвечающее е =  2- *, через Ak

со оо

и положить А =  П U Ak, то [л(Л) =  v (X  — А) =  0.
m = l  k = m

Пусть (а — мера на © , функция /  — р-интегрируемая функция на X  
и © ' — о-подалгебра о-алгебры ©. Всякая ©'-измеримая функция / ' ,
такая, что  ̂ / 'r fp  =   ̂fdp  при каждом Л £ © ' ,  называется условным

А  А

математическим ожиданием /  по ц относительно © ' и обозначается 
Ер.(/ |©'). Из этого определения следует, что если v-мера на ©  абсо­
лютно непрерывна относительно (л, и v ' ,  j x ' —  ограничения мер v ,  р  
на © ', то d,Vjdp-' =  E^dvldp] © ').

Рассмотрим две меры р и q на ©. Пусть X — какая-либо мера, 
удовлетворяющая условию /? < Х , (такие меры всегда сущ ест­
вуют; например, можно положить Х =  р +  q). Обозначим /  =  dp/dk, 
g =  dqld~k и положим

H p ,q )= \  ifgYl2d-k.

Функция h обладает многими интересными свойствами. Прежде чем 
переходить к рассмотрению некоторых из них, отметим, что h{p, q) 
не зависит от входящей в ее определение меры X. > Чтобы в этом
убедиться, введем на время для  ̂ (fg )il2 d  ̂ обозначение hx(p, q). 
Пусть X' — какая-либо отличная от X мера, удовлетворяющая условию 
р<Ф>', <7<gX'- Положим р=Х-|-Х'. Тогда h^(p, q)=^(dp/dp- dq/d\>.yl2d\)-=
^^(dp/dX-dq/dXyi2 d^/dv.-dp=hx(p, q)\ точно так же устанавливается, 
что Лц (р, q) =  hv (р, q).

Обозначим через ^  множество всех вероятностных мер на ©• 
Функцию h(p,q), p,q€9$, мы будем называть расстоянием Хел- 
лингера между р и q. Частичным оправданием этой терминологии 
может служить то обстоятельство, что функция (1 — hy>2 (но не сама 
функция h) — это метрика на Изучение h восходит к Хеллингеру [7]. 
Очевидно, h(p,q)'^> 0. Положим Н (р, q) =  — log h (р, q).

Т е о р е м а  3.1 (I) 0 < /? ( /? , 1 при всех р, q €© ;
(И) если © ' — это а-подалгебра а-алгебры © и р' и q' — огра­

ничения р и q на © ', то h(p', q')~^.h(p, q)]
(III) (1 — h)l>2 — метрика на (IV) h(p, q) =  0 тогда и только 

тогда, когда р J_q.
Доказательство этой теоремы читатель может найти у Крафта [8].
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З а м е ч а н и е .  Так как 0< / г ( / ? ,  <7) <  1 при всех р, <7 6^3. то 
О < # ( / > ,  9 ) < о о ,  причем Н {р, q) =  oo тогда и только тогда, когда
p L q .

Во многих приложениях X  является пространством функций, 
и вычисление h представляет тогда значительные трудности. При этом 
меры на $8 часто строятся исходя из мер на некоторых а-подалгебрах 
а-алгебры 93. Следующая теорема облегчает иногда нахождение h 
в подобных ситуациях.

Т е о р е м а  3.2. Пусть 93] с  932 £  ... £  93„ с  . . . — возрастающая 
последовательность а-подалгебр а-алгебры такая, что П93„П
порождает 93. Пусть p ,q  — dee вероятностные меры на 93 
и РтЯп~их ограничения на 93„. Тогда

h{Px,qi)>h{p2,q 2) > . . .
и

h(p, q )~  lim h(pn,qn).
Я—>oo

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Положим X =  /?-{-<7, и пусть Хп — ограни­
чение X на 93я. Обозначим f  =  dp/dk и g==dq/dX. Как мы знаем, 
dpnldK =  Ex{ f  |99„) и dqn/dl„^Ex(g |93„). Положим f „  =  dpn/dln 
и g„ =  dqn/dXn. Очевидно, 0 < / , § • ,  / я, £ я< 1 .  В силу теоремы о схо­
димости мартингалов / я —► Е ( / 1 91) =  /  Х-почти всюду и аналогично 
g n—>g Х-почти всюду. Поскольку 0 ^ (fn g„yi2 1 при всех п, то 
отсюда следует, что h{pn, qn) —>h(p, q). Убывание последовательности 
h(pn, qn) следует из теоремы 3.1.

4, Гауссовские процессы
Результаты предыдущего' раздела мы применим теперь к изучению 

пары гауссовских случайных процессов, Пусть {£а: а £ Т] — совокуп­
ность случайных величин на X, такая, что 93 является наименьшей 
а-алгеброй подмножеств X , по отношению к которой все измеримы. 
Вероятностная мера р на 93 называется гауссовской относительно £а, 
если для любого натурального k и любых ак£Т  совместное
распределение величин нормально.

Типичный и очень полезный класс примеров доставляется случаем, 
когда X  — действительное векторное пространство и — набор линей­
ных функционалов на X ,  замкнутый относительно образования линей­
ных комбинаций. Определяя 93 как наименьшую а-алгебру подмно­
жеств X ,  по отношению к которой все измеримы, получаем, что 
вероятностная мера р на 93 является гауссовской тогда и только 
тогда, когда каждое имеет относительно р нормальное распреде­
ление. Два специальных случая представляют особую важность в при­
ложениях рассматриваемой теории.

В первом из них X  — действительное бесконечномерное сепара­
бельное гильбертово пространство и для каждого а £ X  величина £а 
есть линейный функционал л: ->(а, х ) на X. В этом случае а-алгебра 93 
совпадает с а-алгеброй всех борелевских подмножеств X .  Для всякой 
гауссовской меры р на 93 существуют элемент т £Х  и линейный 
оператор А на X, такие, что Ер(%а) =  (т, а) и covp (£а, £р) =  (Act, (3) 
при всех а, $ £ Х .  Элемент т называется средним меры р, а опера­
тор А — ковариационным р. Оператор А самосопряжен, неотрица­
телен и имеет конечный след. Пара т, А определяет р однозначно, 
и каждым т £ X  и самосопряженному неотрицательному оператору А
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с конечным следом соответствует гауссовская мера р (см. Прохоров [11]. 
Если aj, а2,... — какая-нибудь последовательность элементов X, линей­
ные комбинации которых плотны в X, то 33 порождается совокупно­
стью множеств вида (В) (где В — борелевское подмножество дей­
ствительной прямой) и мера р на 5$ является гауссовской тогда 
и только тогда, когда совместные распределения величин ?„п нормальны.

Во втором случае X  — пространство С [а, Ь\ всех непрерывных 
функций на отрезке [а, Ь], а 93 — класс борелевских подмножеств X. 
Здесь Т — совокупность всех обобщенных мер на [а, Ь] (могущих 
принимать также и отрицательные значения) и £а, а £ Т — линейный 

ъ
функционал jc—*  ̂x(t)da(i).. Мера р является гауссовской тогда

а

и только тогда, когда для всех k и tx,..., tk € [а, Ь\ совместное рас­
пределение величин Ц  нормально, где \t, t£[a,b\ обозначает
функционал х —>x(t). Для каждой гауссовской меры р можно опреде­
лить m (t) =  Ер (^) и K(s, t) =  covp (£,, £*). При этом m £X , а функ­
ция К  симметрична и непрерывна по обоим своим аргументам. Функ­
ция тп называется средним, а К  — ковариационной функцией. 
меры р.

Обозначим через X  гильбертово пространство всех функций х  
ь

на \а, Ь], таких, что ^ | x (0 | 2 dt < о о . Имеет место очевидное вклю-
а

чение X с  X, и легко видеть, что меры на X  могут рассматриваться
как меры на X. Различие топологических структур X  и X  не играет

/■*»>

в интересующих нас вопросах никакой роли. Соответствие р ^  р сохра­
няет абсолютную непрерывность и, следовательно, эквивалентность 
и ортогональность. Если р — гауссовская мера со средним тп и кова-

/V

риационной функцией К, то мера р в гильбертовом пространстве X
/V

CSJ

тоже гауссовская, среднее р равно тп, а ковариационным оператором р
ь

является (интегральный) оператор х  —* Ах, где (Ax)(t) К (t,u)x{u) du
а

для всех t. Классическим примером гауссовской меры на С [0, 1[ 
является мера Винера со средним т. и параметром дисперсии с. Она 
имеет среднее т и ковариационную функцию K (s, t) =  cmln(s, t), 
где s, ^ € [0 , 1]; здесь с > 0  — постоянная.

Из ранних результатов Камерона и Мартина [1, 2] вытекает, что 
две винеровские меры на С [0, 1] со средними тх и т2 и одним и тем 
же параметром дисперсии с^> 0 либо эквивалентны, либо ортогональны 
и что эквивалентность имеет место лишь в случае достаточной глад­
кости функции тх — т2. С другой стороны, если средние совпадают, 
а параметры дисперсии различны, то меры необходимо ортогональны. 
В очень общей постановке эти вопросы были изучены Сигалом [14], 
который нашел необходимые и достаточные условия для эквива­
лентности.

В продолжение этих исследований Фельдманом [3] и Гаеком [6] 
было доказано, что если две вероятностные меры являются гауссов­
скими относительно одного и того же множества случайных величин,
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то они либо эквивалентны, либо ортогональны. Ими были найдены 
также необходимые и достаточные условия для эквивалентности1).

Предметом нашего изучения в настоящем разделе также является 
пара вероятностных мер рх и р2, гауссовских относительно одного 
и того же множества случайных величин. Будут получены условия их 
эквивалентности в терминах их средних тх, т2 и ковариационных мат­
риц Л1( Л2. В силу результатов Фельдмана и Гаека достаточно найти 
лишь условия ортогональности рх и р2, что и будет сделано с помощью 
применения понятия расстояния Хеллингера.

Введем теперь обозначения, которых мы будем придерживаться 
на протяжении остальной части этого раздела. Пусть X  — это абст­
рактное множество, 33 — о-алгебра подмножеств X  и £2,... — после­
довательность случайных величин на X, такая, что 33 есть наименьшая 
о-алгебра подмножеств X, по отношению к которой все %п измеримы. 
Обозначим через 33„ наименьшую о-алгебру, по отношению к которой 
измеримы %п. Вероятностная мера на S3 называется гауссовской,
если она гауссовская по отношению к {£„, п =  1 , 2 , . . . } .  Для каждой 
гауссовской меры р положим

Последовательность т (р) =  (тх(р), т2(р),...) мы назовем средним р. 
Обозначим через А (р) бесконечную матрицу (Â ft (/?)), а через А л(р) 
{где л — любое натуральное число о) — /г X «-матрицу (А^ (p))i<j, *<»• 
Ясно, что А„(/?) есть ковариационная матрица для ( S j , . . . , S „ )  относи­
тельно р. Матрица А (р) называется ковариационной матрицей меры р. 
Мы будем говорить, что мера р невырождена, если | А й(/?)|=^0 при 
всех п (через | С | мы всегда будем обозначать детерминант матрицы С).

Типичным примером нашей конструкции является случай, когда 
X  — пространство всех последовательностей х  =  (хх, х2, . . . )  действи­
тельных чисел и S„(x) =  ^ ,  п =  1 ,2 ,. .. .  Как и в общей схеме, здесь 
33 — наименьшая а-алгебра подмножеств X, по отношению к которой 
измеримы все Любой последовательности действительных чисел 
т =  (ти щ , .. ■) и любой бесконечной матрице А =  (X̂ ft), такой, что 
матрица А„ положительно определена при всех п, отвечает единствен­
ная гауссовская мера на 33 со средним т и ковариационной матрицей А. 
Эту меру мы обозначим р(т, А). Очевидно, что мера р{т, А) невы­
рождена.

Пусть теперь рх и р2 — две невырожденные гауссовские меры 
на 33. Положим m.j =  т (pj) =  (mJX, mj2, . . . )  и А;. =  X(pj) (j =  1, 2) 
и определим

dn =  Щп — Щю
8 =  (rfi, d2, . . . ) ,

8„ =  (^i, d2,..., dn), n =  1, 2 , . . .  .

Введем в рассмотрение матрицы

А =  -jp (A j -{- А 2),

=  2 ("^1л ~Ь -̂ 2п)

')  Доказательства необходимых, и достаточных условий гауссовских мер можно 
найти также в работах [18*—20*]- См. по этому поводу также обзорные статьи 
[21*, 22*], содержащие изложение ряда результатов, примыкающих к теме настоя­
щей статьи, и подробную библиографию. — Прим. ред.
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и обозначим
Рп =  2 log I А„ | -  log ] А 1я I — log I Л2„ I,

D\ =  ЬпА ~Х
(через С1 мы всегда будем обозначать транспонированную матрицу С, 
где С — произвольная матрица). Величина D2 является хорошо из­
вестным расстоянием Махаланобиса между двумя распределениями 
в я-мерном пространстве с разностью средних 8„ и одной и той же 
ковариационной матрицей А„. Обозначим, наконец, через рХп и р2п 
ограничения рх и р2 на Ъп. Напомним, что 33„ есть наименьшая а-ал- 
гебра, по отношению к которой измеримы $lt . . . ,  \п.

Т е о р е м а  4.1. При любом я > 1

Н (Pur Pin) =  ~4~ Рп +  ~8* Dn ■

Обе последовательности {р„} и -{Dl} — неотрицательные и моно­
тонно неубывающие. Если положить рте == Нт рп и Z)L =  limZ)^,

П -^ -о о  П ~ +  ов

то

н  (Pi. Pi) =  4 "  р» +  4 "

Для абсолютной непрерывности рх и р2 необходимо и доста­
точно, чтобы имели место не равенства Рсо<С°° и, £>1 <С со, т. е. 
чтобы обе последовательности {р„| и {D2n} были ограничены. 
Иными словами, рх =  р2 тогда и только тогда, когда

(I) гауссовские меры р (0, A j) и р {О, Л2) эквивалентны,
(II) гауссовские меры р(тх, Л) и р(т2, А) эквивалентны.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Легко видеть, что если р[а и рт — рас­
пределения (в я-мерном пространстве) вектора ($1; . . . , Д„ )  относи­
тельно рх и р2 соответственно, то h(pln, р2п) =  h (/?!„, р2П). Исполь­
зуя формулы для плотностей р'Хп и р'̂ п и применяя стандартную тех­
нику вычисления многомерных интегралов, получим указанную в фор­
мулировке теоремы формулу для Н (рХп, р2„). В силу теоремы 3.1 
последовательность {Н (рХп, р2п} неотрицательна и не убывает 
с ростом я.

Подставляя в формулу для Н (р\п, р'т) значения mXi =  m2i =  О, 
/ = 1, . . . ,  я, видим, что e x p j — p„j- есть расстояние Хеллингера
между я-мерными распределениями р (0, Aj) и р (О, А 2). Отсюда и из 
(1) и (11) теоремы 3.1 вытекает, что последовательность {р„} неотри­
цательна и неубывающая. Аналогично e x p j — есть расстоя­
ние Хеллингера между я-мерными распределениями р(тх, А) и р(т2, А); 
следовательно, последовательность {£)«} также неотрицательна и не­
убывающая.

Применяя теперь теорему 3.2, получаем, что рх ± р 2 тогда и толь­
ко тогда, когда И (рХп, />2л) — со, т. е. когда или роо-=со, или D2̂ =  
=» оо. Поскольку либо рх _1_ р2, либо рх =  р2, то рх =  р2 тогда и толь­
ко тогда, когда р „ -< о о  и £)«,•< оо.

Наконец, используя аналогичные рассуждения, находим, что-
- i  pc =  Н {р (О, А^, р (О, Л2)) Dio =  И (р (тх, А), р(т2, А)).
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Следовательно, рх^ Р 2 тогда и только тогда, когда р (0, A t) =  
ен/? (0, Л2) и р(ть А )= р (т 2, Л). Теорема доказана.

С л е д с т в и е .  Если Аг =  Л2, то Р\=р2 или рх\_р2, смотря 
по тому, конечен или бесконечен предел l i m ^ A ^ 1 5*„.

Я ->о о

З а м е ч а н и е .  Величина Н (р1п, р2п) была вычислена также 
Крафтом [8]; однако его результат отличается по форме от нашего.

Изучим теперь более детально условия, при которых Роо<С°°- 
Так как для всех п обе матрицы Л1л и Л2„ положительно определе­
ны, то существует невырожденная матрица Sn, такая, что

Sn-̂ -ln Sn

SnS-2n S п
где / „  — единичная п X «-матрица и /.„ — диагональная матрица. 
Пусть Хп1, Х„2, . . . ,  Х„„ — диагональные элементы матрицы Z„. Хорошо 
известно, что они являются корнями следующего уравнения относи­
тельно X:

| -̂ -2л — ^А1п| =  О,

и могут быть также определены как собственные значения положи­
тельно определенной матрицы А^1/2А2„Л ^1/2. В частности, Х„; ]> 0 при 
всех п и i.

Т е о р е м а  4.2. Во введенных выше обозначениях
П

Рп =■ 2 ( 2  loS О +Ki)i'2 - -  log Х„г).
i=i

Для конечности р,» необходимо и достаточно существование по­
ложительных постоянных с, С и М, таких, что

а) 0 < c < ; X „ i ^ С < ^ о о  при всех п и i,
П

б) % ( К 1 - ' ) 2<  М<^оо при всех п.
t=1

Конечность рм равносильна также существованию постоянной 
М ', такой, что

П
2  (х«г — 1)2/ х«<- <  А /' <  ° °  при всех п.
t=1

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из формулы
Р„ =  2 log | А„ | -  log | Aj „ | -  log | Л2„ |

ясно, что p„ сохраняет свое значение при замене АХп и Л2„ на SnAuS*n 
и 8 пА2п8*п соответственно. Отсюда сразу следует выписанная в фор­
мулировке теоремы формула для р„.

Предположим теперь существование постоянной М'^> 0, такой,
П

что 2 ( х* « - - 1)2/ Хи / < ^ / < со ПРИ зсех п • Переписав выражения ви-
f =i
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да 2 log (1 +  и)/2 — log и как l og ( l  +  л)2/4гг и используя неравенство 
log (1 +  v)<Cv, справедливое при ^ [ > 0, получим

П

i=l
П

i- 1
Следовательно, Рсо<оо.

Обратно, пусть р < х ,< [о о . Это означает, что р „ < ^ Ж "  для некото­
рой постоянной Ж " >  0 при всех л. Так как (1 +  и)2 >  4и, то 
2 log (1 +  Xni)/2 — log Хпг >  О и, следовательно, 2 log (1 +  Xnt.)/2 — 
—  log Хя, <  M "  при всех л и i. Поскольку 2 log (1 +  и)/2 —  log u —> oo , 
как при и —* 0 , так и при и —» оо , то существуют постоянные с >  0 
и С > 0, такие, что 0•< с -< Хп, <  С <  о о  для всех п и г. При этом

log Xni -  2 log(l +  Х„г)/2 =  log 4Xnl/(l +  Хлг)2 =
=  l o g ( l - . X „ , - l ) V ( X „ , +  l ) 2 ) <
< - ( ^ - i ) 2/(xni +  i)2<

(так как lo g (1 — 0 <  — t ПРИ 0 < ^ < 1 )

(C +  1)г (X"< _  1 )2/ Xnj>
откуда

П

(C 4 -11*Положив M' =  M "  —— t получим
П

S  (X«i — С Л Г 'С о о
(=1

при всех n. Таким образом, конечность р„ равносильна ограничен­
ности 2 (х«< — WlKi-

i
Далее, если 0 < с < Х пг< : С < о о  при всех л и г и  если 

2 (х-  — I)2 <  М •< оо при всех л, то, очевидно,
i

2 ( Х*г -  1)2/Хлг<  Ж /с<со,г
откуда в силу уже доказанного Poo <С оо. С другой стороны, если <С °° . 
то из рассуждений предыдущего абзаца [следует, что для некоторых 
постоянных с, С > 0  при всех п и i будут выполняться неравенства 
0 < c < X ni< C < o o H  что суммы 2 (Хя<— ^)2 ограничены. Тем самым

t
наш атеорема доказана.

Из теоремы 4.1 вытекает, что гауссовские меры рх и р2 ортого­
нальны, если Dio =  оо . Интересно отметить, что этот результат 
сохраняет силу и без предположения о гауссовости рг и р2. Имеет 
место
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Т е о р е м а  4.3. Пусть рх, р2 — две вероятностные меры на 
33 и $1( |2, ••• —последовательность случайных величин, имеющих 
конечные вторые моменты относительно каждой из мер рх, р2. 
Положим

mJn =  Epj(jin), j  =  !. 2. 
d п ~  Щп ^ 2 л> ~  {d  1) • • • > d „) .

Ковариационные матрицы обозначим через Ах и А2 и пусть 
Л =  +  Л2). Если D\ =  8jj - » оо, /ио рх ±  р2.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Достаточно, очевидно, доказать, что лю­
бому s > 0  можно сопоставить множество Bs, для которого px(Bt) - f  

р2(Х  — Д6)<Св. При каждом /г мы построим множество Д„, такое, 
что рх{Вп)-\-р2( Х -- Дл) < 8/£)п . Поскольку £)«-* оо, это влечет
Л  -1 Аф­

фиксируем п и рассмотрим величины Sj, . . . ,  Пусть S — невы­
рожденная матрица с элементами sjk, такая, что SAXnSt — I 
и SA2nS‘ =  L, где /  — единичная п X  ^-матрица и L — диагональная 
матрица, у которой на главной диагонали стоят числа Xl5 . . . ,  Хл.
Ясно, что все -X положительны. Положим =  2  sjk̂ k- Величины

k
•»)!, . . . ,  •»]„ некоррелированы относительно обоих мер рх и р2. Обозначим 

« 7  =  Е р М ] ) ,  Ь }  =  E p , C \ j ) ,  C j  =  Я /  —  Ь ,  

и положим с =  (сх, . . . ,  сп). Поскольку 8л =  с ( 5 _ 1у, то
D \  =  5ЛЛ “ 1 Ъ1п =  с ( S T ' A - n ' S - W  =  с ( 5 Л Л5 0 “ 1̂  =

П
=  с (( / +  Z )/2) ~ ^  == 2 2  с)К 1 +  X.).

/=1

Пусть fj — Cj!(\ +  Х̂ .). Обозначим а =  2 г/ аУ ь =  2  ГА '  Тогда
) )

a — b =  2 С/ /(1 +  Х^ >  0. Пусть В„ — множество, определяемое не-
j

равенством
r  i^i +  • ••+ /■  л4л <С (я  + .  Ь)/2.

Поскольку это неравенство может быть 'также переписано в виде 
r \hi — « ! ) + . . . +  г„ (т)л — ал) <  (6 — я )/2 и так как varPl hO =  1 
(где var означает дисперсию) при всех / ,  то, согласно неравенству 
Чебышева,

px{Bn) < A ^ r ) { b - a f .
j

Рассуждая аналогично и пользуясь тем, что var^ (тг]; ) =  Ау. при всех у, 
получим

р2 (X  -  В„) <  4 2 d  Ху/(а -  bf.
}

Но я — Ъ =  2 d  /(1 +  X;); следовательно, отсюда вытекает, что 

1 рЛВп) + р А Х  — в я) <
<-t[S4 /(1 + 7)]/[S4 /(i + h) ]’ -  -Jr-

Как было отмечено выше, это влечет за собой, что рх _L р2- Тем самым 
теорема доказана.

10 Математика М» 2
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5. Гауссовские меры в гильбертовом пространстве
В настоящем разделе будут рассмотрены вопросы, относящиеся 

к гауссовским мерам в действительном сепарабельном бесконечномер­
ном гильбертовом пространстве X. Ясно, что если А — ковариацион­
ный оператор гауссовской меры со средним т и если (Ли, и) =  
=  (Л1/2#, Л!/2и) =  0 для некоторого и £ Х , то вся мера сосредоточена 
на множестве {л ::(х , и) — (т, и)}. Поскольку наличие таких элемен­
тов и вносит лишь тривиальные усложнения, мы будем всюду в даль­
нейшем рассматривать только те Л, для которых из Л^2и =  0 следу­
ет и =  0. Операторы Л, обладающие указанным свойством, будут на­
зываться невырожденными. Очевидно, что Л1/2и =  0 тогда и только* 
тогда, когда Ли =  0. В множестве всех самосопряженных операторов 
в X  мы введем частичное упорядочение: Л <  В, если В — Л — неотри­
цательный оператор (символически В — Л 0). Область значений лю­
бого оператора Л (т. е. множество {Ли:  и£Х }) мы будем обозначать 
символом /?(Л).

Пусть рх и р2 — гауссовские меры на X  со средними тх и т2 и не­
вырожденными ковариационными операторами Л, и Л2. Положим Л =
=  ~y  (Лх +  Л2). Очевидно, оператор Л тоже невырожденный. Обозна­
чим 8 =  т1 — т2. Тогда имеет место следующая теорема.

Т е о р е м а  5.1. Для того чтобы было рх =  р2, необходимо* 
и достаточно одновременного выполнения следующих двух условий.г

(a) 8€ Я ( Л П
(b) существует ограниченный самосопряженный оператор Т, 

такой, что
(I) T ^ k l  для некоторой постоянной & > 0 ,

(II) tr(7' — / ) 2<  со, где tr является символом следа,
(III) Л2 =  Л1/27’Л1/2.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу теоремы 4.1 мера рх эквивалентна 
мере р2 тогда и только тогда, когда (ai) гауссовские меры со сред­
ними тх и т2 и ковариационными операторами Л эквивалентны и (Ь,) — 
гауссовские меры со средними т и ковариационными операторами Ах 
и Л2 эквивалентны. Мы докажем, что (а) необходимо и достаточно 
для (ах) и (Ь) необходимо и достаточно для (bj).

Пусть Р п — оператор проектирования на спектральное подпро­
странство Х п оператора Л, отвечающее точкам спектра Л, принадле­
жащим интервалу [1/и, оо]. Обозначим через р\ и р'2 гауссовские 
меры со средними тх и т2 и ковариационными операторами Л и пусть 
р\п и р'2п — проекции этих мер на Х п =  РпХ. Меры р'и  и р2п эквива­
лентны, поскольку подпространство Х п конечномерно, а оператор А 
невырожден. Пользуясь тем, что р'1п и р'2п имеют одинаковый кова­
риационный оператор Кп=  РпАпРп, и произведя простые вычисления, 
получим

#(/>;„, /> ;„)= 4  <Л"Ч -  u = 4 i  л «1,2м 2.
где 8„ =  Р пЬ. Отсюда вытекает, что р[ и р2 эквивалентны тогда 
и только тогда, когда || Л -̂1/2 s Ц2 остается ограниченным при увеличе­
нии и. Выберем ап£ Х п так, что
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Так как Х п — спектральное подпространство Л, то Рп коммутирует 
с Л1/2 и, следовательно,

Л1/2 а = 8  .
Мы покажем, что 8 g Р (Л1/2) тогда и только тогда, когда ||ал|| остается 
ограниченным при возрастании п. В самом деле, предположим, что 
||ал| | < С < оо  при всех п. Тогда существует а £ X  и последователь­
ность « i <Cw2<C , • • •» такие, что —► (а, и) при всех и £ Х .  Так
как оператор Л1/2 симметричный, то (А^2 р, и) =  (р, Л!/2и) и, следова­
тельно, (Л1/2^  , « )  —»(A J/2a, #) при всех и£Х . Но A1/2 a„ft =  8/Ift 
и 8Па —» 8 при k —> оо, откуда Л1/2а^=8, так что а ^ ^ (А ^ 2). Обратно, 
пусть А^2а =  8 для некоторого а £ X. Из перестановочности Р „ 
с А 1/2 вытекает, что А 1!2 Рпа =  Ъп и, следовательно, ал =  Р ла. Таким 
образом, <хп —> а, поэтому ||ал|| остается ограниченным при возрастании п.

Перейдем теперь к доказательству эквивалентности утвержде­
ний (bj) и (Ь). Обозначим через q, и q2 гауссовские меры со средними 
нуль и ковариационными операторами Aj и Л2. Так как область опре­
деления оператора A f 1/2 всюду плотна в X, то существует ортонор- 
мированный базис еи е2,. . .  в X, такой, что еп принадлежит области 
определения АГ1/2 при всех п. Пусть %„ обозначает линейный функ­
ционал х  —>■ (* , АТ112еп). Положим

tmn =  (Л2Л1 1/2^т> АГ1/2 еп),
tmn — t тпп т̂п

(где Ьтп — символ Кронекера) и обозначим через Тп матрицу 
Очевидно,

соУрД^, £л) =  8тл,
( т̂> и̂) ~  т̂п

(где cov означает ковариацию, т. е. центральный смешанный момент 
второго порядка).

Поскольку линейные комбинации векторов АТ112 еп плотны в X, 
то класс множеств вида %п1 (И) (где Y — борелевское подмножество 
действительной прямой) порождает класс всех борелевских подмно­
жеств X. Мы можем, следовательно, применить к последователь­
ности {£„} теоремы 4.1 и 4.2. Из них вытекает, что меры qx и q2 экви­
валентны тогда и только тогда, когда ( 1) существуют постоянные k 
и К, для которых 0 < £ < А ' л/< / С  при всех п и /, и (2) существует 
постоянная К', для которой

2  (к'т — I)2 <  К' < ° °  при всех и;

здесь Ал1, . . . ,  алл — собственные значения Тп. Эти условия равносильны, 
очевидно, условиям (И) ^ / „ < 7 ’Л< А / Л при всех п и (2 ') tr (Тп—/ л)2<  
<  К' <  о с  при всех п, где / „  —  единичная я X  «-матрица. Мы пока­
жем теперь равносильность ( 1') и (2 ')  условию (Ь), что и завершит 
доказательство теоремы. Пусть существует оператор Т, удовлетворя­
ющий (Ь). Тогда
{Те,, <?/) == (A~i/2ТА _ 1’2A f I/2■
Следовательно,

е „  ЛГ1, ! , е , ) - ( Л гЛ Г ''Ч , A f  me,)= t“ 1/2 - 1/ 2 .

2 *.
J

'2
ih

10*
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где Т' =  Т — I. Так как

t r ( r , 2) < o o ,  то 2 (Г ' 2^ ’ * / ) < ° ° .
i

откуда
2  * и < со.
i.)

Последнее соотношение обеспечивает ограниченность tr (Тп — / я)2 =  
=  2  2  tif при возрастании п, т. е. (2 ') выполнено. С другой сто-

iyj < п
роны, T ^ k l ,  так что (Та, й) > £ ( и, и) при всех и. При и, принад­
лежащих подпространству, порожденному ev . . . , e n, из этого неравен­
ства вытекает, что Tn^>kln. Поскольку оператор Т ограничен, то 
Т К/ для некоторого К. Используя рассуждение, подобное только 
что приведенному, обнаружим, что 7’„ < Л ' / „ .  Тем самым (И) выпол­
нено. Обратно, пусть выполнены условия (1 ')и (2 '). Так как tr (Тп—1п)2=
=  2  2  t\f, то (2 ')  влечет за собой сходимость ряда 2  ^ / . И з с х о -

1.}<п I,)
димости этого ряда вытекает существование ограниченного опера­
тора Т', удовлетворяющего соотношениям (Т 'e i,e J) =  t'lj . Очевидно,

2 ( 7 '^ , ,  г ^ )  =  2 2 ^ < ~ -
j i )

Ясно также, что оператор Т' — самосопряженный и, стало быть, 
Г ' 2> 0 и tr r ,2< o o .  Положим Т =  Т' +  / .  Тогда (Tet, ej) =  t tJ. 
Поскольку £ / . „ <  Г „ <  А7„ при всех п, то k (а, а ) < ( 7 и ,  й) <  К (и, и) 
при всех и, являющихся конечными линейными комбинациями элемен­
тов ej. Тем самым доказано, что £ / < Г  <Л Г/- Наконец,

([Л Р Г Л 1/ 2] ЛГ1/2е г, ЛГ1/2 е}) =  (Tet, е}) =  tl} =  (Л2ЛГ1/2 ЛГ1/2̂ ),
так что если х н у  — два элемента линейного многообразия X', порож­
денного элементами ЛГ1/2£у, то (А\12ТА\12х, у) =  (Л2л:, у). Это обсто­
ятельство вместе с плотностью X ' в X  убеждает нас в справедли­
вости равенства Л2 =  Л}/2 ТА\12. Таким образом, доказано, что (Ь) вы­
текает из (1') и (2 '). Как уже было отмечено, это завершает 
доказательство равносильности выполнения условия (Ь) и эквивалент­
ности гауссовских мер со средними нуль и ковариационными матри­
цами Aj й Л2, что вместе с установленной выше равносильностью (а) 
эквивалентности гауссовских мер со средними т1 и т2 и ковариацион­
ными операторами Л полностью доказывает теорему.

З а м е ч а н и я .  (1) Условие (Ь) на первый взгляд кажется несим­
метричным относительно Aj и А 2. Однако, как нетрудно показать, 
в действительности из выполнения (Ь) вытекает также существование 
ограниченного самосопряженного оператора S, такого, что (I) S ^ k 'I  
для некоторой постоянной k'^>0, (II) tr(S — / ) 2<Соо, (III) А2,2 5 А2/2=  
=  А,. В самом деле, оператор Q*=A\I2T112 ограничен и QQ* =  Л2, 
откуда, используя полярное разложение Q и плотность в X  области 
значений оператора А^2, выводим, что Q =  Ay2U, где ^ —-унитар­
ный оператор. Следовательно,

А }/2 =  АУ2 и  Т~112 и Лг  а Ц2 и т -хи ~ х АЦ2.
Из унитарности U и неравенств kl -< 71 <  KI вытекает, что оператор 
S =  U T -1U~1 ограничен, самосопряжен и удовлетворяет неравенству
5  Далее, в силу соотношений T ^-kl и tr(,7’ — / ) 2<^оо имеемК
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tr (Г -1 — / ) 2 < о о ,  откуда tr (S — / ) 2 < о о .  Очевидно, наконец, что
a ?  s a J'! _ a ,.

(2) Читатель, возможно, заметил, что доказательство теоремы 5.1, 
по существу, не использует конечности следов операторов Aj и Л2. 
И это не случайно. Дело в том, что если следы Aj и Л2 не конечны, 
то, хотя и не существует гауссовских мер, для которых Лх и Л2 
были бы ковариационными операторами, тем не менее существуют гаус­
совские слабые распределения (в смысле Сигала [14]), имеющие эти 
операторы в качестве ковариационных операторов; при этом усло­
вия (а) и (Ь) теоремы 5.1 необходимы и достаточны для эквивалент­
ности гауссовских слабых распределений со средними тх и т2 и кова­
риационными операторами Ах и Л2. Чтобы получить доказательство 
этого последнего утверждения, нужно в доказательстве теоремы 5.1 
сделать лишь несколько несущественных изменений. В самом деле, 
доказательство того, что условие (Ь) необходимо и достаточно для 
эквивалентности гауссовских распределений с нулевыми средними 
и ковариационными операторами Aj и А2, не использует существова­
ния tr (Aj) и tr(A 2) и, следовательно, распространяется на случай сла­
бых распределений без изменений. С другой стороны, при доказатель­
стве необходимости и достаточности условия (а) для эквивалентности 
гауссовских распределений со средними тх и т2 и одинаковыми кова­
риационными операторами А компактность Л использовалась лишь 
в одном месте — при установлении конечномерности спектрального под­
множества Х п оператора А, отвечающего множеству [1 /л, со] веще­
ственной оси, откуда в свою очередь был сделан вывод, что 
Н{р'Хп, Р'2п) конечно, и была получена формула Н (р'Хп, р'2п) =
=  1/81 Ай1/2 8л||2. В случае когда оператор Л не компактен, тот же 
результат может быть установлен с помощью иных рассуждений. 
Отметим, что поскольку на Х п имеет место неравенство А „!> 1  / я / ,  
то А„ на Х п имеет ограниченный, обратный. Отсюда легко можно 
вывести, что Н (р'Хп, р'2п) конечно и равно 1/8ЦЛ- 1/2 8J 2. Остальная 
часть доказательства в изменениях не нуждается.

(3) Легко убедиться в том, что в случае, когда тх и т2 равны 
нулю, условие (Ь) теоремы 5.1 равносильно условиям Фельдмана [3]. 
Однако применяемые Фельдманом методы отличаются от наших.

(4) Из теоремы 5.1 без труда следует, что если A2 =  cAj, где 
с >• 0 — постоянная, то гауссовские слабые распределения с ковариа­
ционными операторами Aj и А2 (и любыми средними) ортогональны 
всякий раз, когда с =£= 1. Этот факт обобщает соответствующий класси­
ческий результат, относящийся к мерам Винера.

1
(5) Пусть А — интегральный оператор x{t) —  ̂ К (t , и) х (и) du,

о
где K ( s ,  t) =  m in (s,  t), 0 -< $ ,  ^ < ;1. С помощью стандартных вычис­
лений нетрудно найти собственные значения и собственные функции А. 
Легко, далее, доказать, что х £ С [ 0 ,  1] принадлежит R (А 1/2) [где А 
рассматривается как оператор в Z2 (0, 1)] тогда и только тогда,

1
когда х  абсолютно непрерывна и jj \х'(t)\2dt < оо ,  где х' — производ-

о
ная от х. Иными словами, меры Винера с одним и тем же параметром 
дисперсии и разностью средних 8 эквивалентны тогда и только тогда, 
когда 8 абсолютно непрерывна и 8, g Z 2 (0, 1).
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6. Отношения правдоподобия *)
В предыдущих разделах мы изучали условия, при которых две за­

данные меры эквивалентны или ортогональны. С точки зрения различе­
ния нетривиальным является случай, когда имеет место эквивалент­
ность. При этом возникает важный вопрос о нахождении выражений 
для дискриминантных функций. На математическом языке задача фор­
мулируется следующим образом: имеются две эквивалентные гауссов­
ские меры; требуется вычислить логарифм L отношения правдоподобия 
dpi/dp2 как функцию от точки выборочного пространства. Исследованию 
этого вопроса и будет посвящен настоящий раздел. Мы ограничимся 
рассмотрением конкретной ситуации, а именно предположим, что 
изучаемые меры определены на действительном сепарабельном беско­
нечномерном гильбертовом пространстве X. Ограничения подобного 
рода представляются необходимыми, если желать найти для L точную 
формулу. Было бы интересно отыскать вид L и в других конкретных 
ситуациях.

В случае когда X конечномерно и ковариационные матрицы невы­
рождены, изучаемые гауссовские меры эквивалентны и легко получить 
выражение для L. Если ковариационные матрицы совпадают, то с точ­
ностью до аддитивной постоянной L есть линейная функция. Общий 
случай приводит к функции L, зависящей от наблюдений квадратично. 
Когда число измерений бесконечно, положение усложняется. Причиной 
этому является то обстоятельство, что в бесконечномерном векторном 
пространстве линейные и квадратичные функции не являются «хоро­
шими», если на них не накладывать некоторых топологических ограни­
чений. Так, хотя L почти всегда можно рассматривать как квадратич­
ную функцию, она не будет, вообще говоря, квадратичной формой, 
ассоциированной с достаточно «хорошим» линейным преобразованием. 
Основными результатами настоящего раздела являются теоремы 6,1, 
6.2 и 6.3, в которых приводятся точные условия, при выполнении кото­
рых L можно ассоциировать с «хорошими» аналитическими объектами 
в рассматриваемом гильбертовом пространстве, а также даются выра­
жения для L, когда эти условия выполнены.

Все известные результаты об отношениях правдоподобия получа­
ются посредством одного и того же приема: сначала производятся вы­
числения для конечномерных распределений, а окончательные резуль­
таты получаются затем с помощью перехода к пределу. Применение 
такого метода, когда гауссовские распределения в гильбертовом про­
странстве имеют различные ковариационные операторы, наталкивается 
на трудности, обусловленные главным образом тем, что операторы, 
обратные к ковариационным операторам, неограничены. Насколько нам 
известно, в этом случае не приводилось формул для отношений правдо­
подобия сколько-нибудь значительной общности. В настоящем разделе 
будет дана одна такая общая формула. Интересно отметить, что мы 
не прибегаем к методу конечномерных аппроксимаций, а используем 
более прямые рассуждения.

В этом разделе под X  всегда будет пониматься действительное 
сепарабельное бесконечномерное гильбертово пространство. Под кова­
риационным оператором понимается линейный симметричный оператор 
А ^ О  в X  с конечным следом; и р2 обозначают гауссовские меры 
со средними mv т2 и ковариационными операторами Л1; Л2. Положим,
как обычно, т =  1/2(/ге1 +  т2) и Л =  (A t +  Л2). Как и в разд. 5,

Ч С содержанием настоящего раздела соприкасаются также результаты работ 
[23*, 24*], касающиеся явных формул для отношения правдоподобия, отвечающего 
некоторым парам гауссовских случайных процессов.— Прим. ред.
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всегда 'будет предполагаться, что операторы Aj и Л2 не вырождены.
Сначала будет изучен случай, когда Ах == Л2 =  Л. Хотя относя­

щиеся сюда результаты известны (Гренандер [5]), мы обсудим и его, 
поскольку это позволит нам разъяснить нашу точку зрения и подго­
товит почву для более трудного случая, когда Ах Ф А 2.

Пусть рх и р2 — гауссовские меры со средними тх и т2 и одина­
ковым ковариационным оператором А. Предположим, что рх =  р2. 
В силу результатов разд. 5 это означает, что 8 =  тх — т2 € R (Л1/2) 
и, следовательно, ||А-1/28||2<сх). Пусть L =  log(dpx/dp2). Очевидно, 
что L(x) = L'(x — m2), где L '=  log(dp'x /dp'2), a p\, p'2 — гауссов­
ские меры со средними 8 и 0 и ковариационным оператором А. Для 
вычисления L' можно поступить следующим образом. Поскольку А 
есть невырожденный ковариационный оператор, существует ортонор- 
мированный базис ех,е 2, . . .  в X, такой, что Аеп =  п̂еп, А.п^>0 при 
всех п. Положим (х )=  Х^1/2(х, ej). Функции %х, £2, . . .  независимы 
как в смысле p'v так и в смысле р'2, и L '(x )=  llm L'n(x) при почти

/г->оо

всех х, где L'n — логарифм отношения правдоподобия ограничений рх 
и /?2 на наименьшую о-алгебру, относительно которой измеримы 
|j, . . \п. Легко проверить, что

П П
L'n (•*) =  S  l-hll2{A -^ 4 ,ek) { x ,e k) - \  2  (А - 1'2 8, г*)2.

k = i k=i

Второй член в правой части сходится к —1/ 2||А— 8[|2. Первый член, 
будучи суммой независимых слагаемых с нулевыми средними значе­
ниями и дисперсиями (А - 1/28, ek)2 (k =  1, 2 , . . . )  относительно р’2 схо­
дится почти всюду, так как 2 (А - 1,28, еА)2 < о о .  Таким образом, мы

м
получаем для L' следующее выражение: L'(х) =  5) (А -1/2 8, е * )?* (■ «)-

1 *
— Y II А - 1/2 81|2. Поскольку суть линейные функции, то L' можно
рассматривать как линейную функцию на X. Нужно отметить, однако, 
что £ ' определена только для почти всех х  и в  общем случае не может 
быть распространена на все X  как непрерывная линейная функция. 
Мы будем говорить, что функция L ( =  log dpx/dp2) линейна, если 
существует непрерывный линейный функционал у на X  и постоянная с, 
такие, что L (л) =  у (х) +  с для почти всех х.

Т е о р е м а  6 . 1 . Пусть рх, р2 —эквивалентные гауссовские 
меры со средними тх и т2 и одинаковым ковариационным опера­
тором А. Для того чтобы функция L =  log dpxldp2 была линейна, 
необходимо и достаточно, чтобы 8g R(A), где 8 =  тх — т2. В этом 
случае

L (х) =  (х, А - ’ 8) -  (т2, А-1 8) — L  (8, А"» 8) 

для почти всех х.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Предположим сначала, что b£R (A). Тогда 

(х, А-18) =  2 (А - 1 b,ek) { x ,e k) =
k

= 2  (s>A_1 **) (* . eu)= S 1 (8> **) (*««*)
k k
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и, следовательно, L' (х) =  (х, А - 1 8) — || A -^ S fl2 . Вспоминая, что-
L (л:) =  L'(x — т2) и используя равенство || Л- 1/2 8 |2 =  (8, Л-1 8), полу­
чим L (лс) =  (х , Л- 1 8) — (т2, Л -18) — 1/2 (8, Л -18).

Обратно, допустим, что существует непрерывная линейная функ­
ция 1  и постоянная с, для которых L(x) =   ̂(л) +  с при почти всех jc. 
Тогда L '(х) =  L (х +  т2) =  ? (х) +  с', где с ' — другая постоянная. 
Иначе говоря, существует элемент у € X, такой, что L' (х) =  (х, у) +  с '.  
Если и — какой-либо элемент X, то совместное распределение веро­
ятностей v величин $ и т) [где £ (л;) =  (х, и) и ч)(х:) =  (х, у)] относи­
тельно р2 — гауссовское с нулевыми средними и ковариационной мат­
рицей

=  /(Ли, и) (Ли, у)\
\(Ли, у) (Лу, у)] '

Воспользовавшись равенством

jj ехр [(х, у) + / (х, и)] dp'2(x) =  Jexp ( 7i +  /|)flfv(^, т])

и производя несложные вычисления, убеждаемся, что интеграл в ле­
вой части этого равенства существует и равен exp — ^-(Ли, и )4 -

(Лу, у) +  i (Лу, n)J . Положив и =  0, получим

Jj ехр [(х, у)] dp’2 (* )  =  ехр (Лу, у)] ; 

поскольку V  =  \ogdp\!dp'v то

 ̂ехр [£ '(.* )] rf/>'(.x) =  1

и, следовательно, L'{x) =  (x, у ) — ^-(Лу, у). Из соотношения 

§ е х р [(х , у ) - - | - ( Л у ,  y) +  i(x , u)^dp2{x) =

=  ехр|— -g-(AH, и) +  i (Лу, и)]

вытекает теперь, что р\ — гауссовская мера со средним Лу и кова­
риационным оператором Л, откуда 8 =  Лу. Тем самым доказано, что 
8 £ / ? ( Л) ,  что и завершает доказательство теоремы.

Перейдем теперь к общему случаю, когда Aj Л2. При обсуж­
дении этого случая мы предположим сначала, что т1 =  т2 =  0. Пусть 
Pi и Рг~  Две гауссовские меры со средними 0 и ковариационными: 
операторами Aj и Л2, В силу результатов разд. 5 существует ограни­
ченный самосопряженный оператор S, такой, что S^>kl для неко­
торой постоянной k^>0, A1 =  Ay2S&l12 и tr (S — / ) 2 <С со. Пусть 
еи е2,... — ортонормированный базис в X, для которого А2еп =  ~кпеп,. 
где Хп>  0 постоянные. Положим / л =  “̂ ^2£„, tn(x ) — (x , f n)‘ Вели­
чины S2)... независимы и имеют средние 0 и дисперсии 1 относи­
тельно р2, в то время как относительно рх их средние по-прежнему 
равны нулю, а ковариации равны skl =  (Sek, e t). Поскольку оператор 
S имеет чисто точечный спектр, то существует ортонормированный 
базис g x, g2,... в Л  и положительные постоянные sv s2,..., такие, 
что Sgn =  sngn при всех п. Положим g} =  ^а]кек и ^  (х) =  2  aJk\k (л:).

k k
Так как 2 ( a ;ft)2< o o ,  то т\} конечны с вероятностью 1 относительно.

к
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р2, а следовательно, и относительно pv Более того, из ортонормиро- 
ванности g j, g2,-.- вытекает, что чгц, т)2,... независимы и имеют сред­
ние 0 и дисперсии 1 относительно р2. С другой стороны, covPl(T)ft, т]г) =  
=  2akraltsrt =  '2aliralt(Ser, et) =  (Sgk, g l) =  bklsk (где bkl- символ

Т,t r,t
Кронекера). Следовательно, величины Kij, т]2,... относительно рх явля­
ются взаимно независимыми и имеют средние значения 0 и дисперсии 
Sj, s2,.... Мы можем, таким образом, заключить, что L (х) =  lim Ln(x)> 
для почти всех х, где

П
£п(х ) ^ — W l2 +  log •

*=i

Поскольку tr (S — I)2 <  oo, то 2  ( —----- l Y <  oo и, следовательно, ряд
ft 4 Sk J

2  log sk сходится или расходится одновременно с рядом 2 ( 7 ^ — l )  •

Предположим теперь, что оператор S — I ядерный, т. е. 2

< о о .  Тогда ряд 2 —  -  1

—  -  1 <

[т)Л (л:)]2 сходится с вероятностью 1 и

1  (■*) =  -  - г  S  ( v '“  0 -  - т  2  lQg v

Обозначим через Y множество всех х, для которых i\k (х) конечно* 
при любом k и 2  —----- 1 [7!ft(^)]2<C 00> Ясно, что Y есть линейное

ft Sk
многообразие, имеющее вероятность единица, a L на Y с точностью 
до аддитивной постоянной представляется в виде абсолютно сходя­
щегося ряда, члены которого пропорциональны квадратам линейных 
функций. В этом смысле L можно считать квадратичной функцией. 
Отметим, что условие ядерности оператора S — / ,  принимавшееся 
в предыдущем рассуждении, сильнее условия tr (S — / ) 2 < о о ,  входя­
щего в число условий, необходимых и достаточных для эквивалент­
ности pi и р2.

Квадратичная функция L не является, вообще говоря, квадратич­
ной формой, отвечающей некоторому линейному преобразованию про­
странства X. Когда X  конечномерно, L с точностью до аддитивной 
постоянной является квадратичной формой с матрицей Л- 1 — Л- 1 . 
В бесконечномерном случае операторы Л- 1 и Л- 1 не ограничены 
и, следовательно, оператор Л- 1 — Л- 1 может быть даже не определен* 
для широкого класса элементов. Не удивительно поэтому, что L не 
всегда можно представить как квадратичную форму. Определенную* 
на X  функцию /  мы назовем квадратичной формой, если суще­
ствует определенный на плотном множестве замкнутый симметричный 
оператор А [где симметричность означает, что (Ах, у) =  (х, Ау) для 
всех х, y £ D ( A ) } 1), такой, что (I) p2(D(A)) =  1, (II) f  (х) =  (Ах, х) с 
для некоторой постоянной с и почти всех х. Вопрос, который мы 
теперь намереваемся изучить, состоит в следующем: когда L является 
квадратичной формой в смысле этого определения?

Мы начнем с доказательства ряда лемм. Ниже предполагается, 
что рх и: р2 — эквивалентные гауссовские меры со средними 0 и ко­
вариационными операторами A t и Л2, а еъ е2,...~  ортонормированный

*) Здесь D(A) — это область определения оператора А.
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базис в X, такой, что А2е„ — 1пеп при всех п, где постоянные.
Так как tr(A2X < x> , то tr (А^2РАу2)<^оо для любого проекционного 
оператора Р в X. Обозначим ir(P) =  tr(A^2P A p ). Легко показать, 
что it (Р) =  tr (А 2Р). Функция и счетно аддитивна на взаимно ортого­
нальных проекционных операторах.

Л е м м а  1. Следующие утверждения относительно замкну­
того оператора А с плотной областью определения эквива­
лентны:

(I) p2(D(A)) =  1,
(II) АА12>2еп определено для всех п и £|| AAi/2e„||2< o o .

П
(III) оператор М =  ААЦ2 определен всюду, ограничен 

и tr (М*М) <  оо.
Если, кроме того, оператор А самосопряжен, то указан­

ные утверждения эквивалентны также утверждению
оо

(IV) J * 2e t a (0 < o o ,
—  оо

где а —мера на действительной прямой, определяемая равен­
ствами а(Е) =  ъ(РЕ)\ здесь РЕ —спектральная мера, отвечаю­
щая А. '•

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если М — ограниченный оператор, то 
tr (М*М) <  оо тогда и только тогда, когда 2  (М*Меп> еп) =  2 1| Me J2< o o

п п
так, что (III) —»(И). Обратно, предположим, что (II) имеет место. Если 
х  — конечная линейная комбинация элементов ev скажем, х 1е1-\-...+

Г

-\-хгег с нормой 1, так что 2 |-*/|2 =  1, то оператор М определен на х  и
1

1 l^ f l2 < (S | ^ | | | ^ <||)2< i:| A I^ !P S I^ | 2< .C , где C =  l\M enf- Сле- 
/ = 1 1 1  1

довательно, || Мх || ■< С || х  || для всех конечных линейных комбинаций 
х  элементов e t. Отсюда и из замкнутости А легко вытекает, что 
оператор М =  ААу2 определен всюду и || Мх[ <  С||х|| при всех х. 
Вместе со сходимостью ряда 2 |Afe„||2 это означает выполнение (III).

П
Тем самым показано, что (II) влечет за собой (III).

Если оператор А замкнут и имеет плотную область определения, 
то  существует самосопряженный оператор Н , такой, что D ( / / )  =  D (А) 
и ||//й|| =  ||Ам|| при всех u£D(A);  в самом деле, в качестве И можно 
взять Н =  (А*А)1!2 (см. Рисе и Секефальви-Надь [13]). Это обстоя­
тельство позволяет при доказательстве эквивалентностей (I)-*—*-(Ш)«—>- 
-<—> (IV) считать, что оператор А самосопряжен. Ниже мы именно так 
и поступим.

Предположим теперь, что утверждение (I) имеет место, и пока­
жем, что тогда верно и (IV). Для любого х £ Х  обозначим через ух 
меру на действительной прямой Е -̂ >\PEx f ,  где РЕ — спектральная

оо

мера А. Как известно, D ( A )  =  |xr: ^ t2dvx(i) <^ooJ . Положим Df =

=  {t: у < | ^ К У  +  1}. j  =  0, 1, P ___ В таком случае x£.D{A)  тогда
и только тогда, когда 2 \t2dvx (t) <^оо. Так как /?2(£>(А)) =  1
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т { t 2dvx( t )^- j24x (Dj), то 2 / Ч ( £ ? ) <  оо для почти всех х. Пусть

теперь Л„ (р  =  1, 2,...) — ортонормированный базис в области значений 
P Dj и vJv.(х ) =  (PDjx , h Jf) .  Тогда j  j 2 (v;> (x ))2 =  % j 2vx (D ; ) < оо с ве-

J
роятностью единица. Поскольку совместные распределения величин 
гауссовские и так как Ep,(v ilL) =  О, то hfEp^v^-^oo,  т. е. 
2 / 2Е Рз( ^ ) < с о ,  где ЕРг означает математическое ожидание относи­

тельно р2 и <?j(x) =  4x (Dj). Пользуясь тем, что Ep,(<?j) =  k (PDj) =  
=  tr(P o .A 2) =  a (Dj), получаем 2  у'2а (D ;.) <  °о. Тем самым доказано,

i
оо оо

что jj t2da (t) <  ̂оо. Обратно, из конечности t2da (t) следует, что
—  оо — оо

2  (у +  1)2а Ф ; ) =  2  (у +  1)2Е/>, (СР/) <  °°> откуда непосредственно выте-
i )

кает сходимость 2 ^ 2̂ VJC( 0 == ^t2d'ix(t) при почти всех х. Этим дока-
j  D . — со

зательство соотношения (IV) —>■(!), а вместе с тем и эквивалентности 
(I) — (IV) завершено.

Обратимся теперь к доказательству эквивалентности (IV) ̂ -*-(111). 
Если || х  I =  1, то

\Ц2х{Е) =  || РЕA f  *||2 =  (Ау2РЕАу2х, х) <

(AV2PeAIJ2) ~  к (РЕ) =  а (Е).
оо оо

Следовательно, если  ̂ l2da {t) < о о ,  то ^t2dvy (t) - < о о  при у =  А1212х,
—  оо — оо

где х  — произвольный элемент единичной нормы. Это означает, что
П

оператор AAiJ2 определен всюду. Более того, a„(Z :) =  2 v 1/2 (Е) =
J = 1 л 2 е)

=  2 (Л '/2Я£А*/2̂ ,  e; ) < t r ( A i / 2P EA^2) =  а(Е) для любого п, откуда 
1

оо оо

вытекает, что 2 || ЛЛ*/2£;.|2 ^  ^ ^ / 2д?а(^)<^оо при всех п.

Тем самым соотношение ( IV)—> (III) доказано. Предположим, наконец, 
что имеет место утверждение (ill). Поскольку ап(Е)\а(Е)  для лю-

оо
Г* оо

бого борелевского множества Е и \ t2dan(t) <2|| AAy2enf  <  сю при
---ОО 1

оо

всех п, то, как легко видеть,  ̂ t2da{t)<p 00. Таким образом, эквива-
— оо

лентность (III) ( —) (IV), а вместе с нею и вся наша лемма доказаны.

Л е м м а  2 . Пусть А —замкнутый симметричный оператор 
■с плотной областью определения, такой, что p2{D(A)) =  1. 
Положим М =  ААхр . Тогда А\>2М есть ограниченный самосопря­
женный ядерный оператор.
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Ограниченность оператора А^М  вытекает 
из ограниченности М, самосопряженность А^2М есть следствие его. 
ограниченности и симметричности. Далее,

| (ЛfA A ^ x ,  х) | =  | (А Ц 1 Ь А»/**) | < || Ц12х\-\\Щ*х||<

<  - у  (А Л2/2* f  +  II ААУ2хII2) <  (Ух, х),
где V =  4 "  (Л2 +  М*М) для любого х  £ X.  Поскольку это неравен­
ство верно для всех х  и так как V — неотрицательный оператор 
с конечным следом, то оператор Ау2АА*12 ядерный.

Л е м м а  3. Пусть А —замкнутый симметричный оператор 
с плотной областью определения, такой-, что p2(D(A)) =  1. П ред­
ко ложам, далее, что ((Л +  Л -1)* ,  jc) > 0  для всех x £ R ( A 2),. 
отличных от нуля. Тогда К — А^2АА^2 -f- / —ограниченный само­
сопряженный оператор, такой, что K ^ k l  при некотором 
£ > 0 , и, следовательно, К имеет ограниченный об ратный. Более 
того, оператор Аф  А - 1 (определенный на R(A2)) замкнут и сим­
метричен.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Ограниченность и самосопряженность К  
были доказаны в лемме 2. Так как оператор ААу2 ограничен, то опе­
ратор A ^ A A f  компактен и, следовательно, оператор К имеет чиста 
точечный спектр и его собственные значения сходятся к 1. Далее^ 
((Л +  Л -1)* ,  х) =  (КА~1!2х, А~г12х) > 0  для любого x £ R ( A 2), так 
что ТС ^>0. Следовательно, для доказательства справедливости нера­
венства K > k l  при некотором &]>0  достаточно показать, что 0 не 
есть собственное значение К.  Пусть К у =  А '/2 (АЛ*/2) у +  у =  0 для 
какого-либо уфО.  Тогда А\>2(АА^2у) =  — у и, стало быть, у € R (А*'2) 
и АА\12у =  — А~112у. Если обозначить х =  А^2у, то x € R ( A 2), А~гх =  
=  А\12у и Ах +  А -1.* =  0. Тем самым мы пришли к противоречию, 
поскольку, согласно предположению, ((Л +  Л--1) х, х)ф> 0 при х  ф 0, 
х  С R (Л2). Покажем, наконец, что Л +  Л- 1 является замкнутым сим­
метричным оператором. Симметричность очевидна. Пусть xn€R(A2) 
при всех п и х п—*х, Ах„ +  Афхп —>г. Обозначим х п =  А 112уп. Тогда 
А\12 (Ахп +  Л -1.*,,) =  Куп —> Ay2z и , поскольку оператор К~1 ограни­
чен. уп стремятся к некоторому пределу (скажем, к у). Так как опе­
ратор ААу2 ограничен, то АА^2уп =  Ахп стремится к некоторому пре­
делу и, следовательно, А ^ х п тоже стремится к некоторому пределу.. 
Поскольку оператор Л^ 1 замкнут, то х  € D (Л -1) =  R (Л2). Теперь 
очевидно, что Ахп +  А~хх п —► Ах +  А - 1* . Тем самым лемма 3 доказана.

Л е м м а  4. Пусть к —замкнутый симметричный оператор 
с плотной областью определения, такой, что p2(D(A)) =  \.- 
Предположим далее, что ((Л +  А - 1)* ,  л:)^>0 для всех отличных 
от нуля x £ R ( А2). Тогда существует единственный невырож­
денный ковариационный оператор А|, такой, что А +  A~x=  А '-1 .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Поскольку К~фк1, то ((Л А~г)х , х ) >- 
'^k{A~lx , x )  при всех * 6 /? (A 2); кроме того, поскольку А - 1 > k'l 
при некотором £ ' > 0 ,  то для любого x £ R ( A 2) с единичной нормой
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! (А +  Л2 л̂гЦ >| ((Л  +  л - 1) * ,  л : ) | М ' > 0 .  Отсюда и из замкнутости 
оператора А +  вытекает, что область значений оператора А - f  А " 1 
есть замкнутое линейное многообразие в X. Оператор А ' =  (Л + А - 1)-1 
определен на этом замкнутом линейном многообразии и является на 
нем ограниченным линейным преобразованием. Покажем теперь, что 
область значений Л -f- А - 1 в действительности совпадает со всем про­
странством X. Достаточно доказать, что она плотна в X. Пусть 
((Л +  А~х)х, и) =  0 для некоторого и и всех х в Я ( А 2). Тогда 
((Л +  А - 1) &у2у, и) =  0 при всех у € R (А|/2) и, следовательно, (Му, и)= 
=  — (А -1,2у, и) при всех у £ R (А ’ /2). Отсюда и из ограниченности 
оператора М ( =  ЛА^2) следует, что и £ R (А^2) и М*и +  А~1и =  0 
или иначе (М*Ау2 I) А~Ч2и =  0. Поскольку оператор А^2Ж ограни­
чен и самосопряжен, то М*Ау2-\-1 =  К, так что КА~112и =  0. Сле­
довательно, А~112и =  0 и поэтому и =  0. Тем самым доказано, что 
А* (А +  А - 1) совпадает с X. Таким образом, А ' — ограниченный опе­
ратор на X. Будучи обратным к оператору Л +  А~\ оператор А' 
симметричен, неотрицателен и невырожден. Из формулы К =  
=  Ау2ААу2 +  /  прямым вычислением получаем, что Ау2К~1Ау2 =  А '. 
Так как оператор К~1 ограничен, то, следовательно, А ' =  А^2/С- 1А*/2<  
< с Л 2 при некотором с > 0 ,  откуда t r (A ')< o o .  Тем самым показано, 
что А ' есть ковариационный оператор, что и завершает доказатель­
ство леммы 4. ,

Пусть Qn — оператор проектирования на подпространство, поро­
жденное векторами еп и Q'„ =  /  =  Q„. Для произвольного ли­
нейного оператора F, область определения которого содержит все 
векторы в;, обозначим через Fn п х  я-матрицу ((Feh Изу­
чение многих свойств оператора F может быть сведено к анализу 
асимптотического поведения матриц F „ при п —> оо. Например, если 
F — ограниченный самосопряженный оператор, для которого F ^ -a l 
при некотором а^> 0 , и если оператор F — I ядерный, то |Fn( > 0  
(где | F n | — детерминант Fn) при всех я и числа |F„| сходятся к ко­
нечному отличному от нуля пределу, когда п —»оо. Предел этот не 
зависит от выбора базиса, использованного для его вычисления. Мы 
обозначим его символом | F | и будем называть детерминантом F. 
Легко показать, что детерминант |F_1| тоже существует в указанном 
выше смысле и равен | F |-1 .

Пусть А ' имеет то же значение, что и в лемме 4. Положим Сп=  
=  (А '_1)„. Ясно, что Сп — это матрица, элемент которой, стоящий на 
пересечении г-й строки и у-го столбца, равен ( А '- 1̂ ,  ej). Для любого 
у £ Х  мы обозначим через уп вектор-строку ((у, (у, е„)).

Л е м м а  5. В введенных обозначениях
Иш уяС~1у*п =  (А;, у, у)
П -+ о о

при всех у £ Х .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Фиксируем у£ Х .  Мы знаем, что две гаус­
совские меры с разностью средних А [у и общим ковариационным опе­
ратором А( эквивалентны и что расстояние между этими двумя 
мерами равно (А 'у , у). С другой стороны, если tj(x)  =  (х, А'~1е}), 
то ковариационная матрица случайных величин Ci, . . . , С „  равна Сп,



158 С. Радхакришна Рао и В. С. Варадарайан

а отвечающая им вектор-строка разностей средних равна ((у, ег), . . .
. . . ,  (у, еп)). Расстояние D\ между двумя распределениями величин 

равно, стало быть, уп̂ ~1у*п- Применяя теперь теорему 4.1, 
получаем соотношение упС~*у1л—*(Л.'у , у), которое и доказывает нашу 
лемму.

Л е м м а  6 . Пусть А —замкнутый симметричный оператор 
с плотной областью определения, такой,, что p2(D(A)) =  \~ 
Тогда

Ит (QnAQny, у) =  (Ау,  у)
П - >  о о

при почти всех у.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как p2(D (А)) =  1, то ясно, что лем­
му 6 достаточно доказать для любого расширения А. Поскольку 
гильбертово пространство X действительно, то существует по край­
ней мере одно самосопряженное расширение А >). Можно, следователь­
но, предположить, что оператор А сам является самосопряженным. 
Более того, всякий самосопряженный оператор А может быть записан 
в виде А+ — А~, где А+ и ^  — неотрицательные самосопряженные 
операторы, для которых D(A+) О  D(A), D(A~) ^,D(A).  Таким обра­
зом, достаточно доказать лемму для случая, когда оператор А само­
сопряжен и неотрицателен.

Обозначим через Р спектральную меру, отвечающую А. Для
каждого е ^ > 0  пусть F ,  — { t :  j e  < * < ( У + 1 ) е }  и  А  =  2 у е Р р .  .
^ jТак как

J ( р г , , , У >  У )  d P 2 ( у )  =  tr ( Ц !2Р е и А У 2) ,

ТО

£  У8 J (р Р)ЛУ* у )  dPi  ( у )  =  t r  ( Ч 12А,Ц12) <  о о ;

следовательно, функция у —>(ЛЕу, у) интегрируема и 

j W .  y)dp2{ y ) ^ \ x { X ^ A ^ ) .

Далее, D(Ae) =  D{A)  для любого £ > 0 и  |(Лу, у) — (Аеу, у ) | < е ( у , у ) ,  
так что

| tr (Л1/2ДЛ1/2) -  tr (Л1/МЛ1/2) | <  2 1 (А р  (А -  А') лу>еп, еп) | <
П

< ££ ( А  112еп, А$3ея) =  е tr Л2 и j (Aty, у) dp2{y) =  tr {А^АА.^) +  0(e).
П

Поскольку (Л£у , у) —»(Ау, у) при £ — 0, то, пользуясь леммой Фату, 
получаем

j ( A y ,  y)dp2(y)<oo.

Более того,

[ j ( A y ,  y)dp2{ y ) - ^ ( A 2y, уМ />2(У )| < £|(У> У М /М У ) = ° ( £)-

*) См. Стоун [17], стр. 357.



Различение гауссовских процессов 159

Таким образом, функция у —►(Лу, у) является /?2-интегрируемой и 

) (Лу, y)dp2(y) =  tr(A»/MA>/2).

Пусть теперь y\j(x) =  (л:, е}). Случайные величины %, т)2, . . .  неза­
висимы относительно р2. Обозначим через наименьшую о-алгебру, 
относительно которой измеримы все величины к]„+1, т\п+2, • • • • Тогда
g , Э  ••• и, согласно закону нуля или единицы, о-алгебра

П
состоит лишь из множеств, имеющих или меру 0, или меру 1. Отсюда 
и из теоремы о сходимости мартингалов следует, что если g — любая
интегрируемая функция и g n =  Ep,(g \%„), то gn(y )—Jgdp2 для
почти всех у. Выберем в качестве g функцию у —>(Лу, у). При лю­
бом п имеем

g (У) =  H Q „y , Q„y) +  2 (Qny, А ( /  -  Q„) у) +  ( ( /  -  Qn)y, ( /  -  Qn) у). 

Непосредственное вычисление показывает, что
gn (У) =  tr (Ц'!АпА^) +  (А ( /  -  Q„) у, ( /  -  QJ у).

Поскольку
П

tr (Ц%АпЛ%) =  2  (Л f  ЛЛ>/^-, « ,)  -  tr (A > /M A f) =
i=l

то (А ( /  — Q„) у, ( /  — Q„) у) —* 0 для почти всех у. Но (A ( I — Qn) y , 
(I ~  Qn) У) =  (Лу,  У) +  (Q«^Qfly* У ) - 2  (Лу, Q„y) =  (Q„AQ„y, у) — 
— {Ay, у) +  е„(у) ,  где ел (у) —> 0 при п-*  оо для почти всех у. Таким 
образом, (Q„AQ„y, у) —* (Лу, у) для почти всех у. Тем самым лемма 
доказана.

Л е м м а  7. Пусть А — замкнутый симметричный оператор 
с плотной областью определения, такой, что p2(D (Л)) =  1, и
пусть g(y)  =  ехр -̂ ( Л у , y)J. Тогда для конечности интеграла

gdp2 необходимо и достаточно, чтобы не равенство
((Л +  А - 1) х, х ) > О

выполнялось при всех отличных от нуля x £ R ( A 2). В этом слу-
чае J S' (у) dр2 =  \К |_1/2, где К =  АЦ2АА^2 +  / ,  | К \ обозначает
детерминант К. Более того, в этом случае функция g (у) ег<у>“> 
интегрируема и при любом и £ Х  и

| g(y)e{iy’u)dp2(y) =  \ A | -1/2e x p | - - i - (A ; ,  и, w)J.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Займемся сначала условиями интегрируемо­
сти функции g. Предположим, что ((Л +  А - 1) х, х) >  0 при всех от­
личных от нуля х £ Я ( А 2). Положим f „ (y )  =  (QnAQ„y,y)  для лю­
бого п. В силу леммы 6

ехР -j- fn (У) ] -  ехр [ -  ~  (Лу, у)] =  g (у)
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при почти всех у. Более того, легко проверить, что

\ f n{y)dp2(y) =  Jn,
.-где

Jn =  (2*)-» /’  | А 2л |-1/2 J  ехр £— ^-z(A„  +  А-1) * ']  dz

и z =  (zv . . . ,  zn). В силу сделанного предположения относительно 
оператора A - f  А - 1 матрица Ап +  А^ 1 положительно определена и, сле­
довательно,

Л  =  I Л 2П | -1/21 Л„ +  А - 1  1-1/2 =  IА1/2А„А1/2 +  /  л [-1/2,

т. е.

Так как неотрицательные функции ехр|^— / л(у )j  сходятся (в силу
леммы 6) к g почти всюду и так как последовательность J„ стре­
мится к | К |_1/2, то в силу леммы Фату функция g интегрируема 
и ‘интеграл от нее не превосходит | К |-1/2.

Обратно, допустим, что g интегрируема. Положим (л:) =  (х , е}) 
и обозначим через %п наименьшую а-алгебру, по отношению к которой 
измеримы все величины $л+1, £л+2, • Пусть h (у) =  g ( y )  ехр [г (у, и)]
и g n =  EPl(g | %n), hn =  Ep,(h \%п). Рассуждая так же, как при дока­
зательстве леммы 6, можно показать, что g n (у) —<> Ер, (g) и /г„(у) — 
-+EPi(h) для почти всех у. Поскольку функция g интегрируема и 
так как (Ау, у) =  (Az, z) +  2(z, Aw) +  (Aw, w), где z =  Q„y, w =  
=  ( l —Qn)У- т0 ПРИ почти всех w функция

г  exp {̂ — - у  ((Az, z) +  2 (Aw, z))]

интегрируема относительно я-мерного нормального распределения с 
ковариационным оператором QnA2Q„. Интегрируемость ее хотя бы для 
одного w уже влечет за собой положительную определенность матри­
цы СЛ =  А Л +  А-^. Непосредственное вычисление показывает теперь,
что

ёп (У) =  IЛ2Л |-i/21 Сп |—I/2 ехр [ -  ~  (Ауп, уп) +  znC~i ^ ] ,

где у л =  ( /  — Q„) у, a zn — вектор-строка, /-я компонента которого 
равна (Q„Ayn, et). Аналогичное вычисление, примененное к h, показы­
вает, что

hn (У) =  I А2п 1~1/21 Сп |-1/2 ехр [ — ~  (Ауп, уп) +  i (у л, и) +

+  z"Cnlz‘n ~  ~ТипСп К  ~  iunCnlztn ] >
где ап — вектор-строка, i-я компонента которого равна (Qnu, е{). Срав­
нивая формулы для gn и hn, находим

^ л ( У )  =  & л ( У ) е х Р [  1йл ] е х Р [г ((Ул> и ) и пСл ^ л ) ] -

Введем обозначения J =  ^gdp2 и J(u)=*^hdp2. Поскольку |А„(у)|—>

—> [ - /(« ) | при я —»оо для почти всех у, то g„ (у) ехр -----C „ lwn]
для почти всех у сходится к \J(и)\. Так как g n(y)~J,J Для почти
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всех у , то отсюда следует, что ипС~хи}п стремится к некоторому пре­
делу при каждом и £Х .

Существует единственный ограниченный самосопряженный опера­
тор Нп на X , для которого (Нп и, и) — ипС~1и*п при всех и. Посколь­
ку \1т(Нп и, и) существует при всех и£Х , то, согласно хорошоП—>оо
известной теореме, ||//„||<£ для всех п, где k > О — конечная постоян­
ная. Поэтому О-^ С -1 ^  k lп для всех п (где / „  — единичная пХя-мат-
рица) и, следовательно, Сл> - | - / л. Отсюда вытекает, что А^п2С„Л^2^. 

!> -^ -А 2я при всех п. Для оператора К =  Л'/2ЛЛ^2 -f- /  получаем,

стало быть, что Л Г „> -£ -А 2л при всех п, откуда /С > -^ - А 2. Так как
оператор А2 невырожден, то из полученного неравенства следует, что 
Кх =  0, лишь когда х  — 0. Но в таком случае К  обратим (т. е. 
K > k 'I  для некоторого k'^>0), поскольку k имеет чисто точечный 
спектр и его собственные значения неотрицательны и сходятся к еди­
нице. Отсюда мы можем заключить, что ((А +  А '1) х, х)^>0 при всех 
лг̂ /? (А 2), отличных от нуля. Согласно лемме 5, и,пС~хи1п —* (Л'и, и).

Вычислим теперь предел последовательности hn(y) для каждого 
фиксированного и. Так как g „(y )—>J и ипС~1и.{п —*(А 'и , и), то 
ехр[г(и, у л) — 1и.пС~1г^ стремится к пределу при почти всех у. 
Поскольку (ип, у )—>0, то ехр[ — шпС~1г*п\ тоже стремится к пределу 
при почти всех у. Положим Р* (у) =  — ипС~1г ‘п. Функция действи­
тельна, линейна по у и ехр [/^„(у)] имеет предел при почти всех у, 
причем предел этот не зависит от у (он равен J/J(u)). Такой предел 
необходимо должен быть равен 1 и, следовательно,

hn (У) -  J ёхр [ -  ~  (А;и, и)] .

Так как / С > £ 7  и так как оператор K — I ядерный, то 

|/Сл| =  |А«/2С лА|/2| =  |А2л||СлН |/С |,
откуда

• а 2 л  [ - ь ' 2  j  c „  j - 1 2  —  1 а :  .
Поскольку

И у „, y„) =  (Ay, y) +  (Q„AQ„y, у ) -  2 (у „, Ау),
то из леммы 6 вытекает, что (Ауп, уп) —* 0 для почти всех у. Поль­
зуясь теперь неравенством ,глСл ^  0, получаем, наконец, что

и, следовательно, g„ (у) —<■ | К |-1,г и

hn (У) — I К | ехр| — (А[и, в ) ] .

Тем самым лемма 7 доказана.

З а м е ч а н и е .  Интересно проиллюстрировать лемму 7 несколькими 
примерами. Пусть X =  L2 (0, 1). Выберем в качестве А2 интегральный 
оператор с ядром k (5, t) — m i n  (s, t). Тогда /?2 есть винеровская мера 
с единичным параметром дисперсии. Пусть Х > 0  и А =  — X/.

Простое вычисление показывает, что собственные значения Хх, Х2, . . .  
оператора А2 все простые и Хл =  4тс-2(2я — I)-2 . В силу леммы 7
функция х  —* ехр Г-^- X (х, jt)j интегрируема тогда и только тогда,

11 Математика № 2
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когда — X (х, л) - f  (Л2 1х, х) ]> 0 для всех х  б В (Л2), отличных от нуля. 
Мы утверждаем, что это условие эквивалентно выполнению неравенств 
X<X~i  ПРИ всех п- При х  =  еп неравенство — X (х, х) +  (Л - 'х, х) >  Q 
означает, что X < X - i .  С другой стороны, пусть Х<^Х-! при всех п. 
Тогда для любого х =  Ъхпеа£Ц (А2) имеем — X (х , х) +  (А^д:, х) =

П

— S ( — Х-j- Хй!)Х л!> 0, причем равенство достигается лишь тогда, 
когда х„ =  0 при всех п. Таким образом, в рассматриваемом случае
для интегрируемости требуется выполнение неравенства Х<[-^- ,  и ин­
теграл, когда он существует, равен

I -  ХА2 +  /  I - 1/2 =  [П [ l  -  2̂ l ] J “ 1/2 =  [sec X 1/ 2J1 /2.

1
Иначе говоря, из леммы 7 вытекает формула

1
Jexp [ д -  X | л:2 {t) dtJ dр2 ( j c )  =  (sec ^цз <  к/2)

(ср. Гёльфанд и Яглом [4], Шилов [15]).
В качестве еще одного примера рассмотрим функцию

/ р• ехр

где Х > 0  и р — непрерывная неотрицательная функция на [0, 1].
Для любого замкнутого интервала Д С  [0,1] положим /ге(А) =  

=  i ftf /?(0 и пусть о =  sup ( | АI2 /га (Д)) (где |Д|— длина Д). G по*
<64 4

мощью леммы 7 можно показать, что функция f  р интегрируема тогда 
и только тогда, когда выполнено условие

Х < £ - .
4ор

При p(t) =  1, очевидно, ор =  1, и мы возвращаемся к первому примеру. 
Если p(t)sEt2, то условие интегрируемости принимает вид Х < 4 « 2.

Теперь мы можем, наконец, сформулировать и доказать вторую 
основную теорему этого раздела.

Т е о р е м а  6.2. Пусть рл и р2 — две эквивалентные гауссов­
ские меры со средними 0 и (невырожденными) ковариационными 
операторами Aj и Л2. Положим L*=\og{dpxldp2). Функция L 
является квадратичной формой тогда и только тогда, когда 
R (АД =  R (Л2) и оператор ( A f 1 — AJ"1) Л^2 имеет расширение М, 
являющееся определенным на всем X  ограниченным операто­
ром, таким, что tr ( A f * A f ) < o o . В этом случае замыкание А 
оператора ЛГ1 — Л^1 существует, является замкнутым сим­
метричным оператором, таким, что p2(D(A)) =  \, и при почти 
всех х

L (л:) =  — -^-(Ах, х) — -j- log | А |,

где S — оператор, удовлетворяющий уравнению Ax =  A2 2SA\12.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Предположим сначала, что операторы Ах 

и А2 удовлетворяют всем условиям, указанным в формулировке тео-
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ремы. Тогда оператор A f 1 — ЛГ1 имеет плотную область определения, 
и, поскольку он симметричен, его замыкание существует. Обозначим 
через А это замыкание. Конечность tr(M*M) влечет за собой сходи­
мость ряда ЩААУ2 e„f.  Применяя лемму 1, получаем, что p2(D (A))=1.

П
Так как А +  АГ1 =  ЛГ1 на R (Л2), то условия леммы 7 здесь выпол­
нены, причем A'i =  Av Следовательно, функция ехр £-----^-(Ах, д:)|
интегрируема и

 ̂ exp - i -  (Ах, х) +  i (х, и)] dp2(х) =  | К | ~1/2exp [ -  -L (Ахи, и)]

при всех и. Далее, если К =  А\2АА\12 -f- / ,  то Кеп =  Л|'2 — Л-Г1) X
X Аг,2еп +  еп =  л£l2AY1k](2en=S ^1en при всех п. Следовательно, K==S~1 
и, стало быть, | К |~1/2 =  | Л \112- Таким образом,

| 5  ]—1,2  ̂ехр [ — (Х1лг, x :)-f i(x, u)^dp2(x) =  e x p — ~ (А хи, и)].

Из равенства вытекает, что функция х  | A |-1‘2 ехр £— jc)J 
является плотностью dpxjdp2 и, следовательно,

L(x) =  — ~ (А х ,х )— j-lo g  | А |.

Обратно, допустим, что L представляет собой квадратичную форму. 
Тогда существует замкнутый симметричный оператор А с плотной 
областью определения, такой, что p2(D(A)) =  1, для которого L (x )~
=  — \-(Ах, х) с при почти всех лс, где с постоянная. Но отсюда

следует, что функция .* -*  ехр — ^-(Ах, .*)J интегрируема относи­
тельно рт Из леммы 1 выводим, что оператор М =  АА\12 определен 
всюду и t r ( A P A f ) < o o .  Кроме того, / ? (Л2) С / ) ( Л )  и, следовательно, 
оператор А +  ЛГ1 определен на R(А2). Из лемм 7 и 4 следует, что 
A - f  А2"1 =  ЛГ1, где А /  — невырожденный ковариационный оператор. 
Очевидно, R(AX') =  /?(Л 2). Теорема 6.2 будет теперь полностью дока­
зана, если мы покажем, что АГ =  А,. В силу леммы 7 для всех и £ Х

jjexp — y  (Ах, х) - f  / (х, a )j dp2 (х) | А |-‘ 2ехр — ~  (Ах’и, h)J .

Так как L ( x ) = -----(Ах, х) - f  с и

^ехр ~  (Ах, x )j dp2 (jc) =  IА 112, 
то

c  =  - i -  log IA I

^поскольку 5expZ (x)dp2(x) — 1 Следовательно,

 ̂exp [L (x) - f  i (x, u)] dp2 (x) =  exp - 
Ho L =  \ogdp1/dp2, так что интеграл
exp £-----^ (A jiM i)] . Отсюда вытекает, что Л
рема доказана.

2
в

- (Лх'и, я )| .
левой части равен 

Л / и тем самым тео-

С л е д с т в и е .  Для того чтобы L почти всюду совпадало 
с c-\-q, где с — постоянная, a q — квадратичная форма, отве-

И*



164 С. Радхакришна Рао и В. С. Варадарайан

чающая ограниченному самосопряженному оператору, необхо­
димо и достаточно, чтобы имело место равенство У?(Л1) =  /? (А 2) 
и чтобы оператор A f 1 — Л^1 был ограничен на R{AX). Если че­
рез А обозначить ограниченное расширение A f 1 — AJT1 на X, то 
А — ограниченный самосопряженный оператор и

L (л) =  — ~y  (Ах, х) — log | S |.

З а м е ч а н и я .  (1) Отметим, что свойство, состоящее в том, что L 
является квадратичной формой, симметрично относительно рх и р2, 
в то время как условия для этого в терминах Aj и Л2, указанные 
в формулировке теоремы 6.2, кажутся не обладающими такой симмет­
рией. На самом деле, однако, и здесь нет нарушений симметрии. 
Действительно, пусть R (А;) =  R (А2) и оператор АГ1 — Л̂ Г1 удовлет­
воряет условиям теоремы 6.2. Обозначим через А замыкание A f 1 — Л̂ Г1. 
Мы утверждаем, что оператор 7V =  (— А)-Л}/2 всюду определен, огра­
ничен и tr(JV*7V)<oo. Так как Aj =  Al!2SA22, to А]/2 =  A22Sli2U, 
где U — унитарный оператор и, следовательно, оператор N , будучи рав­
ным —AA22Sli2U, всюду определен. Поскольку также N  =  — MSlt2U, 
то N*N  =  U-'SWM'MSWU. Для доказательства конечности 
tr (N*N) достаточно показать, что tr (S 1/2/W*AfS1/2) <  с ю , а для 
этого в свою очередь достаточно найти ортонормированный базис 
f x, / 2,... в А", такой, что 2|| S 1,2/kf*AfS1/2/ „ | 2 <^оо. Оператор S имеет

П
чисто точечный спектр, поскольку tr(S — / ) 2 <^ос>, и поэтому можно 
выбрать ортонормированный базис f x, / 2,... в А , так чтобы S fn =  snf„  
при всех п, где sn неотрицательные постоянные. Так как 2 1 sn—1|2<< оо,

П

то sn —* 1 при п —>оо. Следовательно, 2||5 1,2Af*AfS1/2/„||2 <||5 J X 

X 2|| A f*A f51/2/„||2<|5|| 2s„||Af*Af/„||2< o o ,  поскольку хл—>1 и 

Ц  М*Мf  J 2 =^tr (М*М) <  ОО .
п '

(2) Интересно отметить, что даже требование, чтобы оператор 
S’ — /  был ядерным, не обеспечивает еще выполнение условий тео­
ремы 6.2. Мы построим сейчас пример, когда S — /  — ядерный опера­
тор и в то же время ^?(Aj) не совпадает с R{A2). Пусть Xlt Х2). . .  — 
последовательность положительных чисел, удовлетворяющая условию
2 Х П<^-^-. Выберем какой-либо ортонормированный базис ех, е2,... в А
и положим А2еп =  ~кпеп для всех п. Определим ограниченный оператор S 
равенствами

j (1 — 2Х1/ 2) ех +  Х\!2е2 +  . . .  при j  =  1, 

в’ \ xf^i  +  ej П Р И  У > 1 -

Если х  =  х хех +  ••• +  *гег ~  вектор единичной нормы, то
(Sx , х) =  (xl -f- ... ~h xr) -f- 2xx (x^i 4*' ••• +  ) ==‘

=  1 ~\r 2 x x 2 +  • • • -f- x r^ J  ).

П о с к о л ь к у
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отсюда следует, что (Sx, л : ) > ~  для всех таких х. Таким образом, 

S — ограниченный самосопряженный оператор и Более того,

\ 2 k {% + 4 iae2.. .  при j  = 1 ,  

е> \ХТе1 При у >  1,

откуда вытекает, что оператор S — I ядерный. Положим теперь 

•̂i (1 +  2Х\12)ех +  Х}/2 ^  ^kek ПРИ У =  Ь
к> 2

xi/2V i  +  V ;  ПРИ
Тогда А1 =  Аll2SAl12 является невырожденным ковариационным опера­
тором и гауссовские меры со средним 0 и ковариационными операто­
рами Aj и Л2 эквивалентны. При этом R (А,) Ф /? (Л2). Действительно, 
мы сейчас покажем, что (£ У? (Aj). В самом деле, пусть существуют 
постоянные ах,а 2,... , такие, что %а2<Ссо и Ах(ахех +  . . . )  =  ех. Из 
определения Л: вытекают равенства

X2,2Xftflj -f- \как =  0 при k >  1.

Согласно этим равенствам, ак =  — Х } ^  при всех k >  1. Следовательно, 
=  0 при всех k , и мы пришли к противоречию. В матричных обо­

значениях А2 — это диагональная матрица с диагональными элементами 
XUX2,...,  a Aj — матрица (а / ; ), где ап =  Xt (1 - f  2Х{/2), aXj =  aJX =  
— ( / >  1) и =  Xy8tV(/, j > 2 ) .

(3) Если операторы Aj и А2 перестановочны, то все рассмотре­
ния значительно упрощаются. В этом случае можно выбрать ортонор- 
мированный базис еи е2,... в X  так, что Ахеп =  цпеп, Л2е„ =  Хпеп при 
всех п, где Хп и р.„ — неотрицательные постоянные. Условие эквива­
лентности принимает теперь вид 2  (р.л/Хл ~  I ) 2 <С оо. Далее, Se„ =  
=  (\хп/̂ п)е'п при всех п, так что оператор S — I является ядерным 
тогда и только тогда, когда 2| Х„/[хл — 1 1 о о . Из соотношения

П 1
t*„/X„ — 1 легко следует, что R (А ,) =  R (Л2) и что замыкание А [ — Л2 
есть единственный самосопряженный оператор А, удовлетворяющий 
соотношениям Ае„ =  — 1/Хп)е„ при всех п. Множество D(A)
состоит из всех х £ Х ,  таких, что 2 (1 /> л — 1 /Хл)2(х, е„)2< о о ,  и имеет

П
вероятность /  тогда и только тогда, когда 2  (1 /^  — 1/Хл)2 Хл<  о с  .

П

Конечность Е(1/[хп — 1/Хл)2 Хп является также необходимым и доста-
П

точным условием для того, что L было квадратичной формой. Это 
условие выполняется не всегда. Если Хл= 1 / я 2 и (лл =  1/(я2 +  п112), то 
^ А ^ ' К 00 . во 2 (1 /|ал —  1/Х„)2Хл =  о о . Иными словами, в слу-п п
чае когда А 1А 2 =  А2А 1, условия теоремы 6.2 не всегда выполняются, 
несмотря на то что здесь всегда R (Aj) =  R (Л2).

Обратимся теперь к рассмотрению общего случая, когда рх и р2 
являются эквивалентными гауссовскими мерами со средними тх и т2
и ковариационными операторами Aj и Л2. Положим А =  - i -  (Aj — Л2).
Тогда тх — т2 =  8 £ R (А1>2) и Л, =  All2SAl12, где S — ограниченный
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самосопряженный оператор, такой, что S ^ k l  для некоторой постоян­
ной £ > 0  и tr (S — / ) 2< о о . Легко показать, что существуют огра­
ниченные самосопряженные операторы 5 Х и S2, для которых 
S2> k 2I,

t r ^ !  - / ) 2< с » ,  tr (S2 — / ) 2 <  оо и A =  &l!iS1A\12, А =  A j/25 2A j/2.

Отсюда вытекают равенства (А }1'2) = / ?  (А2/2) =  А? (А 1/2). Обозначим 
через qx и q2 гауссовские меры с одним и тем же средним т  =  1 / 2 х  
Х(тх — т2) и ковариационными операторами А х и А 2. Из сделанных 
замечаний и теоремы 5.1 легко следует, что меры рх, р2, qх и q2 
эквивалентны друг другу. Теперь мы можем доказать нашу послед­
нюю теорему.

Т е о р е м а  6.3. Пусть рх и р2 — эквивалентные гауссовские 
меры со средними тх,т2и ковариационными операторами Ах и А 2. 
Пусть, далее, т =  1/2 (/га, +  т2), Ъ =  тх — т2. Предположим, что 
(a) /? (Л х) =  R(A2), (b) оператор (ЛГ1 —- А "̂1) А2/2 может быть 
продолжен до определенного на всем X ограниченного опера­
тора М, такого, что tr (УИ*/И)-<оо, (с) 8£ / ? (Aj ) .  Тогда замы­
кание А оператора АГ1 — Aj"1 существует, является замкнутым 
симметричным оператором с плотной областью определения, 
такой, что p2(D{A)Jr m) =  1, и
Z (* )  = -----\ - { А {х -т ) ,  ( * - / я ) )  +  4 -С * ,Л Г‘ 8 +  АГ»8 ) _

- 4 - ( т ’ ЛГ1§ +  Л2_15) - ~ ( Ь ,  АЬ)-----y  lo g | S |

для почти всех х.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как меры рх, р2, qx и q2 эквивалентны 
друг другу, то

L ^  log(dpx/dqx) +  log (dqx/dq2) — log (dp2/dq2y
Меры px и qx — гауссовские со средним mx и m и одинаковым кова­
риационным оператором Лх. Следовательно, в силу теоремы 6.1

lo g (dp1ldq1){x) =  -Y (x, АГХВ) — -i-( /n , ЛГХ§) — -g "(8> Л _ ' 8)

для почти всех х. Аналогично

^g(dp2/dq2)(x) = -----~-(х, Aj"1̂ ) +  ~ (т , АХ1Ъ)----- ^-(8, Aj"18)

для почти всех х. Далее, поскольку dqx\dq2(x) =  dqx' jdq2' (х — т), 
где qx' и q2 — гауссовские меры со средними 0 и ковариационными 
операторами Лх и Л2, то, согласно теореме 6.2, замыкание А опера­
тора A f 1 — A j-1 существует, является замкнутым симметричным опера­
тором с плотной областью определения и q2' (D(A)) =  1. Следовательно, 
q2 {D (A) -f- т) =  1 и для почти всех х

Соединяя вместе три найденных выражения, получаем требуемую 
формулу для L.
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