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Доклады Академии наук С С С Р 
1961. Том 136, № 2 

МАТЕМАТИКА 

С . Я . А Л Ь П Е Р 

О ПРИБЛИЖЕНИИ АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ В СРЕДНЕМ 
ПО ОБЛАСТИ 

(Представлено академиком В. И. Смирновым 1 VIII 1960) 

Рассмотрим класс функций Hv (р > 1), аналитических в ограниченной 
односвязной области D, для которых 

I / (г) ID ={\\\f (z) \Ыогур < о о , z = х + iy, doz = dx dy. (1) 
b 

Для некоторых типов областей, принадлежащих классу Каратеодори, 
мы установим связь между интегральным модулем непрерывности функции 
/(z) е я ; в D 

сор (б, f) = sup\\[ \f(z + h)-f{z) |Р < Ц 1 / Р , (2) 

/ (z) = 0 вне D, и ее наилучшим приближением в среднем р!?* (/, D) 
полиномами п-й степени, которое определяется как точная нижняя граница 
чисел 

, l / ( 2 ) - Q ^ ) ! p ^ 1 / P 

D 
по всевозможным полиномам Qn(z) я-й степени. 

Мы будем пользоваться неравенством 
ь ъ 

Щ da2 [J IF (г, г/) | duff* < J da I i 7 (г, и) |* d a 2 ] 1 / P , (3) 
D a a D 

которое справедливо, когда F (z, и) определена для любой пары точек 
(z, и), z f D , а < и <Г Ь, и интегралы существуют. Его можно получить тем 
же методом, которым устанавливается обобщенное неравенство Минков-
ского (А) для функции двух вещественных переменных, определенной в пря­
моугольнике. 

1°. Приведем сначала один результат для функций класса Hv в круге 
| z | < M , являющийся аналогом известных теорем Харди и Литтльвуда. 

Т е о р е м а 1. Для того чтобы функция f (z) класса Hv в круге \z\ < 1 
удовлетворяла условию 

{ § | f(re«*+*)) - / |Р г dr d$Y/P< Л1111«, . [(4> 
И<1 

О <С а ^ 1 > Р > 1» необходимо и достаточно, чтобы выполнялось неравен­
ство 

{J \ I /' ( « < » ) |Р т d r d * } V P < Л г , 0 < р < 1. (5> 
0 0 . I P J 
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Заметим, что здесь и в дальнейшем постоянные Л с индексами не зависят 
от т, р, я, б. Дальше в этом пункте рассматривается областьЛ, ограничен­
ная аналитической кривой Жордана. 

Т е о р е м а 2. Если / ( m ) ( z ) £ Нр в D [р > 1) и © р (б, / ( т ) ) < Лзб а, 
О <С а <Г 1» trio p(n\f, D) ^ Ат~т~Л для всех натуральных п ^> 1; здесь т 
целое > 0. 

Наметим ход доказательства для случая т = 0 и области D, совпадаю­
щей с кругом | zj < 1. Из интегральной формулы Коши имеем для | г \ < J р, 
Р < 1 

П г ) = - М ш ~ / ( 2 )

 dr 
Lp 

где L p — окружность | £ — z| = V2 (1 — p); полагая t, — z = и = 
= х / 2 ( 1 — p) e*, получим на основании (3) 

2я 

|2 |<P |2 |<p 0 
2Л 

< ^T=F) W {\\1 f (2 + u) - f ( г ) lP *«Г * 
о И<р 

Из условия теоремы вытекает оценка 

отсюда с помощью теоремы 1 следует 

{ I / (rC<*+*>) - / (re*) ^ г dr d$yp < Л 61 х |a. 

Доказательство завершается, если мы образуем функцию 

Ф — ft 
3 1 1 1 " 2 

s i n - ! ~ T — 

dcp, z = re*, 

которая является многочленом степени < ; 2п — 2, используем неравен­
ство (3) и оценки из доказательства теоремы Джексона. Отметим, что при 
р > 1 и условии (Dp (б, /) < Л 7 б а , 0 < а < 1, в круге | г\ < 1 спра-

п 

ведлива оценка || / (z) — Sn (z) | 2 |<i < Л 8 я - а , где Sn(z) akzh — част­
ью 

ная сумма ряда Тэйлора для / (z). 
Обратная теорема о приближении в среднем основана на следующей 

лемме. 

Л е м м а 1. Если Р (z) — многочлен п-й степени, то 

\Р' ( z ) | | D < n # | | P(z)\\Dl 

где постоянная Н зависит только от области D м р > 1. 
Т е о р е м а 3. Если для всех натуральных п ^> 1 выполняется нера­

венство р{

п

р) (/, D) < А9п-т-а, где т целое > 0, 0 < a < 1, то fm) (г) б Нр' 
в области D и выполняются неравенства 

сор (б, / ( т ) ) < Л 1 о б а при 0 < а < 1, 
<»Р ( * . / ( Т > ) < (1 + | In б |) при * = \. 

2№ 



2 е . Можно установить связь между наилучшим приближением р[р) (/, D) 
в среднем по области и интегральным условием Липшица для / (z) на гра­
нице С области D\ эту границу мы снова предполагаем аналитической кри­
вой Жордана. Будем говорить, что / (z)£Lp (т, а) на С, если f{m)(z) при­
надлежит классу Ер в смысле В. И. Смирнова в D и 

Ц | F (s + т) - F (s) |" ds}1'" < Л121 т |«, 
О 

где F (s) = / ( w > [z (s)], z — z (s) — уравнение линии С, s — длина перемен­
ной дуги на С, / — длина кривой С, m целое ^> О, 0 < а 1. 

Т е о р е м а 4. Для того чтобы f (г) £LP (т, а) , р > 1, 0 < а < 1, 
необходимо и достаточно, чтобы выполнялось неравенство 

Р(

П

Р) (/, D) < Л 1 3 п - ^ ~ а - 1 / Р аля л > 1. 

Эта теорема теряет смысл, если р(р) (/, D) < i4i 4/i~Y, 0 < т < 
В этом случае справедлива: 

Т е о р е м а 5. Условие р(р) (/, D) < Л ^ я 1 - * - 1 ^ , где 1 — 1/р < а < 1, 
р ^> 1, является необходимым и достаточным для того, чтобы функция 
г 

f (t) dt, a£D, входила в класс Lp (0, а) на С. 
а 

Для частного случая р = 2 теоремы 4 и 5 были установлены в работе ( 2). 
3°. Пусть теперь D обозначает произвольную ограниченную односвяз-

ную область с односвязным дополнением. Используя некоторые результа­
ты и идеи С. Н. Мергеляна (3) в соответствующих вопросах теории равно­
мерного приближения, мы установим оценку сверху для pip) (/, D). 

Для функции / (z) 6 Нр (р > 1) в области D образуем функцию 

Фь(г)= $5 / ( » * в ( 1 С - 2 | ) # * | , 1 = 1 + Щ (6) 
| С - 2 | < 1 

здесь б — фиксированное число, 0 < б < 1, 

д л я 0 < г < б , * в ( г ) = 0 для г > б . 

Л е м м а 2. Функция Ф8 (z) непрерывна на всей плоскости, Ф8 (z) = / (z) 
на множестве D8 точек D, расстояние которых до границы С области D 
больше б, || / (z) — Фъ {Z)\\D' ^ 2(ор (б, /) для любой конечной области D', 
|| W8 (г) || £>' < 24о)р (б, /)/б, где W8 (z) = (dUJdx - дУъ/ду) + i (dU8/dy + 
+ dV8ldx)\ здесь U8(z) = Re Ф8 (z), V8 (z) = 1 т Ф 8 (z), cop (б, /) определяет­
ся согласно (2) в области D. 

Л е м м а 3. Пусть F (z) — аналитическая функция на множестве D8, 
непрерывная в круге К с центром в некоторой точке zQ£D и радиусом 2d, 
где d— диаметр области D. Если частные производные от и (z) = Re F (z), 
v (z) = Im F (z) no x и у суммируемы в степени р > 1 по кругу К и 
II ^ Ь) \\к ̂  М, где г|) (2) = (и'х — v'y) + i (и + vx), то существует поли­
ном Р (г) такой, что \\ F (z) — Р (z) \\D < НгМЬ, где Нг — абсолютная 
постоянная. 

Заметим, что доказательство леммы 3 основано на формуле 

г л 
которую можно доказать при условии, что г|) (г) суммируема в степени 
р > 1 по области D,Fh(z) непрерывна в замыкании Д, а граница Г области Д— 
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гладкая кривая г = г (s) (s — длина дуги на Г), для которой 
с 

\ j (и) и'Чи < о с , (7) 
о 

где j (и) — модуль непрерывности г' (s). Доказательство этой формулы 
известно (4) при р > 2 для области с произвольной жордановой границей. 

Пусть область D# ограничена линией CR, являющейся образом окруж­
ности | w | = R > 1 при однолистном отображении w = Ф (г) дополнения 
к D на \ w\ > 1, Ф ( о с ) = о о . 

Л е м м а 4. Если S (г) б Н'р (р > 1) в области DR (R ^> 1) и 
II S (Z)I ID^ < М, то для п > 1 

pip)(5, D)^BMn4Rn (8) 
для всякого R, 1 < < ; /?о, где константа В зависит только от Ro. 

Пусть d (С, ̂ ) — расстояние точки £• на границе С области D до линии 
Сд при R = 1 + р. и d (^) = sup d (£, fi) — функция, введенная в рабо­

т е 
те ( 3). С помощью последних трех лемм устанавливается следующая теорема: 

Т е о р е м а 6. Если D — ограниченная односвязная область с односвяз-
ным дополнением и f (z)6 Н'р (р > 1) в области D, то для всех натураль­
ных п ^> 1 

p w ( / , D ) < H [ d ( ! ^ ) , / ] , (9) 

где постоянная Bi не зависит от п. 
Отметим частные случаи этой теоремы. 
1. Если граница области D — гладкая кривая с непрерывно вращающей­

ся касательной, то для n > 1 и любого г > О 

P<r>(/,D)<B«a>p(-l-,/j , 

где постоянная В* зависит от е, но не зависит от п. 
2. Если для гладкой границы области D выполнено условие (7), то 

Р«Р) ( / , 0 ) < В з ( о р ( ^ , / 
\ 

для п^ 1, где постоянная Вз не зависит от п. 
Ростовский-на-Дону государственный Поступило 
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