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Размышления о перегибании прямоугольника.

Теорема о специальном прямоугольнике

М. Е. Гайченков

Рассмотрим прямоугольник со сторонами a, b, причем a < b. Прямоугольник перегибают по

прямой, проходящей через его центр. Нас интересует вопрос: под каким углом α нужно сделать

перегиб, чтобы площадь пересечения была наименьшей?

Многие из читателей встречались с задачами о перегибании бумаги, наверняка проводили опыты
с бумагой, или складывали различные фигурки из бумаги. Существует даже отдельное искусство
складывания фигурок из бумаги — оригами. Можно, конечно же, попробовать провести эксперимен-
ты по перегибанию прямоугольников. Во-первых, стоит рассмотреть “длинные” бумажные полоски,
т.е. такие прямоугольники, у которых a ≫ b. Во-вторых, рассмотреть случай перегибания квадрата
(a = b). Проводя подобные геометрические эксперименты, стоит ответить на вопрос: какие фигуры
могут получаться при перегибании прямоугольника по прямой, проходящей через его центр?

Перегибая длинные бумажные полоски, можно предположить, что α = 45◦ (или π/4 радиан). На
опыте получается (и это гипотеза!), что длина длинной полоски, которую перегибаем через ее центр,
не влияет на угол α, пока полоска длинная. Что значит “длинная”?

Определение. Длинный прямоугольник — это такой прямоугольник, при перегибании которого
по прямой, проходящей через его центр под углом 45◦, площадь пересечения минимальна.

В связи с существованием “длинного” прямоугольника возникает вопрос о том, когда же длин-
ный прямоугольник перестает быть длинным? Понятно, что квадрат — это особый прямоугольник,
у которого все стороны равны. Вряд ли кто-то осмелится назвать квадрат “длинным прямоугольни-
ком”. В самом деле, не так обстоит дело с квадратом. Перегибая квадрат под углом α = π

4 , получим

равнобедренный прямоугольный треугольник с площадью a2
2 . Перегибая квадрат под углом вдвое

меньшим, α = π/8, можно обнаружить, что получается пятиугольник. Площадь получающегося пя-
тиугольника меньше площади половины квадрата почти на 20%! Для экспериментального измерения
площади фигуры рекомендуется использовать, например, миллиметровую бумагу.

Опыты с произвольными прямоугольниками показывают, что могут получаться треугольники,
пятиугольники, четырехугольники. Все эти опытные наблюдения теперь необходимо сформулиро-
вать на языке математики.

Общий план решения задачи может быть таким:

1. Найти зависимость площади пересечения S(α).

2. Исследовать функцию S(α), найдя условия, при которых функция принимает наименьшее
значение.

Пусть угол β такой, что tg β = a
b
. Введем также обозначение t = tgα, k = sin 2β

В зависимости от значения угла α возможно несколько вариантов области пересечения:

1. Угол α меняется от 0 до β

2. Угол α меняется от β до (π2 − β)
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3. Угол α меняется от (π2 − β) до π
2 .

Если α > π
2 , то мы будем получать случаи, симметричные рассмотренным.

Для первого случая, когда в области пересечения пятиугольник, площадь вычисляется по фор-
муле

S(t) =
(2ab− (a2 − b2)t+ 2abt2 − (a2 + b2)t3)

4(1− t2)
.

Нам нужно найти минимум этой функции по t, т.е. S′(t) = 0. С учетом введенных обозначений,
получим уравнение 4-ой степени: t4− 4t2+4kt− 1 = 0, где параметр k меняется от 0 до 1, поскольку
k = sin 2β, а β меняется от 0 до π

4 .

Корни уравнения можно найти, используя формулы Феррари. Однако, наше уравнение зависит
от параметра k, и вычисление корней через эти громоздкие формулы скрывает понимание задачи.
Мы используем другой подход.

Рассмотрим функции f(t) = t4 − 4t2 − 1 и g(t) = −4kt. Нулям производной S′(t) соответствуют
точки, в которых пересекаются графики функций f(t) и g(t). При k = 1 имеется 4 корня. Для
некоторого значения значения C при k < C прямая g(t) не пересекает f(t) на интересующем нас
отрезке [0; 1] (поскольку t = tgα, α < β, tgα < tg β < 1). При таком условии нет локального
экстремума у функции, а минимальное значение функции — на одном из концов отрезка [0; tg β].
Геометрический смысл заключается в том, что концам отрезка соответствуют пересечения в виде
половины исходного прямоугольника и в виде треугольника. Как мы увидим, рассматривая второй
случай, этот пограничный случай не является подходящим, так как есть треугольник с меньшей
площадью. При таких значениях k подходящим будет значение угла α = π

4 .

В случае k > C имеется прямоугольник, «близкий» к квадрату, появляются нули производной
на отрезке [0; 1]. Обозначим эти нули производной t1, t2, где t1 < t2. До t1 производная отрицатель-
ная, на отрезке [t1, t2] — положительная. Значит, t1 — точка локального минимума. Таким образом,
нужно сравнить значение площади пятиугольника при t = t1 и минимальное значение площади
треугольника из второго случая.

Для второго случая, когда угол α достигает значения β, область пересечения превращается из
пятиугольника в треугольник. Пересечение в виде треугольника остается до достижения углом α

значения π
2 −β. Площадь пересечения в виде треугольника находится по формуле S△(α) = a2

2 sin 2α .

Минимальная площадь пересечения достигается при sin 2α = 1, то есть при α = π
4 .

В третьем случае, когда α меняется от π
2 −β до π

2 , в пересечении получается снова пятиуголь-

ник, который при достижении α = π
2 вырождается в половину прямоугольника. Этот третий случай

незначительно отличается от первого случая. Если мы найдем необходимое значение угла α в первом
случае, то в третьем случае искомым будет значение π

2 − α.

В случае квадрата, tg β = 1, второй случай вырождается в единственный треугольник — поло-
вину квадрата. Таким образом, нужно сравнить площадь пятиугольника в точке t = t1 из первого
случая и площадь треугольника. Проверкой убеждаемся, что t1 =

√
2−1 является корнем уравнения

t4 − 4t2 + 4t − 1 = 0, при этом значении достигается локальный минимум площади пятиугольника:
Smin = (

√
2− 1)α2, что меньше площади треугольника при перегибе квадрата под углом π

4 .

Отметим, что можно показать, что при k < C = 5
3
√
3

прямая g(t) не пересекает график полинома

f(t) на интервале (0; 1). При k = C имеем касание графиков прямой и полинома в точке с абсциссой
1√
3
. При непрерывном изменении параметра k от k1 = 1 до k2 = 5

3
√
3

корень t1 также непрерывно

и монотонно меняется в интервале

(

√
2− 1, 1√

3

)

. Значит, на этом интервале функция t = T (k)

является непрерывной и монотонной. Следовательно, обратная функция существует и эта обратная
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функция монотонна. В самом деле, t выражается через k по нетривиальной формуле. С другой

стороны, k =
(1 + 4t2 − t4)

4t .

Теперь исследование задачи можно рассмотреть так: подставлять разные значения t из интервала
(

√
2− 1, 1√

3

)

в выражение для k и для площади пятиугольника. Используя такой подход, можно

находить минимальную площадь пятиугольника и соотношение на стороны прямоугольника, при
котором она достигается.

Выразим s = tg β = a
b

и u = b
a через k. Получаем s = 1−

√
1− k2
k

, u = 1 +
√
1− k2
k

.

После этого преобразуем выражение для площади пятиугольника так, чтобы оно зависело только
от t и a:

S(t) =
2ab− (a2 − b2)t+ 2abt2 − (a2 + b2)t3

4(1 − t2)
=

(1 + t2)a2(2u− (1 + u2)t)

4(1− t2)
.

Выразим u через t:

u =
4t+ (t+ 1)(1 − t)

√
6t2 − t4 − 1

1 + 4t2 − t4
,

далее подставим u в выражение для S(t):

S(t) =
(1 + t2)a2

4(1 − t2)



2
4t+ (t+ 1)(1 − t)

√
6t2 − t4 − 1

1 + 4t2 − t4
−



1 +

(

4t+ (t+ 1)(1 − t)
√
6t2 − t4 − 1

1 + 4t2 − t4

)2


 t



 .

Мы получили выражение для минимальной площади пятиугольника, если она меньше, чем a2
2 ,

то t — искомое значение tgα.

В случае S(t) = a2
2 можно сформулировать следующую теорему.

Теорема о специальном прямоугольнике. Прямоугольник со сторонами a, b, причем a < b,
перегибают по прямой, проходящей через точку пересечения его диагоналей так, чтобы площадь

пересечения была наименьшей: существует единственное соотношение сторон a
b
, при котором в

пересечении получается треугольник или пятиугольник площадью a2
2 :

a

b
=

1 + 4t2
0
− t4

0

4t0 + (1 + t0)(1− t0)
√

6t2
0
− t4

0
− 1

,

где t0 — корень уравнения t5 + 3t4 + 4t3 + t− 1 = 0.

Приближенное значение корня и соотношение сторон прямоугольника:

t0 ≈ 0, 45913372331020753947 . . . ,
a

b
≈ 0, 8150237 . . .

Выводы.

Мы получили в явном виде формулы, которые позволяют при заданных сторонах прямоугольни-
ка найти угол перегиба α, а также площадь пересечения. Если стороны прямоугольника отличаются
сильно (случай “длинного” прямоугольника), то оптимальным будет перегиб под углом α = π

4 . Такой
перегиб остается оптимальным до достижения соотношения сторон, указанных в теореме о специ-
альном прямоугольнике.

Приведем несколько значений a
b

и соответствующих им углов α:
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Приложение. Подробные вычисления

Случай 1.
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Рис. 1.

На рисунке 1 изображен исходный прямоугольник MLHK, LH = a, KH = b, линия перегиба
здесь NR, закрашена область пересечения. Верхняя часть MLRN прямоугольника перегибается
относительно NR, точка L переходит в T , точка М в Е . Углу α здесь соответствует угол RAU .
Угол LAU — соответствует углу β, так как tgLAU = LU/AU = a/b = tg β. Этот рисунок как раз
соответствует случаю 0 < α < β

Чтобы минимизировать площадь области пересечения, нужно сначала найти ее как функцию от
угла α и сторон прямоугольника.

Легко видеть, что AP — ось симметрии у пятиугольника NRQPO, и делит его на две равные,
а значит и равные по площади, части. Найдем площадь четырехугольника NAPO. Для этого по-
считаем площади треугольников NAO и OAP . Имеем: AS = b/2, NS = (b/2) · tg α, KS = a/2,
NK = KS−NS = a/2− (b/2) · tgα. Далее, угол ANS равен (π/2−α) (из прямоугольного треуголь-
ника), а значит и угол ANO равен (π/2 − α), потому что перегибание относительно NR — по сути
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осевая симметрия, и соответствующие углы равны. Далее, угол KNO = (π − 2 · (π/2 − α)) = 2α,
таким образом, длина NO = NK/(cos 2α). Высота в треугольнике ANO к стороне NO равна b/2
(ибо NO — кусок стороны прямоугольника, а А — его центр). То есть площадь ANO равна

((a− b · tgα) · b)/(8 cos 2α)

Аналогичным образом найдем площадь треугольника OAP : высота AV = a/2, сторона OP =
PQ из-за симметрии относительно AP . Чтобы найти PQ, заметим, что угол PAV = α, PV =
AV · tgα = (a/2) · tgα. Из подобия треугольников KNO, OPE и PQH имеем угол QPH = 2α
следовательно PQ = PH/(cos 2α) = (b/2− (a/2) · tg α)/(cos 2α), и площадь треугольника OAP равна
((b− a · tgα) · a)/(8 cos 2α).

Нас интересует удвоенная сумма этих двух площадей — площадь пятиугольника NRQPO.
Согласно тригонометрическим формулам cos 2α = (1 − tg2 α)/(1 + tg2+α). Заметим еще, что в

промежутке (0, π/2) функция tg x монотонно возрастает и принимает каждое положительное значе-
ние ровно в одной точке, следовательно уравнение tg x = t имеет единственное решение в указанном
промежутке для каждого положительного t. Далее, сделаем замену tgα = t. Тогда формула для
площади пятиугольника будет иметь вид:

S =
2(1 + t2)

4(1− t2)
· (ab− ta2 + ab− tb2) =

(1 + t2)(2ab− (a2 + b2)t)

4(1 − t2)
=

2ab− (a2 + b2)t+ 2abt2 − (a2 + b2)t3

4(1 − t2)
.

Нам нужно найти минимум этой функции по t. Продифференцируем функцию:

S′ =
(−(a2 + b2) + 4abt− 3(a2 + b2)t2)(4− 4t2)− (2ab− (a2 + b2)t+ 2abt2 − (a2 + b2)t3)(−8t)

(4− 4t2)2
=

=
−4(a2 + b2) + 32abt− 16(a2 + b2)t2 + 4(a2 + b2)t4

(4− 4t2)2
= 0.

Получили уравнение:
−(a2 + b2) + 8abt− 4(a2 + b2)t2 + (a2 + b2)t2 = 0.

Мы обозначили a/b = tgα. Тогда

k = sin 2β = 2 tg β/(1 + tg2 β) =

2a
b

1 +
(

a
b

)2
=

2ab

a2 + b2
.

Разделим уравнение на (a2 + b2), получим: t4 − 4t2 + 4kt− 1 = 0.
У нас есть уравнение 4-ой степени с параметром k, который меняется от 0 до 1, т.к. k = sin 2β

где β меняется от 0 до π/4.
Рассмотрим функции f = t4 − 4t2 − 1 и g = −4kt. Точкам, где пересекаются их графики, со-

ответствуют нули производной. На графике, рис. 2, изображены эти функции: кривая есть график
полинома четвертой степени, две прямые — графики линейных функций при k, равных 1 и 0.5 со-
ответственно. Очевидно, что при k = 1 у нас 4 корня, но для некоторого С при k < C прямая уже
не пересекает график полинома на отрезке [0, 1] (а нас интересует именно этот отрезок, т.к. t = tgα,
а α < β, tgα < tg β < 1, то есть t меняется от 0 до 1).

Эту константу С нетрудно найти позже, но можно сказать однозначно, что при k < C на отрезке
[0, tg β] нулей производной нет, следовательно нет локального экстремума у функции, то есть мини-
мальное ее значение принимается в одном из концов отрезка [0, tg β]. Этим концам соответствуют
пересечения в виде половины исходного прямоугольника и в виде треугольника. Но в случае 2 будет
показано, что этот пограничный треугольный случай не является оптимальным, потому как есть
треугольник с меньшей площадью.

То есть при таких значениях k оптимальным будет значение угла α = π/4.
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Рис. 2.

Если же k > C (то есть прямоугольник близок к квадрату), то у нас появляются нули производной
на отрезке [0, 1]. Обозначим их t1, t2, где t1 < t2. Очевидно, что до t1 производная отрицательная, а
на отрезке [t1, t2] — положительна. Значит, t1 — точка локального минимума.

Все, что остается сделать — сравнить значение площади пятиугольника при t = t1 и минимальное
значение площади треугольника из случая 2.

Случай 2.

Как только угол α достигает значения β, область пересечения превращается из пятиугольника в
треугольник, рис. 3, 4, 5.

Рис. 3.
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Рис. 4.

И остается треугольником до достижения углом α значения (π/2 − β):

На рисунках 4 и 5 отрезок перегиба обозначен как ON , нам нужно найти и минимизировать
функцию, которая выражает значение площади треугольника ONP .

Площадь треугольника легко найти: его высота из вершины N к стороне OP равна a, остается
найти длину стороны OP : OP = PN , углы ONP и NOP равны α, а угол NPH — внешний для
нашего треугольника, следовательно он равен 2α, откуда OP = PN = a/(sin 2α), то есть площадь
треугольника OPN равна a2/(2 sin(2α)).

Таким образом, минимальная площадь пересечения в этом случае достигается при значении

sin 2α = 1, то есть при α = π/4, а само значение площади равно a2
2 .

Когда же угол α достигает значения (π/2− β), пересечение имеет вид:

Рис. 5.
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Случай 3.
Когда угол α меняется от (π/2 − β) до π/2, мы опять получим в пересечении пятиугольник,

который при достижении π/2 вырождается в половину нашего прямоугольника.
Заметим, что этот случай незначительно отличается от случая 1.
Действительно, отрезок AQ является осью симметрии для пятиугольника NOPQR, четырех-

угольники AOPQ и ANRQ — равны, и их площади тоже равны. Но теперь рассмотрим отрезок QT
— если бы перегиб был по этому отрезку, то пересечением являлся бы пятиугольник QTWOP , и в
нем AO — ось симметрии, а значит четырехугольники AOPQ и AOWT — равны, и их площади рав-
ны. Таким образом, площади обоих пятиугольников равны удвоенной площади четырехугольника
AOPQ, и, следовательно, равны между собой.

Следовательно, если мы найдем необходимое значение угла α в случае 1, то в случае 3 искомым
будет значение π/2− α

Рис. 6.

О геометрическом построении специального прямоугольника

Уравнение пятой степени t5 + 3t4 + 4t3 + t − 1 = 0 неразрешимо в радикалах. В этой связи
невозможно построить с помощью циркуля и линейки рассмотренный специальный прямоугольник.
Однако, с помощью оригами можно решать уравнения пятой степени, хотя такое решение техниче-
ски сложно. Вопрос о геометрическом конструировании специального прямоугольника с помощью
оригами остается открытым. Возможно, кто-то из читателей сможет найти такое решение.
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