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ВВЕДЕНИЕ 

Настоящая работа представляет собой обзор ОДНОГО направ­
ления в геометрии алгебраических поверхностей над полями ко­
нечной характеристики. Речь идет о поверхностях типа /<3, опре­
деляемых тем, что для них Кх = 0, Н1(Х, (УХ)=0. 

Над полем комплексных чисел эти поверхности изучаются 
по идее, высказанной еще Севери, при помощи периодов дву­
мерных дифференциальных форм. Именно, из определения сле­
дует, что на поверхности типа КЗ существует единственная 
(с точностью до множителя) регулярная дифференциальная 
форма о и что двумерное число Бетти этой поверхности рав­
но 22. Интегралы формы по базисным циклам группы Н2(Х, Z), 
удовлетворяют, соотношениям, аналогичным соотношениям 
Римаиа на алгебраической кривой: они выражают то, что 
ы и « = 0, и U со > 0 (где со понимается как элемент из Н2(Х,С)). 
Если же рассматривать поляризованные поверхности с поляри­
зацией i6H2(X --)> т ° добавляется линейное соотношение на 
периоды: \ ы — 0. .Точка в Р21(С) с однородными координатами 

\ со, где си. . .,с?22 — базис Н2(Х,С), принадлежит, в силу этих 

соотношений, открытому 19-мерному многообразию Q, которое 
оказывается симметрическим пространством. Доказано [6], что 
поверхностей типа КЗ над полями конечной характеристики. 
однозначно определяется соответствующей точкой многообразия 
(аналог теоремы Торелли) и что всякая точка этого многообра­
зия соответствует некоторой поверхности [4]. 

Те работы, обзор которых предлагается, показывают, что 
есть надежда найти аналог этой теории хотя бы для некоторых 
поверхностей типа КЗ над полями конечной характеристики. 
В настоящее время о такой надежде можно говорить для так 
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называемых суперсингулярных поверхностей, т. е. таких, для 
которых все циклы в группе двумерных (этальных) ГОМОЛОГИИ 
являются алгебраическими — существование таких поверхностей 
является феноменом, специфическим для геометрии над ПОЛЯМИ 
конечной характеристики. Для них можно определить «простран­
ство периодов» Q и «отображение периодов» из многообразия 
модулей в Q и есть основания надеяться, что вереи аналог тео­
ремы Торелли. Однако доказан он до сих пор только в очень 
специальном случае (поля характеристики 2). Построение перио­
дов для суперсингулярных поверхностей типа 7(3 было перво­
начально предложено Артиным [Ю], использовавшим плоские 
гомологии, однако позже Огас [33] показал, что теория естест­
веннее строится в рамках кристаллических гомологии — этим 
подходом мы и пользуемся. Другой метод, интенсивно здесь 
применяющейся,-—это арифметика квадратичных форм (в на­
шем случае квадратичная форма определяется индексом пересе­
чения на группе алгебраических циклов поверхности). Приложе­
ния того же метода к теории поверхностей типа КЗ над полем 
комплексных чисел содержатся в предшествующей статье 
В. В. Никулина в этом сборнике. Можно сказать, что после 
стольких применений алгебраической геометрии к теории чисел, 
мы имеем, наконец, применение теории чисел к алгебраической 
геометрии.... 

С тем же кругом вопросов связаны другие результаты, кото­
рые мы излагаем: отсутствие векторных полей на поверхностях 
типа КЗ и подъем поверхности типа КЗ, определенной над полем 
конечной характеристики, в характеристику 0. 

Мы пытались написать этот обзор так, чтобы он давал связ­
ное представление о всей области. Привести полные доказа­
тельства было невозможно — это потребовало бы целой книги. 
В тех случаях, когда мы могли внести нечто новое в изложение, 
мы приводили все подробности, в остальных же случаях — 
только конспект доказательства, отсылая за деталями к ли­
тературе. 

Доказательства некоторых интересовавших нас результатов 
н ряд других полезных замечаний были сообщены нам П. Де-
линем. Мы воспользовались так же советами B. В. Никулина, 
касающимися различных вопросов арифметики квадратичных 
форм. Обоим им мы рады выразить свою благодарность. 

§ 1. ЧЕТНЫЕ р-ЭЛЕМЕНТАРНЫЕ 
ГИПЕРБОЛИЧЕСКИЕ РЕШЕТКИ 

Решеткой над целостным кольцом А называется Л-модуль 
конечного ранга без кручения, на котором задана симметриче­
ская билинейная функция (а, Ь) со значениями в А, (а, Ь) на­
зывается произведением а и Ь, {а, а) дальше будет обозначаться 
через а2. Если К — поле частных Л, то двойственной решеткой к 

116 



решетке 5 называется подмодуль S*czS®K, состоящий из таких 
А 

элементов x, что (х, a)GA для всех a6A (мы считаем, что про­
изведение (а, Ь) распространено на S®K по линейности). Оче-

А 
видно, что SczS*. 

Решетка над Z называется целочисленной. Целочисленная ре­
шетка называется гиперболической, если квадратичная форма х2 

на 5®R имеет индексы инерции (1, п—1), где п=rgS, т. е. в не­
котором базисе записывается в виде х\2—х2

2—...—хп
2. Целочис­

ленная решетка 5 называется р-элементарной для некоторого 
простого числа p, если pS*aS. Таким образом, S*/S — элемен­
тарная р-группа. ЕСЛИ rgS=n и |S* /S |=p s , то ДЛЯ гиперболи­
ческой решетки 5 d'(5) -= (—-l)"-1.ps,rfled(S) = ± \S*/S| —диск­
риминант решетки S. 

Решетка S называется четной, если r—0 (mod2) для всех 
xGS. 

Дальше мы будем пользоваться следующими обозначениями. 
Если 5 — решетка с произведением (х, у), то новая решетка, 
определенная на том же множестве 5 с произведением <х, у> = 
— п(х, у), будет обозначаться через S(n). Через / обознача­
ется одномерная решетка с базисным вектором е, для ко­
торого е2 — 1. 

Если S —2-элементарная решетка и если x2 = 0(mod4) 
для XQS, ТО 5 называется решеткой I типа, в противном 
случае —II типа. Это понятие можно пояснить следующим 
образом. Для любой /^-элементарной решетки S, произведение, 
распространенное на S*aS®Q, имеет значение в — Z и опре­
деляет произведение в S*/S со значениями в —Z/Z. При 
р — 2 решетка S тогда и только тогда принадлежит I типу, 
когда это произведение в S*/S со значениями в — Z/Z косо-
симметричпо, т. е. х2 — 0 для xGS */<->. 

Решетку, порожденную корневой системой типа А„, Dn или 
En, мы будем обозначать Q(An), Q(Dn), Q(E„) (см. [17], p. 
166). При этом мы предполагаем, что эти решетки отрицательно 
определены, так что для корней имеет место равенство х2 — —2. 
Легко видеть, что из этих решеток р-элементарны Ap_i для лю­
бого р; Q(A2), Q(Ea), Q(E8) для р = 3; Q(A.), Q(D»„), Q(E7), 
Q(E8) для р = 2. Решетки Q(E7), Q(E8) и Q(D2n) при n -O 
(mod 2) принадлежат к I типу, и Q(Ai) и Q(D2n) при 
n—1 (mod 2)—ко II типу. Прямая сумма m решеток, изоморф­
ных N, обозначается Nm. 

Как и раньше, мы определяем число s условием d(S) = 
= (— 1)"-у. 

Для р — элементарной решетки всегда s<n, так как (5*: 
:S)=p°, S*ZDSZDPS* и (S*:pS*)=p*. 
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Т е о р е м а . Четная гиперболическая p-элементарная решет­
ка ранга п при p{ne}2 И n > 2 однозначно определяется своим ди­
скриминантом (т. е. числом s), а при р=2 и n>4 —дискрими­
нантом и тем, принадлежит ли она к 1 или 11 типу. 

При рф% решетка, соответствующая заданным значениям 
п и s<n, существует тогда и только тогда, когда удовлетворяют­
ся условия: 

n—0(mod2) и 
при s---0(mod2), n--52mod(4), 

при S---1 (mod2), p---(—l)n{cdot}/--1(mod4). 
и, сверх того, п>5>0 , если n—2(mod8). 

При р = 2 решетка I типа, соответствующая значениям п и s, 
существует только при s —0(mod2), n----2(mod4) и, сверх того, 
n > s > 0 если n -?--2(mod8). Решетка II типа существует только 
при s > 0 и n=s(mod2), причем при s = 2 должно быть, сверх 
того, n.^6(mod8), а при s = l , n---l(mod8) или n = 3(mod8). 

Теорема является частным случаем более общих результа­
тов, полученных В. В. Никулиным [5]. Мы приведем более эле­
ментарное доказательство, следующее схеме, изложенной в [8], 
тем более, что при этом будет дана явная конструкция решеток 
с заданными инвариантами, которая понадобится нам позже. 

Доказательство основывается на том, что для неопределен­
ных решеток ранга п>3 род совпадает со опинориым родом 
([34], 319). Совпадение спииорного рода с классом —чисто ло­
кальное условие, и оно выполняется, если для любого p,S@Zp со­
держит в качестве прямого слагаемого Zp-решетку вида M(k), 
где М—унимодулярная решетка ранга >2 при p{ne}2 и > 3 при 
р = 2 ([34] р. 304). Любая ^-элементарная решетка Т над Ъч 
представляется в виде: 

T=M®N(q), rgN = s, (l) 
где М и N — унимодулярны. Доказательство легко получается, 
если взять за М такую унимодулярную .подрешетку в Т, что 
M/qM = T/qT*. Из разложения (I) сразу вытекает, что при ус­
ловиях теоремы выполняется приведенный выше критерий сов­
падения спш-юрного рода и класса. Таким образом, в нашем слу­
чае класс и род совпадают, так что единственность решетки S с 
заданными инвариантами будет доказана, если мы докажем, что 
решетки S®Zg однозначно определяются для всех простых чи­
сел q. 

При q=/=p решетка S®Zq унимодулярна, а при q = 1 еще и 
четна. Такая решетка однозначно определяется при цф1 решет­
кой S®Z/qZ, а при 7 = 2 «квадратичной формой» V2---(mod2) на 
S®Z/2Z. Решетка над Fq = Z/qZ при g{ne}2 однозначно определя­
ется СВОИМ дискриминантом, а значит, это верно и для решетки 
S®Zq при <7=т--р, q^=2, Унимодулярная четная решетка иад Z2 
приводится к виду U™ или U!>>-l®V2, где 1)2 и Уг — четные уни-
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модулярные решетки ранга 2, характеризующиеся тем, что U2 
представляет 0, a V2— нет. В частности, ее ранг четен. 

Рассмотрим сначала случай рфЧ. Тогда S®Z2 унимодулярна 
и четна, откуда следует, что n=0(mod2). Как мы видели, решет­
ка S®Zg при •7-Т--2 однозначно определяется заданием дискрими­
нанта. Как сказано выше, S®Z2=U2

n/2 или U2
n,2-l®Vi и так как 

d(U2) =—1 , d(V2) -=3, d(S) — (—l)"--1/?3, то мы получаем, во-пер­
вых, что тип решетки определяется ее дискриминантом, а во-вто­
рых, необходимые условия, приведенные в формулировке теоре­
мы. Наконец, для S®ZV мы получаем, ввиду (I), 4 возможности, 
потому что, как для М, так и для N представляются 2 возмож­
ности, в зависимости от их дискриминантов: M = In~s или /«---•$ 
®/(е), N = /8 или /--'©/(е),-где ( - | ) = —Г Воспользуемся соот­
ношением Пед(5®2д)---1, где е- — инвариант Хассе ([37], р. 64). 
Tan как el7(5®Z-) =1 при цф1, a e2(-S®Z2) и B«,(S®R) нам из­
вестны, то из него мы определяем ep(S®Z--), что задает Qp-pe-
шетку 5®QP с точностью до изоморфизма. Остается прове­
рить, что среди четырех имеющихся для 5®ZP возможностей 
этим (т. е. типом S®QP) отбирается только одна, иными слова­
ми, что эти 4 решетки над Zp^ остаются неизоморфньши после 
умножения на Qp. Согласно теореме Витта, достаточно прове­
рить, что 4 решетки 1®1(р), /(e) ©7(р), 1®1(гр) и 
/(e)®/(ер) остаются неизоморфными после'умножения на Qp. 
Это очевидным образом вытекает из рассмотрения их дискрими­
нантов и инвариантов Хассе. 

Пусть теперь р = 2. Опять решетка S®Zq, цф% однозначно 
определяется своим дискриминантом. Для исследования решетки 
5®Z2 воспользуемся двумя тождествами 

U2ffi/ (е)а-/ (a)2®/ ( — p,)---/ (е) ®1®1 (-- 1), (2 

K2e/(2e)»U3©/( —бе), (3) 

где eC.Z2*. 
Первое из них получается, если из базисов е, f в U2 (е2 = р = 

= 0, (е, /) = 1) и h в /(e) образовать векторы a = h-\-e, b = h—e,f, 
которые порождают подрешетку /(e)2 . Будучи унимодулярной, 
она выделяется прямым слагаемым; остающееся слагаемое опре­
деляется дискриминантом. Тождество /©/(—1)=—/(е)®/(е) выте­
кает из того, что форма х2—у2 представляет любое e6Z2*. Соот­
ношение (3) подобным же образом следует из того, что решетка 
в левой части содержит подрешетку U2. Действительно, если и 
f — базис в V2, а « — в /(2е), e2-=f2 = 2, (e, f) = l , j r o e + h и f 
порождают четную подрешетку W, причем d(W)=-—l(mod8), 
откуда следует, что W^U2. 

Легко видеть, что решетка S относится к 1 или II типу, в за­
висимости от того, будет ли в разложении (l) 5®Z2 = M®.V(2) 
решетка N четной ИЛИ нечетной. 
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I тип. Так как М унимодулярна и четна, то /г —s(mod2),, 
так как /V четна и унимодулярна, то /z-^ss0(mod2). Мы 
опять имеем для каждой из решеток М и N по 2 возможности: 
U\ или L/"*-1©1/"2, а в целом —4 возможности. Условие d (S) = 

n—s 
= (—•1)"_I2'i' оставляет две возможности: M — U^~, N = Ui12' 

и M = U2
2 ©К2, N — U'2/2~'i@V.i, которые подходят лишь при 

-— = l(mod2), т . е . /ZE=2(mod4), что и дает необходимое 
условие в формулировке теоремы. При этом условии нам оста­
ется проверить, как и при рф2, что два остающиеся типа разли­
чаются значением инварианта Хассе е2 (S®Z2). ОПЯТЬ для это­
го достаточно проверить, что и2®и2(2) и V2®V2(2) имеют раз­
ные инварианты Хассе. Так как над Q2, U2—/©/(—1), V2----/(2)® 
Ф/(6), то такая проверка тривиальна. 

II тип. Так как N нечетна, то из нее выделяется слага­
емое /(e). Используя (3), мы видим, что две возможности 

и—s 
для М можно свести к одной: N1=1)',.- . Если N представ­
ляет 0, то существует вектор eQN, e42N, e2 — 0 и /(W с (<?, /)-=1. 
Заменяя f на f+ae, «eZ2, можно добиться того, что f2 = 0 или 1. 
Если / 2 = l , то е и / порождают /©/(—1), а если f—0, то U2. 
В последнем случае N^U2®N', N' нечетна и значит содержит 
слагаемое /(e). Применяя (2), мы видим, что в любом случае 
N содержит слагаемое /©/(—1), т. е. N=I®N', где N' еще не­
четна. Повторяя этот процесс, мы прийдем к представлению /V — 
-=/s-''©F, F нечетна, & = rgF = 4, если s > 4 и F = N, если s{le}4. 

Рассуждая как и в случае p{ne}2, мы видим, что единствен­
ность решетки П типа с заданными инвариантами вытекает из 
следующего утверждения: 

Л е м м а . Унимодулярная нечетная решетка F ранга £{le}4 над 
Z2 однозначно определяется решеткой F®Q2 над Q2. При k^3 
существует такая решетка с любыми значениями d(F)o.Z2*H 
MF){cdot} 

Доказательство леммы, состоящее из ряда элементарных 
проверок, мы опускаем. 

Из леммы вытекает, что рассмотрение дискриминанта и ин­
варианта Хассе 82(5®—2) не может дать нам никаких ограниче­
ний на существование решеток при 5 ^ 3 . Рассмотрим еще неко­
торые необходимые условия для существования нужных реше­
ток, вытекающие из предшествующего рассуждения при s<2 , 
s=2. Положим n = 2k + 2. S®Z2 = U2

h®N(2), d(N) = (—1)"+', 
так как d(S) -=—2~. Поэтому ЛГ<---/(т])©/((— lV'+'t]), T]GZ2*. Так 
как eco(5®R) = (—1)", то и e2(5®Z2) = (—I)*. 

Для вычисления е2 мы можем положить U2<=*I®/(—1) над 
Ог, т. е. 
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S ® Q 2 - P © 7 ( — 1)А©7 (2л)©/ ( ( - 1)№2т)). 

Тривиальное вычисление дает s2(S®Z2) = ( — l) 2 - .. 
Соотношение е2 = (- \)'г записывается в виде 

2 +k--------OOnod 2). 

Условие разрешимости этого уравнения: A—1(mod2), т . е . 
л = 0(пкнН) или A = i*_±i1-= 0(mod2), т. e. As=0(mod4), 
/ is2(mod8). Они вместе равносильны условию пФ 6(mod8). 

s--=l, /г = 2 т + 1 . S®Z2 = Uf©/(2T|), rj6Z2, d ( S ) - 2 ; 
откуда r| = (—1)'". Так как eM(5®R) —(—1)"-, то e2(5®Z2) = 
— (—l)m. Для вычисления е2 записываем опять U., как. 
/ © / ( - 1 ) над Q2: 

S®Q2 = Im®I (-1)"'©/ (2(- l)m), 
откуда 

/я ("г-1-1) 
e 2 ( S ® Z 2 ) - ( - l ) 2 . 

и равенство е2=(— 1)то дает /и—О или 1 (mod4), т. е. П---Г 
(mod 8) или /г=3 (mod 8). 

Этим доказано утверждение теоремы о единственности ре­
шетки с заданными инвариантами и выведены необходимые ус­
ловия для ее существования. Остается, при выполнении этих не­
обходимых условий, явно построить соответствующие решетки. 

p=7--2. Мы будем пользоваться следующей конструкцией, яв­
ляющейся частным случаем операции «четнизации» нечетной ре­
шетки, предложенной Б. П. Венковым [2]. В решетке Е=®1(щ) 
с базисом {ei}, (ei, е,)=0, при 1ф\, e2 = ai, а,—1 при (rnod2), 
рассмотрим подрешетку Eo={Sxi, ei; Exi — 0(raod2)} и ПОЛОЖИМ 
Е „. =E 0 + eZ, e = 1/22ei, E* будет целочисленной четной решет­
кой, если выполнено условие Sai----0(mod8). 

Рассмотрим решетку 5, являющуюся прямой суммой сле­
дующих двух или трех слагаемых: 1) U% или U2(p), 2) (I(—p)k® 
Ф/(—I)')* при ^p + Z---0(mod8) и 3) может быть еще слагаемо­
го #-,(—1), где Я р — четная положительно определенная ре­
шетка ранга 4 и дискриминанта — р2: ее можно задать как мак­
симальный порядок в кватернионной алгебре, разветвленной 
только в р и {infty} с произведением (х, y)=tr(xy*), где х**х* — 
стандартная инволюция. 

Решетка 
£ / а Ф ( / ( - р ) * е / ( - 1 ) 0 * (4) 

дает четную решетку с инвариантами п., s, если /e-=s, & + /--= 
= п — 2, /?A+/=0(mod8), т . е . (p — 1) s +№ — 2 = 0 (mod 8) или 
-^-- .s + — = l (mod 4). Аналогично, решетка 
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U2®Hp@(I(-py®I(-\)% 
дает нужный ответ при условии 

£-d ( s__2)-f-f-^3(mod4). 

Замеаяя в (4) U2 на U2(p), мы ДОЛЖНЫ положить k = s — 2 
вместо k = s и поэтому мы можем, при помощи нашего запаса 
решеток получить нужную решетку, если удовлетворяется 
•ОДНО из сравнений 

£-—-(5-2) + —-=1, 3(mod4), 

т. е. сравнение 
—-(s - .2 )+—s1(mod2) . 

Если s = 0(mod2), то оно равносильно условию /j = 2(mod4). 
Если s-sl(mod2), то сравнение принимает вид 

-£=i+-J s1(mod2) , 

а это, как легко видеть, равносильно тому, что 
-----1 ps=(- 1)'- (mod4). Исключением здесь является случай s=A, 

когда замена s на s—2 недопустима. В этом случае надо по­
строить решетку Г с s=--3 указанным выше методом. Трехмерная 
над Fp решетка Т*/Т обязана представлять 0. Если T*ZDSZDT И 
S такова, что S/T дает одномерное изотропное подпространство 
в Т*/Т, то, как легко видеть, 5 будет удовлетворять нужным ус­
ловиям с s=-l. 

р = 2. I тип: /i=s=0(mod2), n.= 4m + 2. 
Здесь мы воспользуемся такой конструкцией: если Е — 2-эле-
ментарная решетка, то положим E==E* (2). Это всегда 
целочисленная решетка. Если E была четной и I типа, то 
такой же будет и E*. Очевидно, что d(E) — 2r«B/d(E). При 
.s < 2/п 

/.•.72 \ 'v/2 

S = U2®{®Q(Diin)) при 2 л - _ / и 

дают нужные решетки. При 4m>s>2m нужные решетки дают 

S = U,®y © Q(p4ni)) при 2 «<-="-• 

а при s - 4m 

5=.US(2).BQ(D^,)-
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11 тип: n = s + 2m. При s > 2 нужную решетку дает 
S = U2©/(2)---- + Q(D2n-). 

При s = 2 эта формула дает решетку 11 типа только при nz---
-=•1 (mod2). Необходимое условие, сформулированное в теореме, 
дает т¥*2 (mod 4), т. е. из m=0 (mod 2) уже следует, что т = 
= 0 (mod 4). Если m=4k, TO нужную решетку дает 

S = /(2)e/(-2)®Q(E8)". 
При s = l, n= 8k+1 нужна решетка — это 

S=/ ( -2)®Q(E 8 )< , 
а при п = 8& + 3 

S = y 2 © / ( - 2 ) + Q ( E 8 ) " . 
При s —0, n = 8k + 2, нужная решетка: 

S = [/2®/(—2)+Q(E8)\ 
Теорема доказана. 

З а м е ч а н и я . I. Разумеется, приведенные явные разложе­
ния— не единственные возможные. Например, мы можем при 
т > 4 всюду заменить Q(D2m) на Q(D2,n-8) ®Q(E8). Дальше мы 
будем этим пользоваться. 

2. Как указал нам В. В. Никулин, используя более точный 
критерий совпадения спинорного рода с родом, можно избавить­
ся от условия п>4 при р — 2. 

В заключение приведем один критерий p-элементарности ре­
шетки. 

П р е д л о ж е н и е . Пусть решетка Т связана с унимодуляр-
ной решеткой S парой гомоморфизмов 

ч> 

удовлетворяющих соотношениям 
( ф М . <Р(У))=Р(Х, y), х, УбГ> (5 ' 

(Ф(х), «) = (x, i[)(w)), xQT, UGS, (6 
•фф-=р1Г. (7) 

Тогда Т р-элементарна. 
Пусть сначала L/{subset}5 — любая лодрешетка, полная в 5, т. е. 

(U®Q)nS=U и 0-ортогональное проектирование на подпрост­
ранство (V®R. Докажем, что 0(5) = U*, где ..У*-двойственная 
к U решетка в подпространстве U®Q. 

Действительно, для x6S, u6U, (Qx, и) = (х, u)QZ и поэтому 
6(S){subset}U*. Равенство доказывается подсчетом индексов. Оче­
видно, <y{subset}e(S){subset}U* и (C/*:.y) = |d (U ) | . С другой стороны, 

Q(S)/U~S/(U®U±). 
Легко убедиться, что (ввиду унимодулярности 5) , d^U1-) =d(U), 
поэтому а (U®U±)=d(U)2 и, значит, (9(S) : U) = \d(U) \. 
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Заметим теперь, что, ввиду (5) и (7), 0 = — <р\\> является 
ортогональным проектированием S на cp(r)0R. Применяя 
только что сделанное замечание, получим, что 6 (•-->) = (ф(Т))*, 
где Ф(Т) = (cp(!T)®Q) flS. С другой стороны, рв = фф и, значит, 
pQ(S)czq>(T). В результате мы видим, что 

р(Ф(Т))*с=ф(Т). (8) 
Рассмотрим последовательность подрешеток 

Ф (Т)с^)с : (ф(Г))*с- :ф (Г)*. 
Из (8) следует, что 

РФ(П*с-фТ7). (9) 
Вместо (8) и (9) показывают, что 

р\(Т)*^<р(Т). (10) 
Из определений сразу следует, что ф(7 ,*)с/?ф(7)*. Поэтому 
р2<р(Т)*арц(Т*) и (10) дает, что q>(T)^>pq>(T*), откуда конеч­
но следует, что Т^>рТ*. 

§ 2. КРИВЫЕ РОДА 0 И 1 НА ПОВЕРНОСТЯХ ТИПА КЗ 

Основные численные соотношения теории алгебраических по­
верхностей принимают для поверхности X типа КЗ более про­
стой вид. Для неприводимой кривой Ct=X фомула Нетера при­
нимает вид: 

C- = 2p a -2 , (1) 
где ра—-арифметический род кривой С, А-= £ + 6, g — род нор­
мализации Cv кривой С, а 6—-определяется особенностями 
этой кривой. Точнее, если v:Cv{to}C—морфизм нормализации, то 

Ь^1{Ох!Ох), Ох-= П Оу, (2) 
хае ;/{in}Cv 

U v(y)---.t 
где сумма распространена на все точки х кривой С. 

Из формулы (1) следует, что D2---0(mod 2) для любого ди­
визора D на X, т. е. что квадратичная форма, определенная 
индексом пересечения на группе Sx = PicX, является четной. 

Теорема Римана — Роха для случая кривой CczX превра­
щается в соотношение 

1(C) ~4р + 2. (3) 
Это следует из того, что Н1(Х, О) =0, Н2(Х, <?) = 1 по опреде­
лению, ;(/С—С)=/(—С)=0 и Hl{X, S{С)) = 0 — последнее вы­
текает из рассмотрения точной последовательности 

О-*-3?(—С)-+0-+0<г>О, 
которая дает Я1 (X, .£?(—С))=0, и из теоремы двойственности. 

124 



Кривые С арифметического рода 0 характеризуются, ввиду 
(1), условием С2=—2. Для них, очевидно, .7 = 6 = 0, т. е- они изо­
морфны Р1. Из (3) для них получаем /(С) = 1, т. е. линейная 
система |С| состоит из одной кривой. 

Гораздо содержательнее теория кривых арифметического ро­
да 1. Если С — такая кривая, то, согласно формуле (1), С2 = 0. 
Из формулы (3) мы видим, что 1(C) =2, т. е. система |С | одно­
мерна, а так как С2 = 0, то она не имеет базисных точек, т. е. 
определяют морфизм cpiX-vP1, слоями которого являются диви­
зоры этой системы. Мы будем дальше называть q> пучком кри­
вых рода 1. 

Формула pa==g-\-b допускает две возможности: a) g— 1, 
6 = 0 и б) g-—0, 6 = 1 . В случае а) кривая С является гладкой 
Эллиптической кривой, а следовательно, таковы и все кри­
вые системы \С\ кроме конечного их числа. В этом 
случае rp называется эллиптическим пучком. В случае б) при­
меним формулу (2). Очевидно, что 6xz^k-\-R,xZDOx, где .-.>—-• 
радикал полулокальиого кольца 0Х, т. е. 

Rx= П"ь, yecv, v(y)=x 
и my— максимальный идеал локального кольца точки у на Cv-
Поэтому представляются две возможности: 61) Ox = k-\-Rx и 
б2) Qx — k-\-Rx. Мы рассмотрим их, следуя работе [9]. 

Разберем случай 61). Гак как l{6x!k-\-Rx) = n—\, где п — 
число точек в множестве v-1 (х), то в нашем случае п=2, 
т. е. V-1 (х) = {уи уо} и mx = m.ylf\riiy,. Очевидно, что 
(тх!т'\) = 2 и гомоморфизмы тх/тх->ту/т1 определяют две 

" -j i 
непропорциональные линейные формы. Отсюда вытекает, что в 
касательном пространстве Тх и точке х HaX (или, что то же на С) 
образы касательных к точкам г/i отличны от 0 и различны меж­
ду собой. Иначе говоря, локальный индекс пересечения кривой 
С и любой другой гладкой кривой Е в точке х равен 2, если Е 
не касается одно из этих двух прямых, и больше 2, если каса­
тельная к Е совпадает с одной из них. Очевидно, это возможно, 
ТОЛЬКО если в некоторых локальных координатах и, v уравнение 
кривой С имеет вид uv+f, fGMx

s, где Мх — максимальный идеал 
точки х на поверхности X. 

Особенность случая б-) заключается в том, что он не устой­
чивый, т. е. может представиться только для конечного числа 
кривых пучка | С | . Действительно, пусть он имеет место для 
некоторой кривой С и i—-локальный параметр точек ф(С)бР.. 
Согласно предыдущему, в некоторой окрестности особой точ­
ки х кривой С и в некоторых локальных координатах if — w o + / . 
Особые точки соседних слоев задаются условиями —-—О, 

4 - - - 0 . Гак как -|—=?> + g, ^ — и + h, g, heMx, то эти dv да ' ° ov ° 
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функции взаимно просты в окрестности точки х и поэтому в до­
статочно малой окрестности других особых точек кривых пучка 
| С | не будет. 

Полученное нами свойство конечно следует в случае поля 
характеристики 0 из теоремы Бертини, согласно которой линей­
ная система без неподвижных точек на гладкой поверхности 
имеет только конечное число особых кривых, а в контексте диф­
ференциальной геометрии —согласуется с аналогичной ей лем­
мой Сарда. Тем более интересно, что в случае б2) и полей ха­
рактеристики 2 и 3 мы приходим к другому результату. Дальше 
мы следуем изложению в работе [16]. 

В случае б2), Gx = k + Rx и поэтому л—1, так что Ох 
является локальным кольцом неособой точки yeCv, c%-=-0,/CV-
По условию l(OyiC,lQx,c) = 1, т. с- l{in^m,x) = \, где ту макси­
мальный идеал кольца Gl)>cv Так как точка // — простая, то 
ту = (у). Очевидно, тхС.т~д, • иначе тх = тг Но из условия 
1(/Пу/тх) = 1 следует, что тогда mx = m?v и, значит, Ох,с--= 
— £ + (г2). Эпиморфизм p:Gx,x->Gx,c устанавливает изоморфизм 
mx,xiт\ х->тх,с1 т\. с. Поэтому существуют такие функции и, 
•абот^л'.'являющиеся'локальными параметрами в точке х, что 
р(и) = а'3, p(t)) —т2. Отсюда a2 = v2 на C, т. е. локальное урав­
нение С в некоторой окрестности точки х может быть записано 
в виде u2 — v3 = 0, а отображения ср —в виде 

Рассмотрим произвольную алгебраическую поверхность X и 
ла ней пучок ср..АТ->£ кривых арифметического рода 1. Пред­
положим, что множество особых точек этого пучка бесконечно. 
Тогда очевидно каждый слой должен иметь особую точку и 
при том только одну. Все эти особые точки образуют кривую £. 
В окрестности точки х на \ du~dv~®' ^ с л н р¥=^ то 
-_ =5и(й 2"t) 3) + 2eM.$/n <̂v. Поэтому уже — = 0 должно быть 
локальным уравнением кривой £. В частности, кривая £—-глад­
кая. Если, сверх того, p=f=o, то j-,-= j v («2 — ̂ 3) — 3е-э- долж-

dt но делиться на --- , что невозможно, т. к. уже квадратичные 
члены — не делятся на линейные члены у- • Таким образом, 
при рф2 и 3 множество особых кривых нашего пучка опять 
конечно. Пусть p = 3. Как мы видели, кривая £ в этом случае — 
гладкая. Найдем индекс пересечения этой кривой со слоем С 
отображения ср. Так как С П £-= {x}. то 

(С, £) = (С, l)x^l{&Xlxj{t, 5-))=-ЦОж/(»-—г»», и)) = 3. 
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С другой стороны, так как | пересекается с каждым слоем в од­
ной точке, то отображение ф, ограниченное на | , является чиста 
несепарабельным, морфизмом степени 3. Отсюда следует, что 
кривая | изоморфна В. 

Остается рассмотреть случай p = 2. В этом случае 

%^(и2~^) + г^^(аи + МЧ^3
х), |3-^0. 

Таким образом, мы имеем кривую £ и функцию й==—- обра­
щающуюся в 0 на | , причем в любой точке у некоторого 
открытого множества на £ h = A,2(/n3), Кету Ыт2. Легко 
видеть, что это возможно только в случае, когда в окрестности 
точки x(h)=2l, т. e. h ——oj?2, где r\GGx*, a ij? является локаль­
ным уравнением кривой \, В частности, отсюда следует, что 
кривая £ — гладкая. Для нахождения ее индекса пересечения со 
слоем пучка ср, заметим, что 

(£, С) = №, C)x = l ( h , с)Х = 1(и-—T»s,-"2) = -i-=2. 

Как и в случае p-=3, мы убеждаемся, что кривая g изоморфна 
В, а отображение ф :£•->• ,8— чисто несепарабельный морфизм 
степени 2. 

Пучки кривых арифметического рода 1, в которых все слои 
имеют особую точку, называются квазиэллиптическими. Приве­
денные рассуждения доказывают два утверждения. 

П р е д л о ж е н и е 1. Неприводимая кривая С на поверхности 
типа КЗ имеет арифметический род 1 тогда и только тогда, ког­
да С2=0. Она определяет эллиптический или квазиэллиптиче­
ский пучок. 

Т е о р е м а . Ha алгебраической поверхности может существо­
вать квазиэллиптический пучок, только если характеристика 
основного поля равна 2 или 3. Все кривые пучка, кроме конеч­
ного числа, имеют единственную особую точку, являющуюся 
острием. Эти особые точки располагаются на гладкой кривой, 
проекция которой на базу пучка является чисто несепарабель­
ным морфизмом, степень которого равна характеристике. 

Вопрос о существовании квазиэллиптических пучков над по­
лем характеристики 2 или 3 решается ери помощи их явной 
конструкции. Положим K=k(Pl), тогда общий слой пучка 
Ф:X{to}.fi является кривой С над полем К. Род ее (если пользо­
ваться, например, определением рода, содержащимся в книге-
Шевалле [18], равен 1. В случае, если пучок эллиптический, эта 
кривая гладкая, эллиптическая, а в случае, если он квазиэл-
липтический, она не гладкая, хотя и нормальная. Она называет­
ся тогда квазиэллиптической. Ее единственная особая точка 
определяется общей точкой s кривой | , причем [K(s) :K] =p . 
Если кривая рода 1 над произвольным полем имеет над этим 
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полем рациональную точку, то теорема Римана—Роха дает для 
нее существование «Вейерштрассовой нормальной формы»: 

у*+Ш+\1У~Х*+аХя + №+у. (4) 
При p{ne}2 мы можем предполагать, что Я=р.=0. Особая точ­

ка соответствует тогда кратному корню правой части. При р-т-=3 
этот корень всегда принадлежит К и кривая не нормальна. Это 
еще раз показывает, что квазиэллиптические пучки существуют 
только при р = 2 и 3. При р = 3 возможен случаи 

y2=X3+7, (5) 
который, если у$К3 дает нормальную кривую, имеющую особую 

точку Х=—73> -—0. 
Если p = 2, то для особой точки XX + \x, = 0, %Y=X2 + fi и, зна­

чит, эта точка рациональна, кроме случая Х = 0, [х=0. В послед­
нем случае мы можем обычным преобразованием привести 
уравнение к виду 

Y2 = X3 + aX + b, 
и если а$К или 6 •$/(-, мы получаем нормальную кривую 
с особой точкой Х = аъ, Y=bl/2. 

Если С — квазиэллиптическая кривая над полем К, обладаю­
щая рациональной точкой О, то на открытом множестве C \ s 
(s — особая точка кривой С) можно определить групповой за­
кон, превращающий C \ s в алгебраическую группу, причем О 
будет нулевой точкой. Доказательство то же, что и в случае эл­
липтических кривых. Над расширением /((s) кривая C \ s изо­
морфна P1\s-~--A1, так как единственный алгебраический груп­
повой закон на А1 есть закон аддитивной группы G„, то C \ s 
является формой аддитивной группы. Все формы аддитивной 
группы классифицированы в работе Рассела [35]. Как он пока­
зал, они являются подгруппами группы GaxGa и задаются в 
ней уравнениями: 

ур" = х^а1х"-[-...+атх"т. (6) 
Легко показать, как приводятся к этому виду уравнения ква-
зиэллиптических кривых. При p — З, полагая в уравнении (5) 
x = — г/ — -—, мы приводим его к виду 

г/3 = х — ух3. 
При р = 2 надо записать уравнение (4) в виде Y2--=(X2-\-a)X-\-b, 
возвести его в квадрат, разделить обе части на (X--|-a)4 и 
положить ;—q—• —x> х* + а~У" ®т п Р и м е т тогда вид 

у*=х + ах2 + Ь2х\ 
В обоих случаях смысл этих преобразований заключается в том, 
что особая точка s переводится в бесконечность. Конечно, 
дополнительной (но не трудной) проверки требует то, что при 
этом закон сложения перейдет в аддитивный закон для х и у. 
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Квазиэллиптическая кривая, не имеющая рациональной точ­
ки над К, как и в 'случае эллиптических кривых, является глав­
ным однородным пространством над некоторой квазиэллиптиче-
ской кривой, обладающей рациональной точкой. Однако здесь 
теории главных однородных пространств можно 'придать более 
явный вид: как показал Рассел, все главные однородные прост­
ранства над группой (6) имеют вид 

vPn = а+а + ахиР + . . . + атШ>т, 
причем действие точки (х, у) на точку (и, v) определяется как 
(х + и, y + ti). Группа главных однородных пространств изо­
морфна Ga(K)/M, где M —подгруппа, состоящая из элементов 
вида i)P —а — а^ир—...—атир , и, VQK. 

П р е д л о ж е н и е 2. Если на поверхности X существует 
квазиэллиптический пучок (р:Х—>Р\ то поверхность унирацио-
иальпа. 

Пусть £ — кривая, образованная остриями слоев. Так как 
морфизм ср:£->Р- чисто несепарабелеп, то g—рациональна 
кривая. Положим Х' = ХХР*1- На X' мы имеем пучок, общий 
слой которого — рациональная кривая. Поэтому X' рациональна, 
a X — унирациональна. 

С л е д с т в и е . На поверхности X, обладающей квазиэллипти-
ческим пучком ф ^ - ь Р 1 , все двумерные циклы алгебраические, 
т. е. Ь2(Х)= р(Х), где p(X)=rgS(X) число Пикара. 

Это следует из предложения 2 и очевидного замечания на 
унирациоиальной поверхности все двумерные циклы алгебраиче­
ские, Действительно, если п:Х-+Х — морфизм рациональной по­
верхности, а абЯ-(Х), то (deg n)a = nsl. к*а. На X все циклы 
алгебраические, в том числе jt*a, откуда следует утверждение. 

Вернемся, наконец, к случаю пучка кривых рода 1 ц>:Х->-Р1 

на поверхности типа КЗ. Этот пучок не содержит кратных слоев. 
Действительно, если С0 — одни из его слоев я.С0=тЕ, то £- = 0 
и, значит, /(E)^=2. Отсюда следовало бы, что множество диви­
зоров тЕ\ E '>0 , Е'~Ь, по крайней мере, одномерно, т. е. все 
слои пучка ф должны были бы быть кратными, в то время как 
общий слой неприводим. Поэтому если ф и не имеет сечения, то 
он имеет его локально в каждой точке (в этальной топологии). 
Если •ф:У->Р1 — то расслоение с сечением (якобиево расслое­
ние), над которым ф является главным однородным расслоени­
ем, то ф и ф локально изоморфны (в этальной топологии). Ка­
нонический класс поверхности с пучком кривых рода 1 опреде­
ляется локальными (в этальной топологии) свойствами вырож­
денных слоев (см. [15] 354). Поэтому X является поверхностью 
типа КЗ, только если Y — такая поверхность, и X является ло­
кально тривиальным главным однородным пространством. 
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§ 3. КОРНИ И ЭЛЛИПТИЧЕСКИЕ ПУЧКИ 

Напомним некоторые нужные нам свойства корневых систем. 
Нами будут рассматриваться три типа корневых систем, которые 
мы будем называть: гиперболическими, параболическими и эл­
липтическими. 

1. Пусть 5 — целочисленная гиперболическая решетка. Кор­
нем решетки 5 называется такой элемент r&S, что г2 — —2. Сово­
купность R(S) всех корней называется гиперболической корне­
вой системой. 

Рассмотрим конус К в пространстве 5®R, состоящий из эле­
ментов х, для которых х->0. Этот конус распадается на две 
связные компоненты, называемые полами. Если уравнение ко­
нуса К в координатах имеет вид x12—х2

2—. ..—x„2>0, то одна 
пола определяется дополнительным условием xi>0, а другая — 
xi<0. Из этого легко увидеть, что для двух точек х и у в одной 
поле, (х, у) >0. Выберем одну из двух пол и обозначим ее че­
рез К.+. Множество точек хвК+, для которых (х, г)-?--0 для всех 
r&R(S), распадается на связные компоненты, называемые каме­
рами. Каждая камера является открытым выпуклым множест­
вом. Так как камера есть пересечение К+ и содержащих ее по­
лупространств, определимых гиперплоскостями (x, r) =0 , 
r£R(S), то каждая камера определяется выбором для любой 
пары корней (г, —г) одного из них и задается условиями 

х&К+, (х, г )>0 
для выбранных корней т. Эти корни, определенные выбором ка­
мера U, называются положительными. Совокупность положи­
тельных корней обозначается через R+(S). Очевидно, R(S) = 
= R+(5)U(—R+(S)). Для положительности корня г достаточно 
уже неравенства (Л, г) >0 , где /г — любой элемент камеры U. 
Если L — одна из гиперплоскостей и уравнением (х, г)---0, 
rGR(S), U содержится в полупространстве (х, r)>0 n L0U 
открыто в L, то L называется стенкой камеры U, Корни, соот­
ветствующие стенкам камеры U, называются простыми. 

Отражением, соответствующим корню г, называется преоб­
разование 

sr:x->-x+ (х, г)г. 
Оно переводит г в —г, а элементы гиперплоскости (x, г )=О— 
не меняет. Очевидно, что sr — автоморфизм решетки (в частно­
сти, не меняет произведения). 

П р е д л о ж е н и е 1. Каждая точка xGK+nS при помощи ко­
нечного числа отражений, соответствующих простым корням, 
может быть переведена в точку из U. 

Если x$U, то (х, г )<0 для некоторого простого корня г. 
Тогда для некоторого №U и Xi = sr(x), (xu h)<(x; h). Так как 
х, х{ и h6K+, то (xi, h )>0 . Ввиду того, что {хи fr)GZ, мы долж-
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ны через _ конечное число подобных преобразований прийти к 
точке из О. 

Замечание . Можно доказать, что О—это фундаменталь­
ная область в 5®R для дискретной группы, порожденной отра­
жениями S», где г — простые корни решетки S. 

2. Пусть /eS, f-?--0, f2=0. Корни решетки S, ортогональные f, 
образуют параболическую корневую систему. 

3. Пусть / Х —ортогональное дополнение к. / . Очевидно, 
что произведение (x, у), х, г/б/1 не меняется от замен 
x{to}.Jc + k/, y-*-y + lf и, значит, определяет произведение в 
решетке S—/-- / /Z . Решетка Sf отрицательно определена. 
Ее элементы с квадратом —2 называются корнями. Они обра-
зуют эллиптическую корневую систему, которую мы будем 
обозначать Rf. Она разлагается в прямую сумму попарно орто-
тональных и далее неразложимых корневых систем 

называемых неприводимыми. Решетка, порожденная системой 
векторов Rt, называется решеткой корней и обозначается че­
рез Q (Rt), а двойственная ей решетка называется решеткой 
весов и обозначается через Р (Rt). Для вычисления решетки 
P{Ri)/Q (Rt) лля неприводимой корневой системы /•?• существует 
следующее правило. В решетке Q(Rt) можно найти такой базис 
rv. . . г,,;, состоящий из корней, что любой корень выражается 
через,него в виде линейной комбинации с целыми коэффициен­
тами одного знака. Существует максимальный корень 

т 

Р.= . _ kjrj> обладающий тем свойством, что для любого корня 

/"--= _2^-У;., J%->/ц . .., km>lm. Очевидно, решетка Q (Rt) имеет 
базис Гц . . . , гт, а решетка Р {Rt)~ взаимный базис соц.. .,<от. 
Тогда элементы соу для таких у, что в представлении р==2 kfp 

kj = \, являются представителями всех отличных от 0 классов 
смежности P(Ri) по Q(Ri) (см. [7], р. 177). 

Теперь изложим применение этих 'понятий к теории поверх­
ностей типа КЗ. Пусть X — такая поверхность. Мы положим 
5 = PicX. B конусе К, состоящем из элементов D с D2>0, мы 
выберем за К+ ту полу, в которой лежат обильные дивизоры. 
Тогда все дивизоры из /<+П5 эффективны, так ка при D2>0 ли­
бо D, либо — D эффективен, а из того, что D£K+, следует, что 
D#>0, где Н—обилен и значит эффективен D, а не —D. Если С— 
дивизор с С ——2, то либо С, либо —С эффективен. Выбрав из 
пары (С, —С) эффективный дивизор, мы получим камеру U, 
состоящую из дивизоров D, для которых D2>0 и DC>0 для 
любого С>0, С2=— 2. Тогда DDi>0 для любого Di>0. Дейст-
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вительно, если D!=.2miGi— разложение на неприводимые ком-
1 

поненты, причем для i{le}n, Ci2 =—2, а для i>n, Ci2>0, то 
DCi>0 при i{le}n по условию и DC,i>0 при i>n, так как Gi име­
ет (Неотрицательный индекс пересечения с любой компонентой 
дивизора D. Таким образом, всегда DD1X). Более того, ДЛЯ 
компонент Ci, для которых Ci2>0, DCi>0, так как D и Q ле­
жат в одной поле К+. Отсюда следует, что равенство DD1---0 
возможно, только если все Ci2 = 0 и Ь С - О . Ho ортогональное 
дополнение к вектору D с D2>0 является отрицательно опреде­
ленной решеткой и поэтому из Ci~-=0, DGi = 0 следует, ЧТО 
Cj = 0, а значит, и Di = 0. Таким образом, при Di>0 и DD.>0, 
т. е. дивизор D, содержащийся в камере U, является обильным. 
Так как при выводе этого свойства мы использовали только 
условие DC>0 для неприводимых кривых с С2 = —2, то простые 
корни, соответствующие камере U, содержатся среди таких кри­
вых. Наоборот, любая неприводимая кривая С с С2=—2 являет­
ся простым корнем. Для доказательства надо показать сущест­
вование дивизора £ > 0 , для которого E2>0. EC=0, и ЕС>0 
для любой другой неприводимой кривой С (С')'2 = —2. Восполь­
зуемся тем, что кривую С можно стянуть в особую точку при 
помощи морфизма q.:X{to}X' ,на проективную поверхность X'. 
ЕСЛИ Н— гиперплоское сечение X', ТО Е = Ц>*Н удовлетворяет 
нужным условиям. Таким образом, простые корпи в точности 
ювпадают с гладкими рациональными кривыми на X. 

Классы DW обладают свойством: D2>0, DO0 для любой 
кривой С с С2-=—2, а значит, и для любого эффективного диви­
зора С. Такие классы называются квазиобильными- Среди них 
нам будут особо интересны классы с D2 = 0, ввиду следующего 
их свойства-

П р е д л о ж е н и е 2. Класс дивизоров D на поверхности ти­
па КЗ тогда и только тогда содержит неприводимую кривую 
арифметического рода 1, когда он квазиобилен, примитивен и 
D2 = 0. При этом элемент х решетки 5 называется примитивным, 
если его нельзя представить в виде х = ту, m(<Z, yoS, / n> l . 

Если класс D содержит неприводимую кривую С арифмети­
ческого рода 1, то С2 —0 и, значит, D2 = 0, пучок \С\ не содер­
жит кратных слоев и, значит, D примитивеи- Наконец, условие 
DE>0 достаточно проверить для неприводимой кривой Ь, а для 
нее оно очевидно, так как в пучке |С | есть кривая Cit не пере­
секающаяся с E- Если Е не компонента Q, то £'С1>0, а если 
компонента, то для другой кривой С% того же пучка EC2=0. 

Таким образом, доказательства требует только достаточность 
условия- Из теоремы Римана-Роха следует, что или /(D) >2 , или 
l(—D)>2. Пусть Я —некоторая поляризация поверхности, тог­
да по условию DH>0, откуда следует, что класс —D ие может 
содержать эффективного дивизора, — отсюда следовало бы, что 
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DЯ<0. Таким образом, /(D)>2 и в D содержатся эффективные 
дивизоры. Если D-=E/-iCi — разложение одного из них на не­
приводимые компоненты, то D2 = 0 и DCi>0 дают DCi=0, a 
так как CiCj>0 при i{ne}/, то C,i2-{le}0. Как мы видели, это воз­
можно только при Q — 0 или Ci2 = —2. Докажем, что ХОТЯ В 
одном эффективном дивизоре D нашего класса встречается хоть 
одна неприводимая компонента с СУ—0. Действительно, для 
всех кривых Ci, встречающихся в разложениях дивизоров D на­
шего класса £iCi#{le}D#, поэтому ограничены как h, так и С..Я. 
Классов С с заданным квадратом и заданным СН существует 
лишь конечное число. Это следует из того, что решетка S = 
= PicX — гиперболическая. Поэтому мы можем представить о 
5®R С=--а#+У, а У лежит в пространстве Нх с отрицательно 
определенной формой. Условие аН2 = СН дает ограничение на а, 
а а2Я-+У2=С2 — на У2. Таким образом, С лежит в компактной 
области. Но в каждом классе с Ci- =—2 лежит лишь один эф­
фективный дивизор и мы получили бы, что всего в классе D 
есть лишь конечное число эффективных дивизоров, что противо­
речит условию /(D) ^ 2 . 

Пусть С — компонента с С- — 0 и D = mC + D0 — представле­
ние, с m>0, Do>0. Заменяя в условии DD — 0 один из множите­
лей D его разложением, мы получим CD + D0D = 0. Так как по 
условию квазиобильности CD>0, D0D>0, то CD=0, DOD---0. 
Подставляя сюда опять представление для D, мы получим 
CDo = 0, D0

2 = 0. 
Если бы Do и С были линейно независимы, то они порожда­

ли бы двумерное подпространство в конусе с уравнением -Х.----0 
в S®R. Такого подпространства существовать не может, так как 
на сфере, над которой построен конус, нет прямых. Поэтому 
С и Do должны быть пропорциональны, и так как класс С — 
примитивен, то D0 = m0C, тфЪ. Отсюда £>= (т + т0)С, что воз­
можно, ввиду примитивности D, только при m + mo= 1- Предло­
жение доказано. 

Предложение 1 теперь интерпретируется так: 
П р е д л о ж е н и е 3. Любой эффективный класс D с D 2>0 

может быть при помощи конечного числа отражений, соответст­
вующих гладким рациональным кривым, преобразован в обиль­
ный. Любой эффективный примитивный класс f с f2 = 0 может 
быть аналогичным образом преобразован в класс, определяю­
щий пучок кривых арифметического рода 1. В частности, имеет 
место следующий критерий. 

Т е о р е м а . На поверхности X типа КЗ тогда и только тогда 
существует пучок кривых арифметического рода 1, когда су­
ществует класс DePic X, D{ne}0 с D2-=0. 

Если f — класс, соответствующий пучку кривых арифметиче­
ского рода 1, то корни, ортогональные f, являются линейными 
комбинациями компонент пучка \f\: действительно, еслиС2=—2 
и С>0, то С/* —0 возможно только когда С — компонента f. 
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В разложении корневой системы Rf на неприводимые: Rt—®P P 
отдельные слагаемые соответствуют приводимым слоям fi пуч­
ка f. Действительно, компоненты разных слоев не пересекаются 
и, значит, ортогональны в 5, компоненты же одного слоя нельзя 
разбить на две группы, представители которых не пересекаются 
ввиду связности слоя. 

Наконец выясним, как интерпретируются решетка Р (£>Р) и 
группа P(RF)/Q(RF)- Пусть cp:X->P —наш пучок. Обозначим 
через О локальное кольцо той точки, над которой расположен 
слой E, соответствующий нашей неприводимой корневой систе­
ме, а через О — его пополнение. Положим Х=X®Pi&. Так как 
X->P' — локально тривиальное расслоение, то X имеет сече­
ние и поэтому в разложении 

т 

F = 2 ^ A (1) 
о 

замкнутого слоя на неприводимые компоненты хотя бы одна 
кратность равна 1—та, для которой компонента С. пересекает­
ся с сечением. Пусть это будет kQ. Тогда представители 
С1,...,С,,,в F/ZF (которые мы будем обозначать теми же 
буквами) составляют базис корневой системы RF. Действитель­
но, если некоторый корень, т. е. дивизор с D2 = —2 представляет­
ся в виде линейной комбинации кривых С\,..., Ст с коэффици­
ентами разных знаков, то D=D,—D2> Di>0, D2>0, Di и D% 
взаимно просты. Отсюда 

-2-"D2-=L)?-2D1D2-]-D5, 
о невозможно, так как D12< —-2, £)...<—--> DlD2>0. Дока-

т 
ем, что [>---• Jjkfii является максимальным корнем. Если это 

1 
т 

не так, то максимальный корень г~2л^^1 представляется в 
1 

т 

виде r = p + E, Е*= 2 А ' С - > 0 ' E^O. Но р- С0, т.к. £ ) ~ 0 

на X. Поэтому мы получаем: 
—2-=/-•.=-(—С0+£)2==(—C0)--2C0E+E- = — 2—2C0E+E- = 0, 

-2C0E + E- = 0, 
в то время как —C-E{le}0. £~<0. 

По приведенному в свое время критерию, ненулевые эле­
менты группы P(RF)/Q(RF) определяются теми элементами ац 
базиса, взаимного к базису Ci, t>l , для которых /ei=l. в разло­
жении (1). 
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Рассмотрим группу Pic(X) и ее отображение в P(RF) -= 
= Q(RF)*, определенное индексом пересечения с компонентами 
Си £ = 1 , . . . , т. Образ IlczP(RF) есть «группа Пикара c точ­
ностью до численной эквивалентности». Очевидно, что Q (•/?*•) — 
•сгП. С другой стороны, ненулевые элементы P(RF)/Q(RF) 
имеют в качестве представителей ©i, для которых ki = l. Но как 
раз эти элементы задаются сечениями, пересекающими компо­
ненты Ci, для которых ki=l. Поэтому U = P(Rp), а классы 
P(RF)/Q(RF) = WQ(RF) можно задавать сечениями, пересекаю­
щими компоненты кратности 1 слоя. Сечения Si и s2 склады­
ваются в П как дивизоры. Пусть 5i©s2— их сумма как сечений, 
т. е. для л'бР1, (Si©s2) (х) есть сумма в слое Fx точек Si(x) и 
s2(x). Тогда на общем слое /%,, (Si©s2) (ti)~Si(ri) -f-s2(rj)— <7(ri), 
где О — нулевое сечение. Из этого следует, что на X, si®s2—-
-5,-1-52—О + D, где D состоит из компонент замкнутого слоя. 
Поэтому П/Q (RF) также изоморфно группе сечений по моду­
лю Q{RF), складываемых послойно. Последняя группа очевидно 
изоморфна «группе компонент кратности I», т. е. факторгруппе 
группы неособых точек слоя mo ee связной компоненте единицы. 
Это дает интерпретацию группы P(RF)/Q(RF)-

Результаты нашего сопоставления сведем в таблицу. 

Геперб ш.чоские решетки s Поверхности X типа КЗ 

Гиперболическая решетка S 
Камера U 
Положительные корни 
Простые корни 
Элементы h^.0 с / 2 = О 
Корни решетки /J-

Простые корни решетки /J-
Неприводимые слагаемые RF 

корневой системы Rf 
Выражение / — С0 через неприводи­

мые компоненты слоя Р (С0 — ком­
понента слоя Р кратности I) 

Группа Р {RF)IQ (RF) 

Pie X 
Обильные классы дивизоров 
Эффективные дивизоры С с С-=—2 
Гладкие рациональные кривые 
Пучки кривых арифметического ро­

да 1 
Дивизоры С с С2 -= —2, состоящие 

из компонент пучка 
Неприводимые компоненты слоев 
Приводимые слои Pt пучка / 

Максимальный корень корневой сис­
темы RF, соответствующей слою Р 

«Группа компонент кратности 1» 
слоя, т. е. факторгруппа группы 
иеособых точек слоя Р по связной 
компоненте единицы 

Последняя часть этой таблицы сохраняет силу для любой алгеб­
раической поверхности X с пучком при всех арифметического 
рода 1, (.р:Х-+В. Если /GPicX — слой пучка, то в группе fx кор­
нями назовем элементы D с D — —2; они точно так же являются 
линейными комбинациями компонент слоев пучка. Положитель­
ными корнями назовем корни D с D>0, а простыми корнями—• 
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неприводимые компоненты слоев. Последние три строки табли­
цы сохраняются теперь и в общем случае. 

ЭТО сопоставление дает возможность применить к теории пуч­
ков арифметического рода 1 классификацию корневых систем 
(у которых все векторы одинаковой длины). Таким образом, 
приводимые слои можно классифицировать по известным сериям 
А„, D„, Ее, Е7 и Е8. Из известной классификации вырожденных 
слоев вытекает, что тип корневой системы однозначно определя­
ет слой, за исключением типов A- и Ai, и, кроме этих двух слу­
чаев, мы будем говорить, что слой имеет тип Ап, ..., Ей. В слу­
чае типа Л2 слой может состоять из трех прямых, попарно пере­
секающихся, и из трех прямых, пересекающихся в одной точке. 
В первом случае мы будем говорить, что слой имеет тип A2, а 
во втором — *Аг. Точно так же слой, состоящий из двух прямых, 
трансверсально пересекающихся в двух точках, мы будем отно­
сить к типу Ai, а из двух касающихся прямых-—к типу *A2. На­
конец, неприводимый вырожденный слой мы будем обозначать 
Ao, если он имеет особую точку с разделениями касательными, 
и *А0, если эта точка является острием. 

§ 4. КРИТЕРИЙ КВАЗИЭЛЛИПТИЧНОСТИ ПУЧКА 

Пусть ф^-э-Р1 — расслоение гладкой поверхности на кривые 
арифметического рода \. Мы будем предполагать его минималь­
ным (т. е. без исключительных кривых 1 рода в слоях) и при­
веденным (т. е. без кратных слоев). 

Напомним основные формулы, касающиеся таких пучков. 
Теорема Римана-Роха дает 

e(X)=12x (<?*), (1) 
где e(X) —эйлерова характеристика в этальных когомологиях.. 
С другой стороны, 

е W = 2 (е (р) ~ е (-'о) + d (F)) + е (Р1) е (E0). (2) 
F 

где F0 — общий слой расслоения ф, сумма распространена на 
все слои F этого расслоения (но слагаемые отличны от нуля 
только для вырожденных слоев), a d(-F)—инвариант дикого 
ветвления. По определению, 

d(F)=%L~uimPlM/Mai, (3) 

где -М = Ц,, Ц— общий слой расслоения, как эллиптическая кри­
вая над полем k(Pl), a G,- — группы ветвления, соответствую­
щие точке х&Р1, над которой лежит F и содержащиеся в группе 
Галуа поля К{%)/К, где К — поле частных пополненного ло­
кального кольца точки базы, над которой лежит слой F. По по­
воду формулы (2) см. [3]. 
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Так как diniF,M-=2, то dimF, MG- = 2, если Qt действует 
тривиально на М. Заметим, что случай d l n ^ M 0 ' —1 невозмо­
жен. Действительно, тогда М имеет прямую, на которую Со­
действует тривиально и, значит, действие Gi на М приводится 
к треугольному виду. Действие G на А2М, как известно, опреде­
ляется действием на корни степени / из 1, а ввиду алгебраиче­
ской замкнутости поля К, отсюда следует, что элементы группы 
G,- определяют унимодулярные преобразования М. Ввиду этого, 
действие Gi приводится к строго треугольному виду: 

*•.-(- ~г*). <«> 
где хбНот (GpZ/L). Так как Gt при г > 1 — p-группа, а l=f=p, 
то % = 0 и Ts--=\. Таким образом, di tnM/M°'=-0, еслиО/-—{1}, 
и 2 в противном случае. Поэтому формулы (3) можно пере­
писать в виде 

т 
d^.-k2elt (5) 

где сумма распространена на все i, для которых e i> l . То же 
рассуждение показывает, что если слой F имеет мультиплика­
тивный тип, т. е. связная компонента группы его неособых то­
чек изоморфна Gm, то d (F )=0 . Действительно, так как (Gm)(= 
= Z/l, то в St; имеется инвариантный относительно G вектор и 
действие G приводится к виду (3), откуда |G | = 1 или I (см. 
[31], стр. 5). 

Для расслоений на кривые любого рода известно, что e ( F ) > 
>e(F 0 ) , причем равенство имеет место только для невырожден­
ных слоев ([1], стр. 55). 

Для случая эллиптического расслоения e(,Fo)==0, а для ква­
зиэллиптического e(F0)—2, поэтому из (2) следует, что e (X)>0 
и, согласно (1), %(их)>0. Условие e(X) =%{Ох) = 0 показыва­
ет, что расслоение не имеет вырожденных слоев, а это, как из­
вестно, возможно только в случае X---P1XF, а условие х(С?л-) = 1, 
e(X) = 12 характеризует рациональные поверхности X. Мы бу­
дем дальше предполагать 

%(<Ух)>2, (6) 
Известно, что Й2'ф* Ох есть одномерный пучок, соответствую­

щий дивизору D, для которого degD =—%{Ох) ([15], Р- 354). 
Из %(<УХ)>0 следует, что Н1(Х, Ох)=0, а отсюда 6,(X)=0. 
Канонический класс Кх равен некоторой кратности слоя пучка. 

Строение корневых систем, соответствующих вырожденным 
слоям, дает возможность различать эллиптические и квазиэл-
липтические пучки. Мы, по-прежнему, будем предполагать, что 
пучок ф : X-vP1 минимален, приведен и %(0Х)>2. 
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В дальнейшем мы упростим обозначения, используя для ре­
шеток, обозначавшихся раньше через Q(Rp) и D(RF), символы 
Q(F) KP(F). 

Т е о р е м а . Пучок <p:X{to}PI кривых арифметического рода 1 
тогда и только тогда является квазиэллиптическим, когда удов­
летворяются условия 

1) /J = 2 или 3, 
2) для любого слоя F решетка Q(F) р-элементарна; 
3) y^n(F)-~=b2(X) — 2, где n(E)~-pai-ir корневой системы, 

"F 
соответствующей слою F (т. e. F состоит из n(F) + 1 компонент), 
.л сумма распространена на все слои F пучка ср. 

Утверждение очевидным образом достаточно доказать для 
якобиева расслоения пучка ср, так что мы можем дальше пред­
полагать, что ф имеет сечение. 

Мы уже видели, что квазиэллшгшческие пучки существуют 
только над полями характеристики 2 и 3. Для квазиэллипти­
ческого пучка группа сечений расслогния ХХО, где О — попол-

в 
неииое локальное кольцо точки базы, вкладывается в аддитив­
ную группу и поэтому имеет период р. Но для любого слоя F 
группа" P(F)/Q(F), как мы видели, изоморфна группе компо­
нент кратности (этого слоя, т. е. некоторой факторгруппе 
группы Ххо. Поэтому она тоже имеет период р, т. е. 

в 
выполнено условие 2). Наконец, группа Sf/Q{Rf) изоморфна 
группе сечений расслоения ср. По тем же соображениям, что и 
выше, эта группа имеет период р. Так как она конечно порож­
дена, то она конечна и vgSf = rgQ{Rf) ==2 rg Q (F) = Sn(E) . 
С другой стороны, ввиду следствия предложения 2 § 2, p(X) = 
— b2(X), a rg.S;---p—2- Отсюда вытекает условие 3). 

Пусть теперь выполнены условия 1), 2) и 3). Мы предполо­
жим, что пучок ср — эллиптический, и прийдем к противоречию. 
В этом случае соотношение (2) МОЖНО переписать в виде 

V (Д {F) + 2 .|. d (F) - в (F)) =- Ь,2 + % (7) 
где сумма распространена на все слои, e(F) =b\(F) = 1 для сло­
ев типа Лп и 0 в остальных случаях. (Заметим, что условие 3) 
для квазиэллилтического пучка следует из соотношения (2), 
так как в этом случае нет слоев типа Ап, потому что особая 
точка с разделенными касательными устойчива). Условие 3) и 
соотношение (7) дают 

2 ( 2 + d ( E ) - 3 ( E ) ) = 4. (8) 
р 

Рассмотрим случай р = 3. Условию 2) удовлетворяют только 
корневые системы А2, Е6 и Е8. Если число слоев типа А2 и *A2 
равно /г, а типа Е6 и Е&—1, то (8) дает k + 2l<4, а условие 
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3) — b2—2<2k + 8l. Так как г(вх)>% то e(X)>24 и 6-^-22. 
Поэтому мы получаем: й + 2/<4, 2k+8l>20, что невозможно. 

Пусть теперь р-=2. Очевидно, что здесь могут встретиться 
ТОЛЬКО корневые системы Аь D2ll, Е7 и Е8. Для слоев типов D2n, 
Е7 и E8 d(F)>l. Действительно, d(E)=0 означало бы, что поле 
К (Mi)/К имеет нечетную степень, где К—поле частных пополнен­
ного локального кольца точки х, над которой лежит слой F. Но 
слои типа Dv„, E7 и Е8 имеют компоненты четной кратности, кото­
рые не смогут стать однократными после накрытия базы нечетной 
степени. Следовательно, после накрытия базы, соответствующего 
расширению К(%)/К, мы получим опять один из слоев этого 
типа. Но множество неособых точек этих слоев есть 2-группа и 
группа U/ должна редуцироваться в 0. Это противоречит тому, 
что, так как 1ф2, она редуцируется мономорфно. Таким обра­
зом, каждый слой, имеющий тип, отличный от A0, *A0, Ai или 
*Ai, дает в сумме (8) слагаемое >3. Поэтому такой слой может 
быть только один, а чтобы выполнялось условие 3) при 
%((Ух)>2, т. е. Ь2>22, этот слой должен иметь тип D2n. Таким 

образом, возможны только два случая: один слой типа D2n с 
d(F) =2 или один слой типа D2n с d(F) = 1 и один слой типа А0. 

Теорема будет выведена нами из следующего результата. 
Лемма. Существует такое накрытие базы В->Р1, что рас­

слоение ХхВ-^-В имеет только стабильные вырожденные слои 
р< 

(т. е. типа А,,), причем deg5/P1==2, 5/P1 разветвлено только 
в той точке, над которой расположен слой типа D2„, и показа­
тель такого ветвления в этой точке равен 1 (т. е. G — Ov 
0 , - 1 ) . 

Покажем, как из леммы вытекает теорема. Из формулы для 
рода накрытия вытекает, что род В равен 0, т. е. .S-^-P1. 
Расслоение ХХР'В-^В (точнее говоря, его гладкая минималь­
ная модель) имеет не более 3-х слоев типа А„. Докажем, что 
тогда их нет ни одного. Действительно, если вырожденные 
слон имеют вид А,,,, i=-1, . . . , r < 3 , то, согласно формуле (2), 
{sum} «г]~/—&.,> +2 , а вместе с (8) это дает г=4 . Если же вы­
рожденных слоев нет, то Хх^В^АхВ, где А некоторая 
эллиптическая кривая. Тогда pg(XXf^)--= 0, а значит, 
и pg(X)^0, т. е. х (-?*)<-• 

Переходим к доказательству леммы. Заметим, что утвержде­
ние леммы носит локальный характер: если 0 —пополнение 
локального кольца той точки P6-?1, над которой лежит слой 
типа D2,,, а Х = - А ' Х Р > 0 , то достаточно доказать существова­
ние расширения О/О с нужными свойствами. Легко видеть, что 
существует накрытие 5/Р1, дополнение которого в точке, 
лежащей над Р, совпадает с О. Оно удовлетворяет условиям 
леммы. 
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Возможны два случая: а) /(Р)---оо и б) ]'(Р)¥=°о, где / — 
абсолютный инвариант расслоения X. Как известно, в случае а) 
стабильный слой, соответствующий слою F над ТОЧКОЙ Р имеет 
тип Am, а в случае б) он невырожден. Рассмотрим случай а). 
Кривая с /(F) -=оо имеет над Р или слой типа An или приобре­
тает такой слой над некоторым расширением 0JO степени 2-
Действительно, в уравнении (4) § 2, ХфО, так как при Х~0 
по формуле для / ([28], р. 303) мы получаем / = 0. Взяв Ax + fi 
за новую переменную и, мы приведем уравнение к виду 

у2 + иу = Ф + аи2 + Ьи + с, 
а сдвигом й->й-|-а сделаем a = 0. Преобразование </->// + £ 
меняем b на b + t2jrl- Поэтому мы можем добиться того, что 
&=-0, быть может, после расширения степени 2. B уравнении 
у2-\-иу = и3-\-с ;-=— (по формуле для j) и у (Р) == оо озна­
чает, что с(Р) — 0. Мы видим, что вырожденный слой F имеет 
двойную точку х с разделенными касательными, откуда легко 
следует, что определенный на F\x групповой закон дает 
группу, изоморфную G,.,, а это соответствует слою типа А,,. 
Пусть 010 — соответствующее расширение, а К и AT —поля 
отношений колец С_и О. Как мы уже видели, группа Галуа 
расширения Ki^,j)lK имеет порядок 1 или /. Кроме того, 
[К(Щ):К\ четно, так как слой F имеет дикое ветвление. Отсю­
да следует, что [/((-Я.) '-К] =2 или 21. Если эта степень равна 2, 
то K=K{ki) и из формулы (5) и того, что d(F) = l или 2, сле­
дует, что d(F)=2, ei = 2, e2=l, так что лемма доказана. Если 
степень равна 2/, то /<(&.) :э/( и, значит, группа Галуа G расши­
рения К(Щ)/К имеет нормальный делитель Н порядка /. Отсю­
да G = HxGi, где Gi — группа ветвления и |G.| = 2. Из форму­
лы (5) и из предположения d(F) = 1 мы получаем, что 

е,= . . . = e r — 2, er+1=-1, .^-(2г) = у---•-,, 

т. е. r —ту. Гак как I нечетно, то это противоречие. Анало­
гично из d(F) = 2 получаем, что /•==/. Для поля /<" пусть 
е1= . . . — e, = 2, eS)X — \. Нам наао найти связь между г и s. 
Простое рассуждение показывает, что г-=1$ (это можно полу­
чить непосредственно из определения пли из подсчета дискри­
минанта поля К (%i)- = LC$K \L:K\ = l)- Отсюда мы получаем, 
что s = l , т. е. утверждение леммы в случае а). 

В случае б) существует такое накрытие О/О, кривая X 
с невырожденным слоем над О и продолжение группы Галуа G 
накрытия О/О на X, что X бирацнонально изоморфно X'G. 
Обозначим через А замкнутый слой Х/О. Группа G изоморфна 
подгуппе группы AutA. 
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Случай б!): deg О/О = 2. В частности, так обстоит дело, 
•если кривая А не суперсингулярна, так как тогда |AutA|--=2 
(см., например, [28] р. 304). Так как |G|----2, то е0==ех—2 
и из формулы (5) следует, что d(F)>2, а условие d(F)=2 
возможно только при е. —1,'что и доказывает лемму в этом 
случае. _ 

Случай б2): deg 0 / 0 > 2. В частности, кривая А суперсин-
гулярпа. Тогда | Aut Л [ = 24 и ([28], р. 304) группа Aut A 
является расширением группы кватернионов при помощи группы 
порядка 3. Мы докажем, что этот случай не может встре­
титься в ситуации, рассматриваемой в лемме. Предположим 
сначала, что d(E)-=-l{cdot} Если бы е0=еи то уже первое сла­
гаемое в формуле (5) было бы равно 2. Поэтому в нашей 
ситуации е{)феи а это возможно только при — — 3. В группе 
Aut А существуют (с точностью до изоморфизма) только две 
подгруппы, порядок которых делится на 3 и четен: это вся 
группа Aut А и абелева группа порядка 6. В последнем случае 
•е0-=6, и если с! = - . . . . = ек == 2, е/.+1 = 1, то d (E) =---— — -—, 
что невозможно при d(E).= 1. Поэтому (при d(E)==1) остается 
единственная возможность: C?----AutA. 

Таким образом, \К-К\ — 24, где К и К — поля частных 
колец О и О. При этом K^LIDL^K, [L0:K]= 3, [L:L0J----4 и 
Qal(L/L0)-^(Z/2)2, a ]^:L] — 2. L0 — -T(t), т3 — *, где *-локаль­
ная униформизирующая в К, L = L0(uu u2), и\-\-щ—ах, 
w|+u2 — a2> ai> °h&L, К = Цу), v2jrv — \i-\-L. Соотношение 
,d(E)-=l возможно только при 

•3- — 24, е1==8, е2-=е3 — 2, е4=--.1. 
Заметим, что тип вырожденного слоя в Х/О зависит 

только от поля К/К и изоморфизма Gal(7C/-^)—Aut А. Дейст­
вительно, в любой точке хаА мы можем взять за локальные 
параметры некоторый локальный параметр s точки х на А 
и униформизирующую i из К, после чего действие стационар­
ной подгруппы точки х в k J[s, at]] уже будет определено. 
Пользуясь этим, мы ограничимся нахождением вырожденного 
слоя в X/G для случая Х = АХО. Для этого мы используем 
следующее глобальное рассуждение. Мы построим расширение 
W/k(Pl), которое после пополнения в точке Р совпадает с К 
и которое «минимально разветвлено», т. е. имеет подполе 
Ло-з^Р1) |А0:^(Р1)]=-3, разветвленное только в двух точках, 
причем К/А-а разветвлено в одной единственной точке—-той, 
которая лежит над Р. Выберем t как координату на Р \ так 
что /г(Р-) = /г(̂ ) и рассмотрим накрытие B0-+Pl, £(50) — A0== 
-=/е(т), x3 = t. Обозначим через р (/) главную часть функции 
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/6L в точке оо. Возьмем за a1 и Й26Л0 функции, регулярные 
вне оо, для которых р (a.)-— p{ai) — они этим определяются 
однозначно. Положим А = Au(Ui, U2), U'i+Ui = ai и обозначим 
через В нормализацию В0 в Л. Тогда В разветвлено над Ва 
только в точке г =-оо, а в ней полиостью разветвлено и мы 
обозначим через Ъ прообраз этой точки. Пополнение Л0 
в точке оо изоморфно L0, а Л в b — L. Из известных нам 
значений чисел et для поля 7<" легко получить, что для А/Л0, 
g1—.-:._=-.4, е2 = 1. Формула Гурвьца пля рода дает нам тогда, 
что род кривой В равен 0. Обозначим через я такую локаль­
ную униформизирующую в точке Ь, что А -—.-(л), найдем/лбЛ, 
регулярное вне b и такое, что р(т) — р{\х), и положим 
Ж = А{У), V2-\-V — m. Поле Ж/А разветвлено только в точке 
Ь, а в ней полностью разветвлено. Нормализацию В в Ж 
обозначим через С, а прообраз точки b в С? —через с. Оче­
видно, что пополнение Ж в точке с_ изоморфно К- Отсюда 
следует, что X/b(t) является, как и К/К, расширенном Галуаи 
Gal (Ж/к (t)) — G-^Aut A. Аналогично ^предыдущему, получим, 
что для поля Ж/А и точки Ь, е0----е1=-:е.. = ез-=21 т. е. 
/?г = аол3 + са1.п2 + а2Я-|-аз, aiGk. Обозначим через <3 группу Га-
луа С/В и рассмотрим СхА/®. Записав уравнение А в виде 
y^+y=xs, а С — в виде У2+У = а0я3+а1П2+а2Я+аз, мы можем 
представить действие образующей агруппы @ как оу=у + 1, 
aV—V+l, а(х)=х, а ( я ) = я . Отсюда инварианты группы ® по­
рождаются функциями х, я и z=y+V. Они связаны соотноше­
нием 22+z=x3+aon3 + airc4-a2-T- + °"3 третьей степени, откуда 
следует, что поверхность CXA/© рациональна. Тем более, по­
верхность CXA/G рациональна как образ рациональной поверх­
ности при сепарабельном морфизме. Но тогда для вырожденно­
го слоя F над точкой оо, е(/7)<12, что противоречит соотноше­
нию (1) с %(0х)>2- Этим закончен разбор случая d(jF) = l, 
|G |>2 . 

Остается рассмотреть случай d(E)=2. Тогда F является един­
ственным вырожденным слоем и, как известно, X становится 
изоморфным BXA после подъема на некоторое минимальное на­
крытие В—>-Р', за В можно взять нормализацию Р1 в поле 
К{%ъ), K=k(Pl). Как мы видели, deg(5/P1) 124. Прежде всего, 
установим, что deg(-3/P') не делится на 3, т. е. является дели­
телем 8. Действительно, в этом случае, накрытие 5 /Р 1 должно 
было бы пропускаться через накрытие -9/Р1 степени 3, которое 
имеет, по крайней мере, 2 точки ветвления, так что и В/Р1 име­
ет, по крайней мере, 2 точки ветвления. Но каждая точка вет­
вления накрытия В/Р1 дает вырожденный слой расслоения X. 
Действительно, если HczGal(B/Pl) —стационарная noarpynna 
точки bGB, то для простого числа /{ne}2 группа u{C)i=^,(0)in

f 
где С — пополненное локальное кольцо точки Ь, а О—соответст-
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вующей ей точки на Р1. При этом %(0)i=Ai и если Н нетриви­
ально действует на A-, то |Щ(С?)-|</-. а это и показывает, что 
слой вырожденный. Таким образом, мы приходим к противоре­
чию с тем, что X имеет единственный вырожденный слой. 

Наконец, последний случай — когда deg5/P ! = 8 или 4, т. е. 
группа Галуа Б/Р.. есть группа кватерноиов или Z/4. Здесь е0 — 
= ех и первое же слагаемое в формуле (5) равно 2. Поэтому ус­
ловие d(F)=2 дает е2= 1. Это невозможно, так как G/G2 = Gi/G2 
по общей теории имеет период 2. Лемма, а с нею и теорема до­
казаны. 

З а м е ч а н и я I. Теорема верна и для случая расслоения с 
базой рода g>0, причем тривиальным образом. Достаточно толь­
ко условия 3), так как соотношения, аналогичные (2) и 3), при 
£ > 1 и приводят к противоречию, а при g — l показывают, что 
расслоение не имеет вырожденных слоев. 

2. Теорема очевидно не верна для расслоения P-XA, когда 
все условия 1)—3) выполняются тавтологически. Она не верна 
н для рациональных поверхностей. Более того, в этом случае 
нельзя отличать квазиэллиптическое расслоение от эллиптиче­
ского ни по корневой системе Rf, ни по решетке 5/. Например, 
эллиптическое расслоение, заданное уравнением y2+y=x3 + t, и 
квазиэллиптическое с уравнением y2 = x3 + t оба имеют единст­
венный вырожденный слой при /-=оо типа Е8. Поэтому для обоих 
R{ есть Е8> a 5/=Q(E 8) . 

3. Хотелось бы «обобщить» Предложение на случай р > 3 , 
т. e. доказать, что условия 2) и 3) не выполняются при р>3. 
Однако это не так. Например, из того, что будет доказано даль­
ше, вытекает существование следующих поверхностей типа КЗ: 
а) X над полем характеристики 11 и эллиптического пучка / на 
ней, для которого 5/---Аю2 (имеется еще 2 слоя типа А0 или 1 
типа *Ao), 6) X над полем характеристики 7 и пучка f с Sfl =-
-=E8®A62{cdot} Можно показать, что это единственные типы поверх­
ности типа КЗ, на которых есть эллиптический пучок, удовлетво­
ряющий условиям 2) и 3) теоремы. Не трудно перечислить типы 
вырожденных слоев, которые могут a priori встретиться на про­
извольной эллиптической поверхности с таким СВОЙСТВОМ, НО МЫ 
не знаем, какие из них действительно реализуются. 

В качестве иллюстрации теоремы докажем следующее ут­
верждение, уточняющее теорему из § 3. 

П р е д л о ж е н и е . Если на поверхности X типа КЗ сущест­
вует квазиэллиптический пучок, то на ней существует и эллип­
тический пучок. 

Мы докажем предложение, построив на X такую систему — 2 
кривых R, что соответствующая диаграмма относится к одному 
из типов расширенных диаграмм *А1, *A2, D2n, Еб, E7 или Es 
и не удовлетворяет условию 2) теоремы. Тогда линейная комби­
нация кривых из R, соответствующая максимальному корню, об­
ладает тем свойством, что D>0, DCi—0 для всех Ci6i?, откуда 
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D2 = 0. Согласно предложению 2 § 3, D определяет пучок кри­
вых арифметического рода I, который, согласно теореме (необхо­
димость условий 2), будет эллиптическим. Для конструкции си­
стемы R мы начнем с системы RQ, соответствующей вырожденно­
му слою (или слоям) заданного квазиэллиптического пучка и 
присоединим к ней кривую | , состоящую из остриев этого пучка. 
Согласно теореме § 2, g— гладкая рациональная кривая и, зна­
чит, g2==—2. Согласно той же теореме, £D=p. Кроме того, оче­
видно, что | инвариантна относительно сдвигов на локальные 
сечения в окрестности слоя. Поэтому | пересекает D по компо­
ненте, инвариантной относительно действия группы P(Ro)/Q(Ro), 
соответствующей корневой системе /?<•• Отсюда можно для всех 
слоев (кроме Е8, когда группа P(R0)/Q(R0) равна 1) однознач­
но определить, как g пересекает D: по «центральной компоненте» 
входящей в D с кратностью р, причем пересечение трансверсаль-
но. Например, при р — 2, система E7-J£ определяется графом. 

В системе R0Ug мы выберем подсистему R\, которая опять опре­
деляет пучок кривых рода I, если она то же определяет квазиэл­
липтический пучок, перейдем от нее к системе R2 и т. д., пока не 
придем к нужной системе R. Этот процесс мы будем записывать 
как Ro^Ri, Ri =>i?2 и т. д. 

Заметим, что в любой характеристике (2 или 3) для любых 
слоев 

2 > Г ^ 4 

<f--Fz. 

2FrH2 6 , если F - ^ A j , *A2 (Ю) 
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— у (»' + • 

Рис. 3 

Черными точками отмечается новая система R1. 
Теперь рассмотрим отдельно случаи - = 2 и 3. 
р = 3 
R = *A2, Е6 или Е8 
E6=>D4 

^ 

Рис. 4 

Число слоев не может быть < 3 , ввиду условия 2ni=-20, ni<8. 
Согласно (9), число слоев 3, а согласно (10), один из них есть 
*A2, иначе мы приходим к Е6 и к D4. Для оставшихся 2-х слоев 
rti+n2= 18, что невозможно, так как ni<8. 

p = 2 
R=*Ah D2n, E7 или Е8 

E7=-i-E6 

о • — — e — • a..-

Рис 5 

Аналогично D2n->E7 при n>4. Остается рассмотреть возможно­
сти R = *Au D4, D6, E8. Кроме слоя D4, должно быть еще, по 
крайней мере, 2 слоя (ввиду Eni = 20, ni —8). Но D4®Fi®F2=J>Ds 

-А .-, 

Рис 6 
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поэтому и слой D4 можно исключить. Тогда, согласно (9), число-
слоев равно 3, а согласно (10), один из них должен иметь тип 
*А\. Для оставшихся двух слоев ni + n2 —19, что невозможно, 
так как nj<8. Предложение доказано. 

§ 5. СУПЕРСИНГУЛЯРНЫЕ И ЭЛЕМЕНТАРНЫЕ ПОВЕРХНОСТИ 
ТИПА КЗ 

Поверхность X типа КЗ называется су пер сингулярной, если 
rgPicX = 22. Так как b2(X)=-22, то равенство rgPicX —22 озна­
чает, что S;?;®Qi = #et2(X, Qi), где Sx = PicX, т. е. «все циклы яв­
ляются алгебраическими». Другой вариант определения понятия 
суперсингулярности будет обсужден в § 9. 

Очевидно, что над полем характеристики 0 не существует су-
персингулярных поверхностей типа КЗ: в этом случае rgPicX< 
<20. Во многих отношениях эти поверхности ЯВЛЯЮТСЯ ТИПИЧ­
НЫМ феноменом геометрии над полями конечной характеристики. 

Простейший пример суперсингулярной поверхности типа КЗ 
это куммерова поверхность X, соответствующая абелеву много­
образию А = СХ С, где С — суперсингулярная эллиптическая 
кривая и характеристика рф2. Действительно, 5.4=(GX 
Xc)Z® (cXG)Z©EndC, а так как в данном случае rgEndC==4, то 
rgSA-=6. С другой стороны, rgSjc-=rg/4 + 16 (вклеиваются 16 
прямых, соответствующих неподвижным точкам автоморфизма 
а—у—а на A). 

Другой тип примеров (взаимоотношение между ними мы об­
судим позже) это унирациональные поверхности типа КЗ. Со­
гласно замечанию, сделанному после Предложения 2 в § 2, уни-
рациональная поверхность суперсингулярна. Самый интересный 
пример уиирациональной и не рациональной поверхности при­
надлежит Шиоде [39]. Это гладкая поверхность в Р3 с урав­
нением 

A,0PX1+.VipXO-=x2Px3 + x3 P x2 . ( l ) 
Преобразованием X0 = UQ + UU X\ = uQ—«Ь x2 = "2 + «3, х3-=и2—Щ 
она приводится к «поверхности Ферма» 

ЦР-1-1_ИР+1==ИР+1__М / '+1. (2) 

Унирациональность поверхности (I) становится очевидной, 
если записать в неоднородной форме 

хру+урх = ZP + Z. 
Очевидно, что над полем k(y) этим определяется групповое 
многообразие G с законом 

(хи zi) + (x2, z2) = {xi+Xa, Z1 + Z2). 
Так как отображение (х, z)—•z определяет гомоморфизм G-*Ga> 
то G —форма аддитивной группы. Ввиду того, что сепарабель-
ных форм у аддитивной группы нет, G становится изоморфной 
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Ga над полем k(ylti' ) при некотором m. Таким образом, 
k(x, у, z)ck(x, yVPm, z)=zk(yV<>m)(Ga). 

Можно легко и в явном виде написать соответствующее 
преобразование. Положив y — tp, запишем уравнение в виде 

(xi — z)P = z — xi""-. 
Преобразование xt — z = u, z — xf, = v переводит это уравне­
ние в и-0 —-в, так что k(x, t, z)=k(u, t). 

Уравнение (1) конечно не всегда определяет поверхность 
типа КЗ (лишь при р--=-3). Но если />s-3(mod4), то, полагая 

E±L 
в (2) и.4 =vt, мы получаем гладкую поверхность 4-й степени, 
т. е. поверхность типа КЗ. Как показал Шиода [40], полученная 
поверхность 4-й степени совпадает с рассмотренной выше кум-
меровой поверхностью (при p=3(mod4)). Он показал также, 
что и при p=l(mod4) суперсингулярная куммерова поверхность 
типа КЗ унирациональна [41]. 

Эти И некоторые другие примеры делают интересным вопрос: 
не будет ли любая суперсингулярная поверхность типа КЗ уни­
рациональна? В § 5 мы докажем, что это так над полем характе­
ристики 2. 

Суперсингулярная поверхность X типа КЗ над полем харак­
теристики р называется элементарной, если ее решетка Sx = 
Pic-Y является р-элементарной. В § 8 мы увидим, что элемен­
тарность уже следует из суперсингулярности, так что это весьма 
временное определение. 

Примером элементарной поверхности является такая унира-. 
циональная поверхность X типа КЗ, что существует рациональ­
ное отображение <р:Р2—*-X, несепарабельное и степени р, Мы 
уже видели, что она суперсингулярна. То что решетка Sx р-эле-
ментарна, вытекает из предложения в § 1. Действительно, пусть 
Ф:Р2—УХ — рациональное отображение, существующее по усло­
вию. Пусть У — такая поверхность и f:Y^-Pl—такой бирацио-
нальный морфизм, что л:У—*~Х является морфизмом. Так как / 
разлагается в композицию 0-процессов, то Гу==Р1сУ является 
унимодулярной решеткой: более точно, Гу=/Ф/(—1) т , если/ 
разлагается на т-процессов. Операции прямого и обратного об­
раза дают гомоморфизмы n*:Sx—.-7V и я '.Ty-ySx, удовлетво­
ряющие условиям предложения. 

К элементарным поверхностям типа КЗ может быть приме­
нена классификация р-элементарных решеток из § 1, которая 
показывает, что для таких поверхностей решетка Sx однозначно 
определяется при рф2 инвариантом s(d{Sx) = p_ s) , а при р = 2, 
сверх того, еще тем, принадлежит ли она к I или ко II типу. 
Сейчас мы покажем, как отсюда вытекают некоторые следствия 
о геометрии элементарных поверхностей типа КЗ над полем ха­
рактеристики 2. 
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Т е о р е м а . На всякой элементарной поверхности типа K3 
над полем характеристики 2, существует квазиэллиптический пу­
чок. 

Нам достаточно построить такой элемент /6S== PicX, что 
/ - = 0 и решетка Sf удовлетворяет условиям теоремы из § 4. 
Tai< как, согласно теореме из § 1, решетка 5 однозначно оп­
ределяется тем, что она гиперболична, 2-элементарна, принад­
лежит к I или 11 типу и дискриминант ее равен —2-°, то до­
статочно для любого значения о, 1 < а < 10 предъявить решетку 
с такими свойствами и с таким вектором / . Для решеток II типа 
можно положить 5 = U2®-r( —--)2<T_2©Q(D22-2o-) (при ст<7 можно 
заменить Q(D22-2CT) на Q ри_2а) ©Q (Е8), а при а < 3 —на 
Q (D6-2a) ©Q (—|)). Вот соответствующий список для решеток 
1 типа. Предполагается, что f содержится в слагаемом U2 или 
U2 (2) (мы берем те решетки, которые приведены при доказа­
тельстве теоремы из § I). 

в 

S 

R,-

1 

U,@Q (£20) 

•D-o 

0 

-A.©Q (D,,@DU 

D,b@Die 

3 

£/2®Q 
(0*©-V) 

£.,,©£>--

<t 

(.D,.3©D8) 

J-V©D8 

5 

U2®Q (D*-) 

DJ 

a 

S 

RF 

6 

c/2©Q(ai,s©o8) 

-a..8©-v 

7 

f/2©Q(Ai.©C8") 

a,,©^,10 

8 

(D.,.©-Oio) 

Z)*©-V° 

9 

•-WQ?D„) 

Л20 

10 

ifz (2)© 
O(-O-o) 

Л,2» 

З а м е ч а н и я . I. Довольно сложные рассуждения в доказа­
тельстве теоремы из § 4 не нужны, если мы хотим только прове­
рить, что приведенные в этой таблице пучки f не являются эл­
липтическими: для них очевидным образом не выполняется уже 
соотношение (2) § 4. 

2. Можно предложить более простое доказательство (см. 
[8], стр. 851). На векторном пространстве S/25* определена не­
вырожденная билинейная форма со значениями в F2. Ввиду чет­
ности S, эта форма кососимметрич&ская и, значит, 5/25* содер­
жит изотропное подпространство половинной размерности. Обо­
значим через М прообраз этого подпространства: 5зэМсэ25. По 
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конструкции M = N(2), где N— некоторая целочисленная решет­
ка, и простой подсчет дискриминантов показывает, что N — 
унимодуляриа. По общей теории унимодулярных решеток N = 
= /Ф/(--.1)10, т. е. М=/(2)Ф/(—2)1 9 . Пусть базис, соответствую­
щий этому разложению, есть е\ е2о, е1 —2, e i

2=—2, - > Г 
Вектор .—е1 + ед определяет пучок кривых рода I, для которого 
очень легко проверяются условия 2) и 3) Предложения. Таким 
образом, это — квазиэллиптический пучок. Однако такое доказа­
тельство требует ссылки на теорему из § 4 во всей общности. 

3. Ослабленный аналог этой теоремы имеет место и ДЛЯ ха­
рактеристики 3: на ВСЯКОЙ элементарной поверхности X типа КЗ 
с a (X)<6 при p=-3 существует квазиэллиптический пучок. 

Мы сразу напишем соответствующие решетки 

в 

S 

а 

S 

1 

U,®Q (AS*®ES*) 

4 

<y-©Q (.ve-6-) 

2 

Ut@Q (.V© 

5 

Uz@Q (-Л-1-) 

3 

e-3-) 

б 

tf.(3)©Q (-V-) 

Легко показать, что при a>6 , p = 3 квазиэллиптического пучка 
не существует. 

4. Как видно из приведенных таблиц, при p = 2, <т< 10 и при 
р — Ъ, а < 6 существует квазиэллиптический пучок с сечением. Как 
легко доказать, в оставшихся случаях такого пучка не сущест­
вует. 

С л е д с т в и е . Элементарная поверхность типа КЗ над полем 
характеристики 2 унирациональна. 

Пусть (p:X->P—квазиэллиптический пучок, существование 
которого установлено предложением и £—-кривая, образован­
ная остриями его слоев. Как доказано в § 2, мор/физм ГО^-УР1 — 
несепарабелен и имеет степень 2. Положим Y = XX?<£,- Проек­
ция Y-+X — тоже несепарабельное отображение степени 2. 
С другой стороны, на Y определен пучок К->1, у которого 
слои рациональны и имеют особую точку, которая теперь яв­
ляется сечением. Разрешив эту особую точку (например, на 
общем слое), мы получим поверхность Y с пучком гладких ра­
циональных кривых, которая тем самым рациональна. Рацио­
нальный морфизм Y-г X. свидетельствует о том, что поверх­
ность X унирациональна. 
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Предложение . Для элементарной повеохности К типа КЗ 
над полем характеристики 2 решетка S = PicX принадлежит к 
1 типу, 

Предположим, что решетка 5 принадлежит ко II типу. Если 
d ( S ) = — 220, то S изоморфна, согласно теореме из § 1, решет­
ке и2®1( — 2)2(J-2©Q (D22-20) (согласно той же теореме, всегда 
а>1) . Элемент / 6 U 2 c / 2 — 0 определяет пучок кривых рода Г 
который удовлетворяет условиям теоремы из § 4 и поэтому 
цолжен быть квазиэллиптическим. Этот пучок имеет 2о — 2 при­
водимых слоев типа *А1 и один слой типа D22_2o (при а = 11 — 
ни одного). Пусть | — кривая, образованная" особыми точками 
слоев. Как мы знаем, £-/ = 2. Пусть, в соответствии с разло­
жением решетки, g — - s o + 2 ^ + .UoeU2, ^ / ( - 2 ) , |eQ (D22_2c). 
Если С, С—-компоненты i-ro слоя *A-, то |С — | G ' = 1, а по­
этому и lfi = 1. Но в решетке / ( -2 ) — ZC,°C2= —2 нет эле­
мента с таким свойством. Это противоречие доказывает пред­
ложение. 

§ 6. ВЕКТОРНЫЕ ПОЛЯ 

^ Одним из центральных вопросов теории поверхностей типа 
КЗ является изучение их деформаций и, в частности, вычисление 
«числа модулей». Эта проблема связана с вычислением размер­
ностей групп Н1{Х, 0) и Н2(Х, в), где в— касательное расслое­
ние поверхности X. Согласно теореме Римана —Роха, dim#°(X 
в)~й[тН1(Х,в)+МтН*{Х,в)=с2(в)~—20 (с2— второй ха­
рактеристический класс). С другой стороны, но двойственности, 
dim//-(X, 0)=dim#°(X, 0) и, значит, вопрос сводится к вычи­
слению размерности Н°(Х, 0), т. е. пространства векторных по­
лей на поверхности X. В случае характеристики 0, Н°(Х, в)—О 
([1] стр. 179]. Мы докажем, что то же верно и для полей лю­
бой характеристики. Отсюда dimHl(X, в) =20, dimtf2(X, ©)=-0, 
откуда следует, что существует гладкое формальное многообра­
зие модулей размерности 20. Тем самым будут определены и 
числа h''"-=dim#. (л, Q'). Для этого надо воспользоваться тем, 
что для поверхности типа КЗ, 6----Q, а Н1 (X, 0)=k, кроме того, 
очевидными соображениями двойственности и соотношением 
2(—i)t+j^i,j=-C2._24. В результате получаем следующую таб­
лицу 

/ 

1 

0 

1 

0 

20 

0 

1 

0 

1 i 
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Основой доказательства соотношения Н°(Х, в)—0 ДЛЯ по­
верхности X типа КЗ является ТОТ факт, что поверхность типа 
КЗ, на которой существует ненулевое регулярное векторное по­
ле, является элементарной. Этот результат доказан в [7]. Мы 
приведем здесь набросок доказательства, излагая подробно толь­
ко те рассуждения, которые в сравнении с изменением в [7] 
удалось упростить. Пропущенные подробности все содержатся 
в [7]. 

Основой является операция факторизации алгебраического 
многообразия X по рациональному векторному тюлю D. Вектор­
ное поле называется р-замкнутым, если D-P-=aD, где a%k{X). На 
каждом открытом аффинном множестве UczX рассматривается 
кольцо инвариантов k[U]D={g&k[U], Dg = 0} и аффинное мно­
гообразие UD = Speck[U]D. Эти многообразия склеиваются в еди­
ное многообразие, которое обозначается XD. Определен конеч­
ный несепарабельный, морфизм nD'-X—>-XD степени р. Наоборот, 
каждый такой морфизм cp:X->-Y для нормального многообразия 
У представим в виде ср = яг>, где D — некоторое p-замкнутое ра­
циональное векторное поле на X. 

Если X — полное многообразие, то р-алгебра Ли #°(X, в) 
конечномерна и поэтому в ней существует одномерная р-подал-
гебра Ли, т. е. элемент D&HQ(X, в ) , для которого DP = 0 или 
D-°=D. В первом случае векторное поле называется полем ад­
дитивного типа, во втором — мультипликативного. В обоих слу­
чаях оно р-замкнуто. Поэтому, изучая многообразия X с Н°(Х, 
•©){ne}0, мы можем всегда предполагать, что на них существует 
векторное поле аддитивного ИЛИ мультипликативного типа, а тем 
самым р-замкнутое. 

Если X — многообразие, гладкое в точке х, то определим ро­
сток дивизора С —и.о. fl(D(f), f£Ox). Для разных простых то­
чек эти ростки склеиваются в единый дивизор, который называ­
ется дивизором поля D и обозначается (D). Если и — локальное 
уравнение (£>), то локально D — uDu где D регулярно и обра­
щается в 0 на подмножестве коразмерности >2. 

Если векторное поле D регулярно в точке х и не обра­
щается в ней в 0 (т. е. DOx<£mx), то локально оно может 
быть представлено в очень простой форме ({38], р. 11). Именно, 
ввиду условия DQx<£mx-, существует и&пх с и {и) §тх. Легко 
видеть, что и$тх. Умножая в случае необходимости D на 
функцию ЛЕО*, можно считать, что D(u) = l, откуда, конечно, 
следует, что D P = 0 . Положим A-=Ox-\-Oxtt+. . ,+О^иР'1. 
Для g(T)eOx\T\, D(g(u)) = g'(u). Отсюда легко следует, что 
А==®Охи1. Докажем, что А== Ох. Пусть ъфх. Так как 
D " = 0 , то существует минимальное k>0, для которого DH%A. 
Пусть D*v = g(u). Тогда O^D?-'1 {g{a))^gi>]-v (а), откуда 
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g(T) = hw(T), heO"\T]. Таким образом, D"v=^D4h(u)), т. е. 
Я£>*--(---й(и)).=0, 

£>*-> (.-- — А (и)) - ^ 6 0 ? , О*"1-» •-- h(k-l) (и) + вубЛ, 

в противоречии с минимальностью k. Выбрав теперь систему 
локальных параметров их,..., unQ0x так что их — и и положив 
йг = а((') + а ( ' 1 и+. . .+а '1 1 и . 0 - 1 , a^ioD

x, мы получаем, что и.— 
= a(')+a{0 (jc)u(mp, откуда следует, что и, а,'2),..., а<"> об­
разуют систему локальных параметров. Иными словами, найдена 
такая система локальных параметров г.-,...,.?,,, что D( t1)-=1, 
D (ij) = 0 при £> Г Если дЛ. = £ [[., . , . . . , t,.]], то очевидно, что 
D = — - и dx = k\[ti, t a , . . . , t,,]]. B частности, получается дока­
зательство следующего результата. 

Л е м м а 1. Если векторное поле D регулярно и не обращает­
ся в 0 в простой точке xGX, то точка nD{x) GXD тоже простая. 

Как заметил Делинь, путем подобных же рассуждений можно 
доказать и обращение этого утверждения: 

Лемма 2. Если точки xGX и «о (х) &Х° — простые, то 
векторное поле D можно умножить на такую функцию, что 
оно будет регулярно и не обращаться в 0 в точке х. 

Мы можем предполагать, что векторное поле D регулярно 
в точке х и не обращается в 0 вне некоторого подмножества Z 
коразмерности > 2 . По условию, Ох и Ох — регулярные локаль­
ные кольца. Отсюда следует (J30J р. 88), что Ох — свобод-

D / ' ~ ' D 
ный модуль над Ох:Ох= ® Оха{. Тогда и для любой точки 
(/6SpecCA., Oy = ®Oyal. Для y$Z нами построен другой такой 
базис при доказательстве леммы I. 1, и, .. . , u.v-{. Очевидно, что 
det(D'(«J))^mi/> т а к к а к матрица D'(W") —треугольная с ненуле­
выми постоянными элементами на диагонали. Отсюда легко сле­
дует, что это верно и для любого другого базиса, в частности, 
det(Di(<3j))(l,m1/. Но элемент det(D'(a j)), не обращающийся в 0 
вне Z, codim-Z.>2, не обращается в 0 и в х. Отсюда следует, что 
и D не обращается в 0 в х: иначе в матрице (D!'(aj) (x)) была 
бы целая строка нулей. 

Если векторное поле D в каждой точке может быть умноже­
но на функцию так, что оно станет регулярным и не обращаю­
щимся в 0, то говорят, что у него дивизориальные особенности. 
В этом случае оно определяет линейное расслоение Lc.8, соот­
ветствующее дивизору D. Как мы видели, многообразие Хп глад­
ко. Мы имеем последовательность морфизмов 

x-?xD->x{p) X (хУ"\ 
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где X-—X(p) — абсолютное отображение Фробениуса. Для 
каждой точки хаХ мы получаем точную последовательность: 

О {to} Lx -г &х {to} ЛЪ&я ( j f) {to} LLP(X) {to} 0 , 

откуда, переходом к детерминантам, получаем формулу: 
Kx=^DKXD + {p-l)(D). (1) 

Если векторное поле регулярно на X, то (D)>0. Из (I) тогда 
легко следует, что если для XD возможно разрешение особенно­
стей (например, dim X=2), то 

Рт(Х°)<Рт(Х), (2) 
где Рт(Х) —кратные роды (см. [7], стр. 1280)-

Если D обращается в 0 в точке х&Х, то точка IID(X)GXD, 
вообще говоря, — особая. В случае поверхностей эти особые 
точки несколько напоминают «факториальные особенности» в 
характеристике 0, ввиду следующего результата. 

Л е м м а 3. Если dim X=2 и X гладко в точке х, то особая 
точка no(x)6X'D разрешается в дерево рациональных, односвяз-
ных кривых. (Доказательство см. в [7], на стр. 1284). 

П р е д л о ж е н и е I. Если X — поверхность типа КЗ и И — 
регулярное векторное поле на X, то XD — рациональная поверх­
ность. 

Доказательство использует следующее простое утверждение: 
Л е м м а 4. Пусть У—полная нормальная поверхность, 5 — 

множество ее особых точек. Если KY-S = 0 и кодаировская раз­
мерность х поверхности У равна 0, то минимальное разрешение 
особых точек 5 является минимальной поверхностью. (Доказа­
тельство содержится в '[7], стр. 1284). 

Доказательство предложения I. Пусть У—>XD — минимальное 
разрешение особых точек поверхности Хв. Применим к У клас­
сификацию поверхностей по их кодаировской размерности к 
(см., например [15]). Из неравенств (2) следует, что к ——1 или 
0. Если х = - 1 , то У—-рациональная или линейчатая поверх­
ность. Она не может быть нерациональной линейчатой, так как 
для нее д---2"Ь-—0, ввиду того ,что Ь\=0 для X, а пв'-Х-^Х° 
является гомеоморфизмом этальных топологий. Таким образом, 
при -л——1 теорема верна и нам остается проверить, что случай 
х = 0 невозможен. Если % = 0, то то лемме 4, У является мини­
мальной поверхностью. Согласно классификации ([15], стр. 373) 
в этом случае 

е(У)<24, . (3) 
где е — характеристика Эйлера — Пуанкаре. С другой стороны, 
е(У) =е(Х°) +2(e(Ei) — 1), где .Fi —циклы, стягиваемые мор-
физмом ср:У—>-XB. Наконец, e(XD) =e(X) =24. Согласно лемме 3„ 
Ei — дерево, и если число его неприводимых компонент ni, то 
e(Fi)—l=ni. В результате, 
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e(y)-=24+2nb 

откуда в сочетании с (3) мы получаем, что все /j.i = 0, т. е. XD — 
гладко. Согласно лемме 2, отсюда вытекает, что D имеет толь­
ко дивизориальные особенности. Формула (1) вместе с тем, что 
/<А' = 0, /n/Cy=0 при некотором т>0, дает (D) =0, т. е. D, вооб­
ще, не имеет особенностей. Такое векторное поле не может су­
ществовать на X, так как e(X) -?--0. 

С л е д с т в и е . Если на поверхности X типа КЗ существует 
ненулевое регулярное векторное поле D, то X элементарна. 

Из существования морфизмов 

Х^Х°^Х{Р) 

следует, что существует несепарабельпый морфизм степени р: 
(XDf'4-»X, 

где (Х0)0'"^ получается из XD при помощи отображения, обрат­
ного абсолютному Фробениусу. Так как поверхность Х° ра­
циональна, то это же верно и для (Х°){р~1), а значит X, как 
мы видели в § 5, элементарна. 

Доказательству основного результата этого параграфа — со­
отношения На(Х, в) ==0 для поверхности X типа КЗ —мы пред­
пошлем несколько замечаний. 

Все эти замечания основываются иа том, что на суперсин-
гулярной поверхности X типа КЗ имеется много пучков арифме­
тического рода 1. Действительно, согласно теореме в § 3, такой 
пучок определяется элементом x&Sx с х2 = 0. Так как rgS.---=22 
и решетка S.t®R неопределенная, то по общей теории квадратич­
ных форм, такой вектор обязательно существует. Теорема в § 4 
дает нам, кроме того, возможность выяснить, будет ли соот­
ветствующее расслоение эллиптическим или квазиэллиптическим. 

1. Если f : X—»-B — гладкое расслоение на кривые любого ро­
да, то имеет место точная последовательность векторных рас­
слоений 

О -> ®х/в -> ®х -> / * (®л) -•> 0. 
Для D&H°(X, &x), его образ в #°(X, /*(в в ) ) всегда имеет вид 

/*(А), где Де#°(В, вв) , это легко следует из того, что f — соб­
ственный морфизм со связными слоями (см. [7], стр. 1286). Век­
торное поле А на В называется нормальной компонентой вектор­
ного поля D и обозначается DN. Простая проверка показывает 
([7] стр. 1286), что DW продолжается как регулярное векторное 
поле и на те точки bdB, для которых слой /_1 (Ь) вырожденный, 
причем в этом случае Djv(b)-=0. Это дает сильные ограничения: 
если -б = Р', то ненулевое векторное поле на В может обращаться 
в 0 не более чем в 2-х точках, поэтому если расслоение имеет 
3 вырожденных СЛОЯ, то нормальная компонента регулярного 
векторного поля на X равна 0, т. е. поле касательно к слоям. 
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2. Пусть f:X{to}В —-расслоение на эллиптические кривые 
(причем база В необязательно полная), D— регулярное вектор­
ное поле на X и s0—некоторое сечение, которое определяет 
групповой закон иа множестве неособых точек любого слоя Fb 
так, что .s0 (6) является нулем этой группы. Если s некоторое 
другое сечение, то сдвиг на s определяет автоморфизм ts 
поверхности X. Тогда tsD — D. Действительно, при ограниче­
нии на каждый невырожденный слой F, D определяет сечение D 
инвариантного относительно сдвигов расслоения Е = @х\р, 
а сдвиг ts превращается в сдвиг ta на точку agE. Очевидно, 
что сдвиг не меняет нормальной компоненты и поэтому taD = 
= D + V(a), где V(а) — касательно к слою F. Таким образом, 
мы определяем отображение a{to}l/(a)6#°(0A'/.3){cdot} Рассматривая 
формальную окрестность (или гензелизацию) слоя E, мы можем 
считать, что через каждую точку слоя проходит сечение и мы 
получаем морфизм F-+H0(©X/B), который очевидно должен быть 
пулевым. Так как tsD и D совпадают при ограничении на любой 
невырожденный слой, то tsD = D. 

Это замечание имеет несколько 'полезных приложений. Преж­
де всего, пусть С — компонента вырожденного слоя Fb- Так как 
нормальная компонента D# регулярного на X векторного поля 
D обращается в 0 в точке Ь, то D касательно к С. Если лее 
UczFb — множество неособых точек слоя Fb, то рассуждая так 
же, как выше, мы получим, что D\v инвариантно относительно 
имеющейся на U групповой структуры. 

Второе приложение заключается в том, что регулярное ве 
торное поле D, определенное на эллиптическом расслоен! 
Х-—>-В, переносится па его якобиево расслоение. Это следует : 
того, что якобиево расслоение строится факторизацией при ni. 
мощи сдвигов, относительно которых D, как мы видели, январи 
антно. Если X—--Р1— эллиптический пучок на поверхности типа 
КЗ, то его якобиево расслоение тоже определяет поверхность 
типа КЗ. Поэтому утверждение Н°(Х, @х) =0 для поверхностей 
типа КЗ с эллиптическим пучком достаточно проверить для их 
якобиевых расслоений. 

В частности, мы можем уже решить вопрос о векторных по­
лях на поверхностях типа КЗ, имеющих эллиптический пучок 
f-.X—i-P1 при условии, что нормальная компонента этого поп 

равна 0. Как мы видели, МОЖНО предполагать, что пучок им. 
сечение s. Так как с (Р1)-=£<---Р1, то С ——2. Поэтому норма. 
ное расслоение к С отрицательно и, значит, не имеет сечен: 
Поэтому ограничение D на С должно быть касательным к ь. 
С другой стороны, так как DN = 0, то D касательно к слоям F 
расслоения f. Поэтому D должно обращаться в 0 в точке пересе­
чения С и F. Но векторное поле на эллиптической кривой F, рав­
ное 0 в одной точке C-F, равно 0 всюду. Таким образом, D = 0. 
Тем самым, мы можем дальше ограничиться рассмотрением век­
торных полей D с DJV7--0. 
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3. Прямым вычислением в кольце формальных степенных 
рядов можно доказать ([7], стр. 1274), что в некоторой системе 
координат поле мультипликативно типа, образующееся в О, 
может быть приведено к виду ^ atxi л~~ > аг6Гр. Отсюда выте­
кает важное следствие: многообразие, на котором векторное 
поле мультипликативного типа обращается в 0, —гладкое 

ЕСЛИ f:X—>Pl — расслоение поверхности X, D — регулярное 
векторное поле на X, нормальная компонента которого DN от­
лична от 0, причем D — аддитивного или мультипликативного ти­
па, то Djv имеет тот же тип. С другой стороны, легко видеть, что 
векторное поле на Р1 имеет аддитивный тип, если оно обраща­
ется в 0 в одной точке, и мультипликативной — если в двух. 
Ввиду предыдущего, мы получаем следующие «правила запре­
та» для существования на поверхности типа КЗ с эллиптическим 
пучком f:X—--Р1 регулярного векторного поля D аддитивного или 
мультипликативного типа с D.v{ne}0. Векторного поля с D.v{ne}0 не 
мооюет существовать, если пучок f имеет более 2-х вырожденных 
слоев. Если он имеет 2 вырожденные слоя, то это поле обязано 
иметь мультипликативный тип. 

Для полей мультипликативного типа существуют специаль­
ные «правила запрета». Именно, для всех вырожденных слоев, 
кроме имеющих тип An, связная компонента группы неособых 
точек изоморфна Ga. Как мы видели, векторное поле должно ка­
саться этой компоненты и быть инвариантным относительно Ga. 
Поэтому если поле мультипликативного типа, то оно на этой 
компоненте равно 0. Если две такие компоненты пересекаются, 
как это имеет место в слоях типа *A, и *А2, то мы получаем 
противоречие со сформулированным выше свойством полей муль­
типликативного типа. С другой стороны, векторное поле каса­
ется каждой компоненты вырожденного слоя и поэтому обра­
щается в 0 в точке пересечения двух компонент. Если одна ком­
понента пересекает 3 другие, то на ней поле обращается в 0 в 
3-х точках, а поэтому равно 0 тождественно. Первое соображе­
ние применимо к компонентам кратности I слоя D,,, а второе — 
к пересекающей их компоненте. На рисунке выделены компонен­
ты, на которых поле обращается в 0: 

Рис. 7 

Векторное поле равно 0 на компонентах a, b и с. Это противо­
речит уже применявшемуся свойству полей мультипликативного 
типа. В результате получаем еще одно «правило запрета». 

Векторное поле D мультипликативного типа не мооюет су­
ществовать, если пучок J имеет слой типа *Ait *A2 или Dn. 
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Объединяя вместе эти «правила запрета», мы приходим к 
результату: 

П р е д л о ж е н и е 2. Если на поверхности X типа КЗ сущест­
вует эллиптический пучок с тремя вырожденными слоями или с 
двумя, один из которых имеет тип *А1, *A2 или Dn, то 
#°(X, 9)---0. 

Теперь легко получить доказательство основного результата. 
Т е о р е м а . На поверхности X типа КЗ не существует регу­

лярных векторных полей, кроме нулевого. 
Предположим, что Н°(Х, в)-т-=0. Согласно следствию пред­

ложения I, поверхность X элементарна. Ввиду предложения 2, 
теорема будет доказана, если мы установим, что на любой эле­
ментарной поверхности типа КЗ существует эллиптический пу­
чок, имеющий по крайней мере 3 вырожденных слоя или 2 вы­
рожденных слоя, из которых один имеет тип *АЬ *А2 или Dn. 
В зависимости от значения р, доказательство распадается на 
три части. 

1) p>3. В этом случае высшее ветвление отсутствует и фор­
мула (2) из § 4 приобретает вид: 

Ее (Я) =24. 

Из нее легко следует, что всякий эллиптический пучок обла­
дает нужным свойством. Иначе говоря, невозможен пучок, име­
ющий I вырожденный слой или 2, из которых ни один не имеет 
типа *АЬ *A2, D„. Действительно в случае.одного вырожденного 
слоя F, e(F)---24. Если rgF = n, т. е- F состоит из п + 1 компо­
ненты, то e(f) -=n + 2 или n + 1 и n>22- Но компо­
ненты слоя и сечение независимы в PicX и поэтому n + 2{le}22, 
/i<20. В случае 2-х слоев E1 и F2 рангов щ и п2, аналогичное 
противоречие получается, если учесть, что ни один из слоев, не 
имеет типа Dn, а так как ni + n 2 ^20 , то один из слоев, например, 
Fi, имеет тип А1" и для него e(i7 i)=n1 + L Вместе с условием 
*-(F2) —п2+1 или п2+2, мы получаем, что щ + п2>21. Так как 
компоненты слоя Fi, п2 компонент слоя F2 и сечение независи­
мы в PicX, то мы опять получаем противоречие: п1 + п2<20. 

При р = 3 и 2 мы рассмотрим пучок, который очевидным об­
разом существует, если воспользоваться тем видом решетки 
S = PicX, который дается теоремой из § 1. Именно при S = U2®N 
или S = U2(p)®N мы возьмем f&U2 или feU2(p). Тогда Sf=N. 

2) р = 3. Как легко видеть, H3=Q(A2)2 (впрочем, мы могли 
бы при конструкции решеток в теореме § I сразу использовать 
Q(A2)2 вместо Я3). Воспользуемся слагаемым (/(—3)fc© 
®/(—1)0* —в нашем случае всегда 1=0(mod4). Если />0, то 
элементы х&1{—1) — ®Zei, ел

2 =—1 вида ei±ei являются корня­
ми, ортогональными двум уже построенным корневым системам 
и поэтому пучок, определяемый классом f, имеет, по крайней 
мере, 3 приводимых слоя. При 1 = 0 Мы имеем лишь приводимые 
слои, соответствующие двум слагаемым Q(A2). Они имеют тип 
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A2 или *A2. Если хоть один из них имеет тип *А2, то теорема до­
казана. Если оба имеют тип А.-, то так как для слоя типа А„, 
d(An)-=0, то они дают вклад 4 в левую часть формулы (2) § 4. 
Правая же часть равна 24 и, значит, должны существовать Дру­
гие слагаемые, т. е. по крайней мере 3 вырожденных слоя. Н а ш 
пучок не является квазиэллиптическим, так как корневая систе­
ма решетки (/(—3)ft©/(—1)')* , как легко убедиться, имеет тип 
Dj6_ft. Поэтому она не 3-элементарна при k<16, а при £ = 1 6 ее 
ранг меньше ранга решетки. 

3) р = 2. В этом случае s четно: s = 2a. Мы будем исходить 
из доказательства .теоремы I § 5 и приведенного там списка ква-
зиэллиптических пучков на суперсингулярных • поверхностях. 
К ним мы применим предложение из § 4, доказательство которо­
го содержит метод построения эллиптических пучков по квази-
эллиптическим. Именно, в доказательстве указывалось соотно­
шение 

D4®Fl®F2->£>5. (4) 

которое по слоям D4, Fi, F% квазиэллиптического пучка строит 
новый пучок со слоем D&. Можно усилить это соотношение, за­
метив, что если число компонент некоторого F{ больше 2-х, т о 
сверх тех компонент, которые вместе с кривой g образуют слой 
D&, остаются еще компоненты, непересекающие их, и, значит, ле­
жащие в другом слое. Поэтому (4) верно в более сильной форме 
D4©Fi©F2=*-D6©F, если rg.Fi>l или rgF2>l, Пучок, имеющий 
слои Ds и F, удовлетворяет всем нашим требованиям. 

Слои D4 и еще 2 слоя рангов, больших чем 1, находятся во 
всех решетках таблицы в теореме из § 5, соответствующих зна­
чениям 0 — 1, . . . , 6. Надо только пользуясь замечанием к теоре­
ме из § \, заменить всюду корневую систему Dn, n > 8 на £>п_8© 
©Е8, а Dm, n>16 — на Dm_i6©E82. Тогда мы получаем такие 
решетки 

а 

S 

а 

s 

1 

£/г0<?(/Л®£8
2) 

2 

Ui@Q(Dt.®Ds©E, 

5 

U2®Q (D t ) 

з 

£Л.ФО(-Л©/Л2) 

4 

- / 2 ® Q ( a { c d o t } . 3 © 
©-Л) 

6 

£/2©Q (--V©/ э.) 
В случаях ст=7, 8, 9, 10 легко непосредственно указать нужные 
нам решетки. 
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а 

S 

Л (Л 

7 

•V.2©Q(D4
3© 

®Q(BS) (2) 

£V 

8 

г/2(2)®<2(Д3)© 
©Q(£8)(2) 

I V 

9 

-/>®Q(bi.)e 
©Q (.E«) (2) 

i j , ! 

10 

ад© 
©Q(D12)@ 
©Q(£8)(2) 

A'-

Во всех случаях мы имеем не меньше трех вырожденных слоев. 
Пучок / не является квазиэллиптическим, так как rg/?(f)<20. 
Теорема доказана. 

З а м е ч а н и е - Роль, которую в этом доказательстве играет 
наличие эллиптического пучка на поверхности X, подсказывает 
мысль попробовать определить векторные поля на эллиптиче­
ских поверхностях- Это сделано в работах [7] и [9]. Если ха­
рактеристика поля р>3 , то ответ тот, которого можно было ожи­
дать: Векторные поля могут существовать только в очень про­
стой ситуации: либо все слои пучка изоморфны одной и той же 
эллиптической кривой A (а вырожденных слоев нет) и А дейст­
вует послойно на X — тогда существование векторного поля оче­
видно, либо X является абелевым многообразием, либо гиперэл­
липтической поверхностью (фактором абелева многообразия по 
конечной группе), либо X рационально. Впрочем, уже из этих 
простых примеров можно вывести, что схема автоморфизмов ал­
гебраической поверхности над полем конечной характеристики. 
может быть не приведенной. 

Действительно нетривиальные примеры эллиптических по­
верхностей, имеющих регулярные векторы поля, кроме нулевого, 
существуют только над полями характеристики р — 2 или 3. Они 
все перечислены. Общий случай, как мы видели, сводится к 
случаю, когда расслоение имеет сечение. При этом предположе­
нии все возможные поверхности задаются уравнениями (t—па­
раметр на базе Р1): 

р = 3. yi — xz-\-xi — t3 ", 
i /2-=x3+tx2 —г32""3, я > о , 

р = 2. y2 + *y=-.Jt3 + c^x2 + *2*'w, cP_k, n > 0 . 

Перечисление рациональных поверхностей, обладающих век­
торными полями, является, по-видимому, довольно запутанной 
задачей. 

До сих пор неизвестно «и одного примера поверхности обще­
го типа, на которой существует векторное поле, и было бы инте­
ресно 'выяснить, есть ли такие поверхности. 
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§ 7. ДЕФОРМАЦИИ 
Доказанное в предшествующем параграфе соотношение tf°(X, 

©) = 0 для поверхности X типа КЗ дает возможность исследовать 
деформации этих поверхностей. Вычисление значений чисел №•* 
и приведенное в § 6, показывает, что dim/Jf^X, 0) =20, # 2 (X, 
©)-=0. Благодаря этому, мы можем применить теорию формаль­
ных деформаций Шлезингера [36]. Из нее следует (ввиду при­
веденных значений для dim#-(X, в ) ) , пропредставимость функ­
тора DefX, определенного на категории артиновых локальных 
^-алгебр и сопоставляющего алгебре А множество классов (с 
ТОЧНОСТЬЮ до изоморфизма) плоских деформаций поверхности 
X над А. Более того, универсальное семейство формально глад­

ко и база имеет размерность 20, т. е. изоморфна S-=Spfk[[~1,..,., 
• -•» -720]]. Тем самым имеется плоское семейство 95—*S, замк­
нутый слой которого изоморфен X и которое обладает универ­
сальным свойством. 

Слои семейства 95', лежащие над незамкнутыми точками, яв­
ляются, вообще говоря, формальными схемами. С геометриче­
ской точки зрения интереснее, конечно, исследовать деформации, 
слои которых являются алгебраическими, или даже проективны­
ми, поверхностями типа КЗ- Для этого достаточно взять некото­
рый очень обильный обратимый пучок L на X и рассмотреть та­
кую подсхему E(L){subset}S, что L распространяется на ограниче­
ние 95 «а Б (L). 

Л е м м а Г Пусть 5 — спектр локального кольца, быть может, 
формальный, 95—»-5 — формальное семейство поверхностей типа 
КЗ и L — обратимый пучок на слое X = 95s над точкой s&S. Су­
ществует такая замкнутая подсхема TczS, что L продолжается 
на 95 \т = 9?т, 93т-+Т является универсальным семейством с этим 
свойством и Т определяется в 5 одним уравнением. 

Существование Т доказывается таким же стандартным при­
менением теории деформаций, как и существование универсаль­
ной деформации (проверку нужных условий можно прочитать в 
[19]). Проверим, что Т определяется одним уравнением. Пусть 
о —SpecA, r=Spec.9,i.i —максимальный идеал A, B=A/f, 5 — 
•—A//nt , Г — SpecS'. Так как для любого идеала М с M2--=0, 
(1 +М)*<=*М, то мы имеем точную последовательность гомомор­

физмов пучков на 95: 
0-+OgeT®J/Ja-+O*s? —>-б>^ ->0. 

Из точной последовательности гомологии мы получаем после­
довательность гомоморфизмов 

Я1 [95, О'^^-УН* (Я, ( 5^ j ->№ (95, OggT®J/J«), 

которая показывает, что препятствие к продолжению обрати­
мого пучка X с 95т на SOr лежит в Н2(95, 0%T®J/Jn). Так 
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как мы имеем дело с семейством поверхностей типа КЗ, то 

(мы выбираем некоторый базис в H 2 (Й7, 0% ) для установле­
ния этого изоморфизма). Пусть / 6 - / — элемент из ./, опреде­
ляющий это препятствие, и В" = В/(/га + (/)), Т"— SpecE". 
Тогда препятствие для продолжения пучка 5? на ЗСу обра­
щается в 0, т. е. £ продолжается на 9Ст»- Ввиду универсаль­
ности Т, это возможно только при Т"=Т, т. е. / = /m+(f ) . По 
лемме Накаямы отсюда следует, что / = (f). 

Возвращаясь к универсальному семейству §6—+S, мы полу­
чаем для любого обратимого пучка L на X подсхему 2 (L) czS, 
размерность которой равна 19 или 20. Вопрос заключается в 
том, какая из этих двух возможностей в действительности имеет 
место. Как показал Делинь [19],—первая, если, конечно, пучок 
не тривиален. Мы приведем набросок доказательства в немного 
более частном случае, чтобы представить его рассуждения в наи­
более простом виде. 

Л е м м а 2. Пусть X — такая алгебраическая поверхность, что 
Hl(X,0)=H°(X, Q1)-=0 и 5 — группа Нерона — Сев ери X. Тогда 
отображение, сопоставляющее обратимому пучку класс Черна, 
определяет вложение: 

По определению, H^R(X) — это гипергомологци двойного 
комплекса 

С 2 (Qo){to}C2 (Q'){to}C2 ( й 2 ) 
д -j. д •f д •[• 

0 1 ( 2 0 ) ^ 1 ( Q - ) i C j ( Q - ) , 
д | 6 -j- д -j 

C0(Qo)i>c0(Q4-C0(Q2) 
где Ci— i-мерные цепи по Чеху, горизонтальные дифферен­
циалы определяются через взятие дифференциала от дифферен­
циальных форм, а вертикальные — по Чеху. Поэтому элемент из 
ЩЯ(Х) задается тройкой («о, а ь a2)eC2(Q0)®Cl(Ql)®C0(Q2) и 
класс Черна пучка L с функциями перехода fij6d'x*(U.nUj) оп­
ределяется как (0, dloglij, 0). Если этот цикл является кограни­
цей цепи (ftw, CBi)6C1(Q0)ffiC0(QI). TO 

/itj_Idf»j==C0i ©j + dh i j , (1) 
причем dooi —0, dh-ij—O. Ввиду условия НХ(Х, О) =0, мы можем 
считать, что hij=0 (изменяя, если нужно, coi в (I)). Применяя 
к обеим частям равенства (I) оператор Картье, и вычитая из 
(I), мы получим (т. к. Cdlog/ —dlogf), что Cm—Cc0j = a>ii—at;, т.е. 
Ccoi—(fti = Gcuj—coj. Поэтому формы Cffli—mi определяют единую 
форму ч\ЪН°(Х, Q1). По условию, Т1 = 0. Таким образом, Ca)i=fflii, 
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а по известному свойству оператора Картье отсюда следует, что 
(ui-=dlog(pi, 9ii.3Cp(Ui), быть может, с меньшими множествами 
<7i. В результате, (1) переписывается в виде dlog/i.j = dlogcpicp;r1, 
т. e. /,,-j = 9i9j-]5iijp> a это и означает, что пучок делится на р в S. 

П р е д л о ж е н и е I. Если обратимый пучок L не делится на 
р в Sx, то схема _ (_) имеет размерность 19. 

В противном случае, L можно было бы 'продолжить в ка­
честве обратимого пучка 2? на все универсальное семейство %£. 
Это предположение и надо привести к противоречию. Доказа­
тельство основывается на применении стандартных свойств ко­
гомологии Де Рама семейства S6JS. Однако специфика нашей 
ситуации заключается в том, что теперь эти свойства нужно при­
менять в «формальном» варианте. Впрочем, различие здесь не 
существенно: если пользоваться, например, предельно алгебраи-
зованиым изложением в начале работы [26], то доказательства 
сохраняются почти буквально. Мы приведем перечень тех 
свойств, которые нам нужны. 

Когомологии Де Рама определяются при помощи комплекса 
формальных дифференциальных форм, где, по определению, 
Q^/5 есть проективный предел обычных дифференциальных 
форм Q.2"', 3? = &XsS'> a S пробегает систему инфинитези-
мальных окрестностей точки s в S. По определению, для се­
мейства f:S-yS, Яш(й?/5) = #'/*(-~Ж7А')' Когомологии 
Я ю (3CIS) являются модулями конечного типа над Os. Су­
ществует спектральная последовательность 

E[J=HJ{%, Q%/sHHm (SUlS). (2) 
Эта спектральная последовательность обычным образом поролг 
дает в Hm(S0lS) фильтрацию E. В нашем случае, аналогично 
тому, что мы показали в § 6, спектральная последователь­
ность (?) вырождается в числе Ех. Простые соображения ком­
мутативной алгебры показывают, ЧТО 0~-модули Н} {SC, Q%/s) 
и Hm{SClS) свободны и конечного типа, и ограничения 
W ( # , Q'ms). ® * -v W (X, tixik), IfU (37/S) ® * --> HDR (X/*) 
являются изоморфизмами. Отсюда, в частности, следует, что 
фильтрация F в Hnu(3?/S) СОСТОИТ ИЗ свободных 05-модулей 
и имеет вид 

/•/^R(^/S) = E-r)E1.OE2=DE3—0, 
rgE° = 22, r g F ' — 21, r g F 2 — l . 

Дифференцирование классов когомологии Де Рама по пара­
метру определяет операции V, так называемые связности 
Гаусса — Манина: 
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Элементы xG#DR (<2?/S)> соответствующие обратимым пучкам, 
т. е. имеющие вид .~1 (55), горизонтальны, т. е. 

V x = 0. (3) 
Выполняются соотношения (называемые соотношениями 

трансверсальности Гриффитса): 
VE'HDR (a7/5)cQi /k®F'- IHeR (&/S), 

задающие отображения для градуированных компонент фильт­
рации F grWER(-2?/S)-=tf2-(S?, &lgBls): 

g r ' V . H ^ - S Q|a;/.-){to}Q.s/k®H--'(a?. Q%/s), (4): 
которые, ввиду правила дифференцирования произведения для 
связности V, являются ..^.--гомоморфизмами. Эти отображения 
имеют следующую интерпретацию- По двойственности, гомомор­
физмы gr'V определяют отображения 

Vi :0s^Hom (tf2"< (.37, Q^ / s) , Я-" ' {Ж, Ql%)s). (5) 
Пусть 

— отображение Кодаиры, соответствующее семейству S8/S. 
Тогда имеет место коммутативная диаграмма 

^ф»\х,®хц) 
© * ^ / > . 

П & (6) 
Нвт(Н--1(11П5./|),Н,Ч(11Л1^)), 

где ф; определяется умножением когомологий {и"£спариванием 
0^/5®Q^/s{to}£-,£ys. После | этих предварительных сведений^ 
доказательства которых все точно повторяют рассуждения пунк­
тов 1.1, 1.2 и 1.4 работы [26], можно перейти к доказательству 
предложения. 

Предположим, что пучок L продолжается до пучка 3? на схе­
ме SS. Тогда его класс Черна Ci(i.?) есть элемент х^Н^(S5JS), 
ограничение которого в точке SG.S есть класс Ci(L). Так как по 
условию L как элемент группы Sx не делится на р, то, согласно 
лемме, Ci(L) {ne}0. Отсюда тем более хфО. По построению, 
A-eF'tfj-R-^/S), а согласно (3), Vx=0. Вот эти свойства и про­
тиворечат друг другу: отображение V является мономорфизмом 
на FlHT)K2{g)S/S). Для проверки нам достаточно убедиться, что 
мономорфны gr'V и gr2V. Это будет доказано, если мы прове­
рим, что Vj и V2 являются даже изоморфизмами. Воспользуем-
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ся интерпретацией, которую дает диаграмма (6). Отображение 
kod(^ /S ) является изоморфизмом- Так как речь идет о гомо­
морфизме свободных модулей, то достаточно проверить, что он 
является изоморфизмом после тензорного умножения на k, т. е, 
что ®s,s-+H^(X, ®x/k) — изоморфизм. Это сразу следует из 
того, что S — база универсального семейства. Таким образом, 
достаточно убедиться, что cpi и ср2—'изоморфизмы. Таким же 
рассуждением мы убеждаемся, что для этого достаточно, чтобы 
qpi®& были изоморфизмами. Это гомоморфизмы когомологий по­
верхности X: 

^®к:Н1(Х, ®Х)®Ю(Х, &)-*НЦХ, Ox), 
(fi®k:Hl(X, ®Х)®Н°(Х, Q2){to}#-(X, Qi). 

To, что они изоморфизмы, следует из обычных теорем двойствен­
ности, если воспользоваться тем, что на поверхности типа КЗ, 
@x~Qx\ Ох^&х2-

З а м е ч а н и я . Г Условие неделимости на р образа пучка в 
группе Sx нужно было нам, так как мы пользовались только 
когомологиями Де Рама. Б работе [19] теорема доказана без 
этого предположения, но для этого необходимо вместо когомоло­
гий Де Рама использовать кристаллические когомологий. 

2. Применим рассуждение, доказывавшее предложение, 
к базе E(L) вместо S. Пусть x = Ci{X), где X — пучок, про 
должающий L на универсальное семейство над S(L). Тогда 
gr1x6Kergr1V (см. (3)). Отсюда (Vi@2(£,)-t=--0. Так как 
Ф1 —изоморфизм (доказательство не использовало того, что 
S — база универсального семейства), то { Kode^z,, gr 'x ) = 0 . 
Тем более, 

<Kod0.S ( £ ) l„gr1^>.= O. (7) 
С другой стороны, мы знаем, что dim E (L)= 19. Поэтому если 
gr1c1(L)=7--0 (т- e. c .^ - IE^DRtX ) ) , i'O (7) дает уравнение 
для Kod@s(£),- и тем самым показывает, что Е (L)~гладкое. 

Пусть теперь U —некоторое множество обратимых пучков 
на X. Обозначим через Е (U) подсхему в 5, на которую рас­
пространяются все пучки из U. Линейную оболочку множества Т 
элементов векторного пространства мы будем обозначать { Т > . 

П р е д л о ж е н и е 2. Пусть с [U\= < gr1c1(L), L&U > cr 
c-tf^X .Q1) . Тогда dim 2 ( U ) < 2 0 - d i m с [UJ. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть LgU и образ L в Sx/pSx 
не равен 0. Тогда £(U){subset}£(L) и Kod9S(ybJc:Kod@2<.-),-. 
•Отсюда, по формуле (7), 

<KodeS(-o,,,gr-c^L)) = 0 . (8) 
В случае, если образ L в Sx/pSx равен 0, формула (7) тоже 
остается верной, так как g r ^ . ^ — O. В итоге мы получаем, что 
' • '•'••' <Kode - . ( U ) l J , с \ и \ ) = о . (9) 
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Это показывает, что 
d1mB(f/)<dimKode2 ( . / ) , ,<20 — dimcIf/]. 

Из предложения 1 вытекает одно важное следствие: возмож­
ность подъема поверхности типа КЗ, определенной над полем ха­
рактеристики р, в характеристику 0. 

Т е о р е м а I. [19] Для любой поверхности типа КЗ над по­
лем k характеристик р>0, существует кольцо нормирования V, 
являющееся конечным расширением кольца W(k), и плоская 
гладкая собственная схема WJV, для которой 8?®ук=Х. 

Рассмотрим «более обширный» функтор деформаций Def X, 
определенный на категории артиновых локальных алгебр над W, 
с тем же самым определением множеств DefX, что и в на­
чале этого параграфа. Как и в рассмотренном выше случае 
доказывается, что этот функтор пропредставим, что универ­
сальное семейство имеет базу S = spf W \\Ти .. .,Т20]\ и что для 
любого пучка LgPicX существует подсхема X-(L), определяе-
мая одним уравением feW\\Tv ..., .Too]] и классифицирующая 
те деформации, на которые продолжается пучок L. Te схемы S 
и Б(Z,), которые рассматривались в теореме, получаются из £ 
и Ё(1) редукцией по модулю р. Так как, согласно предложе­
нию, E(L)-7-=S, то /ф0 (mod/?)._Пусть S"(L) = Spf JR, тогда р_ 
не является делителем нуля в Ц. Отсюда следует, что в /? 
существует система параметров р, хи ..., JC19 (т. е. система 
элементов, длина которой равна размерности кольца /? и ко­
торая порождает примарный идеал, соответствующий макси­
мальному идеалу). Тогда кольцо % = р~/(хи . . . , хг9) является 
модулем конечного типа над W. Для алгебры R®wK (где К— 
поле частных W) существует гомоморфизм R,®wK-+Ki, где 
К\ — конечное расширение /<\ 

Пусть К — кольцо целых элементов в Л*-, мы получаем гомо­
морфизм R,-+V. Композиция с ~R->R дает гомоморфизм R{to}V 
или морфизм Spf V->^(L). Пусть SC-+i±(L) — семейство, на ко­
торое, по предпо то'кению продолжается пучок L. Тогда 
^ — •27®^К дает семейство деформаций §.-{to}Spf V, на которое 
продолжается пучок L. Выберем теперь L так, чтобы он был 
очень обильным и не делился на р в группе Sx- Такой выбор 
возможен: если L± — обильный примитивный элемент 5, то до­
статочно большая кратность L=nL± (в частности, с (n, p)—1) 
удовлетворяет этим условиям. Теперь к формальной схеме Щ1 
/SplV применима теорема алгебраизации Гротендика ([22] 
5.4.5), откуда и вытекает утверждение теоремы. 

З а м е ч а н и е . До сих пор еще неизвестно, любую ли по­
верхность можно поднять до собственной гладкой и плоской схе­
мы над W. Очень близкие к этому утверждения получены Ога-
сом в работе [33]. 
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§ 8. КРИСТАЛЛИЧЕСКИЕ КОГОМОЛОГИЙ 

Кристаллические когомологий определены для многообразий 
над полем конечной характеристики р и являются для них заме­
ной /-одических этальных когомологий при t=p. Мы приведем 
здесь доказательства тех свойств кристаллических когомологий, 
которыми будем дальше пользоваться. Систематический обзор 
ЭТОЙ теории см. в [14], [13] и [24]. Мы будем рассматривать 
гладкое полное многообразие X над алгебраически замкнутым 
полем k характеристики р. Пусть W(k) или просто W — кольцо 
векторов Витта над k. Кристаллические когомологий обознача­
ются через #c-is'(X) или Hl(X/W). Это модуль над W, обладаю­
щий следующими свойствами. 

1. Функториальность: Hi(X/W) является функтором из кате­
гории полных гладких алгебраических многообразий в катего­
рию W-модулей. 

2. Конечность: rgwH> (X/W)<oo, H'(X/W)=Q при t>2dimX. 
3. Мультипликативные свойства: верна формула Кюниета, оп­

ределено антикоммутативное умножение и имеет место двойст­
венность Пуанкаре, если модули l-P(X/W) — без кручения. 

4. Определен «первый класс Черна», т. е. гомоморфизм 
Cl:PlzX~+H2iX/W). 

В случае алгебраических поверхностей индекс пересечения в 
PicX и умножение, определенное двойственностью Пуанкаре: 
Hi®H2-+W согласованы. 

5. Если Нтх'(Х)—когомологий Де Рама многообразия X, то 
dim* #m'(X) --.rg-vtf' (X/W) +xi+xm, 

где т. — число образующих кручения в Hl{X/W). 
В частности, если все модули #-(X/№) свободны, то 

H'm{X)^H\XlW)w®k. 

6. Теоремы сравнения: 
rgwHHX/W)=bl{, 

где bt — числа Бети, определенные при помощи /-одических ко­
гомологий. 

7. Операция абсолютного Фробениуся (х—--х-3) по фуикто-
риальиости определяет гомоморфизм FJi^X/W)—yli^X/W), яв­
ляющийся ф-линейным преобразованием, где ф — автоморфизм 
Фробениуса кольца W. Для п-мерного многообразия X гомо­
морфизм F действует на фундаментальный класс в когомологи-
ях старшей размерности H*n(X/W) умножением на рп. 

Свойства 5 и 6 дают возможность указать условия, при ко­
торых теория когомологий особенно близка к тому, что имеет 
место для проективных многообразий над полем комплексных 
чисел. Положим /iJ>-" = dimft Hi(X, Qp), где Qp— пучок p-мерпых 
дифференциальных форм. Предположим, что для 0<m{le}2dimX, 
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2 -*™ = -V (1) 
P+q—m 

С другой стороны, напомним, что для когомологий Де Рама су­
ществует спектральная последовательность 

.ef • « = я » (X, QP)-*H№ (X), (2) 

откуда dim /e//DR (X) < £ Л"--". В соединении со свойствами 
p+q=m 

5 и б это показывает, что 2 h p , ' />- ' ; + "T2 + 'ri+i1 так что 
ввиду (1) получаем, что равенства тг—0, т. е. группа 
Н1 (X/W) — свободные ^-модули, а также dimk/ZoR (X) = 
= 2 ^р '"' откУДа следует, что спектральная последова-

p+q=m 
тельность вырождается в первом члене. 

Как было сказано в начале § 5, основная теорема ЭТОГО па­
раграфа дает ВОЗМОЖНОСТЬ найти числа №<ч для поверхности ти­
па КЗ. Приведенные там значения показывают, что соотношение 
(I) выполнено, а значит ^-модуль H2(X/W) свободен (осталь­
ные группы когомологий не интересны): 

Ь0 — &4=1, 6i-=£.3-=0. 
Объект, возникающий в описанной ситуации, имеет самостоя­

тельное название. Кристаллом называется свободный W-модуль 
Н конечного ранга и ср — линейное преобразование F-.H—*-Н. 
Такой кристалл обозначается символом (Я, F). Если 9В—>В— 
гладкое собственное семейство алгебраических многообразий, то 
их группы кристаллических когомологий образуют объект, на­
зываемый кристаллом над базой В. Мы не даем здесь его опре­
деления (отсылая читателя к работам [24], [27] или [32]) „ хотя 
и будем изредка им пользоваться. 

Mbi будем также постоянно иметь в виду структуру решетки 
на H=H2(X/W), заданную двойственностью Пуанкаре. Таким 
образом, в Я задано скалярное произведение, согласованное со 
скалярным произведением в Sx на образе Sx при отображении 

(Fx,Fy)^p>(X,y), (3) 
ввиду свойства 7. Отметим, что решетка Я является унимоду-
лярной. 

В оставшейся части этого параграфа мы изложим некоторые 
непосредственные приложения перечисленных выше свойств 
кристаллических когомологий к теории суперсингулярных по­
верхностей типа КЗ. Дальше всюду под X будет подразумевать­
ся такая поверхность. Кристалл H2(X/W) мы будем обозначать 
через Я. 

П р е д л о ж е н и е 1. Дискриминант решетки 5 = PicX имеет 
.вид — р2а. 
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Очевидно, что дискриминант отрицателен, так как решетка 
гиперболическая и четного ранга 22. Покажем, что, с точностью 
до знака, он является степенью р, т. е. не делится ни на какое 
простое число 1фр. Для этого заметим, что /-компонента BrX(/) 
группы Брауэра поверхности X равна 0. Это следует из того, что 
группа В = ВтХ(1) имеет неограниченно делимую на / подгруппу 
В0, изоморфную (Q;/Z)T, где т — «число трансцендентных цик­
лов», т. е. Ь2—р, p = rg5, а группа В/В0 конечна и двойственна 
группе кручения группы 5 (см. [23], р. 82 и 147). В нашем же 
случае Р — &2 — 22, и 5 не имеет кручения. 

Теперь из точной последовательности Куммера: 0{to}{mu}r>-Gm{to} 
{to}Gm-K) мы получаем, ввиду того, что ВтХ(1) =Н2(Х, Gm) (I) =0, 
изоморфизм S/IS=^H2(X, щ). Этот изоморфизм перестановочен, 
очевидно, с умножением. Так как «а Н2(Х, щ) умножение, ввиду 
двойственности Пуанкаре в этальных когомологиях, невырож-
дено, то оно невырождено и в S/IS, а значит, и в S®Z., т. е. ре­
шетка S®Z; унимодуляриа. 

Таким образом, d (5)— — ps. Остается доказать, что 5 
четно. Согласно свойству (4), мы имеем отображение S-+H, 
являющееся вложением ввиду того, что оно согласовано 
с умножением. Оно продолжается до вложения i:S®W—>H. 
Так как оба W—-модуля имеют одинаковый ранг 22, то 
модуль H/i(S®W) имеет конечную длину, т. е. изоморфен 
®W/p'H. Если 2 / i - = <r, то d (S®W)-^d(i (S®W))=--d (II) р*. 
Но решетка Н уиимодулярна, ввиду того, что произведение удов­
летворяет теореме двойственности Пуанкаре. Поэтому d(H) = 
= (1) и мы получаем нужное утверждение. Поучительно срав­
нить это рассуждение с первым доказательством Артииа, осно­
ванном на применении плоских КОГОМОЛОГИЙ. Вложение S->-H 
продолжается до гомоморфизма S®Zp->-#, который тоже являет­
ся вложением, так как сохраняет произведение. 

П р е д л о ж е н и е 2 (см. [33]). Образ группы 5®ZP в И со­
впадает с совокупностью тех элементов х$Н, для которых Fx — 
= рх. 

По лемме 2 § 7 гомоморфизм S/pS-*-H/pH=HDR
2(X) явля­

ется вложением, откуда следует, что H/S®ZP, не имеет круче­
ния. Очевидно, что элементы xGS®Zp, рассматриваемые как эле­
менты Н, обладают свойством Fx — px. Рассмотрим подмодуль 
TczH, состоящий из всех таких элементов. Ранг модуля Тр над 
Zj, не превосходит 22. Это следует из того, что его элементы, 
линейно независимые над Zp, будут линейно независимыми и над 
W. Действительно, соотношение aixi+ . . . a„xn = 0, ai6№, можно 
поделить на obi, делящееся на наименьшую степень р и получить 
соотношение, в котором, скажем, ai = l. Применяя к нему F и 
вычитая из первоначального, мы получим соотношение между 
х2, ..., хп и так через конечное число шагов получим хп = 0. 
С другой стороны, TZDS и поэтому r g - 7,$s22, т. e. rgz p 7—22. 
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Если бы S®ZP^=T, то группа TJS®XP была конечной, т. е. име­
ла бы кручение, противоречит с тем, что H/S®ZP не имеет кру­
чения. 

Лемма I. Если в кристалле (U, Ф) ранга п над W сущест­
вует система линейно независимых элементов xi, . . . , хп, для 
которых фя—я-, то имеется и базис, обладающий этим свойст­
вом. 

Если С —матрица эндоморфизма Ф в некотором базисе U,. 
а А — матрица, выражающая систему хи . . . , x „ через этот 
базис, то С--=-•№А-1. Поэтому detCeW*, т- е- С0=С®к-
невьфожденная матрица над k. Отсюда следует, что С можно 
представить в виде С—В^В'1, где Б —такая матрица над W, 
что detj56l^*. Такое представление получается последова­
тельно, по модулю растущих степеней p. По модулю р 
существование матрицы В0 над полем k с условием .So.S-7 — 
= С0 —это хорошо известный факт ([25] стр. 213). Переход 
к большим степеням р еще более очевиден. Равенство 
C=BvB~l означает, что в U существует базис уи ...,уп, 
для которого фу1 = у1. 

Лемма 2. Отображение, индуцированное отображением 
Фробениуса в Н® k: 

F®k:H®k—+H®k 
имеет ранг 1, 

Согласно свойству (5), //®£—Ягш^5-"). a F®k~-это отобра­
жение F, которое F индуцирует в когомологиях Де Рама. 
Воспользуемся фильтрацией, которую спектральная последо­
вательность E,J = HJ(X,Qe)-+Hl&J(X) определяет в H2

DR(X). 
Действие отображения F на комплексе Де Рама переводит 
в 0 все дифференциальные формы и, значит, аннулирует уже 
первый член F1FIOR(X) фильтрации. Так как gr°//i,R (X)— 
•---//-(X, О), то ранг отображения F равен 1 или же E —О 
и нам остается показать, что последний случай невозможен. 

Предположение /—О равносильно тому, что FHc^pH, т. е. 
F = p(&, где Ф — р-линейный эндоморфизм модуля И. Применив. 
к кристаллу (Я, ф) лемму I, мы получим, что в Н существует 
базис х\, ..., Л-22, для которого Oxi=xi, т. е. Exi-=pxi. Согласно-
предложению 2, это значит, что S®W=H, а тогда d(S®W) = 
= d(S)eW*. Ввиду предложения отсюда вытекает, что решетка 
S унимодулярна, а это невозможно, так как согласно общей тео­
рии ([37], р. 92) для унимодуляриой четной гиперболической 
решетки ранга п, п=2 (mod 8). 

Лемма 3. FnHczpn'lH. Доказательство индукцией по п. 
Пусть утверждение для некоторого значения п доказано. 
Положим xlr — p'nHF. Для тех независимых элементов 
»!, . . . , 1 2 2 , для которых Fxt = pxi так же, и xlrxi = pxl. 
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•Отсюда 4r,v{to}0 при N-* °о. В частности, xY = Y®k нильпо-
тентно на Н®к. Кроме того, оно коммутирует с F--=F®k, 
так как F имеет ранг 1, то отсюда легко следует, что 
WF = 0. Это значит, что Х¥Е делится на р, т. е. утверждение 
.леммы верно для п-\-\. 

Т е о р е м а . Для суперсингулярной поверхности X типа КЗ, ре­
шетки 5 = PicX, p-элементарна. (Доказательство, основанное на 
плоских когомологиях,-см. в [10]). 

Заметим сначала, что подмодуль S®W в Я характеризуется 
как совокупность элементов хбЯ, для которых 

FnxGpnH для всех п. (4) 
Так как для x£S, Fx = pxy то для xHS®W условие ( 4) выполне­
но. Обозначим через К совокупность всех элементов х&Н, удов­
летворяющих условию (4). Так как Я ~ / ( " D S ® W , TO К—модуль 
ранга 22. По определению, F\K делится на р. Положим Ф = р~1Р, 
Согласно лемме 1, К имеет базис U, . . . . taa. Для которых Oti = 
= /•,-. По предложению 2, ^iG5®ZP и, значит, K—S ®W. Очевидно, 
что подмодуль К (т. е., как мы доказали, 5® W) — это макси­
мальный подмодуль в Я, на котором F делится на р, т. е. кото­
рый инвариантен относительно \f—p-1F. 

Согласно лемме 3, элементы xGpH удовлетворяют условиям 
(4), т. е, pHc:S®W. Отсюда следует, что S*®Wz3p-41 (ввиду 
уиимодулярности Я) и, значит, p(S*® W)czH. Очевидно, что 
p(S*®W) инвариантен относительно Ч/ и по сделанному выше 
замечанию pS*® WczS®W. Отсюда следует, что pS*czS. 

Таким образом, мы видим, что в определении элементарной 
поверхности типа КЗ требование р-элементарности решетки S 
было излишне. Оно следует из того, что поверхность суперсиигу-
лярна. Термин «элементарная поверхность» на этом заканчивает 
свое существование. 

Предложение 1 и теорема 1 вместе с результатами § 1 пока­
зывают, что для суперсингулярной поверхности типа КЗ ее ре­
шетка 5 = Pic X определяется единственным инвариантом —сво­
им дискриминантом, причем всегда d(S)~—р2а. Число ст мы бу­
дем называть инвариантом Артииа поверхности X и обозначать 
ст(Х) или a{S). 

В качестве приложения полученных результатов докажем 
•следующее утверждение. 

П р е д л о ж е н и е 3. Автоморфизм г|з, суперсингуляриый по­
верхности X типа КЗ, тривиально действующий на группе Sx, 
равен тождественному. (Доказательство несколько аналогично, 
доказательству теоремы из § 6). 

Мы можем ограничиться случаем, когда i|5 — автоморфизм 
конечного порядка. Действительно, автоморфизмы, тривиально 
действующие на группе Sx, образуют алгебраическую группу, а 
в каждой алгебраической группе над полем характеристики 
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,р>0 существуют отличные от 1 элементы конечного порядка. 
Мы будем предполагать, что у-=1, где / — простое число-

Если f — класс кривой арифметического рода 1, то из усло­
вия i])*f=/ следует, что -ф сохраняет пучок X{to}Px, слои которого 
принадлежат классу /, т. е. что существует автоморфизм 
•фо-Р'-^Р1, для которого коммутативна диаграмма 

p.—i'. 
Пучок f мы будем выбирать в виде, который подсказывается 
теоремой из § 1, т. е. считать, что fGU2 или /б£/2(р) в приведен­
ном там представлении решетки 5^. Мы разделим все рассуж­
дение на случаи: А — i|)o{ne}l и В — гр0 = 1 и каждый из них на 
подслучаи 1. — 1фр и 2. — Z—р. 

АЛ. Для любой приводимой кривой М ПОЛОЖИМ W(M) = 
•=v + 2e(Ci), где v — число неподвижных точек я|) на М, С,— 
компоненты М, являющиеся неподвижными кривыми, а e(Ci) — 
эйлерова характеристика. Воспользуемся соотношениями 

w(M)=e(M), 
2M,(F)=24, (5) 

где сумма распространена на все слои пучка f, в которых лежат 
неподвижные точки или кривые. Очевидно, что эти слои распо­
ложены над двумя неподвижными точками яро на P1, так что в 
сумме 2 слагаемых. При р = 2 и при р = 3, ст<9, рассматривае­
мые нами пучки имеют не менее 3-х приводимых слоев, а так 
как я|, переводит компоненты приводимых слоев в себя, то этот 
случай невозможен. При р-=3, сг=9, 10 и при р > 3 мы имеем не 
более 2-х приводимых слоев Fu £=-+ . . . , г. Если ni — ранги 
этих слоев, то из вида решеток, приведенных в теореме § 1 

г 

следует, что 2/г.<20. Так как e(F,)<ni + 2, а г<2, то 2e(.F.)< 
<24 в противоречии с соотношениями (5). 

А-2. По тем же соображениям мы должны иметь только один 
приводимый слой. Но при р = 2, 3, и при р>3 , о<9, имеется 2 
приводимых слоя, так что нам остается рассмотреть случай 
р > 3 , о = 9, 10. Действие автоморфизма о|) переносится с расслое­
ния Х-5-Р1 на его якобиево расслоение /-vP1 . При р>3, о — 9, 10 
оно (как и X) имеет приводимые слои, сумма рангов которых 
< 4 (они соответствуют корневой системе решетки Нр). Так как 
группа сечений расслоения J-+P1 изоморфна Sf/Rf, в обозначе­
ниях § 3, то ранг этой группы >16. Если 31 —общий слой рас­
слоения, то тем самым rgtl(k(P1))>16. 

Записав уравнение кривой в виде у2=хъ + ах + Ь и выбрав ко­
ординату t на Р1 так, что V I = t + 1 , мы получим отсюда, что 
а ( Н - 1 ) = о ( 0 , b(t+\)=b(t),r. е. a^a^tP—t), b = bi{tr—t) (что 
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уже приводит к противоречию при больших p). Так как 'ф дейст­
вует тривиально на группе Ц(£(Р')) (-ф переводит каждое сече­
ние в себя), то U(£(/)) =Ui(^(T)), где Ui — кривая, определенная 
уравнением #i- = xi3 + ai(T)xi + £>i(-;). Поверхность, соответствую­
щая этой кривой над полем к{х), уже должна быть рационально, 
так как deg a<8 , deg Ь<12 и, значит, deg ai-^4, deg &1---S6. 
Поэтому rgUi(k(T)) <10, а это противоречит тому, что 
rgU(k(t))>\6. 

В. В этом случае я|з определяет автоморфизм общего слоя 
X{to}P' и /-+-Р1 как эллиптической кривой над /г(Р'). При р = 2 
выбранный нами пучок квазиэллиптический, а квазиэллиптиче-
ская кривая, имеющая рациональную точку, обладает, как лег­
ко видеть, только тождественным автоморфизмом. Поэтому -ф 
действует на / тривиально. При р==3, сг=-Г 2 Aut J/k(P[)^Z/2 
и группа точно представляется перестановками компонент слоев 
*А2. Поэтому в нашем случае опять действие г|, на / тривиально. 
Наконец, при р==3, о><2 и при p>3 rg J(k(Pl))>0, а из ijvs —s, 
где 50/(^(Р1)) следует, что (г|,—1)s = 0, т. е. n(i|)--l)s = 0, 
где п — норма эндоморфизма и sGtors J(k(P[)), Поэтому во всех 
случаях действие я|) на / тривиально. Отсюда следует, что на X, 
ip —/л — сдвиг на сечение s расслоения /. В главном однородном 
пространстве X---P1 имеется /"-кратное сечение 0 и /я0=() в SA-, 
только если ps = 0. Таким образом, случай B.1 невозможен. На­
конец, при рф2, |tors I(k(P[)) |, будучи всегда степенью 2, не 
делится на р. Таким образом, остается разобрать случай 1 — р = 2. 

При р ==2, 0 < Ю выбранный нами пучок имеет сечение и 
поэтому X==/. Если а-—10, то tors /(/г(Р')) = 2 и эта группа 
состоит из двух элементов: нулевого сечения О и сечения s. 
Слои расслоения Х/Р1 и У/Р1 имеют пид *А,, и наша задача сво­
дится к тому, чтобы выяснить, сохраняет ли их преобразование ts 
или меняет местами, причем ответ будет одинаковым в X/P1 

и У/Р1. В последнем же расслоении наш вопрос равносилен 
такому: пересекают ли s и О одну и ту же компоненту вырож­
денного слоя, или разные. Ответ на "него дается непосред­
ственно из рассмотрения решетки S. В нашем случае 

S -= U2©Q(D.,.-). Пусть £/,=.-/Z + 0Z, /-=.= 0, О2 • • • - 2 , / 0 , - = 1 , 

Q(D20) = ©Z... + eZ, е2=.-2, etej^0 при / ^ у , e - i ^ e , . Ком-

поненты i-ro вырожденного слоя соответствуют <?i п /—е.. Оче­
видно, что (J не пересекает ei и пересекает f—е;. Выражение для 

s получается однозначно из условий sf—l, sei>0, s(f—ei)>0, 
s 2 = - 2 . Мы получаем, что S---5/ + C-— е и se i —1. s(/—ei)—0, 
т. е. s пересекает ei и не пресекает f—ei. Таким образом, {̂ne} 1 
на 5А- и, значит, я|э =-= 1. 

З а м е ч а й и е. При р > 2 наше утверждение следует из более 
общего результата. Огаса: автоморфизм любой поверхности X 
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типа КЗ равен 1, если он тривиально действует на группе 
H2(X/W) ([33], р. 15). Но дальше нам как раз нужен будет 
случай р = 2. Мы привели доказательство для любого p, так как 
оно использует более элементарные соображения, чем доказа­
тельство Огаса. Если желать ограничиться случаем p=2, то не­
которые его части можно опустить. 

§ 9. ФОРМАЛЬНАЯ ГРУППА БРАУЭРА. ВЫСОТА ПОВЕРХНОСТИ 
ТИПА КЗ 

Еще один способ изучения деформаций поверхности X свя­
зан с понятием формальной группы Брауэра (см. [10], [12]). 
Пусть G — алгебраическая группа. Определим сначала функтор 
деформационных когомологий <Dr(X, G) на категории артиновых 
локальных А-алгебр с полем вычетов к, полагая 

(D'(X, G)(A)=ker(№(XxA, G)-+Hr(X, G)). (1) 
Используя теорию Шлезингера [36] можно доказать представи­
мость функтора Ф2(Х, Gm), если X —гладкая полная поверх­
ность КЗ. Это позволяет определить гладкую формальную 
группу Вг X таким образом, что есть изоморфизм функторов 

(Вг^)(А)-Ф 2 (Х, О J (А). 
Вг X называется формальной группой Брауэра поверхности X 

Для дальнейшего нам удобно несколько переписать формулу 
(1). Если G — алгебраическая группа и А — артинова локаль­
ная й-алгебра, то мы можем определить пучок GA на топологии 
•Yet, полагая 

GA(U)=G(UXA). 
Тогда Hr(XXA, G) =H*(X, GA) и 

<D~(X, G)(A)=ker(Hr(X, GA)^№{X, G)). 
Естественная проекция UXA-+U дает нам гомоморфизм пучков 

GA^G. 
Обозначим через ЮА ядро этого гомоморфизма. Для коммута­
тивной группы G легко проверить, что имеет место изоморфизм 

GA~IGAXG. 
Откуда получаем формулу 

Qr(X,G)(A)=Hr(X,IGA). 
В некоторых случаях пучок ЮА легко вычисляется. Например, 
если A=/e[e], e2 = 0, то IGA не что иное, как касательное про­
странство к группе G в точке е. 

В случае, когда функтор ФГ(Х, G) представляется формальной 
группой, мы можем также вычислить касательное пространство 
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ТФГ(Х, G) к этой группе. Гак как Or(X, G) (k) =0, то 
T<D'{X, G)=0)r(X, G)(k[e])=Hr(X, TG). 

Для случая формальной группы Брауэра мы получаем 
ТВгХ^НЦХ, 00) = Я-(А\ Ох). (2) 

Таким образом, формальная группа Брауэра поверхности КЗ 
одномерна. 

Для одномерных формальных групп определена высота. Мы 
напомним определение. Пусть [p](t) —формальный ряд, выра­
жающий умножение на р в группе. Если он тождественно равен 
О, то говорят, что высота группы равна оо. В этом случае группа 
изоморфна аддитивной группе. В противном случае всегда при 
некотором /г>1 

М(0 = аХ+2-'*-*' а>^°- (3) 
ЧИСЛО h и называется высотой. 

Известно, что над алгебраически замкнутым полем характе­
ристики р>0 одномерная формальная группа однозначно опре­
деляется своей высотой. В частности, группа .высоты 1 — это 
мультипликативная группа. Она характеризуется также тем, что 
на ее касательном пространстве отображение Фробениуса (а на 
кокасательном — оператор Картье С) отличен от 0. Мы будем 
высоту группы Вг X называть также высотой поверхности X и 
обозначать h(X). 

Поверхность X типа КЗ называется обыкновенной, если 
h(X) = l. Ввиду (2) и сделанных выше замечаний, поверхность. 
типа КЗ тогда и только тогда является обыкновенной, когда 
Ссо=?--0, где (п£Н°(Х, Q2), co{ne}0, а С — оператор Картье. 

Основой классификации коммутативных формальных групп 
является сопоставление каждой такой группе G некоторого W-
модуля DG: называемого модулем Дьедонне и снабженного ср-
линейным эндоморфизмом F. Для проверки тех свойств, которые 
дальше используются, удобнее определение при помощи «фор­
мальных кривых». 

Из функториалыюсти определения группы Вг X легко выте­
кает, что 

DB"r А" = # - ( * , DGm). (4) 
Так как модуль Дьедонне группы Gm это кольцо векторов Вит-
та, то 

№(X,DQm)=H*(X,W(0x)). (5) 
Когомологии пучка векторов Витта рассматривались еще Сер-
ром. В нашем случае их можно вычислить через кристалличе­
ские когомологии X. 
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П р е д л о ж е н и е I. Модуль D .£rX®Q как модуль над W 
с оператором F изоморфен 

tf/#i®Q, 
где H=H%m(X/W), Я1 = {.сбЯ, f "•+-* *-*ер--Я для всех п>0} . 
Доказательство проведено в работе [12]. 

Известно, что высоту одномерной формальной группы Z 
можно вычислить через ее модуль Дьедонне 

/i(Z)=dimDZ®Q, если h(Z) <oo, 
h (Z)=oo^d imDZ®Q=0. 

Таким образом, 
h(X) = oo*=*~H/Hi — конечной длины-

Заметим, что подмодуль ci (Sx) ® W содержится в Я1, значит,, 
если rgS.-- — rg Я, то h(X) =oo. Таким образом, мы получили 
предложение. 

П р е д л о ж е н и е 2. Если поверхность X суперсингулярна,. 
то h(X) =00 . 

До сих пор не доказано, хотя вероятно, что верной обратное-
Это установлено Артином для эллиптических поверхностей 
X [10]. 

Можно доказать следующее утверждение. 
П р е д л о ж е н и е 3. Если 88-+Т— гладкое семейство по­

верхностей КЗ над неприводимой базой Т, причем для любой 
точки t£T слой 881 имеет высоту оо, а для некоторой точки 0̂ 
слой 88 и— суперсингулярен, то для любой точки t&T, 8В t— су­
персингулярная поверхность. Достаточно доказать предложение, 
когда Т — спектр локального кольца- Общий случай следует 
отсюда с помощью спецализации. Рассмотрение случая, когда 
база — спектр локального кольца, основано на кристаллическом 
варианте теории препятствий к продолжению алгебраических 
циклов [33]. 

Понятие деформационных когомологий можно распростра­
нить, когда X задано над Spec Я, где R — локальное кольцо. 
Сначала мы определяем функтор на категории локальных арти-
новых Я-алгебр с полем вычетов k формулой 

Ф"(Х, G)(A)=ker(# r(-YXA, G)-^№{XXk, G)). 
Используя условие Шлезингера можно показать, что <D2(X, Gm 
представим гладкой формальной группой, если X—поверхност] 
типа КЗ. Эта группа BrX обладает тем свойством, что если 
Spec#1-~Spec.£c\ то (Вг AOspecя, = Вг (X|Sp<.c #,)• Очевидно, что 
BrX является одномерной формальной группой над кольцом R. 

Если й7->Т — семейство поверхностей КЗ над локальной. 
базой, то мы можем рассмотреть подсхемы Т\, определяемые 
тем условием, что A(BrX |r,)>J. Ввиду формулы (3), подсхема 7", 
выделяется в 7i_i одним уравнением; повышение высоты одно-
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мерной формальной группы на 1 задается обращением в нуль 
одного коэффициента ад. 

П р е д л о ж е н и е 4. Для гладкой полной поверхности X ти­
па КЗ конечной высоты 

rgPicX<22—2/i(X). 
Это частный случай неравенства Артина — Мазура 

rgPicX<62—2h(X), 
доказанного в [12] для гораздо более широкого класса поверх­
ностей. Для доказательства рассмотрим фильтрацию на мо­
дуле Н. 

#„--#, 
Hi={xeH, Fn+re nxGpinfj п р и в с е х п >0} . 

Ясно, что подмодули Я, инвариантны относительно F. Обозна­
чим для NczH через Л/1 множество {x£FI, Vr/gjV, (x, !/)GpW} 
Тогда используя формулу (10) § 8, легко показать, что 
HlczH-i, НяаНо ==0. Более тонкий анализ строения кристал­
ла Я, основанный иа понятии наклона [12], показывает, что 
Hi-^Hi. Тогда rgHnl^—-rg#2---7z(X). C другой стороны 
rgSA'<rgHi /H 2 и г#Я-=22. Откуда 

22>2A(X)-|-rgSA-. 
Таким образом, если X — поверхность КЗ, то h(X) может 

быть равно 1, . . . , 10, оо. Если 8S-*-Т — семейство алгебраиче­
ских поверхностей типа КЗ, то фильтрация Т обрывается на 
Тю 

(ТИ)те<1 —(Т ' - . )геа . (6 ) 

Теорема . Если •$?->-Г—• полное семейство формальных де­
формаций суперсингулярной поверхности X и задана некото­
рая ^-элементарная подрешетка А/—5л: ранга 22, дискриминанта 
p--n , то схема 2 (Л/), определенная в § 7, —гладкая подсхема 
размерности о-— 1. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . С одной стороны, по формуле (9) § 7 
для размерности касательного пространства t=dimT2,(N) вы­
полнено условие 

/<20 —dimc[N]. 
Но с[М] —линейная оболочка образов gr'ci(w), uQN в //'(X, 
й1), поэтому 

20 - dim с [Л/] -dim Я1 (X, 9J)/c [N\ < 
<llim (FlH%R (X) / (Cl(N)) <dlm(FIbR(X)/ (Cl(N)))-\. 

Но для р-элементарной решетки #DR2(X)/<c1(N)>k— 
=*H2(X/W)/<Ci(N) > w > т. е. фактор унимодулярной решетки 
по подрешетке дискриминанта р~2а и ясно, что 

dim* #2(X/№)/<c1(N)>w-c-. 
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Итак, мы доказали, что dim T2(N) <a— 1. С другой стороны, 
выделим n06N такой, что образ c1(n0) в # m - ( X ) не равен 0. 
Тогда dim Б (no) = 19- Такой элемент п- можно выбрать очень 
обильным. Тогда в семействе £P№lk) {to}2 (/-„) можно рассмот­
реть формальную группу Брауэра и построить в S(n0) фильт­
рацию по высоте. Имеем 

dim 2 (no) п > dtmS (no)—10 = 9, (7) 
причем такое неравенство имеет место для каждой неприводи­
мой компоненты в Б(л0)п. н ° (-- («o)u)red —(-(Ло)оо)ге<и ввиду (6). 

Пусть U — неприводимая компонента £ (/г-)„ и г\ — общая 
точка в U. По предложению 3, rg Pic 57-, — 22 и переходя быть 
может к некоторому этальному накрытию, мы можем считать, 
что существует решетка М и изоморфизм 

.М-5Р1са7^Р1сй?Т1. 
Тогда М — p-элементарна и Uc:S(Af). По предыдущему 

d imC/<dimr2(Af)<a(M)—1 . 
Сопоставляя это с (7), мы видим, что dim £/=9 и U — гладкая 
подсхема в Т. 

Если U содержит некоторую общую точку 2(N) , то MczN и 
тогда легко видеть, что 

dim c[N] =dim c[M]+dim N/M. 
Но так как 

dim U= dim TU = dim (Я1 (X, Qi)/c[Af]) 
и условие продолжимости одного алгебраического класса за­
дается одним уравнением, то 

dim 2 (N) = dim (Hl(X, &^/с[М]) — dim N/M = dim T2(N) 
Теорема доказана. 

Приведем в заключение один результат, касающийся кри­
сталлических КОГОМОЛОГИЙ поверхностей типа КЗ, определенных 
над полем характеристики 2. 

Алгебраическую поверхность мы будем называть сильно 
эллиптической, если на ней имеется пучок эллиптических кри­
вых с сечением. 

П р е д л о ж е н и е 5. Если X — сильно эллиптическая по­
верхность типа КЗ над полем характеристики 2, то двойствен­
ность Пуанкаре превращает модуль H2(X/W) в четную решет­
ку над W. 

Таким образом, надо доказать, что для xBH2(X/W), 
x2s--0 (mod 2). Это равносильно тому, что для xG#DR

2(X), x 2=0. . 
Идея доказательства заключается в том, что утверждение про­
веряется для одной конкретной сильно эллиптической поверхно­
сти типа КЗ, а потом «по непрерывности» переносится на все 
остальные. В доказательстве мы будем пользоваться свойствами 
обыкновенных кристаллов, изложенными подробно, например, в 
[20]. 
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Докажем сначала, что утверждение верно для обыкновенной 
поверхности X типа КЗ, для которой rg 5^=20. Действительно, 
из общих свойств кристаллов вытекает (см. [20], 1.3.3), что 
для такой поверхности при любом р кристалл H2(X/W) разла­
гается в прямую сумму трех кристаллов: 

H2(X/W)=H0
2{X/W) ®HX

2(X/W) ®H2
2(X/W), 

где rgH0
2=rgH2

2=l, rg Я ^ г О , причем в #i2(X/W) имеется 
базис, СОСТОЯЩИЙ из элементов x, для которых Fx = pix. Пусть 
Т — множество x£H{2(X/W), для которых Fx=px. Очевидно, 
мы имеем вложение Sx — SczT, причем, согласно лемме 2 в § 7, 
S ®ZP выделяется прямым слагаемым в Г, а значит, S&W— в 
H{*{XJW). Если же r g S = r g tf.--=20, то S®W = H{

2{X/W). 
Из свойств произведения в H2(X/W) следует, что Hi2(X/W) 
ортогонально HQ

2{X/W) И H2
2(X/W), а каждое из двух послед­

них пространств изотропно. Таким образом, при р = 2 нам до­
статочно доказать, что х2=0 (mod 2) для x&Hi2(X/W). Но это 
очевидно, ввиду четности решетки 5 и того, что #i2(X/W) = 

В качестве примера такой поверхности мы можем взять 
куммерову поверхность, соответствующую абелеву многообра­
зию АХ-А, где А —несуперсиигуляриая эллиптическая кривая 
с комплексным умножением (например, задающаяся уравнением 
у2 + ху = х3). Для нее rgSAxA = 4 и, значит, rgS*-=-rgSAxA + 
+ 16=20. Поверхность X, ввиду признака, приведенного в этом 
параграфе, является обыкновенной, так как кривая А не супер­
сингулярна и для a>e#°(AXA, й2), Ссо-7--0, а со переносится с 
AXA на X и дает там форму, для которой тоже Ссо=т--0. Нако­
нец, поверхность X сильно эллиптична, так как проекция 
AXA-*-A (на второй множитель) после факторизации опреде­
ляет эллиптический пучок Х->Р\ в котором образ кривой AX0 
является сечением. 

Все сильно эллиптические поверхности типа КЗ «образуют» 
квазипроективное многообразие: они задаются уравнением 

y2+al(t)xy + a3(t)y=x3 + a2(t)x2 + ai(t)x+a6(t), (8) 
где a,i{t) —многочлен степени 11 и поэтому определяются точ­
кой взвешенно-проективного пространства М, в котором коорди­
натами служат коэффициенты многочленов ai(^), причем коэф­
фициенты ai(/) имеют вес i. Точки, которым соответствуют по­
верхности не типа КЗ, образуют подмногообразие М0. В М\Ма 
любые две точки можно соединить неприводимой кривой. В част­
ности, мы можем соединить кривой В' ту строго эллиптическую 
поверхность X, для которой мы уже доказали утверждение, с 
той поверхностью Xi, для которой мы его хотим доказать. Над 
В' мы имеем семейство 3?'-*•£$', все слои которого являются 
строго эллиптическими поверхностями типа КЗ. Так как поверх­
ности, записанные в вейерштрассовой форме (8), имеют только 
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двойные рациональные особые точки, то, согласно результату ра­
боты [И], для семейства ЗС-+-В' существует разрешение особен­
ностей, т. е. такое семейство SD-+B и морфизмы f:£S -*•'8С 
g:B-+B', что квадрат 

\ 
•• е 1 

В-*-В' 
коммутативен, база В — гладкая и полная, а для g(b)^=br, 
f:3Cb-+9C'b, является разрешением особенностей слоя £С'Ь„ 
Таким образом, гладкие поверхности X и X' включены в глад­
кое семейство SC-+B. 

Нам остается доказать, что если Й?--> В — связное гладкое 
семейство поверхностей типа КЗ, один из слоев которого 
Х = 8СЬ является обыкновенной поверхностью и для XGF./DR (X). 
х2 — 0, то это же верно и для всех слоев. Согласно идее, 
предложенной Делинем, это можно сделать следующим обра­
зом. Из общих свойств пучков на семействах многообразий 
легко получить, что, в случае поверхностей типа КЗ, пучок 
относительных КОГОМОЛОГИЙ Де Рама Н2 (X/В) является локаль­
но свободным. Поэтому нам достаточно доказать, что для 
некоторого аффинного открытого множества UcB, U = SpecA, 
модуль Н — Г (U, Н2 (XIВ)) является четной решеткой над A. 
Обычными редукциями это сводится к случаю, когда A есть 
локальное кольцо Оь и даже А = Ь„ — его пополнение, т. е. 
Л-— А [[г.]]. Положим A— 1U<7 [[.-.]]. Кристалл, соответствующий 
семейству .^.определяет свободный модуль Н над А, причем 
Н — Н&А и Н является решеткой над А. Из того, что по-

А __ 
верхиость X обыкновенная, следует существование в Н 
фильтрации: UQc=:JJ1cz £/2 — Я, _.rgJUo — 1, rgU1/Uo=20, 
rgU 2 /U i= l . •~A — --/6L{cdot} Кристалл Ui/Uo является подкручен­
ным единичным кристаллом, откуда Ui/U0^Zf®A, где Zf 
является решеткой ранга 20 над 2р. Тем самым в Н возникает 
фильтрация Uo {subset} Ui {subset} Ui = H с аналогичными свойствами, 
в частности, U1/U0—(Z/p)2l-.2)A. Если (Zipy®llpelt то {еь еу)6 
б-Z/p, а значит, при р — 2, е2 = 0 раз это свойство верно 
в модуле их1ий®к (т. е. в точке Ь). Таким образом, решетка 
L^i/Uo-четна, а значит, четна и решетка U1 (так как 
Un—Ui-). Из свойств общих кристаллов мы получаем, что 
Я = £/-©£, где L = H°(U, ^-ДЙ2)-соответствует самому 
меньшему члену фильтрации Ходжа. Очевидно, что (L, L) — 0 
(при любом p), откуда и следует четность решетки Н. 

Замечание . То же доказательство сохраняет силу для лю­
бой поверхности типа КЗ, которая находится в той же «связной 
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компоненте многообразия модулей, что и построенная выше по­
верхность X. Однако неизвестно, обладает ли этим свойством 
любая поверхность типа КЗ. Над полем комплексных чисел чет­
ность решетки #2(X, Z) для поверхности X типа КЗ выводится 
из теоремы By о связи между классами Штифеля и операцией 
Стинрода. Интересно было бы знать, верен ли аналог этой тео­
ремы (при тех или иных ограничениях) для когомологий Де Ра­
ма или кристаллических когомологий по модулю кручения ал­
гебраических многообразий над полем характеристики 2. Напри­
мер, будет ли решетка H2(X/W) (но модулю кручения) четна 
тогда и только тогда, когда четей канонический класс поверх­
ности X? Интересно также исследовать этот вопрос для 2-ади-
ческих этальных когомологий алгебраических многообразий, 
определенных над полем характеристики Рт-=2. 

§ 10. ПЕРИОДЫ СУПЕРСИНГУЛЯРНЫХ ПОВЕРХНОСТЕЙ 

Изучим, следуя [27], более подробно структуры, возникаю­
щие на двумерных когомологиях КЗ. Напомним уже полученные 
сведения. 

1. Модуль Я = Я 2 (X/W) — свободный модуль надкольцом 
W, с ф-линейным отображением F. 

2. Умножение когомологий определяет в модуле // уиимоду-
лярное скалярное произведение со значениями в W, для которо­
го (Fx, Fy) ~р*(х, у)". 

Обозначим H®wk через Н и F®wk через F. 
3. Ранг отображения Р:Н->Н равен \. 
Будем обозначать далее через Т — Т(Н) 2,,-подмодуль {х(<Н, 

Fx = px) в Я, который называют модулем Тэйта кристалла II. 
Отображение, сопоставляющее обратимому пучку его первый 
класс Черна, определяет вложение решетки Sx i- Я и мы будем 
далее отождествлять Sx c его образом в Я. 

4. Определены вложения решеток SxczTczH, причем Sx® 
®Zp = r, 7® WcHczT*®W. Решетка Т — р-элемеитарна, т. е. 
Zp-модуль Т*/Т аннулируется умножением из р. 

Нам будет удобно фиксировать некоторую лодрещетку Ncz 
czSx полного ранга. 

О п р е д е л е н и е . Вложение гр решетки N^-Sx^H будем на­
зывать УУ-структурой на поверхности X, если N — решетка пол­
ного ранга в Sx и 

N * ® W _ # . (1) 
Решетка Л/ обычно будет р-элементарной. ^-структура на X бу­
дет иногда записываться как (X, ср). 

Назовем евклидовым КЗ-кристаллом кристалл Я со скаляр­
ным произведением, для которого выполнены свойства 2 и 3. 
Л^-структурой в евклидовом КЗ-кристалле Я будем называть вло­
жение N^T(H)ozH, для которого HaN*®W. 
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Пусть решетка N—p-элементарная, и dimhN*/N = 2a. Пусть 
£)= (N*®W)/(N® W) =N*/N®k — векторное пространство над 
полем k. Пользуясь представлением D = N*]N®k, определим в D 
оператор эндоморфизма Фробениуеа 1®ср, который будем обо­
значать просто ер. Как обычно, в N*/N определено скалярное 
произведение, получающееся умножением на р скалярного про­
изведения в N*. Мы распространим его на все D и будем обо­
значать [ , ]. Так как N®WczHczN'*® W, то Н соответствует под­
пространство #CZD. 

П р е д л о ж е н и е 1. Пусть р>2. Сопоставим евклидову КЗ-
кристаллу Я с Л^-структурой его образ Н в пространстве D. Та­
ким образом, мы устанавливаем взаимно однозначное соответст­
вие между евклидовыми КЗ-кристаллами с N-структурой и под­
пространствами V в D со свойствами 

а) dimV=af, 
б) dim(Vn<pV)=a—l, 
в) V — изотропно относительно скалярного произведения [, ] 

в D. 
Отметим, что скалярное произведение в N*/N, а значит, и в 

D невырождеио, поэтому условие а) означает, что V — макси­
мальнее изотропное подпространство. 

Для рассмотрения случая р = 2 мы должны несколько допол­
нить все определения. Будем предполагать, что решетка N не 
только 2-элементарна, но и четна. Тогда квадратичная форма 
(х, x) принимает целые значения на N*, четные на N и опре­
деляет квадратичную форму Q на N*/N и, следовательно, на D, 
согласованную со скалярным произведением. Для х, y&D 

Q(x+y)=Q(x)+Q(y) + [x, у]. 
Евклидов кристалл Я мы будем называть четным, если скаляр­
ное произведение определяет в Я четную решетку. 

П р и л о ж е н и е 1'. Пусть /) = 2. Сопоставим четному евкли­
дову КЗ-кристаллу Н с М-структурой его образ Я в D. Это ус­
танавливает взаимно однозначное соответствие между множест­
вом таких кристаллов и множеством подпространств VczD со 
свойствами а), 6) и в) ' V—изотропно относительно квадратич­
ной формы Q. 

Мы будем доказывать оба предложения одновременно и при 
рф2 будем обозначать через Q квадратичную форму --- [x, x] 
на D. 

Пусть Я—евклидов КЗ-кристалл, удовлетворяющий услови­
ям предложения. Решетка Я содержит решетку N®W, поэтому 
d{N®W)=d{H) Pv, где l = dimhH/N®W. 
Тогда k == dim H и из унимодулярности Н следует, что k — cr. 
Решетки Н определена на W, поэтому если элемент х из 
N*®W принадлежит Г/, то (х, х) &W, что равносильно тому, 
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что для класса х в N*/N®k, [x, х\ = 0. Это доказывает 
условие в) при /?>2. В случае p==2, четность решетки И 
означает, что (x, x)&W, а это равносильно тому, что Q(x) — 0. 

Рассмотрим теперь отображение F на N*®W. Оно совпадает 
с /;<Е>Ф. Рассмотрим 1-11 = {хвН, FxQpH}. Образ этого множе­
ства в Н совпадает с Ker E. Условие 3 означает, что 
dim/-#/ / / i=A. Так как HIZDN®W, TO это равносильно тому, 
что образ Я , в D имеет размерность а—\. Однако 

(p®cp) xep//**-(1®cp) x6H. 

Поэтому образ Я . в D совпадает с # П ф Я , что доказывает 
условие б). 

Если теперь V — подпространство в D со свойствами а), б), 
в), то рассмотрим ПОЛНЫЙ прообраз Я в N*®W подпространства 
V. Это есть свободный ^-подмодуль. Условие в) показывает, что 
значения скалярного произведения на Я принадлежит W, а в') 
означает, что дополнительно (х, x)£2W. Так как F = p®q>, то 
F(N*® W)czN®.W и, следовательно. Я, F-инвариантно- Мы полу­
чили таким образом структуру КЗ-кристалла на Я. Из а) сле­
дует унимодулярность решетки Я, а из б) свойство 3. Легко ви­
деть, что свойство 2 тоже выполнимо для Я, и вложение /УсЯ 
задает /V-структуру в Я. Тем самым предложение доказано, 

Пусть теперь D — векторное пространство размерности 2с над 
полем k и на D задана невырожденная квадратичная форма Q 
и отображение Фробениуса ф. Назовем характеристическим под­
пространством в D подпространство V размерности сг, изотроп­
ное относительно формы Q и такое, что 

dim(V(\yV)=a— l. (2) 
П р е д л о ж е н и е 2. Если множество характеристических под­

пространств не пусто, то в грассмаиовом многообразии G под­
пространств размерности а пространства D характеристические 
подпространства соответствуют точкам гладкого полного под­
многообразия P — P[Q] размерности о - 1 . 

Известно, что максимальные изотропные подпространства не­
вырожденной квадратичной формы параметризуются гладкой пол­
ной подсхемой в О. Обозначим ее R, dim/^-=-----—---. Рассмотрим 
теперь в RXR подсхему П, состоящую из таких пар точек («ь 
о2), что для соответствующих подпространств (V1, V2) выполне­
но условие dim(VjilV2) ->о—1, Это условие равносильно также 
тому, что dim(Vi + V2)<cr+l. Далее мы будем использовать од­
но и то же обозначение для точки в G и соответствующего ей 
подпространства. 

Ясно, ЧТО П — замкнутая подсхема. Покажем, что она глад­
кая. Напомним, что подпространства размерности а составляют 
два семейства, причем пересечение двух подпространств одного 
семейства имеет четную коразмерность в каждом из них, а пе-
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'ресечение подпространств разных семейств — нечетную. Если Vi 
и У2 из одного семейства и dim(ViП V2) >• cr—1, то Vi=-V2, если 
они из разных семейств, то dim(V1 ПV2) — cr—1. Таким образом, 
подсхема П состоит из объединения диагонали А в RXH и под­
схемы П', состоящей из пар подпространств разных семейств, 
причем ДПП — 0. Нам надо доказать гладкость П'. Для этого 
достаточно доказать гладкость слоев проекции я;2:П—>R на вто­
рой сомножитель. Напомним, что подпространства из некоторой 
окрестности в граемановом многообразии G подпространства L 
представляются в виде 

(E+A)L, где A6Hom(L, D). 
При этом параметризация этой окрестности получается, если 
рассмотреть проекцию: T:Hom(L, D)—>-Hom(L, D/L). Подпро­
странство (E-j-A)L зависит только от образа TA и, выбирая не­
которое сечение отображения т, мы получим параметризацию 
аффинной окрестности точки L в G. Если L — характеристиче­
ское подпространство, то условие характеристичности (E+A)L 
состоит в том, что для всех U, /2eL 

[luAl2) + [Alu /2]=0. (3) 
Если (Li, Ь2)Ш' и ((E+A)Li, ЬгЭбП', то, кроме условия (3), 
должно быть выполнено условие 

dim(F+A)LinL2---a—1. (4) 
ДЛЯ удобства вычислений выберем в пространстве D базис. 
Выберем сначала базис е-+2,..., е2<? в Z-1 П —г- затем ДОПОЛНИМ 
его вектором ea+i до базиса в I- и вектором ех до базиса в L2 
так, чтобы было \ev ec+i] = 1- Легко видеть, что эти векторы 
можно дополнить до базиса в О, в котором матрица формы Q 

/ о E\ имеет вид \PQJ- Используя этот базис, мы можем установить 
изоморфизм 

Тогда Li-={(0, x), x£if), а характеристическое подпространств0 

из некоторой окрестности 11 можно записать в виде 

L=--{(xB, x), x£ka), где В— кососимметрическая квадратная 
матрица порядка а. Заметим, что L — {(у1, 0, . . . , 0,уъ..., уа)> 
y,6t3] и поэтому условие (4) равносильно тому, что 

(о, у2 у0)Ве{(х, о,. . . , о), xek}. (5) 
Это означает, что матрица В имеет вид: 

-tin 
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Таким образом, мы получаем, что слой тс~1 (L2)~ гладкая под­
схема размерности а—\. Следовательно, П' — гладкое полное 
многообразие размерности . -~" +(q— 1). 

Рассмотрим теперь график Г отображения Фробениуса на £>. 
По определению, Р~лх (Г (]Rf). Однако отображение лг |Г 
устанавливает изоморфизм Г и Д, поэтому Р=-ГПП'. Полно­
та Р сразу следует из полноты Г и И'. Покажем, что Г и П' 
пересекаются трансверсально в каждой точке. Представим 
касательное пространство и R ХД как прямую сумму <Э/?®0/?. 
Тогда вГ-={('о, (dcp)'.y)}. Но dcp — O, откуда сразу следует, что 
@rp|n' = Ker djt2. Согласно доказанному выше, dimKerdjt2-=-cr— L 
Тогда 

dim (<ЭГ + 0П) = dim в г + dim ©п — dim (Огрп) == 

e i i ^ + (^I + a—l) — ( a - l ) = dlmWX/?). 
При трансверсальном пересечении двух гладких подмногообра­
зий гладкого многообразия пересечение тоже гладко и его 
размерность совпадает с размерностью касательного пространст­
ва. Тем самым предложение доказано. 

Отметим, что многообразие IL'cRxR состоит из пар харак­
теристических подпространств, лежащих в разных семействах, 
значит, для того чтобы многообразие P[Q] было не пусто, не­
обходимо и достаточно, чтобы отображение <р переставляло се­
мейства характеристических подпространств квадратичной фор­
мы Q. В этом случае множество геометрических точек схемы Р 
тоже состоит из двух компонент, переставляемых отображени­
ем ф. Можно снабдить схему Р структурой схемы над Тр* и 
она будет абсолютно неприводимой (см. [33]). 

П р е д л о ж е н и е 3. Сохраним обозначения предложения 2. 
Если множество характеристических подпространств не пусто, 
то схема P[Q] унирациональна. 

В векторном пространстве размерности 2а над F-, есть два 
класса квадратичных форм, в качестве представителей которых 
можно взять 

Q - = x l x C T + i + . . . + X ( r x 2 c r > (6) 

Q = tt{X\i .Л:<-+1) + x 2 x f f + 2 + • • • -\-XcX2ci (7) 
где и(Xi, Xff+i) — бинарная квадратичная форма, не представ­
ляющая 0 над F/;. В первом случае отображение ср сохраняет 
компоненты связности схемы /?, поэтому характеристических 
подпространств нет и мы можем считать, что наша форма Q 
имеет в некоторой системе координат вид (7). 

Булем считать, что такой вид форма Q имеет в базисе 
e'v ...,е2<г и пРидем к другому базису е., ...,е2а, полагая: 
е1= ae[-{-$e'0+v ^ - - а ^ + Р ^ р et = е\ для г--И, а + 1 , где 
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а, реЕр- и таковы, что в этом базисе форма Q примет вид (6) . 
Отображение ф задается тогда следующим образом: 

Фе1==еа+1. q>ec+i = eu фег=ег при i-^-1, а + Г 
ЕСЛИ МЫ ПОЛОЖИМ КХ-= { еа+и ..., е2<-) К2= < ^и --с+:, • • •, е2а } ** 
то мы попадем в ситуацию, аналогичную рассмотренной в до­
казательстве предложения 2, причем yKi — Кг, dim (Ki + ф-ATi) — 
-=cr-+ 1. Снова мы будем записывать векторы из D через их 
координаты в базисе ег, , . . , е й , разделяя эти координаты 
на две группы по а координат в каждой. Пусть для JC, y£k2a 

п(х, у) = у и 1(х, у) = хг—первый элемент строчки х. 
Пусть С-кососимметрическая матрица и Мс= {(хС, х)}. 

Вычислим более явно условие dlmMcfl Mc = а — 1{cdot} Заметим, 
что dim-rt(Mc)-=cr и uimn(Mt) — o — \, значит, п \мс — изомор­
физм и dim(McflMc) — с— 1 тогда и только тогда, когда 
Mc П Мс=Мс П л'1 (itMc). Обозначим правое пересечение через 
Т. Всегда имеет место включение Мс П M'SczT. Для равенства 
необходимо и достаточно, чтобы М?эГ. Выпишем базис Т: 

ft — (е.С, 8г) + с? (ElC, 8j) для i > 1, 
i 

где е• = (0, . . . 010 . .. 0). Заметим, что л (/•) = я ((е.С, е^) , 
т .е . f-=fi—(е;С, e^fgker я. С другой стороны, (ker it) DM? — 
одномерное пространство и / — нетривиальная линейная функ­
ция на нем. Элемент (е-С, е-,)1-3 можно считать базисным эле­
ментом в этом пространстве и /((81С, е-̂ )*) = 1. Значит, для 
того чтобы f\ принадлежало (кег я) П Mc> необходимо и доста­
точно выполнение равенства f'i = l{f\){&lC, e^f. Таким образом,. 
мы приходим к системе уравнений 

/,-(е,С,е4)ф = си(в1С,е1)ф. 
Или 

(е<С, 8f) + CP (6lC, s.) = (e;C, 8г)Ф + си(Е1С, е1)ф. (8/ 
Положим xt = cu, тогда систему (8) можно переписать в виде 

cfr — Cji^XiXPj — xfXj, 2 < Z < y < o . (9) 
Теперь нам остается доказать лемму 

Лемма \. Аффинное алгебраическое многообразие, задан­
ное системой уравнений 

y?j — yij=s4t}(.xi1x]), i<j, i, y' = l - . . . . л , 

где Ф,У —p-многочлен по каждой из переменных, унирацио-
нально. 

Д о к а з а т е л ь с т в о леммы. Мы укажем способ последо-
вателы-юго построения унирациональной параметризации. Рас-
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| смотрим сначала одно уравнение yf,t — yin = (Pin(Xh хп)- Он0 

| определяет одномерную подгруппу U• в ОахОа
 !1аД полем 

i k(xn) — форму аддитивной группы. Над некоторым расширением 
ь ^k(.x:« ) такая форма становится тривиальной. Это означает, 
I что над k(Xn ) определен изоморфизм Оа->-С/^ Он задается 
i p-многочленами //г„-=1|з, (гг), .х. = Ф. (гг). Повторяя такое рас­

смотрение для всех i— 1, . . . , « - 1, мы получим для достаточно 
;. большого TV систему p-многочленов 1(3,, ср,, i = 1 , . . . , /г— 1, 
с с коэффициентами из k(xft ). Полагая t„ = х% , рассмотрим 
| над полем /г(/„) систему уравнений 
f yfj -Vtj-Vij (Ф| (2г)> Ф/ (~у)) *, У •= 1, • • •, я - 1, i<j-
J Мы получим систему того же вида, с меньшим числом индексов. 
\ Предполагая по индукции, что она определяет унирациональное 
\ многообразие, мы сразу получим унирациональность многообра­

зия первоначальной системы. Лемма доказана. 
Вычисления, проведенные в доказательстве предложения 3, 

принимают особенно ясный вид при ст = 3, р>2 . Тогда квадрика 
£i£2+x3x4+x6x6-=0 в проективном пространстве Р5 совпадает с 
грасманианом прямых в Р3 в его каноническом вложении о Р5. 
Два семейства изотропных подпространств реализуются как пря­
мые, проходящие через точку в Р3, и как прямые, лежащие в од­
ной плоскости. Отображение ср дает отображение Р3—>-Р3, кото­
рое нетрудно явно вычислить; 

(a0:o1:aa:a3),P---(af: -ceg: -a§:a£) . 

Условие на размерность пересечения означает, что точка х 
принадлежит плоскости cpx. 

Таким образом, многообразие P\Q\ изоморфно над о поверх­
ности x«x{'~-xix/'+^.-xg — x3xif=0 В Р3, которая после замены 
координат, превращается в поверхность Ферма z[l+i + z([+l -|-
+ 2 -̂1-1+ 2Р+1—о. Унирациональность этой поверхности была 
показана в § 5. При p = 2 это рациональная поверхность, при 
p = 3 —поверхность типа КЗ, при p>3 — поверхность общего 
типа. 

Укажем еще, как на основании проведенных выше вычисле­
ний определить касательное пространство к многообразию Р — 
— P[Q]. Для этого рассмотрим LtP и кольцо /г[е], е - 0 . Каса­
тельное пространство составляют характеристические подпрост­
ранства вида (E + 8A)L, где .Afflom(L, D), и такое подпростран­
ство зависит только от образа А при проекции т: ITom(L, D){to} 
{to}Hom(L, D/L). Заметим, что tp(E + eA)L=xpL, так как е-—О, 
поэтому условие (2) можно записать в виде 

dim( (£ + eA)L^L)_ = dim(Lf^L)-•=(-— 1. 
Это означает, что 

.4(1ПФ1)с:ф1. (10) 
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Однако образ хА при условии (10) однозначно определяется 
своим ограничением на Z, П Ф—- которое уже может быть произ­
вольным отображением в cpl. Действительно (L Пф---)1 — L + <pL, 
поэтому условие (3) не накладывает никаких ограничений 
на -А |.-|--ф£. ЕСЛИ /0 — дополнительный вектор к Lf|9--- B L. 
то значение А1й опоеделяется условиями [А10, /0] -=0, [А10, /] = 
= — [10, А1\ при /g£ П 9L e точностью до прибавления вектора 
из Lf)cpL. Из этих рассмотрений легко получить, что tA одно­
значно определяется образом A\i^L при проекции 

Нот (L П cpL; 9L){to}Hom (L fl 9L, 9L/(L П ф—». 
Таким образом, суммируя вышесказанное, мы получаем 

вР , ^Hoffl (L fl «PL. fL/(L П 9L)){cdot} (11) 
Рассмотрим четную, гиперболическую ..--элементарную (при 

р = 2 — I типа) решетку N ранга 22 с a(N) = a . Из их перечисле­
ния, данного в теореме из § 1, легко следует, что для них имеет 
место формула (7). Соответствующее пространство P[Q] назы­
вается пространством периодов и обозначается F[cr]. Предло­
жения 2 и 3 в этом случае объединяются в теорему: 

Т е о р е м а 1. Многообразие периодов Р[а] для 0 < а < 1 1 
гладко, полно, имеет размерность а—1 и унирационально. 

В предложении 1 было указано, как по кристаллу Н над по­
лем построить точку в многообразии периодов. Эту конструк­
цию можно обобщить на случай кристаллов над произвольной 
базой. Фиксируем некоторую решетку Т с инвариантом Арти-
на а. 

П р е д л о ж е н и е 4. Существует КЗ-кристалл Ж с Г-структу-
рой над Т[сг] со следующим универсальным свойством: любой 
КЗ-кристалл с Т-структурой (при р~2, любой четный КЗ-крис­
талл с Т-структурой) над гладкой схемой R изоморфен обрат­
ному образу /* {$&) для некоторого однозначно определенного 
морфизма f : R-+P[a]. В случае /? —SpecA и кристалла Н над R, 
точка f(R) в Р[а] определяется характеристическим подпрост­
ранством ф-'[Н]. 

Этот результат доказан Огасом ([33]) при p>2; мы не бу­
дем приводить доказательство. Случай о = 2 рассматривается 
точно так же, благодаря дополнительному условию четности. 

На основе этого предложения можно построить отображе­
ние периодов для супер сингулярных поверхностей КЗ. Пусть 
3CIR — семейство суперсингулярных поверхностей КЗ над глад­
кой базой R, снабженное Т-структурой. При р = 2 нужно пред­
полагать, что все слои строго эллиптические. Это так, если 
о < 1 0 [32]. Тогда R\pso—суперсингулярный КЗ-кристалл над R 
с Т-структурой при ; = 2 — четный, ввиду предложения 5 § 9. 
Отображение f:R->P [or], для которого R2rt,vG%; — / * (5#), 
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однозначно определенное из предложения 4, называется отобра­
жением периодов для семейства SB JR. 

Можно вычислить дифференциал отображения периодов. Ес­
ли X —суперсингулярная поверхность КЗ с Т-структурой, то мы 
сопоставляем X подпространство L — L(X), определяемое усло­
вием 

ф/. = 1т(Я->Г*/Г®й), (12) 
г д е Я = Я - ( * / № ) . 

Воспользовавшись включением T®WcHczT*®W и. изомор­
физмом (T*®W)/(T®W)e*D, мы можем интерпретировать эле­
мент xSLflcpL как образ в D элемента x6T*®W, удовлетворяю­
щего условиям х£Н, срл:еЯ. Так как действие F на Я и ф = 1®ф 
на T*®W связаны соотношением F—pcp, то отсюда FxGpH. По­
этому Ex = 0 в Нт2(Х). С другой стороны, из определения филь­
трации в Яцк2, из действия F на E2,,-i и леммы 2 § 8 следует, что 
K&TF=F1, Поэтому LnфL=-ImFIЯ, откуда и ввиду (II) 

®P,.:=--Hom(Lri9---. ф£/(£Пф£))---Нот(1т/71Н, ImH/Im/ 7 1 / / ) . 
Заметим теперь, что lmFlH в пространстве D — T*/T®k совпада­
ет с grlH/c[T] (в обозначениях § 7), a ImHJlmFW—c gr-Я. Та­
ким образом, мы получаем, что 

вр.цх) -Horn (grW/c [Т], gr-#) . (13) 
Существенным фактом однако является то, что изоморфизм фор­
мулы (13) не просто существует в каждой точке, но и обладает 
следующим свойством. 

Пр е д л о ж е н и е 5. Если SS-^R— гладкое семейство супер-
сингулярных КЗ поверхностей с -Г-структурой и n:R—>Р — ото­
бражение периодов, то его дифференциал dn в точке г, с учетом 
изоморфизма (13), превращается в отображение V1, задаваемое 
для H=H2(Xr/W) связностью Гаусса — Манина. Иными слова­
ми, коммутативна следующая диаграмма 

/-N К - . - 1 
® -Н1(ХТ,Й1) 

\ > ^ ) (14) 
Чот(-.г1Н/с Ш, &г -Н) —-*Hom(pr1H, j r °H) 

где kod — отображение Кодаиры — Спенсера. (Доказательство 
см. в работе Огаса [33]). 

Учитывая рассмотрения § 7, мы получаем как следствие ло­
кальную теорему Торелли. 

Т е о р е м а 2. Если SS—>-.Sr — универсальное семейство де­
формаций суперсингулярной поверхности КЗ X, с "-структурой,. 
ДЛЯ которой а (7 )<10 при р = 2, то: 

а) Бг — гладкая схема размерности а(Т)—1. 
б) отображение периодов 2Г—-*-Р — этально. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Мы можем считать, что S-r — SpecR, 
где R —полное локальное кольцо. Тогда ясно, что 2 Г = -2(7*) — 
гладкая схема размерности а(Т)—1 по теореме 1 § 9, откуда 
следует а). Пункт б) следует из того, что, ввиду а), семейство 
85—>-2 совпадает с семейством деформаций X, сохраняющих ал­
гебраические циклы из Т, -й?—-К2(Г). Ввиду предыдущего пред­
ложения и того факта, что kod — мономорфизм, мы получаем, 
что df — мономорфизм, а равенство размерностей показывает, 
что это даже изоморфизм. 

§ 11. МНОГООБРАЗИЕ МОДУЛЕЙ 

Выберем некоторую четную, р-элементарную гиперболичес­
кую решетку N ранга 22 (при p = 2—l типа). Как мы знаем, при 
каждом сг, 1<а<10, такая решетка N, для которой a(N)—o, су­
ществует только одна, 

Заметим, что любая суперсингулярная поверхность X типа 
КЗ, для которой <y(X)<o(N), имеет хотя бы одну iV-структуру. 
Чтобы убедиться в этом, достаточно доказать, что решетка Sx 
имеет подрешетку, изоморфную N, или наоборот, что решетка 
N может быть вложена в решетку Ni, изоморфную SX- Вло­
жения N в целочисленную решетку описываются изотропны­
ми подпространствами в пространстве N*/N размерности 
2а над Fp. 

Так как любая квадратичная форма ранга 3 над Fp пред­
ставляет 0, то N*/N^U2a~1®V2 или —U2, где l ^ - д в у м е р 
ное анизотропное пространство (можно показать, что имеет мес­
то первый случай). Отсюда следует, что имеется изотропное 
подпространство Ni/N любой размерности <а—1. Соответст­
вующая решетка Ni обладает всеми нужными свойствами и од­
нозначно ими характеризуется, значит, N^^SX. 

В случае семейства f:X—»-ГЯ-структура уже не обязана су­
ществовать. Пусть Т — спектр полного целостного локального 
кольца. Обозначим через L обратимый пучок на X, имеющий в 
общем слое положительный квадрат d, а через с такую констан­
ту, что в любой /0-элементарной гиперболической решетке E 
ранга 22 для любого вектора 1вЕ, l2 = d векторы хвЕ(1) c |x2 | <c 
порождают всю решетку Е(1). Существование такой константы 
легко следует из леммы Минковского. Рассмотрим элементы 
xGPicX/Т, (L, x )=0 , ] x 2 | < c Из общих СВОЙСТВ схемы Пикара 
вытекает, что эти элементы определяют схему, собственную и 
неразветвленную над Т. Поэтому они определяют приводимую 
схему, распадающуюся на конечное число экземпляров, изо­
морфных Т. Таким образом, ¥>icX/T^N[XT для некоторой ре­
шетки Ni. Выбрав N-структуру -в Nu мы получим N-структуру 
и в X. Тогда для любой точки t&T в слое над t тоже определяет­
ся N-структура. 
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Если X /Т — семейство над произвольной неприводимой 
и локально неприводимой базой, то те же рассуждения пока­
зывают, что PicX/T определяет неразветвленное накрытие 
Галуа Т'-*-Т и группа Галуа Г [этого накрытия действует на 
Pic-X.r- где 11 —геометрическая общая точка базы Т. Семей­
ство Х' = ХХтТ' уже таково, что PicX '/T —Л^ХТ' и по­
этому оно имеет iV-структуру. При этом поверхности X.. 

'• 
лежащие над точками tit накрывающими одну и ту же точку t, 
все между собой изоморфны (они изоморфны X,), но опреде­
ляют на X; разные Л^-структуры, переходящие друг в друга 
при ПОМОЩИ автоморфизмов группы Г. 

Л е м м а 1. Пусть (X, L) —деформация суперсингулярной 
поверхности X- типа КЗ и обильного пучка LQ, причем база Т 
этой деформации является спектром полного регулярного 
локального кольца и Ь\ не делится на р. Пусть Т — подсхема 
суперсингулярных поверхностей в Т и 7 — [} Ег — разложение Т 
на неприводимые компоненты. Пусть 9 — касательное простран­
ство к Г в замкнутой точке о̂> -7. — касательные пространства к 
Si, TiCzT. Обозначим через б, 6* отображения связности Гаус­
са —• Манина gr1 V, возникающие в семействах над Т и над Si. 
Предположим, что б отображает в на Hom(grlH/ci(L0), gr°H) 
эпиморфно, где H=H2(X0/W), и что Кег 6 = Ker6,i для всех i. 

Тогда схемы Е,— гладкие одинаковой размерности, для 
каждого i определена естественная ./V-структура в кристалле 
/ / 2 i , где N — решетка, определяемая условием о (vV) — Ю. 
Для различных i подрешетки A/'~>PicX/Si->Sx(J в Sx0 раз­
личны. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим через v размерность-
Кег б == Кег б,. Тогда dim T = dim 9=19 + -v. Подсхема f опре­
деляется условием h(Xf)= оо, поэтому для каждой неприво­
димой компоненты Ej, dimEi.>9 + 'a. 

С другой стороны, если -yj- — общая точка Е;, то решетка 
PicXT)/ имеет ранг 22, поэтому проводя те же рассуждения 
что и в теореме 1 § 9 и пользуясь диаграммой (14), § 10,. 
мы получаем, что dim £(<•» + a (Pic X^) —-I, 

Отсюда мы сразу получаем, что a (Pic X,-.,) = 10, dim0,-= 
=--dimE/ = -j + 9 и, значит, E; — гладкая подсхема. Более того, 
£; определяется как подсхема в Т, на которую можно про­
должить циклы из подрешетки PicXn. «-PicX-, поэтому для 
разных i эти подрешетки различны. Полагая N^PicX^^ мы 
получаем нужную Л^-структуру. 

Выберем одну из камер U относительно гиперболической си­
стемы корней в N и рассмотрим все возможные вложения ре­
шетки N в /"-элементарные решетки того же ранга iV—Vi. Так.. 
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как они соответствуют изотропным подпространствам простран­
ства N*/N над Г-,, то их только конечное число. В N.i®R мно­
жество U уже может не быть камерой, но разобъется на конеч­
ное число камер. Ввиду конечности числа этих разбиений, най­
дется вектор IQU0N, который будет лежать внутри своей камеры 
при любом вложении N—>-Л/,. Если .V,i = PicXi, а камера, в кото­
рой лежит I, соответствует обильным классам, то I соответствует 
обильному классу. Умножая, в случае необходимости, / на к>2, 
мы можем предполагать, что / соответствует очень обильному 
классу. Такой вектор 1&N мы будем называть универсальной по­
ляризацией. Из предшествующего легко следует, что всегда су­
ществует универсальная поляризация / с /------О(modp). Дальше 
будет фиксирована некоторая универсальная поляризация /6N с 
/2-?--0(modp). Если .V-структура (X, ц>) такова, что tp(0—по­
ляризация поверхности X, то мы будем говорить об универсаль­
ной поляризации N-структуры. 

Очевидным образом определяется изоморфизм N-структур с 
универсальной поляризацией. 

Очевидно, что всякая суперсингулярная поверхность типа КЗ 
обладает .У-структурой с универсальной поляризацией. Действи­
тельно, мы видели, что какая-то /-/-структура <pi:N-»-PicX су­
ществует. По условию, вектор q>i(t) содержится внутри одной 
из камер U.j решетки PicX. Существует такой составленный из 
отражений автоморфизм а этой решетки, что crUi — камера 
обильных классов. Тогда класс аф! (•?)—очень обилен (по по­
строению) и ф = аф1 определяет N-структуру с универсальной по­
ляризацией. 

Следующий результат использует одно утверждение, которое 
«наверняка» верно, но доказательства которого мы не могли 
найти в литературе. Утверждение это заключается в том, что 
гладкая поверхность X типа КЗ, вложенная в проективное про­
странство PN, определяет стабильную точку соответствующей 
схемы Гильберта относительно действия группы PGL(N). Ут­
верждение это явно «легче» соответствующего результата Гизе-
кера для поверхностей общего типа [21]. Мы надеемся, что до­
казательство вскоре будет опубликовано кем-либо из специали­
стов. Пока же следующую теорему надо рассматривать как ус­
ловное утверждение. 

Т е о р е м а . В любой положительной характеристике р суще­
ствует семейство поверхностей типа КЗ ]:8в—>-М, удовлетворяю­
щее следующим свойствам: 

1) Семейство обладает iV-структурой с универсальной поля­
ризацией I. 

2) Всякая суперсингулярная поверхность типа КЗ изоморфна 
одному из слоев семейства. 

3) Если два слоя f~x(m{) и / - ' (т2) изоморфны вместе с их 
N-структурами и поляризациями, то т\=*т%. 

4) М и f гладки. 
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5) Отображение периодов п:М—<-Р, соответствующее семей­
ству f, этально. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть N — решетка и tQN — вектор, 
которые были ранее фиксированы, и пусть /2 = с. Рассмотрим 
схему Гильберта Нп поверхностей типа КЗ, вложенных в проек­
тивное пространство Рп при помощи обратимого пучка с квад­
ратом с. 

Пусть Я„с=//„—-подсхема, точки которой соответствуют 
гладким суперсингулярным поверхностям и Нп= (J •-••• — ee раз­
ложение на неприводимые компоненты в формальной окрест­
ности точки sQffn. 

Проверим, что к Нп, Нп и Ег применима лемма I. В работе 
[6] (стр. 537 — 538), из рассмотрения стандартных точных по­
следовательностей выведено, что многообразие Нл (там оно 
обозначено через M) гладко и имеет место точная последова­
тельность: 

0^sl(ft+1)-->77/,,.,->H1(X,, @)£°-^0, 

где s1 (л + 1)-алгебра Ли группы G = PQL(«), реализованная 
как подпространство касательного пространства Тц ,s в точке 
s6.Hn. Отсюда следует, что Кегб = si(/г+ 1) и отображение б 
эпиморфно. Так как многообразие Е4 инвариантно относитель­
но С, то sl(n + 1)_7,, т. е. Кег6 = Кег6., как и требуется в 
лемме I. Мы можем применить эту лемму и видим, что каждая 
ветвь Ег многообразия Нп — гладкая. 

Обозначим через Va неприводимые компоненты многообра­
зия Нп. На каждой из них путем ограничения с Нп опреде­
ляется семейство §--« ~> 1Л-/, суперсингулярных поверхностей 
типа КЗ. Группа О действует как на каждом из Va, так и на 
семействе §-а, причем эти действия согласованы. 

Пусть Vv
a — нормализация многообразия Va. Согласно лемме I, 

все Ка-гладкие. Морфизм нормализации V^-^Va определяет 
на каждом из них семейство поверхностей ,%•->-l^a» причем как 
на VI, так и на °#-а согласованно действует группа О. Пусть 
Va -> Va — минимальное неразветвленное накрытие такое, что 
tya/V'a имеет jV-структуру (TV, Ф-,). Существование такого по­
крытия было показано раньше. Отберем те семейства, для ко­
торых при некотором выборе изоморфизма Ф« элемент 1&N 
будет соответствовать поляризации, определенной исходным 
вложением в Р": ТОЛЬКО за ними мы сохраним обозначения Па­

нашей дальнейшей целью является рассмотрение фактора 
V'JO и мы должны, прежде всего, убедиться, что он суще­
ствует. Это вытекает из критерия, приведенного, в книге 
Мамфорда [29] (р. 38). Так как все точки схемы Нп, а значит, 
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и Va стабильны (см. замечание перед формулировкой теоремы), 
ТО нужный нам результат вытекает из Предложения 1.18 
книги [29] (p. 44). 

Так как схема VI, а значит, и Va — гладкая, ввиду леммы 1, 
то нам достаточно доказать, что Q действует на V'a без не­
подвижных точек. Но на V'a определено семейство поверх­
ностей у-'а, на которое продолжается действие О. Это действие 
согласовано с действием на группы Пикара поверхностей 
и с ЛА-структурой, определенной на семействе y-'a/V'a. Поэтому 
неподвижная точка определяла бы поверхность X и ее авто­
морфизм, тривиальный на PicX. Ввиду Предложения из § 8, 
такой автоморфизм является тривиальным. 

Несвязное объединение схем Ma=V'0/G является базой 
того семейства, которое мы строим. Семейство 9С над базой М 
строится совершенно аналогично, исходя из семейства, опре­
деленного над базой Нп. Семейство 8Са над Ма определяется 
как фактор §-^/G. Существование фактора следует из [29], 
Предложения 2.18 (р. 65). 

Проверим, что построенное семейство SC/M обладает свойст­
вами 1) —5), приведенными в теореме. Свойства 1) и 4) очевидны 
из построения. Свойство 2) также очевидно: ведь любая супер-
сингулярная поверхность типа КЗ обладает /-/-структурой, 
а элемент I по его выбору определяет на ней поляризацик 
степени с. Так, поляризованная поверхность X соответствует 
некоторой точке схемы //„, а значит, хотя бы одной точке 
хоть одной схемы Ма. 

Проверим свойство 3). Если слои Xmi и Xm, изоморфны как 
поляризованные поверхности, то им соответствует G-эквива-
леитные точки схемы Нп. Можно считать, что это, вообще, 
одна и та же точка твНп. Согласно лемме 1, разные ветви 2. 
в этой точке, различаются своими образами 4>t{N) в PicX-. 
Так как <Pi (W)•= Фа (-V). то точкам тх и т2 соответствует 
одна и та же точка на некоторой схеме Vv

ri. Наконец, как 
было выяснено в начале параграфа из того, что морфизмы Ф1 
и Ф2, N->PicX~ совпадают, следует, что точкам тх и т2 
соответствует одна и та же точка на V"a. 

Остается проверить, что отображение периодов этально 
на каждом Ма- Если ©^(V^) — касательное пространство 
в точке x£V'0, TO действие группы О на Va определяет вло­
жение sl(/ i+1)c-e,(^;) и 0j(Mtt) = 0x(Vr;)/sl(»+1), где 
(/6Ma — точка, соответствующая x&V'a при факторизации по О. 
С другой стороны, ®x{V'a)^®x(Vl), а последнее пространство 
изоморфно @s (S() для s&Hn и некоторого i. Как доказано 
в лемме 1, Ker6 i-=sl(n+l), dimlm6; = 9. Из этого следует, 
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что для отображения бя Кодаиры — Спенсера, соответствую­
щего семейству ^-а/Мщ, Ker6o = 0, dim 1m 6-, = 9. Ввиду пред­
ложения 4 в § 10, отсюда следует этальность отображения 
периодов. 

Доказанная теорема устанавливает такую тесную связь 
между многообразием модулей М и многообразием периодов Ру 
что естественно возникает вопрос, в какой степени свойства од­
ного переносятся на другое. Так как многообразие Р полно, то, 
прежде всего, встает вопрос — полно ли М? Утверждение его 
полноты равносильно следующему свойству семейств суперсин­
гулярных поверхностей типа КЗ: 

ДЛЯ морфизма ^{to}Spec/?, где R — одномерное, регулярное 
полное локальное кольцо, общий слой которого — супресингу-
лярная поверхность типа КЗ, существует такое конечное накры­
тие R'/R и морфизм $5"{to}SpecR', что общий слой сё' изомор­
фен общему слою 86®RR\ а замкнутый слой также является 
гладкой поверхностью типа КЗ. 

Коротко это утверждение можно описать как то, что супер-
сингулярные поверхности типа КЗ «не вырождаются». Есть не­
сколько аргументов в пользу справедливости такой гипотезы. 
Прежде всего — аналогия с абелевыми многообразиями, где 
имеет место аналогичный факт: «не вырождаются» абелевы 
многообразия, у которых р-алгебра Ли является унипотентной. 
Это следует из теоремы о стабильной редукции Мамфорда — 
Гротендика, согласно которой для каждого семейства абелевых 
многообразий 93—»-SpecR существует семейство SB'-^SpecR' с 
описанными выше свойствами, для которого замкнутый слой яв­
ляется расширением абелева многообразия при помощи произ­
ведения групп Gm. Еще более убедительно сопоставление с тем, 
что мы имеем в характеристике 0. Из результатов В. С. Кулико­
ва [4] следует, что над полем комплексных чисел желаемое се­
мейство SB' существует тогда и только тогда, когда монодромия 
исходного семейства SB конечна. Если предположить, что такой 
же результат верен над полями произвольной характеристики, 
то отсюда вытекало бы сформулированное выше свойство, так 
как очевидно, что в семействе суперсингулярных поверхностей 
типа КЗ монодромия конечна. Наконец, мы докажем в § 12 это 
свойство над ПОЛЯМИ характеристики 2. 

Предположим, что гипотеза о том, что суперсингулярные по­
верхности типа КЗ «не вырождаются», верна. Тогда мы имели 
бы этальный морфизм полных многообразий М—*-Р и число 
прообразов каждой точки должно было бы быть одинаковым. 
Если существовала бы еще точка xo6P, для которой можно было 
бы доказать, что она имеет единственный прообраз, то отсюда 
следовало бы, что отображение периодов является изоморфиз­
мом. Иными словами, была бы верна глобальная теорема Торел-
ли в следующей формулировке. 
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Если (X, ф) и (Xf, ф')—две суперсингулярные поверхности 
типа КЗ с Л^-структурой, то всякий изоморфизм N-структур / 

; ч нЧхМ 
' N Q i If > 

^чЛх'/w) 

переводящий камеру эффективных дивизоров в PicX—HZ(X/W) 
в камеру эффективных дивизоров в Pic X', индуцируется единст­
венным изоморфизмом поверхностей X и X'. 

В частности, отсюда следует, что группа автоморфизмов су-
персингулярной поверхности X типа КЗ изоморфна факторгруп­
пе AutSx/G, где G —нормальный делитель, корожденный отра­
жениями относительно системы корней в Sx-

При р>2 Огас нашел в [33] такую суперсингулярную по­
верхность X, что в соответствующей ей точке ло&Р отображение 
периодов взаимно однозначно: это куммерова поверхность, соот­
ветствующая суперсингулярному абелеву многообразию. 

В следующем параграфе мы покажем, что такая поверхность 
существует и при p=2. 

Пр им ер. Рассмотрим гипотезу о том, что семейство поверх­
ностей типа КЗ с конечной монодромией не вырождается, на од­
ном примере, на который наше внимание обратил Делинь. 

Как показал Шиода [42], куммерова поверхность AXA/G 
G— {-> §}> 8Х~—x> гДе -4— суперсингулярная эллиптический 
кривая над полем характеристики 2, не является поверхностью 
типа КЗ, но рациональна. Рассмотрим семейство A^'XAs'-'/G, 
определенное над &[[е]], причем в общей точке или A.0-1 или 
AE

(2>—несуперсингулярная эллиптическая кривая, а До'"—Ao(2 — 
= A. Согласно сказанному выше,, это семейство вырождается. 
Если верна высказанная выше гипотеза, то должна существо­
вать перестройка этого семейства, которая не вырождается. По­
кажем, что это действительно так. 

Пусть р — кольцо характеристики 2, R = R\y, у2], y*i-\-Plyl + 
+ Q< = 0, Р„ QfiR, i = 1, 2, geAutR/R, ^ - = » j + -°|. G=-
= {1, g]. Легко видеть, что R°=R \z\, z=P2y1-\-P1u2, 
22 + P1P22 + P2Q2 + P | Q 1 = 0 . При « = z/P1P2- --2 + « — Q i / P f + 
+ Q2/p2. Положим R=k\\e,]]\x1,xt\tPi = %iX + \it, Q, = /.(.*,)•"-
- . - .JcJ+a^ + p^ j+Yj , К I*». Щ, Рг, "Угб^Пе]]. Тогда Specpo 
будет афинным открытым множеством A*1' X -AfVG, где A('> 
задается уравнением y2,-\-(^ixt + [i.l)yi = fi{xl). B частности, 
если AW + AW = A, причем А задается уравнением (/- + (/= 
= / ( x ) , то уравнение 22 + 2 + / 1 ( x 1 ) = / 2(x 2)-=0 определяет 
кубическую, т. е. рациональную поверхность—это результат 
Шиоды. 
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В общем случае мы получаем для -4(-> XA<2)/G уравнение 
и2+^(й^+1ет^- УСЛ0ВИЯ < 4 I ( I ) = A --о«но запи-
сать в виде Х;(0)=О, М-г (О)-т---О, t = l , 2. Предположим, что 
%х/%ъ, Ki/X1 = 'k и положим Xlxi = si. После умножения на Ц мы 

получаем ypaBHei™eX14^ + " ) = I i 7 q - - + - - r ~ : , где Фг = 
= а ^ + р^А-И,?^. Полагая ,\,1--=v2, v6kj[ej], <o3a = v, мы полу" 

s3 s3 

чаем при 8 — 0 уравнение Щ - - - = - - ; - ^ + — - ^ — - , где m , -
=-цД0), / = А,(0). Если «(.s1 + /n1)(.52 + /^2) — '--,> т 0 ^3 = 
= s'l (is2 + m2y + sg (s. + m О2 -= s3 (s, + mxf + /2s^2 + m\s\. Пола­
гаем 51-=;;, .s2(s1-|-/ni)2-=g, •ay(s1-|-m1)2 — -i. Умножая уравне­
ние иа (sH-Wi)'1- получаем yi2 = ..;3 + i-t3|2 + (OT1 + t ) - ^ 3 . Это 
же уравнение приводится к виду ri2-^!3-^/4/-^-!-.^.,---^/)'1/^2^3. 
Это квазиэллиптический пучок, в дискриминант которого входят 
точки £=0, г* = т1 и t = oo с кратностями 4, 8, 8, откуда следует, 
что мы получаем поверхность типа КЗ. Поверхности типа КЗ, в 
которые специализируются наши семейства, суперсингулярны, 
так как они обладают квазиэллиптическим пучком. Легко опре­
делить, какие именно поверхности таким образом получаются. 
При / = 0, если положить t=x~\ то мы получим стандартную 
форму пучка со слоями D4, Ев и Е8, указанную в [8] (стр. 868). 
При 1фЬ, применяя указанные в той же работе признаки, легко 
получить, что пучок имеет слой типа D4 при £=0 и слои типа 
Dg при t=nii и t—oo. Отсюда следует, что решетка Sx для этой 
поверхности X содержит подрешетку t/2® Q (D4) ® Q (D&)2. Однако 
это не вся решетка Sx, так как пучок имеет ненулевое сечение 
£ = /~1/?г-(т|-И)~, 'т)= (H/n2)3/2 (nii + l)3. Поэтому для решетки 
S.v о<2. Не трудно убедиться, что при общем I, о=2 (м. б. всег­
да при /-.-.--О?) Таким образом, пределами несулерсингулярных 
куммеровых поверхностей, когда само абелево многообразие ста­
новится суперсингулярньш, являются при р = 2 супер-сингуляр­
ные поверхности X с ff(X)=l,2. Иначе говоря, именно эти по­
верхности являются при р = 2 естественными аналогами супер-
сингулярных куммеровых поверхностей, которые при р>2 ха­
рактеризуются тоже условием cr(X) = 1,2. 

§ 12. ОТОБРАЖЕНИЕ ПЕРИОДОВ 
•• "• • НАД ПОЛЕМ ХАРАКТЕРИСТИКИ 2 

Квазиэллиптические пучки. Как и в § 2, мы будем говорить, 
что на поверхности X задай квазиэллиптический пучок,, если 
задан морфизм поверхности X на Р1, общий СЛОЙ которого есть 
рациональная кривая арифметического рода I над полем k(Pl). 
Такие пучки могут существовать только при р = 2 или 3. Квази-
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эллиптический пучок с сечением может быть задан в вейер-
штрассовой нормальной форме. Аффинная часть поверхности в 
вейерштрассовой нормальной форме задается как подсхема в 
теле расслоения О (2n)©0 (3n) над Р1, определяемая 

при р = 2 уравнением у2=xs + ax+b, абЯ°(С(4п)) , m 

при р = 3 уравнением y2 = xs + b, b^H°(0(6n]_\, 
х и у —координаты в первом и втором слагаемом. Морфизм 
задающий пучок, индуцируется проекцией. Для получения пол 
ной поверхности нужно пополнить каждый слой «бесконечно 
удаленной» точкой. Будем обозначать эту поверхность Х(а,ь) 
для p = 2 и Хф) для р —3. 

Прежде чем сформулировать некоторые свойства квазиэл-
липтических поверхностей, определим операцию дифференциро­
вания сечений пучков О(рх) на Р1. Заметим, что если (to.ti) 
система координат на Р1 и элемент sg//0 (0{pk)), представ-

dF dF 
ляется в этой системе формой F(t0 , £1), то tf0 5—+ ^ т—— 0. 
Значит, определена форма d^-t^F степени pk — % такая что 
5^-='0-О(/1.:/1).Г. 

Л е м м а . ЕСЛИ (£-, tl) = (tiQ, и!) А, то 

Это легко проверить прямым вычислением. Таким образом, с 
точностью до постоянного множителя, производная s' сечения s 
не зависит от системы координат. 

Определим дискриминант вейерштрассовой нормальной фор­
мы квазиэллиптического пучка, полагая 

D = (а'уа+ (Ь')2 при р=-2 и D= (Ь')~ при р=-3. 
Дискриминант определен с точностью до постоянного множи­

теля и принадлежит Я^Р 1 , О (12п—4)). 
П р е д л о ж е н и е 1. 1) Пусть р--~2. Изоморфизм поверхно­

стей Х(а,ь) и X(ai,u,h сохраняющий структуру квазиэллиптачес-
кого пучка существует тогда и только тогда, когда пару 
(a1, bx) можно получить из {а, Ь) последовательным примене­
нием преобразований 

(а) a~>a + c4 

&->& + ac2-T-d-, где с^НЦО^)), d 6 # ° (б»(3л)); 
(б) а-+аР 

b-+ba, где aeAut(P1); 
(в) a->e4a 

й->Е66, где вб/г. 
Все такие преобразавания порождают группу Q. Преобразова" 
ния типа (а) составляют в О нормальную подгруппу Н. Пре­
образования типов (б) и (в) коммутируют между собой и 
G / t f - P S L ( 2 , k ) x G m . 
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2) Пусть p = 3. Изоморфизм поверхностей Х^6) и X{bi), 
сохраняющий структуру квазиэллиптического пучка, существует 
тогда и ТОЛЬКО тогда, когда элемент Ь{ можно получить из Ь 
последовательным применением преобразований 

(а) b-+b + ds, где dQH° (G (2ti)); 
(б) b->b«, где crfiAut(P1); 
(в) й->е6-', где egk. 

Эти преобразования порождают группу G, а преобразования ти­
па (а) составляют в ней нормальную подгруппу Н и 

G/#.---PSL(2, k)XGm. 
Доказательство легко вытекает из формул, приведенных в 

([28], р. 301). 
Отметим, что при р = 3 подгруппа Н изоморфна аддитивной 

группе векторного пространства Н°(0(2п)), а при р — 2— груп­
пе матриц 

(О 1 c 2 V cQH°(0(ri)), с1еИЦО(Щ) . 

П р е д л о ж е н и е 2. При преобразованиях типа (а) дискри­
минант поверхности не меняется. Если дискриминант тождест­
венно равен 0, то поверхность Х(й1ь) не нормальна и имеет 
кривую особых точек. Если D -?-=0, то поверхность Х{а,Ь) имеет 
конечное число особых точек, расположенных в слоях, соответ­
ствующих нулям сечения D. 

Это легко проверить стандартными вычислениями. 
Пусть aG/7°(0(4n)), как и ранее, и ( ^ l ) —некоторая сис­

тема координат на Р1. Обозначим через Sa(t0, t\) форму от коор­
динат, полученную следующим образом 

Sa(t0, ti)=a(t0, h)~a(l, 0)t0**, 
то есть мы вычитаем из а сечение, являющееся 4-й степенью, так 
что разность обращается в нуль в начале координат. Нам будет 
далее полезно следующее предложение. 

П р е д л о ж е н и е 3. Пусть р = 2. Для поверхности 
Х—Х(а<Ь), заданной уравнением (1), х (рх) — п тогда и только 
тогда, когда для любой системы координат (to:ti) на Р1 или 

Sa(t0, t{) не делится на t^, или D = (a')2a+ (b')2 не делится на 
ti12. 

Пусть р = 3 . Для поверхности Х=ХЪ тогда и только тогда 
%{®х)=п, когда для любой системы координат (t0:ti) на Р1. 
£> = (pr)% не делится на ^i12. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Хорошо известно, что всегда %(Ох)< 
<п и %{Ох)<п тогда и только тогда, когда преобразованиями 
типа (а) можно привести уравнения к виду 

у2=хъ+(иАах)х + и?Ьи 
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где deg ы>0. Тогда можно сделать бирациональное преобразо­
вание i/1 = «/w-3, Х\~хиг2, устанавливая бирациональный изомор­
физм первоначальной поверхности и новой, с уравнением 

yi z-xi 3+aixi + &i, 
в котором степени сечений а. и Ъ\ будут меньше. В таком слу­
чае %{Ох)<п. Однако при нарушении условия предложения для 
некоторой системы координат {t0:t{) мы можем преобразовать 
уравнение преобразованиями типа (а), так что у а и Ъ возник­
нут множители tiA и t\e. Это доказывает предложение в одну 
сторону. Обратное утверждение элементарно следует из вида 
преобразований типа (а). 

Отметим, что в условиях предложения после разрешения осо­
бых точек слоев мы получаем относительно минимальную модель 
пучка, которая при n > l является гладкой минимальной мо­
делью поверхности. 

Семейство квазиэллиптических пучков. Конструкция поверх­
ностей X(a, ь) и X(b) дает нам возможность построить семейство 
квазиэллиптических пучков над базой Т, где Т~Н°(0(4п)) X 
ХНй((У(6п)) при р = 2 и Т^Н°(0(6п)) при p-=3. В обоих слу­
чаях Т — аффинное пространство. 

Изучим действие на Т группы G изоморфизмов квазиэллип­
тических пучков. Сначала рассмотрим действие подгруппы Я 
преобразований типа (а) и построим кольцо Я-инвариантных 
функций на Г. 

Фиксируем некоторую систему координат (tu'.t{) на Р1. За­
пишем сечения а и b как формы от £о* U 

•in 6« 

,-=0 . = 0 

Коэффициенты ai, bi мы можем рассматривать как функции 
на пространстве Т. При р = 3 функции {bi, i-?--0(3)} инвариант­
ны относительно действия Я. При р = 2 функции {ai, i-^0(4)} 
тоже инвариантны. Кроме того, в этом случае мы рассмотрим 
многочлены от ai, bi} являющиеся коэффициентами дискрими­
нанта D. Обозначим их через di. Они тоже будут инвариантны, 
так как дискриминант не меняется при действии Я. При этом 
их выражения через ai, bi имеют вид 

dk=fk(at, t ^ 0 ( 4 ) ) при k # 0 (mod 4), 
d4j-&2j+12+f4j(a-). Укажем точный вид нескольких функций 

d0 = b1
2+a]

2au; d1 = a1
3; d2=a^ar, 

d3 = a1-a3; d4 = b3- + a3
2a0 + ai2a4. 

П р е д л о ж е н и е 4. Кольцо Я-инвариантных функций на Г 
есть кольцо многочленов. В качестве образующих этого кольца 
можно взять 

{a,i. dh i^O (4), / - 0 (4)} при p = 2, {bh 1Ф 0 (3)} при р = 3. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . С л у ч а й p==2. Из явных формул 
для преобразований, принадлежащих / / , следует, ЧТО любую 
геометрическую точку t£T преобразованием из Н можно 
перевести в такую точку t, что аДг-).—О при г =.0 (mod 4), 
6г(7) = 0 при i = 0(2). Из этого следует, что d4;Tt) —---!;+:(2.). 
Тогда если / //-инвариантная функция на S, то 

/ ( 0 = / ( 0 = F (A,. b2j+l, i ф о (4))(7) = 
= E ( a „ d\f, 1Ф 0(4))(7) = E(a„ < ф ( Г ) 

для некоторого многочлена E. Однако, ограничивая функцию 
JF (at, d\/J) на линейные многообразия точек из Т вида 6 = 0, 
а'—-фиксировано, легко получить, что такая функция при­
надлежит кольцу регулярных функций на Т только если она 
выражается через at и d4j в целых степенях. 

С л у ч а й р = 3. Здесь утверждение предложения очевидно. 
П р е д л о ж е н и е 5. Обозначим через Г спектр кольца 

//-инвариантных функций. Тогда схема Т является геометри-
ческим фактором для действия Н на Т. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Нам надо проверить четыре условия 
(см. [29], опр. 0.6). Условия (i) и (to) непосредственно очевид­
ны. Для доказательства условия (tt) надо проверить, что две 
геометрических точки t\ и U c одинаковыми значениями инвари­
антных функций лежат на одной орбите. Действительно при 
р = 2, используя преобразования из Я, мы можем считать, что 
ai(t'i) =fli(^2) Для всех L Тогда d4-.(ti) = d4j(^2) влекут &2j-i-i(-i) = 

— o2,{cdot}+i(̂ ), а используя очевидные преобразования из Н, мы 
можем добиться того, чтобы bj(tx) =bj(t2) для всех остальных /. 
При /? = 3 рассуждение еще более просто. Условие (tit) это уни­
версальная субмерсивность морфизма ц>:Т^-Т. При р = 3 ср это 
просто факторизация линейного пространства по подпространст­
ву, и универсальную субмерсивность такого морфизма легко про­
верить. При р = 2(р можно представить в виде композиции чисто 
несепарабельного конечного морфизма аффинных пространств, 
изоморфизма и факторизации линейного пространства по под­
пространству и из универсальной субмерсивности каждого со­
множителя следует универсальная субмерсивность для р = 2. ^ 

Действие группы О и а Т определяет действие G/H на Т 
Действие сомножителя Qm на Т описывается очень просто 
Т это линейное пространство и 0 / и действует покоординатно. 
Геометрический фактор подсхемы Т\{0} существует и являет­
ся взвешенным проективным пространством Р. При р — З это 
пространство типа (63n), изоморфное просто проективному про­
странству. (Взвешенное проективное пространство имеет тип 
(ап, bm), если п координат имеют вес а и m — вес Ь). При р = 2 
оно имеет тип (43п, 123п) и изоморфно взвешенному проективно-
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му пространству типа (13п, 53п). Для установления изоморфиз­
ма мы определим степень координатных функций на Т, полагая 

dega — 1 , 'degd.tj==3 при p=2, degbi=T при p = 3. 
Заметим, что это определение степени согласовано с заменой 
координатных функций, возникающей при замене координат на 
Р1. Нам остается рассмотреть действие группы PSL (2, k) на 
взвешенном проективном пространстве Р. Это действие допуска­
ет линеаризацию L, при p = 3 положим k — 0v(\), а при p = 2 
L = 0P(3) (Cfp(n) обозначает пучок, определяемый рациональ­
ными функциями для веса п). 

Обозначим через Р% и Р^ подмножества стабильных и по 
лустабильных точек, соответственно, а через Т..., Т#и . и 7%, 
Т...... их полные прообразы в Г и Г, 

П р е д л о ж е н и е 6. Открытое подмножество таких точек 
tQT, что для соответствующей поверхности Х=Х{П, %(Ох) = п. 
содержится в Т^ при всех п>2, Т-..---•Т„ при p—3 и при 
р = 2 , / i=0(mod2). При л—2 подмножество Т^ = Т^ в точ­
ности совпадает с подмножеством тех точек s, для которых 
%(©;с) — 2 и. значит, тех, что поверхность X есть поверх­
ность КЗ. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Применим критерий стабильности 
Гильберта —Мамфорда ([29] теорема 2.1). Для этого мы должны 
вычислить действие однопараметрических подгрупп группы 
PSL (2, k) на сечениях линеаризации L. Однопараметрические 
подгруппы соответствуют системам координат на Р1. Пусть. 
A,c=PSL(2, k) —некоторая подгруппа. Тогда существует такая 
система координат {t0:ti), что X{a)t0—а~Ч0, X(oc)ti=ati. Фикси­
руя эту систему координат, рассмотрим функции 

ai, t^0(4) , d4j при p = 2, 
bu j^0(3) при p = 3 

на Т. Тогда при /> = 3 они составляют базис сечений пучка 
а при p = 2 такой базис получится, если взять всевозможные 
произведения по три функций ai и функции d4j. Действие под­
группы к на эти функции определяется формулами 

. \ (a )a i = a2i-4nfli, 

Таким образом, при р = 2 точка х&Р не стабильна, если при не­
котором выборе системы координат 

ai(.*;)=0 при 2i—4«<0, i#0(4) , 
d 4 j ( x ) = 0 ПРИ 8/—12я + 4<0, 

и не полустабильна, если то же верно для 
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2f_4n<0, *ч*0(4), 
8/—12n+4<0. 

При четном ti эти [условия равносильны, так как 2t—4n —О 
влечет t=-2« = 0(4) и 8/— 12л+ 4 — 0 влечет / = — ~ § Z . 
Тем самым показано, что P^^P*. Остальные утверждения по­
лучаются просто сравнением критерия стабильности и условия 
предложения 2. Случай р = 3 рассматривается аналогично. Ус­
ловие нестабильности в этом случае: для некоторой системы 
координат 

bi(x)=0 при 21—6n<0, i--.—0(3), 
А равенство 21—6п = 0 влечет 1—0(3) при всех п. 

Таким образом, мы получаем, что для открытого подмножест­
ва T^czT существует геометрический фактор по действию G 
Ts/G-— F.../PSL(2, k) и в случае, когда Г *.= Г.,..-. этот ф а к т о р -
полное многообразие (см. [29], стр. 187). 

П о л н о т а б а з ы у н и в е р с а л ь н о г о с е м е й с т в а . На­
помним критерий полноты алгебраических многообразий. На­
помним известный критерий полноты (мы уже ссылались на 
него в § 11). 

Пусть Т — квазипроективное алгебраическое многообразие и 
R, R' — схемы, каждая из которых есть спектр одномерного пол­
ного регулярного локального кольца. 

Если для любого рационального отображения <p:R *• 
>Т существуют регулярное отображение ty/R'->-T и ко­

нечный морфизм n:R'-+R такие, что диаграмма 

R' 

R Т 

коммутативна, то многообразие Г — полно. 
Рассмотрим теперь универсальное семейство 86-+-М супер-

сингулярных КЗ поверхностей, инвариант Артина которых удов­
летворяет неравенству 

a (X)<9 при p = 2, 
a (X)<5 при p = 3. 

Т е о р е м а . База М указанного выше универсального семей­
ства 08-*М — полное многообразие. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Будем использовать сформулирован­
ный выше критерий полноты. Пусть R — снова спектр полного 
одномерного регулярного локального кольца. Задание рацио­
нального отображения y.R *-М равносильно заданию 
гладкого семейства суперсингулярных КЗ поверхностей Vr-+{r} 
над {r}=R\r0. Рассматривая некоторое накрытие Rr-*-R, мы 
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можем считать, что семейство определено над {г'} и имеет N-
структуру, где o(N)=9 или 5, соответственно, если р=2 или 3. 

Согласно замечанию 4 к теореме из § 5, в рассматривае­
мых случаях в общем слое нашего семейства существует ква-
зиэллиптический пучок с сечением, так что мы можем пользо­
ваться предложением 6. Для доказательства теоремы нам 
достаточно теперь показать, что после, быть может, еще нёко-
рого подъема базы R"-+R' семейство V>{to}{r"j может быть 
дополнено до гладкого семейства суперсингулярных КЗ поверх­
ностей К-» {to} Я". 

Чтобы упростить обозначения, будем считать, что нам дано 
гладкое семейство Vr->{r) якобиевых квазиэллиптических по­
верхностей КЗ над общей точкой схемы R. Ясно, что такое 
семейство может быть получено обратным образом построенно­
го ранее семейства якобиевых квазиэллиптических поверхнос­
тей V'.{to}Г (где п — 2) относительно некоторого морфизма 
a.{r}{to}7\-.. Причем два разных морфизма а и а1, эквивалентные 
относительно действия группы О на Т, дают одинаковые 
обратные образы семейства. В нашем случае, ввиду предложе­
ния 6, геометрический фактор Г.../G—•полное многообразие, 
значит, полученное из a отображение а:{г}^Т^./0 может быть 
продолжено до морфизма a\R-+TJ<3. Для некоторого конеч­
ного накрытия n':R'-*-R мы можем поднять отображение а до 
отображения T:R'->T%, так что диаграмма 

-Г-Т* 
я' \ \ 

R^TJQ 
коммутативна. По свойствам геометрического фактора, для не­
которого конечного накрытия ti":R"-±R' точки л"х(г') и 
л"-л'а(г) эквивалентны относительно действия группы G, зна­
чит, обратные образы семейств Vr^-{rj и U-+T относительно 
морфнзмов .rc".n':{r"}{to}{r} и л"х:{г"}-^Т изоморфны. Другими 
словами это означает, что поднятое семейство Vf"-*-{r"} до­
полняется 1,0 гладкого семейства квазиэллиптических якобие­
вых поверхностей UV{to}/?". Так как образ замкнутой точки г"0 
принадлежит 5.,., то семейство UV •—семейство поверхнос­
тей КЗ и, конечно, значение инварианта Артина для замкнутого 
слоя подчиняется тому же неравенству, что и для общего. Таким 
образом, нужное нам гладкое семейство построено, теорема до­
казана, 

Таким образом, мы имеем отображение полных, гладких мно­
гообразий п:М^Р(9), где я — отображение периодов, а М — 
многообразие модулей. Докажем, что оно взаимно однозначно в 
некоторой точке mGM. Именно, мы рассмотрим поверхность X с 
а{Х) =1. Для нее можно взять (ввиду теоремы из § 1) Sjs-ввиде 

203 



SX^U2®Q(D4®E&
2). (2) 

Рассмотрев примитивный элемент /б.У2 с f2 —0, соответствующий 
эффективному дивизору F на X, мы получим на X квазиэллип-
тический пучок с тремя вырожденными слоями. Легко видеть 
(см. [8], стр. 868), что этот пучок единственным образом (с точ­
ностью до автоморфизма X) приводится к виду 

у* = Х* + Р(Ш)* (3) 
(вырожденный слой типа D., находится в оо, а типов Е-— в 0 
и 1). 

Введем на поверхности X некоторую М-структуру с поляри­
зацией q:N-+Sx и обозначим через т соответствующую точку 
на М. ЕСЛИ т'&М — другая точка с п{т) =л{т'), то т! тоже 
обязана соответствовать поверхность X' с a(X')=-l и поляриза­
цией q/:N{to}S.--. Из того, что n ( m ) = it(m'), вытекает коммута­
тивность диаграммы 

при некотором изоморфизме ty:H2(X/W)-+-H2(X'/W), который, 
как легко видеть, определяет изоморфизм *.|>:S.--{to}.S.--'. Положим 
a|)(f) —f. Этот элемент должен определять на пучок с такими же 
свойствами, как и f, который, в силу тех же причин, записывает­
ся в виде (3). Тем самым определяется изоморфизм и:Х^-Х, 
порождающий т|) в когомологиях. Это и означает, что т~т'. 

Ввиду замечаний, сделанных в конце следующего параграфа, 
отсюда вытекает глобальная теорема Торелли для поверхностей 
над полем характеристики 2 с а{Х) <10. 

Аналогичные рассуждения применимы и при р = 3, a(X)<6. 
Вместо решетки (2) надо взять только решетку 

U2©Q(E6
2®E8). 

НЕРЕШЕННЫЕ ВОПРОСЫ 

1. Определить конечные групповые схемы, действующие на 
эллиптических поверхностях. (Их алгебры Ли определены в ра­
ботах [31] и [33]). 

2. На каких квазиэллиптических поверхностях существуют 
ненулевые регулярные векторные поля? 

3. На каких поверхностях общего типа существуют ненулевые 
регулярные векторные поля? 

4. Доказать стабильность гладкой поверхности типа КЗ. 
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