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УДК 621385.6 Ф И З И К А 

К Л . ЛУКИН, А,Е. ПОЕДИНЧУК, 
академик АН УССР В Л. ШЕСТОПАЛОВ 

ТЕОРИЯ ВОЗБУЖДЕНИЯ ОТКРЫТЫХ РЕЗОНАТОРОВ 
НЕЛИНЕЙНЫМИ ТОКАМИ 

1. При анализе вынужденных колебаний в открытых резонаторах (ОР) с 
помощью известной теории возбуждения [1] приходится использовать решения 
соответствующих спектральных задач, полученные в приближении параболическо­
го уравнения. Эти решения справедливы в коротковолновом приближении и лишь 
приближенно описывают поля вне резонансного объема Vp, ограниченного зеркала­
ми ОР и каустическими поверхностями, особенно в том случае, когда характерные 
размеры ОР сравнимы с длиной волны возбуждаемых колебаний. Поэтому теория 
возбуждения OP [1] фактически не позволяет исследовать поля излучения из ре­
зонансного объема и вычислять потери энергии источника на их возбуждение [ 2 ] . 

В настоящей работе развивается новый подход в теории возбуждения дву­
мерных ОР внешними источниками, параметры которых нелинейным образом за­
висят от возбуждаемых полей. Предлагаемая теория опирается на эффективные 
алгоритмы построения функции Грина для рассматриваемого класса ОР [ 3 - 5 ] и 
решения соответствующей спектральной задачи [6, 7 ] , полученные строгим ме­
тодом задачи Римана—Гильберта [ 3 ] . Найденные решения задачи возбуждения описы­
вают поле как внутри, так и вне резонансного объема при произвольном соотноше-, 
нии между длиной волны и размерами ОР. 

2, В случае высокочастотных периодических колебаний полей и токов с 
постоянными или медленно меняющимися амплитудой и частотой плотность тока 
источника можно представить в виде ряда Фурье. Используя это представление, 
исходные нестационарные уравнения Максвелла сводим к стационарным уравне­
ниям для гармоник Фурье. Из-за резонансного характера возбуждения колебаний 
в ОР будем учитывать только доминирующую первую гармонику. 

Пусть в ОР, образованном двумя круговыми цилиндрическими экранами 
Si и S2 (рис. 1) с произвольными радиусами кривизны и расстоянием между ними, 
возбуждаются колебания внешним током с одной ненулевой компонентной плотно-
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сти тока j z , колеблющейся с частотой со. В этом слу­
чае рассматриваемая задача сводится к решению ска­
лярного квазилинейного уравнения Гельмгольца относи­
тельно z -компоненты if-поля : 

(1) АЕ(х,у) + к2Е(х, у) = -
i4nk 

где ]ш = j Z 9 к = со/с, с — скорость света. Компоненты 
магнитного поля Нг и выражаются через Е с по­
мощью уравнений Максвелла. Правая часть (1) нелиней­
ным образом зависит от возбуждаемого поля Е(х, у). 

Рис.! Эта зависимость определяется законами взаимодействия 
токов используемых источников (диод Гана, ЛПД, ПП-

сверхрешетка, электронные пучки и т.п.) с электромагнитными полями и в 
дальнейшем предполагается известной. 

Искомая функция Е(х, у) должна обращаться в ноль на Sx и S 2 , удовлетво­
рять условию конечности энергии поля в ограниченном объеме (условию типа Мейкс-
нера) и уходящему условию излучения [8 ] : 

(2) Е(х, дО ~ 2 апН(п

1\кг) ехр (тр) 
п 

Для достаточно больших \kz |: г = ( J C 2 + j > 2 ) 1 / 2 ; cosy =x/r; simp =y/r, H^l\kr) -
функция Ханкеля первого рода w-ro порядка. Решение квазилинейного уравнения 
(1) выписывается с помощью функции Грина G^(x, у, х0, Уо) уравнения Гельм­
гольца: 

(3) Е(х, у) = ffG^ix, у, х0, уо) • Juixo, у0, Е(х0, y0))dx0dy0. 

Справедливость (3) проверяется прямой подстановкой (3) в (2 ) . 
Уравнение (1) можно представить в операторной форме Б^[Е(х, у)] = 

, г д е [ Е ( х , у)] — линейный дифференциальный оператор, порождае­
мый рассматриваемой краевой з а д а ч е й , [ Е ( х , у)] — нелинейный оператор, описы­
вающий зависимость правой части уравнения (1) от возбуждаемого поля. Тогда 
переход от (1) к (3) можно рассматривать как процедуру обращения линейного 
оператора 

Е(х,у) =D2[N„[E(x,y)]]9 

d e f 
где D^[F(x, у)] = ffG^(x, у, х0, y0)F(x0, y0)dx0dy0 - интегральный опера­
тор Грина. Ядро этого оператора отражает все электродинамические линейные свой­
ства исследуемого ОР, а нелинейные характеристики источника описываются опе­
ратором [ . . . ] . Формальный переход от (1) к (3) указывает только путь анализа 
поставленной задачи. Чтобы продвинуться в ее решении, необходимо рассмотреть 
соответствующую спектральную задачу, построить функцию Грина, получить урав­
нения баланса и составить уравнения для комплексных амплитуд поля. 

3. Двумерная задача о спектре собственных колебаний рассматриваемого 
ОР состоит в определении значений спектрального параметра к (к = со 0/с, со 0 — 
собственная частота), при которых существует нетривиальное решение однород­
ного уравнения Гельмгольца, удовлетворяющее указанным выше условиям. За­
висимость решения Е0 (х, у, к) от спектрального параметра рассматривается в комп­
лексной плоскости Ск с разрезом по отрицательной полуоси Im к = 0, Re к < О, 
Можно показать, что сформулированная спектральная задача эквивалентна задаче 
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о характеристических числах канонической фредгольмовой оператор-функции, ко­
торая аналитически зависит от к [6, 7 ] , Используя фундаментальные результаты 
спектральной теории ядерных оператор-функций [9] в гильбертовых простран­
ствах, можно показать, что спектр собственных частот а(Д) поставленной задачи 
(спектр резонансных частот ОР) является конечнократным, дискретным и лежит 
в нижней полуплоскости Ск: Im к < 0 [6, 7 ] . Такая структура множества о(А) 
и построенной оператор-функции позволила разработать и обосновать алгоритм 
для расчета собственных частот ОР при его произвольных геометрических раз­
мерах [ 6 ] . 

4, Функция Грина является решением уравнения (1) с 6 образной правой 
частью и удовлетворяет условиям на Sx и S2, условию типа Мейкнера и условию 
на бесконечности G^ipc, у, х0, у0) -» 0 при Im к > 0 и | г - r0 | Задача опре­
деления G w сводится к решению системы операторных уравнений второго рода 
в гильбертовом пространстве 12 вида [10]: 

(4) х1 = All(k)xl + Al2x2 +Ь\ 

х2 = A21(k)xl +А22х2 +Ь2, 

где х1
 = ( ^ ) ^ = _ o o - неизвестные коэффициенты разложения С ш в ряд Фурье 

по угловой координате локальной цилиндрической системы координат (г/,<Р/), 
связанной с зеркалом S/; Ъ1 = (Ьп)п = _«> зависят от координат источника (х0, у0). 
Оператор-функции Aij(k) : 12 -> 12 являются ядерными, аналитически зависят отк> 
совпадают с соответствующими оператор-функциями спектральной задачи. При 
Im к > 0 для любых b* € 12 решение системы уравнений (12) существует и един­
ственно [10] , причем решение при Im к = 0 понимается как предел Gu при Im к -* 
-> 0 + 0. Если х* = (х„)п = - оо есть решение системы ( 4 ) , то Gu вычисляется по 
формуле 

2 

GOJ(X, у, х0, уо, к) = 2 S х1 Gn (krh kaj) ехр (гщ) 9 

/ = 1 п 
где 

Gn

 55 

[ / „ ( ^ О Я ^ ^ г Д 
При аналитическом продолжении в нижнюю полуплоскость Im к < 0 

через полуось Im /: = 0, Re к > 0, эта функция имеет особенности типа полюса в 
точках, совпадающих со спектром а(Д) ОР, 

5. Наличие у функции Грина изолированных полюсов позволяет записать 
соотношение (6) в виде, удобном для анализа возбуждения в ОР отдельного ко­
лебания с собственной частотой cos: 

(5) Е(х, у) = [/(со - co s)] ~lffJu(xo, Уо, Е(х0, y0))Gu(x, у, х0, y0)dxody0, 

d e f 
где функция G^ = /(со - o? 5 )G t J в окрестности полюса со = со5 (уже не имеет 
особенности),и с помощью обратного преобразования Фурье [11] получить неста­
ционарное уравнение для медленно меняющихся полей с узким спектром излучае­
мых частот: 

ЪЕ(х, у, t) 
(5) /(со - cos)E(x, у, 0 = -HGlix, у, х0, Уо) X ' 

от 
X 1ь>(х0,уо, Е(х0,Уо, t))dx0dy0. 
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Выражая / w через плотность тока по формулам для коэффициентов ряда Фурье 
(1), видим, что уравнение (6) эквивалентно уравнению первого приближения метода 
асимптотических разложений Боголюбова-Митропольского. Малым параметром 
задачи является затухание ys = со̂ '/со̂  5-го резонанса, обеспечивающее узкий спектр 
возбуждаемых частот и медленное изменение амплитуды и фазы за период 
колебаний. 

Выделяя в источнике достаточно малые участки и усредняя (5) по площади 
5/ этих участков, получим систему из соответствующего числа уравнений: 

_ N _ 

(7) Ер = [ / (со-со,)] ' 1 2. GpkSkj„k(Ek)9 р = l 9 . . . 9 N , 
к = 1 

где 

def 
Gpk = (SkSp) ffffG^x, у, xo, y0)dx dy dx0 dy0; 

sk sp 

Ek = S,1 ff E(x,y)dxdy. 
sk 

Задавая или определяя из уравнений движения носителей зарядов зависи­
мость j\j(Ek) у получим замкнутую систему уравнений относительно Ек. Отыскивая 
Ек из (7), вычисляем значения ]^к{Ек) и с помощью функции Грина по формуле 
(3) восстанавливаем поле во всем пространстве. 

6. Для энергии Wp поля, запасенной в резонансном объеме, из теоремы о 
комплексной мощности можно получить уравнения баланса активных и реактив­
ных мощностей в виде 

(8) 2 | со; | Wp(Lo) = (coi&r1
 LoQpPea(co\ 

(9) 2[со-со5(со/с(со,))-1со;кр(со)]АИ/р(со) = Per(co)9 

где Qs = co^H /(co i S)/2 ,(co5) — добротность собственных колебаний; Qp = 
= соК^р(со)/Х'(со) — добротность вынужденных колебаний; Wp и AWp — сумма 
и разность энергии электрического WE и магнитного WH полей объема Vp\ 2 = 
* X" — комплексная мощность излучения из объема; Ре = Реа + iPer — 
комплексная мощность взаимодействия поля с током источника. 

Левую часть равенства (8) можно трактовать как дифракционные потери 
энергии, запасенной в ОР, а правую — как ту часть мощности источника, которая 
расходуется только на компейсацию этих потерь. Остальная мощность источника 
излучается непосредственно в свободное пространство. Добротность Qp вынужден­
ных колебаний зависит не только от геометрии резонатора и частоты со, но и от 
пространственной структуры и других свойств источника, а также от его взаимо­
действия с полем ОР. Эта характеристика может служить в качестве критерия при 
анализе влияния параметров источника на эффективность возбуждения колебаний 
в ОР. В случае высокодобротных колебаний, характеризуемых условиями со = со, 
и Qs1 < 1, источник слабо влияет на структуру поля в резонансном объеме. Если 
при этом мощность излучения из объема Vp обусловлена только дифракционными 
потерями, то Qp

 % Qs> co2WH = со^И ,̂ со, + со^2со и уравнения баланса (8), (9) 
сводятся к соответствующим уравнениям теории [1,11]. 

7. Характерной чертой разработанной теории является ее математическая 
обоснованность. Отказ от традиционного модового подхода и использование метода 
задачи Римана—Гильберта [3] позволили впервые решить задачу (в самосогласо-
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ванной постановке) о расчете возбуждаемых полей как внутри, так и вне резонансно­
го объема ОР при произвольном отношении длины волны к его размерам. Это, в 
частности, дает возможность вычислять потери энергии источника на возбуждение 
полей, излучаемых в свободное пространство. 

Институт радиофизики и электроники Поступило 
Академии наук УССР, Харьков 9 X 1984 
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