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Введение

В 1967 г. Томита в двух неопубликованных статьях [21] и [22] 
внес ясность в вопрос об алгебраическом соотношении между алгеброй 
фон Неймана Ж и ее коммутантом Ж' и затем доказал теорему о ком­
мутанте тензорного произведения алгебр фон Неймана (т. е. 
{Мх®М2у = (М х'®М2').

Для того чтобы изучить соотношение между М и М ' в  стандартном 
представлении (например, в циклическом представлении алгебры М, 
индуцированном точным нормальным состоянием), он ввел два основ­
ных понятия обобщенной и модулярной гильбертовой алгебры соответ­
ственно; оба они связаны, но не тождественны с понятием квазигиль- 
бертовой алгебры, введенной Диксмье [4].

Точные определения приведены в § 2. Нетрудно показать, что каж­
дая алгебра фон Неймана изоморфна левой алгебре фон Неймана обоб­
щенной гильбертовой алгебры. Однако при помощи обобщенной гиль­
бертовой алгебры мы увидим, как инволюция алгебры фон Неймана 
отражается в структуре гильбертова' пространства. Для того чтобы 
объяснить основную идею Томита более отчетливо, предположим, что 
Фо есть точное нормальное состояние на алгебре фон Неймана Ж. Тогда 
инволюция х £ М.—+х* € -М не является изометрией гильбертова про­
странства, индуцированного состоянием ф0, однако это есть предзамкну- 
тый оператор, так что в гильбертовом пространстве ф, построенном по 
состоянию фо, мы можем рассмотреть оператор F, сопряженный к пред- 
замкнутому оператору xlo— ►**£<>, где £0 есть циклический вектор,

') Takesaki М., Tomita’s theory of modular Hilbert algebras and its application, 
Lecture Notes on Mathematics, 128, Springer-Werlag, 1972.

6*



84 М. Такесаки

соответствующий <ро. Тогда F есть минимальное замкнутое расширение 
инволюции х%о— х' £ М', коммутанту алгебры М, и сопряжен­
ный к оператору F оператор S есть минимальное замкнутое расширение 
инволюции xgo— ***£0, х £ М. Поэтому мы можем получить полярное 
разложение S = JA ,/2, A=FS, для инволюции S. Оператор А называется 
нодулярным оператором и играет ключевую роль во всей теории. Томи- 
та  определил модулярную гильбертову алгебру как алгебру аналитиче­
ских векторов относительно однопараметрической унитарной группы 
Аи. Эта алгебра содержится в обобщенной гильбертовой алгебре VWg0, 
для которой алгебры М u М' есть левая и правая алгебры фон Неймана 
соответственно. Кроме того, он доказал, что JMJ=M', где /  есть уни­
тарная инволюция основного гильбертова пространства.

В этих лекциях мы в § 2—12 изложим теорию Томита, описанную 
выше, и затем дадим приложения теории: КМШ-граничное условие, 
критерий полукОнечности и теорема Радона — Никодима для алгебр 
фон Неймана. В первом из этих приложений будет показано, что каж­
дому точному нормальному положительному функционалу ф0 на алгеб­
ре фон Неймана М отвечает единственная однопараметрическая группа 
^автоморфизмов а< алгебры М, такая, что <ро удовлетворяет граничному 
условию Кубо — Мартина — Швингера относительно о*. Полуконечность 
-алгебры М характеризуется тем, что однопараметрическая группа авто­
морфизмов at внутренняя. С помощью некоммутативной теоремы Радо­
н а — Никодима будет показано, что состояния, удовлетворяющие 
гКМЩ-граничному условию относительно фиксированной однопарамет- 
рической группы автоморфизмов, единственны с точностью до элемен­
тов из центра алгебры фон Неймана.

Автор выражает свою глубокую благодарность профессору Томите 
за  разрешение опубликовать эти лекции, прежде чем появится его ори­
гинальная статья, и также профессору Кэдисону за его любезное госте­
приимство в Пенсильванском университете.

Он также чувствует себя в долгу перед его коллегами из Пенсиль­
ванского университета профессорами Феллом, Эфросом, Стёрмером, 
ТТауэрсом, Вовденом, Нильсеном и Вестерстрёмом, принявшими участие 
'в неформальных семинарских обсуждениях затронутых тем.

Автор надеется, что данные лекции помогут читателям понять тео­
рию Томита и в будущем развить ее плодотворные приложения б.

§ 1. Предварительные замечания
В продолжение всего обсуждения мы будем рассматривать замкну­

тые неограниченные операторы в' гильбертовом пространстве, поэтому 
вначале мы введем обозначения и сделаем некоторые замечания. Более 
детальное изложение можно найти в гл. XII книги [6].

Для каждого плотно определенного замкнутого оператора Т в гиль­
бертовом пространстве 4> с областью определения ®(Т) мы рассмотрим 
«скалярное произведение в Ф(Г), определенное формулой

<$Ь>г =  &  Ч) +  (П , ТцУ,
H lr =  (IM2 +  I7’f ) 1/2*

Вследствие замкнутости Ф(Т) превращается в гильбертово прост­
ранство с указанным выше скалярным произведением. Так как замкну­
тый оператор Т есть замыкание своего ограничения Т/Ш на линейное 
подпространство Ш тогда и только тогда, когда ЗЯ плотно в гильберто­
вом пространстве Ф(Т), то мы введем соглашение о том, что Ф(Т) обо-

!) См. дополнительную литературу.-— Прим, перев.
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значает гильбертово пространство, определенное выше. Пусть Т =  
=  UH, Н=1Т* Т, есть полярное разложение оператора Т. Тогда £(Т )  
идентично с »(Ю  не только как множество, но также как гильбертов®; 
пространство.

Л е м м а  1.1. Подмножество Ш гильбертова пространства ЩТ) 
плотно в Ф(Т) тогда и только тогда, когда (\-\-Н)Ш плотно в ф.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Положим .А' =  (1 +  Н 2) 2 (1 +  Н)~К Тогда 
К  есть ограниченный обратимый самосопряженный оператор в •§. Дл’Я; 
каждого £ £ £) (Т) положим л =  (1 Замечая, что | |П | =  ||Я 1 |,.
мы имеем

1«I  = РII2 + II IP = II (1 + Щ-г-п II2 + 1̂ (1 + н у1* II2 =
=  ((1 +  Я 2) (1 +  Щ -2-ч I ч) =  II к-ц |р =  | ( * 1 +  Н) % |р.

Следовательно, отображение ? С 3) (Г) {—»К  (1 +  Щ % С есть изометрия
^>iT) на- .£>, так что отображение $£!£)(Г)|—*(1+ / / ) £ £ $  есть гомео­
морфизм гильбертова пространства 2) (Г) на <£). Следовательно, подмно­
жество 9R гильбертова пространства ©(Г) плотно в 2 )(Г) тогда и толь­
ко тогда, когда (1 +  Н) 3R плотно в 4>, что завершает доказательство*

§ 2. Модулярные гильбертовы алгебры

О п р е д е л е н и е  2.1. Пусть 91 есть инволютивная алгебра над полем 
комплексных чисел С с инволюцией £ С 51, £ i—> £ 51. 51 называется
модулярной гильбертовой алгеброй, если 91 допускает скалярное произ­
ведение (£/л) и комплексную однопараметрическую группу Д(а) авто­
морфизмов алгебры 91, называемых модулярными автоморфизмами* 
причем удовлетворяются следующие условия:

I) (^ |с>  =  (-чН#С).
II) Для каждого ££91 отображение: л€91 |—>Ь)€91 непрерывно.
III) Подалгебра 912 алгебры 91, порожденная элементами сД, л € 9Д 

плотна в 91.

IV) (Д (а) £)# =  Д (—«)£#, «€С.
V )  (Д (а) SI Tfj) =  (£ | А  (а) ttj).
VI) (Д(1)£#И#) =  (ч|5).
VII) (Д(а)?|т)), ?, ч]С91, есть аналитическая функция от а на С.
VIII)  . Для каждого вещественного числа t множество (1 + A (0 )5 t 

плотно в 91.
Если инволютивная алгебра 91 над С допускает внутреннее произве­

дение, удовлетворяющее условиям (I) — (III) и приведенному ниже 
условию (IX), тогда * называется обобщенной гильбертовой алгеброй.

IX) Инволюция £ € 9l I—» £# € 91 предзамкнута как вещественный ли­
нейный оператор в вещественном предгильбертовом пространсте 91!)

Предположим, что 91 есть модулярная или обобщенная гильбертова 
алгебра. Пусть ф есть гильбертово пространство, полученное пополне­
нием предгильбертова пространства Я. Каждому £ € 91 отвечает един­
ственный ограниченный оператор я(£) в ф, определенный формулой 
л Ш'П =  1л> Л € 51. В силу условий (I) и (III) множество ограниченных 
операторов я(£) есть невырожденная самосопряженная алгебра опера-

') Это определение обобщенной гильбертовой алгебры несколько отличается от 
первоначального определения Томита в [22]. Но теорема 3.1 показывает,, что наше 
определение эквивалентно первоначальному определению Томита.
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торов в g. Пусть 8(Я) обозначает алгебру фон Неймана, порожденную 
множеством я (Я). Она называется левой алгеброй фон Неймана ал­
гебры Я.

Л е м м а  2.1. Если Я есть модулярная гильбертова алгебра, то су­
ществует единственный положительный самосопряженный (не обяза­
тельно ограниченный) оператор Д в ф, такой, что Д“ есть замыкание 
оператора Д (а).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По условию (V) {Д(iY), —оо< ^ < + оо} есть 
однопараметрическая группа изометрий в Я.

Пусть U(t) есть замыкание оператора A(it). Тогда U(t) есть одно­
параметрическая унитарная группа в гильбертовом пространстве £. Так 
как U(t) унитарна и t — * (U (t)l/ц) есть непрерывная функция от t для 
всех 1, г] £ Я, то U(t) есть сильно непрерывная однопараметрическая 
унитарная группа. По теореме Стоуна существует самосопряженный 
оператор Н, такой, что V(t) =  expitH. Для каждого комплексного числа 
z положим U(z) =  exр (izH). Мы утверждаем, что U(г) есть замыкание 
оператора A(iz).

Для всех $, Tj^St функцид z £ C i —>(Д(г)£| -»)) аналитична. Для каж- 
дого т) возьмем последовательность {т)я} в St с iq =  Ilm tq„. Так как 
|  Д (г)  ̂|)2 =  (Д (2Re 2г) 115) есть непрерывная функция от z  для каждого 
?€St ,  то последовательность аналитических функций г  i— (Д (z) k \ %) 
сходится к (Д (z) % | т)) равномерно на каждом компактном подмножестве 
поля комплексных чисел С. Отсюда z-*A{z)%  есть слабо аналитиче­
ская .g-значная функция, так что она сильно аналитическая.

Следовательно, мы имеем

Следовательно, U(z) есть расширение A(tz). Так как (1 + А (0 )*  плотно 
в для каждого вещественного числа м и U (—it) положителен и само­
сопряжен, то U(—it) есть замыкание оператора A(t). Поэтому, полагая 
д  = U (—i) =  expН, мы получим искомый положительный самосопряжен­
ный оператор.

Мы будем называть Д модулярным оператором модулярной гильбер­
товой алгебры St. Каждому вещественному числу t отвечает инволюция 

Д ^#€$- Из них мы выберем следующие две специальные инво­

люции £(—1“ и

оо

п\ dzn
п=о

где ряд рассматривается в сильной топологии в Но

так что Е принадлежит JD(exp(/z//)) и
А (iz ) Е =  exp (izH) Е.

Тогда отсюда немедленно следует, что

(2.1)

(Е|т]) =  (т]Ь |№) и (^|C)==(l|C7jb).

(2.2)

(2.3)
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Инволюция £|-> Vе продолжается до рефлексивной антилинейной изометрии 
J  в Положим х т =  Jx*J  для каждого ограниченного оператора х  
в Тогда

есть антиавтоморфизм алгебры всех ограниченных операторов $8 (£>).
Инволюция $ | —»£Ь называется сопряженной инволюцией для инволю­
ции l i — £#, и ?i—»£* называется унитарной инволюцией.

§ 3. Обобщенные гильбертовы алгебры

В этом параграфе мы предполагаем, что 31 есть обобщенная гиль­
бертова алгебра. Заметим, что модулярная гильбертова алгебра есть 
обобщенная гильбертова алгебра, потому что сопряженная инволюция 
\  £ 31 1—* fcb £ $  есть плотно определенный оператор, сопряженный 
к антилинейному оператору |  * £# как вещественный оператор в ве­
щественном гильбертовом пространстве ф.

В силу условия (IX) в ф существует вещественный линейный плот­
но определенный оператор rj I—*> ■цЬ, сопряженный к оператору |  I— 
Пусть фЬ обозначает область определения оператора (—► т)ь Тогда

Re(6#|ij) =  R e ( 5 h b), 5 € « ,  т]€ФЬ.
Из уравнения

Re (6# | щ) =  -  Re =  Re (Д)# | ч) =  Re {i\ \ ijb) =  Re (Ц -  щЬ)
получаем

(гтг])Ь =  — 5 i)€|£)b.

Следовательно, оператор л) (—»-»jb антилинеен. Если (!*|т)) есть веще­
ственное число, то мы имеем

О =  Re i ($# | т]) =  Re (£# | — щ) =  Re ($ | (— i-ц0) =  Re (S J iift) —

=  - R e / ( ^ h b ) ,

так что (?| ifjb) — снова вещественное число. Для каждых $€§(, т)£фЬ- 
выберем вещественное число 9, такое, что ет (?# | tj) ‘ есть веществен­
ное число. Тогда

ет ($# | ti) =■{{е~1Ь%)# | if]) =  е~п£цЬ) =  e~ib (£) т)Ь),
так что

Отсюда мы получаем
(Е | ) =  «!«« (6# |Т)).

(S# h )  =  fob |*). 5€ « ,  т)€Фь .
В силу равенства

(3.1)

(6# Ь Ь) =  (ЧЬ|6#) =  ( ^ # И )  =  (Л1|5)

фЬ инвариантно при отображении tj — т)Ь и т)ЬЬ — 7))  ̂£фЬ.  Отображе­
ние т).—»тг)Ь будет называться сопряженной инволюцией к инволюции 
? ► £# , как и в случае модулярной гильбертовой алгебры. Так как фЬ
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есть область определения замкнутого оператора ttj —► 73b, мы рассмотрим 
скалярное произведение < | \  в 3Db, определяемое формулой

(%h2>b =  (% N2) +  (^  h i) .  ^2€ 3)ь, (3.2)

которое превращает £)Ь в гильбертово пространство.

Выберем и зафиксируем tj в £)Ь. Определим операторы а и b фор­
мулами

<Д =  «(£)т) и Ы=*г(5)т)Ь,

Тогда для каждых ?, С £ 9( мы имеем

(а 6 f С) =  С* («)Ч I С) =  (Ч |« (1)*С) (TJ16*0 =

=  С#6|цЬ) =  (5 И 1 :)чЬ) =  ( 5 | К ) ,
отсюда a* zd b и Ь* з  а. Следовательно, а и Ъ оба предзамкнуты. 
Пусть «'(■»)) и и '(-rjb) обозначают их замыкания соответственно.

Л е м м а  3.1. Оба оператора к '(у) и « ' (т]Ь) коммутируют
с каждым оператором из алгебры  £(9l), т. е., « '( tj) и « ' (т]Ь) при­
соединены к  £  (9()'.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Вследствие симметрии достаточно доказать 
утверждение только для « ' (tj), которое эквивалентно утверждению 
о том, что «'(•»))* присоединен к £(91)'. Выберем произвольный элемент 
С из области определения 3D (и7 (т))*) оператора «'(■»])*. Для каждых 
?i, S2 € S1 мы имеем
К  (V) 5i | *2 (У  С) =  (« (У* тс (У  т) | И) =  (« (5#У 711 С) =

=  ( * '  (Ч) ^ 1  I С) =  т  I * '  (v)*Q  =  I тг ( У  ТС7 (7,)* С),

так что тс (У  С принадлежит 3D(«7(iq)*), и мы имеем «'(■»))*« (У  С =  
— тс ( у  тс7 (tj)*C. Теперь выберем произвольное дс££(91). Так как тс (91) 
есть сильно плотная «-подалгебра алгебры £ (91), мы можем найти 
последовательность {£„} в 91, такую, что

l l m i c ( y c  =  JcC;П~> оо

Нш тс (У  тс7 (т))* С =  хк ' (т)) £.
П—>оо

Тогда мы имеем Нт« ' ( т ) )* « ( уС  =  lim « (У  «7(т|)*С== .г>]7(т])*С; отсюда 
jcC принадлежит к 3D (тс' (tj)*), и

тс7 (Т))* хС =  хтс7 (т))*С

вследствие замкнутости оператора « '( tj)*.
Таким образом, тс7 (т))* коммутирует с х. Это завершает доказа­

тельство леммы.
« О п р е д е л е н и е  3.1. Если тс7(к)), kjg £>Ь есть ограниченный опера­

тор, тогда у) называется тс'-ограниченным. Пусть W  обозначает множе­
ство всех «'-ограниченных элементов.

Заметим, что если •») будет «'-ограниченным, то « ' (к))* =  « ' (т)'’) О-

*) Это сразу следует из определения я7 (•>)) и — Прим. ред.
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Для каждых £ £ $  и rj £ St' определим произведение элементов % и -rj

^  Сч) (3-3>
Так как %' (vj), т)£31', коммутирует с ic(S), £€31, то произведение, 

определенное посредством (3.3), согласовано с исходным произве­
дением в 31.

Л е м м а  3.2. 31' есть инволютивная алгебра с инволюцией
■/jI—»Tjb и уже определенным произведением, и -к' есть антипред­
ставление алгебры W в

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Возьмем два произвольных элемента tq1 и % 
в 31'. Тогда для каждого 1 6 -St

(51 Ч1Ч2) =  (51 *' Ы  7!i) =  (*' (\)* l I%) =  К  ( ^ ) 51Ъ) =

=  (* (5) rfe 14i) =  Сч£ I * ( И  ii) =  (i2b I * ' Ы  S#) =

=  К  Ы *  ч2ь I ?#) =  ( * '  Ф  4 1Щ -  $  № ,
Так что tjj, i)2 принадлежит к и

(У1Ъ)Ь = 'flh i-  (3-4>

•^'-ограниченность элемента следует из неравенства

*  (*) ш  II= I *  (5) * '  Ы  II= II (ъ) *  (5) ь  1 =
=  1*/ (112)теЧ ( 5 ) |< |* / Ы * ' ( 1Ч1)1И1'-

Теперь ясно, что %' сохраняет инволюцию и я ' ( ii^ )  =  я'(т)2) л'(тц). Это 
завершает доказательство.

Л е м м а  3.3. 31' и (3t')2 обе плотны в гильбертовом про­
странстве поэтому они плотны в

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Выберем и зафиксируем т]£©Ь. Положим 
a =  it'(ifj), и пусть

a =  uh — ku

есть его полярное разложение, где А =  (а* а),/2 и k =  (аа*)%
Тогда h и k оба положительны и присоединены к $(Я)'. Заметим, 

что для каждой ограниченной непрерывной функции f вещественного 
переменного

и /  (h) =  f  (k)и и a f  (А) Э  / (Ь) а. (3.5)

Пусть /  есть непрерывная функция вещественного переменного 
с компактным носителем. Тогда А2/  (А) и А2/(А ) оба принадлежат
£(31)'. Положим Tjj =  а / (A) ijb. Тогда мы имеем для каждого $£31.

(6 h i)  =  («I a f  (А) т)ь) =  (7(A) а*Ц цb) =  (7(A)* (5) т)Ь |т)Ь) =

=  («(?)7(A)i)bh b)=(7(A)ijb|*(?#)iib) =
=  (7(A) I (Т|Ь) Е#) =  (а/(А)Tjb | £#),

так как а* з  л'(т]Ь). Отсюда ТЦ принадлежит к ©Ь и т]Ь = af(h)i$>.
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Вычисление

* (5) щ =  * (« )а / (А) дЬ =  а /  (А) я (?) iib =  а /  (h)a*% =  k2f ( k )  S, 6 € « ,
показывает, что % есть ic'-ограниченный элемент и А2/(А ) ~  ж' (•>],). 
Отсюда мы имеем, для $ £ 21

(II А2/  (А) 7|) =  (А2/  (А) 5 | 71) =  1C (?) 7Ц | 7,) =  (Tfc | 1C (6#) TJ) =

=  fox I« ' ft) ^#) =  К  f t ) 4  15#) =  ( а * л /  (Л) 1!Ь 15#) -  (А2/  (А) т,Ь 15#), 
которое дает, что А2/(А)т) принадлежит к 2)Ь и

(А27 (А )т))Ь =  Л2/ (Л ) т)Ь.

ic'-ограниченность элемента А2/(А)т) следует из вычисления 
И * )  V f  (А) 711 =  || А2 /  (А) 1C (?) 1) II =  1 А2 /  (А) а? || =

=  II А3 /  (А) и% 1 -< I А3 /  (А) 11 £ Ц.
Отсюда А2/(А ) т) принадлежит к 2Г. Выберем возрастающую последова­
тельность {/„} непрерывных вещественных функций вещественного пере­
менного с компактными носителями, такую, что

lim t 2f n(t) =  1 для ty>Ql).
tl -»  оо

Тргда {А2/„(А)} сильно сходится к проектору на образ оператора А, 
который также является проектором на образ оператора а. С другой 
стороны, выбирая сеть {?J в 21, такую, что {ic(?J} сильно схо­
дится к тождественному оператору, мы получим

т]=  lim тс (Sa) т) =  lim те' (tj)

Поэтому т) принадлежит к замыканию образа оператора а; итак,

т) =  lim А2/„(А)т).
/2—>оо

К тому же мы имеем
lim (А2 / „  (А) т;)Ь =  Нш А2/ „  (А) т)Ь =  т)Ь,

П - + о о  П  оо

так как т)Ь принадлежит к замыканию образа оператора а*. Следова­
тельно, т] хорошо аппроксимируется элементами из 21' в метрике гиль­
бертова пространства £)Ь.

Если мы заменим предыдущую последовательность (А2/„(А)} на 
(А4/ 2 (А)}, то получим утверждение для (2t')2.

В частности, ic'(2t') есть невырожденная *-алгебра операторов в 
содержащаяся в 2(21)'.

Л е м м а  3.4. Если  « т)2€ $  удовлетворяют уравнению
Ф Ч Ы  =  (42Ф Ч ) , 6хЛ € Я ,  (3.6)

то 7)j и 7j2 оба принадлежат к £>Ь и 7j2 =  7)b.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу только что сделанного замечания 2t' 
содержит сеть {т)а}, такую, что я ' (т)а) сходится сильно к тождественному 
оператору; отсюда

? =  lim те' (т)а) ? =  lim тс (?) т]*

*) И / я (0 = 0  при <<0.
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для каждого |  £ Я, которое означает, что каждое |  €Я лежит в за­
мыкании образа оператора я ( |) .  Теперь выберем и зафиксируем Е 
в Я. Умножая на скаляр, если это необходимо, можно предположить, 
что ||я(Е)|| <  1. Определим последовательность {рп} полиномов фор­
мулой

/>„(*)= 1 - О - * ) “• (3-7)
Тогда последовательность {рп(аа*)} сильно сходится к проектору на 
замыкание образа ограниченного оператора а, если |ffl|i ^  1 (так как 
замыкания образов операторов а и аа* совпадают). Отсюда имеем
<Е К )  =  Нш (рп (5?#) S Ы  =  lim (ч21 Pn ( ^ #)) =

=  Н т Ы / > Л 5 # 6 ) 5 # )  =  Ы * # ) .
которое дает наше утверждение.

Пусть £)# обозначает область определения сопряженной инволюции
к инволюции т) 1 .  Именно £># есть множество всех элементов 
таких, что существует другой элемент удовлетворяющий урав­
нению

(̂  | 7j) =  (к)Ь | ^')

для каждого tq ^ - Полагая £# =  £', получим антилинейный рефлексив­
ный замкнутый оператор £ —»I# с областью определения который 
согласован с первоначальной инволюцией в 9L

Рассмотрим скалярное произведение в определенное формулой

< ^ 2 > # = ( Ч У  +  ( № ) ,  (3-8)
Тогда 2)# есть гильбертово пространство относительно скалярного про­
изведения (3.8). По лемме 3.3 W  плотно в гильбертовом простран­
стве 2)#. Кроме того, для того чтобы Е £ принадлежал к 2)#, необхо­
димо и достаточна по лемме 3.3, чтобы существовал элемент £' £ $ ,  
удовлетворяющий уравнению

=  О м Ж ')
для всех 7jj, i(i2 £91'.

Л е м м а  3.5. Если, х  из £(9()' и •»],, из 91', то тс'(iQi)хт\2 при­
надлежит 91', и

(it'(7 )i) X7j2)b =  и'(7]Ь) л;* Kjb;

ТС' (ТС' (TJj) ХЩ) =  ТС' (Tjj) остс' ( \) .  (3.9)
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Для всех мы имеем

У  I тс' (TJx) 0СТ]2) =  (?2 I «1 (Si) я ' (l|,) ХТ\2) =

=  (Ъ I Ы  ■**' (ъ) =  (*' ) ■** *' ОчЬ h  15i) =

=  (* &)  *' ) * 4  I У  =  К  Й2Ь ) Л* Ч,Ь i ^  5l).
поэтому первое утверждение следует из леммы 3.4, а второе очевидно.

Теперь получим следующую теорему о коммутанте для обобщенной 
гильбертовой алгебры 91:

Т е о р е м а  3.1. £(91)' порождается алгеброй тс'(91').
Д о к а з а т е л ь с т в о .  По лемме 3.5 элемент тс'(tjj)лтс'(%) принад­

лежит тс'(91') для каждого ос ££{91)'. Возьмем сеть {tjJ  в 91', такую,
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что || it' (т}а) || <  1 и К (7 |а)} сильно сходится к тождественному опера­
тору. Тогда

*  =  Iimw'(-4e)x ir '( i |.) f 

что завершает доказательство.
Для каждого ? £ Т)# определим операторы а и Ь, полагая arj =  

=  n '(ij)in  Ьт\ =  я ' ( к ) ) д л я  каждого т)е2Т.
Рассуждая, как в случае Т)Ь, мы можем сделать вывод, что а * и Ь  

и а с  Ь* и что оба оператора а и b коммутируют со всеми операторами 
из ,8(St)7, используя теорему 3.1. Пусть it(?) обозначает замыкание опе­
ратора а. Тогда

« (I)* О  тс (?#) и к (?) с  тс (?#)*;

гс(?) и тс(?#) присоединены к 8(21).
О п р е д е л е н и е  3.2. В описанной выше ситуации, если ir(?) есть 

ограниченный оператор, то ? называется ^-ограниченным. В этом случае 
и(?) принадлежит 8(21).

Пусть 21" обозначает множество всех ^-ограниченных элементов. 
Определим произведение элементов ?£21" и •*)€$ формулой

1 ^  =  * ( 5 ) 4 .  (З Л О )
Вследствие перестановочности операторов «(?) и тс7(т)), где ?е2Г7 

и iqe2t7, произведения, определенные формулами (3.3) и (3.10), согла­
сованы и удовлетворяют ассоциативному закону. По той же причине, 
что и для W, 21" становится инволютивной алгеброй с инволюцией 1i—> ?#, 
содержащей 21 как самосопряженную подалгебру. По лемме 3.4 212 
плотна в гильбертовом пространстве £)#.

Теперь для удобства мы часто будем обозначать инволюцию ?(->?# 
и сопряженную инволюцию к) I—* к)Ь следующим образом:

51 =  ?#, ?6© # .
F i ]  =  i)Ь,

§ 4. Теорема о коммутанте для модулярных гильбертовых алгебр

Предположим, что Я есть модулярная гильбертова алгебра. Тогда 
в силу равенств (2.1) и (2.3) Я есть обобщенная гильбертова алгебра, 
так что результаты § 3 применимы к Я. Кроме того, Я содержится в Я7. 
Отсюда представление л7 можно применять к Я. В силу равенств *)

5? =  УД1'2? =  А-1/2У?; (4.1)
^ ?  =  уд-1/2| =  д1/2л, t e s t ,  (4.2)

мы имеем

Н * 1 М Д,,2Ч и | 5 Ь | = | 4 - « Ч | .

Так как 25# есть замыкание множества 21 относительно || ][- -нормы  
и 21 плотно в гильбертовом пространстве £)(Д1/2), то ©# и Т)(Д,/2) иден­
тичны как гильбертовы пространства. Поэтому равенство (4.1) дает 
следующее равенство:

S  =  Д - 1/ 2 /  =  УД1^ ,  (4.3)

*) См. (2 .1 )—(2.3). — Прим, перев.
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которое есть полярное разложение для антилинейного замкнутого опера­
тора S. Так как S, F и /  сохраняют 81, мы имеем для любых 
и Е£81

(61 J F -ц) =  (Ft, | Д ) =  (SJl\ ij) =  (А"1/2 5 h ) .
Так как 81 плотно в.гильбертовом пространстве 5)(Д~1/2), то tj при­

надлежит <£)(Д_1/2) и Д -1/2?) — JFr\. Поэтому фЬ и (Д—i/2) идентичны 
как гильбертовы пространства, и мы имеем

=  у д —1/2= Д1/2 / .  (4.4)

Таким образом, /  отображает изометрически на Так как
J812 =  812 и 812 плотно в по лемме 3.4, то 812 плотно в Поэтому 
мы получаем следующую лемму:

Л е м м а  4.1. Если 81 есть модулярная гильбертова алгебра, 
то для того, чтобы принадлежал !£*, необходимо и доста­
точно, чтобы нашелся элемент V такой, что

( М 4l ) =  (Vll 1У
для  любых ijj, т)2£81. Если такой элемент есть, то 1' =  !#.

Л е м м а  4.2. Если 81 есть модулярная гильбертова алгебра, 
то для того, чтобы ££!£># был тс-ограниченным, необходимо и до­
статочно, чтобы существовала константа т > 0 ,  такая, что

1 К (ч )И К т  N
д ля  любого т]£81. Если это так, то ||is(I)||-< t .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Необходимость тривиальна. Выберем и за­
фиксируем ££!£)# и т}€81'. Можем найти, используя плотность множе­
ства 81 в последовательность {?)„} в 81, такую, что Итт)„ =  ц. Тогда

Н И ) чя — ” (б)чт | < т 1 ч в —ч«1-»о
при п ,т —> оо, так что принадлежит области определения опера­
тора тс(|), так как оператор тс($) замкнут, и тс(£)т) =  lim тс (£)■»)„; отсюда

|тс (£) ttj I =  Нт К тс (S) Т Пт

что означает я-ограниченность элемента
Комбинируя эти леммы и используя рассуждения, двойственные рас­

суждениям теоремы 3.1, мы получаем следующую теорему о комму­
танте:

Т е о р е м а  4.1. Если St есть модулярная гильбертова алгебра, тогда 
я '(St) порождает коммутант 8 (St) '  левой алгебры, и унитарная инво­
люция J переводит алгебру фон Неймана 8 (St) в коммутант 8 ( S t ) т. е.

/2(81) /  =  2 (81)', / 2  (81)' /  =  8 (81).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как 81 с 81", то тс(81") содержится в тс'(81)'. 
Мы утверждаем, что тс (81") порождает тс' (81)'. Выберем и зафиксируем л: 
из тс'(81)'. Для любых $lt £2£8Г  и  4i> как и в доказательстве
леммы 3.5,

(4i ч£ I (У *У  =  (те (6?) х *  h 2Tib )
и тс' (т^) x t z  (?2) лежит в тс (81"). Возьмем сеть (?J в 81", такую, что 
. Н У  I < 1  и тс (?а) сильно сходится к тождественному оператору. Тогда
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эды имеем
х  =  lim 11 (£я) хж (£я) (сильно).

Отсюда it (31") сильно плотно в и '(31)'. Так как /31 =  31 и / и  ($)/== 
=  1с '(/£) для % £ 21, мы получаем второе утверждение.

Замечание. /31" =  31' и /3 1 '=  31".

§ 5. Самосопряженные подалгебры обобщенной гильбертовой алгебры
Л е м м а  5.1. Каждая самосопряженная подалгебра обобщенной 

гильбертовой алгебры (т. е. подалгебра, инвариантная при инволюции 
#) есть обобщенная гильбертова алгебра.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть Я есть обобщенная гильбертова алгебра 
и © есть самосопряженная подалгебра. Тогда постулаты (I), (II) и (IX) 
для обобщенной гильбертовой алгебры справедливы для ©. Если £ ле­
жит в Э и ||л(£)|| ^  1, то £ =  limp„ (££#)£, где {/?„}) есть последователь-

/|->оо
ность полиномов, определенная равенством (3.7), так что © удовлетво­
ряет постулату (III). Это завершает доказательство.

Неясно, останется ли соответствующее утверждение верным для мо­
дулярной гильбертовой алгебры (из-за постулата (VIII)).

С этого места предположим, что самосопряженная подалгебра © 
обобщенной гильбертовой алгебры Я плотна в Я. В этом случае ассо­
циированные алгебры фон Неймана в (Я) и 8(8) обе действуют в одном 
и том же гильбертовом пространстве Конечно, 8 (Я) ю8(©). По опреде­
лению, мы имеем Э ':эЯ ' и ©"=)Я".

Л е м м а  5.2. © "= Я " тогда и только тогда, когда © плотна в Я от­
носительно топологии, задаваемой нормой в гильбертовом пространстве 
3)#, построенном из Я.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть 2)*(31), (31), 3)# (93) и 5)Ь (93) обо­
значают гильбертовы пространства, отвечающие 31 и 35 соответственно. 
Предположим, что 33 плотна в 31 относительно Ф#(31). Тогда инволю­
ция £ —»£# в 33# (31) есть замыкание инволюции в 35, так как она является 
замкнутым оператором, так что инволюции алгебр 31 и 35 имеют одина­
ковую сопряженную инволюцию т) —»т)Ь . Отсюда

5>Ь (Ц )  =  £ Ь  (33).

Возьмем 11 £ 33'. Так как ij лежит в (31), то существует замк­
нутый оператор а, присоединенный к £(31)', такой, что

а\ =  ж (£) т), 16 St-

Так как -q из 33', то найдется такая константа т > 0 ,  что ||а£||< ; 
< т |5|  для каждого £ £ 33. Возьмем £ в 3L Тогда можно найти последо­
вательность {£„} в 33 с lim£„ =  £. Вследствие неравенства

И я - а ^ К т Ц ^ - У
{а\п} есть последовательность Коши, так что £ принадлежит области 
определения оператора а , так как оператор а замкнут, и a£ =  lim a£B; 
отсюда

||a £ ||= l im ||a £ J < T lim  !М  =  т1Ч-
Отсюда оператор а ограничен и лежит в £(3t'); это означает, что ц 
лежит в 31', поэтому 33' =  31', аналогично 33" =  31".
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Обратное утверждение следует из того факта, что 23 плотна в 93" 
относительно топологии, задаваемой | • |# -нормой.

О п р е д е л е н и е  5.1. Пусть Я и 93 — две обобщенные гильбертовы 
алгебры. Если 93 изометрически (вкладывается в Я" как самосопряжен­
ная подалгебра и 93"=91", тогда 91 и 93 называются эквивалентными.

Конечно, если Я и 93 эквивалентны, то 8(91) и 8(93) изоморфны. Если 
91=91", то Я называется совершенной. Ясно, что каждая обобщенная 
гильбертова алгебра эквивалентна совершенной обобщенной гильберто­
вой алгебре.

§ 6. Спектральная алгебра

Предположим, что Я есть совершенная обобщенная гильбертова ал­
гебра, т. е. Я "=Я . Выберем и зафиксируем |  в 2># . Пусть

= uh — ku (6.1)
есть левое и правое полярное разложение замкнутого оператора гс(£), 
который будет обозначаться a, h =  У  к (?)* я(£) и k=  Vк {%) к (%)*. 
Пусть Я есть пространство всех непрерывных комплекснозначных 
функций вещественного переменного с компактными носителями, содер­
жащимися в открытом интервале (0, оо). Пусть / „  обозначает функцию, 
определенную равенством =

Ясно, что
' / 0Я =  Я и / - ‘ Я =  Я.

Для каждого / £ $  операторы /  (k) и f  (И) ограничены и содержатся 
в 2(91). Так же как в (3.5),

f ( k ) a c a f ( h ) и a * f { k ) ^ f { h ) a *  (6.2)

для каждой / £ $ .  Так как все эти операторы ограничены, то.(6.2) можно 
рассматривать как равенства. Для каждой / £  Я1 положим

ч ( / ) = ( /о - 7 ) ( * ) и е # .  ■ (6.3)
Л е м м а  6.1. Элементы t\{f) с / £ $  образуют абелеву само­

сопряженную подалгебру алгебры  91, и мы имеем
«(1 ( /) )  =  / (А). (6-4)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Положим ,

«f W  =  / o ( ^ 1/ W = T - / W ,  0 < Х < о о .
Для всех Cj, С2£91' мы имеем

in i f )  I СгСЬ) =  (*' (С2) g (k) u&  I CO =  (g (k) u«' (C2)6# I CO =

=  (g (*) C2I Cl) =  (gjk) k C21 CO =  (C21 kg{k)  Cj)=

=  (Ca I ua* g (k) CO =  (C21 ug (h) a* CO =  (C21 u g ( A) ( CO 5#) =

=  («' (CO* C21 Ug (h) Щ =  (C2 Cb) g  (A) «£#) =  (C2 Cb ft ( / ) ) . 

Поэтому по лемме 3.4 элемент tj( / )  принадлежит 35# и

П(/)# =  МЛ,  / € Я .  (6.5)
Кроме того, приведенное выше вычисление дает равенство (6.4). 

Отсюда мы имеем
T\(fg) = f (k)y l(g) = tl(f)Tl(g)#, f , g € ® ,  (6.6)

откуда следует наше первое утверждение.
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О п р е д е л е н и е  6.1. *). Алгебра всех тД/), называется
спектральной алгеброй элемента 5 и обозначается 3t0 ($).

Л е м м а  6.2. Существует положительная мера Радона 
на открытом интервале (0, оо), такая, что отображение Й-»

— ч ( / )  продолжается до изометрии ц пространства L2 (p) на за­
мыкание [$„(£)] алгебры в g , причем

v( f g)  =  f ( k U ( g )  (6.7)
для всех /£Z.°°(p.) и g £ L 2(\>.).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Положим
П П

^ / Г ё1) = ^ Ш д Ы ё1))
i = 1 i = l

для f i g i € ® i  i =  \ , 2 , . . . , n .  Предположим, что
П

., 2  f i g i  =  о.
‘ /= i

Возьмем элемент h £ $ , такой, что
П

h ( k ) =l  при (Jsuppg-*.
, 1=1

Тогда
а п п

2  (-4(/i)h tei))=  2  w /» ) !1» (*!*)) =  2  (* )! (* )) -
/ =  1 i = l  t = 1

п п

=  2  (7* (*) ч (/i) 1ч (А))= ( 2 1  (Л 7 )  I ч (А)) =
/=1 i = l

п

=  ( ч ( 2 / ^ ) Н ( А)) =  о;
* = 1

Поэтому (лесть линейный функционал на й . Кроме того, ц положителен, 
потому что ♦

р(1/12) =  | ч ( / ) | 2> о ,  М
поэтому р есть мера на (0, оо). В силу равенства (6.8) rj продолжается 

до изометрии т) пространства L2(p) в ф. Так как St плотно в L2(p) и 

т](Я )= Я 0(1), то образ отображения rj есть замыкание [И<>(£)] алгебры

Я0(£). Из (6.6) следует, что т) индуцирует пространственный изомор­
физм операторной алгебры St, действующей в L2(p) как алгебра умно­
жений на функции из St, и операторной алгебры я(Я0( |) ) ,  действующей

в [Я0(£)]. Поэтому г] индуцирует пространственный изоморфизм опера­
торной алгебры L°°(p), действующей в L2(р), и слабого замыкания 
алгебры я(Я0(£)), действующей в [И0(£)], что дает равенство (6.7). 
Это завершает доказательство.

Л е м м а  6.3. Спектральная алгебра Я0(£) имеет следующие 
свойства:

>) f.S означает множество произведений функции [ на элементы Й.— Прим. ред.
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i) St0(^)^ содержится в 21 и
( f t# t f )# |5 # )> 0  (6.9)

для каж дого i)€3l0(£);
И) % принадлежит  31 тогда и только тогда, когда сущест­

вует константа т > 0 ,  такая, кто
( f t W H #) < T 2 |h f2 4 6«o(S); (6.10)

и если это так, то |ft(£)U <T .
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Возьмем / £ й .  Из (6.4) ц ( / )£  =  /  (к) %. Для 

каждых Сх, С2 £ 31' мы имеем

ft (/) ? I Cj СЬ) =  ( /  {к) % I *' (С2)* Ct) =  ft ' (С2) /  (А) чСг) =
=  (/(A )* 4 C 2)5Ki) =  /(* )a C 2|^ )  =  ( / ( A ) ^ C 2|Ci) =  .

=  У и* k f  (k) Ct) =  (С217 (A) a* Cj)=(C21 /  (Л) *' (СО £#) =  <C2Cj | /(/г) I#),
так что

f t ( / f t ) # = / f t ) №  И * ( , ( / )£ )  = / ( А ) а  (6.11)
для каждой / £ $ .  Отсюда ■»)(/)£ принадлежит 31 и также

(ft ( /)#  1 ( / )  С)# 16#) =  (ft ( / / )  С)# | &#) =
=  (7(А)/(А)6# |Е#) =  |/(А )5# |2> 0 .

Предположим, что существует константа у, удовлетворяющая неравенст­
ву (6.1,0). Тогда мы имеем

II k-Ч ( /)  ||2 =  II /  ft) «С# II2 =  I u f  {К) IP HI /  (А) I2 <  т2 h  (/) I2. ,
которое означает, что

5 f t / (ч  i2^  ft) <
о

l / f t ) 2<ftft)

для каждой f € Следовательно, мера р сосредоточена на отрезке 
[6. y]; и тогда т] (f) = 0 ,  если supp/  содержится в интервале (у, °о), 
так что n (i\(f))= f(k )= 0 . Следовательно, спектр оператора к содер­
жится в отрезке [0, у], что дает ||& ||^у. Отсюда § есть я-ограниченный 
элемент.

Нетрудно доказать обратное утверждение. Так как оно не будет ис­
пользоваться в дальнейшем, доказательство опускаем.

Как двойственное утверждение к лемме 6.3 получим следующую 
лемму:

Л е м м а  6.3. Д л я  каждого существует абелева само­
сопряженная подалгебра 31о(С) алгебры ЗГ со следующими свой­
ствами:

1) Шо(С) содержится в W и
( ( f t f t  )Ч  ^ ) >  0 ; (6.9')

для каж Iого •») £ 3to (С);
И) % принадлежит  31' тогда и только тогда, когда суще­

ствует константа т > 0 ,  такая, кто

( ( W , ) b' |Sb) < T 2№  «5(6).
и если это так, то 1« ' (С) |<у.

7 З а к а з №  109

(6. 10)
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассматривая переставленное произведение 
в Я', а именно 1-т]=т1£, мы получим совершенную обобщенную гиль­
бертову алгебру Я'. Тогда Я и Я' поменяются ролями. Наше утвержде­
ние есть интерпретация предыдущего результата, т. е. леммы 6.3, в но­
вой ситуации. Это завершает доказательство.

§ 7. Модулярный оператор Д

Теперь мы в состоянии ввести модулярный оператор Д обобщенной 
гильбертовой алгебры Я, который играет ключевую роль во всей 
теории.

В дальнейшем будем предполагать, что St есть совершенная обоб­
щенная гильбертова алгебра. Как было показано в § 3, 2)# и 2 ^  явля­
ются гильбертовыми пространствами с скалярными произведениями 
( • | • )# и ( * 1 ' ) ь  соответственно.

Первоначальное скалярное произведение мажорируется новым про­
изведением ( • ! • > #  в так что существует положительный опе­
ратор Н  в 2 # , такой, что

=  0 < я < 1 .  (7.1)

Вспоминая, что 5  есть изометрическая инволюция в 2)#, получим 

(S H S t  11J)# =  <5т] I H Sl)# =  (HSri I 5i;># =
=  (5 ifj 151) =  <E | ri)# — (5 h )  =  <517))# — (HI | n)# =  <(1 — H) 11 tj)#.

что дает

Пусть

S H S  =  1 -  H. (7.2)

Пусть i обозначает вложение 2)* в .£>. Тогда оператор Н  есть i*i. 
ть

i = V Н 112 = K 1I2V (7.3)

есть полярное разложение оператора г, где К  =  И*. Тогда видно, что 
для каждой непрерывной функции / ,  определенной на отрезке [0,1],

(7-4)
Следовательно, f  (К) есть продолжение оператора /  (Н) на В част­
ности, К 1,2 также продолжение оператора Н 1<2 на |>. Отсюда для ££2#

Н р  =  |Я 1,^  =  |/С1/25Ц^ (7.5)
так что К 112 изометрически отображает плотное множество 2 *  в гиль­
бертовом пространстве в гильбертово пространство 2 # .

Так как образ оператора К 112 содержит образ оператора Я 1/2, 
то образ оператора К 112 плотен в гильбертовом пространстве 2 * ,  
так что К 112 есть изометрия пространства на гильбертово простран­
ство 2 # , т. е. 2 #  есть образ положительного ограниченного оператора К 1!2. 
Определим положительный самосопряженный оператор Д (не обязательно 
ограниченный) равенством

Д =  /С—1 (1 ^  К). (7.6)

Тогда область определения 2 (Д 1/2) оператора Д1/2 совпадает как мно­
жество с образом оператора К 112, так что 2 (Д 1/2) и 2 *  идентичны 
как подмножества пространства Из равенств (7.4) и (7.5) мы имеем
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для всех £,•»)€ 2) (Д1/2)
<$И>д1/2 =  (5И) +  (ДП25| Д1/2

=  (Eh) +  ( t f - I,2(i - К ) Ч Ч \ К - Ч * 0 - К у > * 2 3 *ъ) =

=  (5И) +  < ( 1 - / 0 1/25 |( 1 - А - ) 1,2ч)# =
=  №  h># +  ((1 -  н у  1 4 1 (1 -  н у  г^> #  =  <511))# .

Следовательно, 2)(Д1/2) и 2)# идентичны не только как множества, 
но также как и гильбертовы пространства.

Положим У — VSV*. Тогда У есть рефлексивная антилинейная 
изометрия ’) пространства Из равенства (7.2) получаем

J K J  = \ - K ,
так что

УДУ =  Д-1. (7.7)

Поэтому для каждой измеримой функции / ,  определенной на интер­
вале (0, оо),

•//(A )V  =  7(A -')- (7-7 Г

Так как V = К~~112 и V* = K 112 в силу равенства (7.3) и приве­
денных выше аргументов, то для ££!£#

S t  =  V *JV\ =  К 1!2 J K ~ '121 =  У (1 -  К)'*2К ~ 112£ =  УД1'21

Отсюда мы получаем полярное разложение

5  =  УД1/2 =  Д-1/2У (7.8)

для инволюции S 2). Для того чтобы принадлежало 2>*\ необхо­

димо и достаточно, чтобы существовал вектор & такой, что

(SilH) =  <5bh ) ,  Т ) д а .  (7.9)

Обращая внимание на то, что УФ# =  2 )(Д -^2) и УТ)(Д-1/2) =  ф #з), 
мы имеем для каждого к] б2>(Д-1/2)

{Л ЬIV) =  ( Ут] 15Ь) =  515Ут|) =  (61 Д-1/*,,).

Отсюда $ принадлежит Ф(Д_1/2) и У£Ь =  Д -'/Ч , так что £ь = У Д - 1/2$< 
Обратно, если t принадлежит ТДД-1/2), то ^  =  УД-!/2? удовлетворяет 
уравнению (7.9). Следовательно, получаем

=  и £ь =  УД-1/2М £ £ Ь.

Так как У есть изометрия, 2)Ь и ЗД Д -1/2) идентичны как гильбертовы 
пространства.

Таким образом, справедлива

*) у * — изометрия ф на S — изометрия в V — изометрия в,£>.
поэтому J изометричен.— Прим. ред.

2) Разложение (7.8) должно совпадать с полярным, так как /  изометричен, 
а А1/2 положителен.

3) Эти равенства следуют из (7.8).— Прим. ред.
у*
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Т е о р е м а  7.1. Существуют, изометрическая инволюция У 
и положительный самосопряженный оператор Д, такие, что

1) ®# =  ф(Д1/2) и $ Ь = £)(Д-1/2),

II) УДУ =  Д -1 и У /  (Д) У =  7 ( Д - !)
<?ля каждой измеримой функции f , определенной на интер­
вале (0, оо);

III) 5  =  УД1/2=  Д-1/2У,
/ ;’ =  УД-1/2= Д 1/2у;

iv) Д — F S и Д~l =  SF .
Оператор Д называется модулярным оператором обобщенной гиль­

бертовой алгебры 51, а У — унитарной инволюцией алгебры 3L У инду­
цирует операцию транспонирования х  £ S3 ($) —> х Т£ 93 («§), которая есть 
антиавтоморфизм алгебры 93 (<£>), по формуле

x T =  Jx*J, х£9Э ($), (7.10)
где 93({5) обозначает алгебру всех ограниченных операторов в $ .

§ 8. Резольвента модулярного оператора А

Примем предположения и обозначения из § 7. Пусть С обозначает 
риманову сферу С U {оо} и [0, оо] обозначает расширенную положи­

тельную полуось {z£  С: 0 < ;z -< o o } . Пусть Л[0, оо] обозначает про­
странство всех функций / ,  аналитических каждая в своей окрест­
ности U f  полуоси [0, оо] и равных нулю в бесконечности. Рассмот­

рим /< Д ) при / £ Л [ 0 , о о ] .  Для каждого св£С — [0, оо] положим

Т (ш) (2 1 со J — о» — со)-1 /2, 7? (ш) =  (Д — to)-1. (8.1)
Тогда по теореме 7.1 мы имеем

(о>)У =  (Д-1 — ш)-1. (8.2)

Л е м м а  8.1. Если ш £ С — [0 ,оо], то
R(i»)Wci')U

И Я ( < > П < т Ы | | * Д П 1 М ' е ^

II я ' (R (ш)г S) 1 <  7 (св) 1 It (6) 1Д  е 91.
. Д о к а з а т е л ь с т в о .  Выберем и зафиксируем £91'. Положим 

%== R (св) V =  (Д — о»)-1

Тогда $ лежит в £(Д ), так что % лежит в ' №  Для каждого kj из 
спектральной алгебры 910(£) элемента $

(2 чв | — (в — св) ((tj# 7]!;)# 11#) =
=  (2 | (В |   (В    <в) (Д$ | Т ] # Т ) £ )  == (2 |(о|   ( В —  (в) (•Ц ( Щ  f yfi ) О
<  2 1 (В ] h  (дад • [hi 1 -  2 Re {СВ (Т) (Д£) ] ч6)} <
<  I ц (Д£)||2 +  |св|21| r(i f  -  2 Re {се (т) (Д 6) 17)$)} =

=  Ь  ((А -  “ ) ?) II2 =  Ы '  II2 <  II (?') IP h  1;2*

*) Здесь используется вещественность ((т,# | £# ) (см. лемму 6.3).—Прим. ред.
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Отсюда
( ( # ^ )# I £#) <  т (°>)* 2 II*' (V) II2 IIц I2, ч€Яо(6),

так что Е есть ^-ограниченный элемент и || я (Е) | •< 7 (а>) || я ' (^)И п0 лем" 
ме 6.3. Используя лемму 6.3', мы получаем утверждение для R  (v>)r . 
Это завершает доказательство.

Теперь пусть
оо

A =  JXflf/=‘(X) (8.3)
о

есть спектральное разложение оператора А. Для каждой ограничен­
ной непрерывной функции / на [0, оо] функция /(А) определяется 
формулой

оо

/ ( * )  =  $/(*)<*£(*)•
о

Возьмем функцию f в А [0, о о ] .  Предположим, что граница Г/ окрест­
ности Uf есть простая гладкая замкнутая кривая. Тогда f представляет­
ся интегралом

/  (г ) =  -  (0)~1 / (®)dw- 
г/

Следовательно, / (А)  дается интегралом

/ ( A ) - ^ r | / W ( A  (8.4)

Тогда следующие утверждения немедленно вытекают из леммы 8.1- 
Л е м м а  8 . 2 .  Если f лежит в Л [ 0 , о о ] ,  тогда

/(A )S t 'c S l и / (A -^ S tc S t ';

И  ( /  ( А)«') II <  ^  Т, sup т И  | /  («О I»*' (S') II, 6' € (8.6)Z7Z J СОбГ̂

II *' ( /  (А -1) 5) К 2T  ̂ /ш8еигР Т (°) I /  (“) III * (6) М  6 Я, (8.5')

где -\f есть длина кривой Г ^ 1).
Определим множества SI# и ЩЬ формулами

P - { ^ f n S ( i ) :  AE^St'},
ЩЬ =  {е€ ЩПф(Д^1) ;

Заметим, что Е лежит в St# тогда и только тогда, когда Е лежит 
в TJ^nSt' и E# лежит в S t'2).

Л е м м а  8.3. St# есть самосопряженная подалгебра алгеб­
ры St, и она плотна в гильбертовом пространстве 3)#; анало­
гично Stb есть самосопряженная подалгебра алгебры  St', и она 
плотна в гильбертовом пространстве 25 Ь. Кроме того, если Е

*) Доказательство формул (8.5) использует возможность применить п под зна­
ком интеграла в (8.4), примененного к вектору £' £  91'. — Прим. ред.

2) Если £ £  =  ^ (А 1 2̂), то 5^ определен, а если £ ^ £ 5 Г »  то
определен и лежит в 5 1 '.— Прим, ред.
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и т] лежат в то мы имеем
Д(Ь,) =  (Д5)(Дч); (8.6)

если $ и ц лежат в El К то
Д-1 ( Л - $) (Д-1-0. (8.6')

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если % лежит в 21#, то т) =  (1 +  Д)? лежит 
в 21', так что £ =  (1 +  Д)—1 ifj лежит в 21 по лемме 8.1. Так как

чЬ =  (5 +  д5)Ь==|Ь +  5#==( 1 + д){#

то £** =  Сч — £)Ь лежит в 21', и Д£#=-»]Ь — £# лежит в 21м ), так что I# 
также лежит в 21#. Отсюда 21# самосопряжена относительно инволю­
ций Ь —*?#. Если $ и ц — оба из 21#, то мы имеем в силу замечания, 
сделанного перед нашей леммой, что

(Д?) (Дт|) =  ?# Ь т)# Ь =  (,,# 5#)Ь =  (&,)# b =  д (^ )  2).

Поэтому и Д (Itj) лежат в 2Г, так что Ц принадлежит 21#. Отсю­
да 21# есть подалгебра алгебры 21.

Теперь покажем, что подалгебра 21# плотна в 2)#. По лемме 1.1 
достаточно показать, что (1 +  Д1/2)2(# плотно в 1д. Так как функции 
z(l -f  г 2)- ' и (1 -J- z 2) —1 лежат в Л[0, оо], то Д -1 (1 +  Д-2)- 121 с: 21' 
и (1 -f Д)-2) - 121 с  21', так что 21# =э Д-1 (1 +  Д-2)- 1 21; отсюда

(1 + Д ! /2)21#Ъ (1 + Д ! /2)Д-1(1 + Д - 2)-121.
Оператор Д~‘(1 +  Д~2)-1(1 -f Д1/2) =  Д(1 Д1 /2) (1 +  Д2) - 1 есть ограни­
ченный оператор с плотным образом в ^ 3), и так как 21 плотна в £>, 
to  (1 +  Д^2) 21# плотно в

Утверждение для 21Ь доказывается аналогично.
- Л е м м а  8.4. Если комплексные числа Wj, ш2 и лежат
в С — [0, оо] и если один из векторов У  £2€<15 принадлежит  21#, 
то
(R (<*>i) У (R Ю У = R ((0i(02) {5iS2 + °>i (R W У ̂ 2 + «У i (R (“2) У} =

=  R (®i«>2) {(AR (“i) У S2 + m2̂i (R (<У У} =
=-/((<1,А )(<1>1(/((а.^1)^ + М ^Ы У }- (8-7)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из вычисления
bR  (ш) |  == Д (Д — ш)-'Ц =  ш-1 (а)-1 -  Д -;)-Ч ;

R («) 5 =  О)-1 (ДR (ш) 6 -  S), 6 е & И 0) € С -  [0, оо] (8.8)

и из леммы 8.14) следует, что R (ш) 2 t#c2 t#  для каждого о> £ С — [0, оо].
Предположим, что ^  принадлежит 21#. Тогда обе стороны равен­
ства (8.7) суть непрерывные функции от | 2, так что мы можем пред­
положить, что векторы ^  и U принадлежат 21#, так как 21# плотна в £)• 
Тогда мы получаем из (8.6)

дт ы  у  (R ю  У)= (дя ы  у  (д/? w  у ,
*) Причем $#  £  © {А). — Прим. ред.
2) Здесь используется включение Я, полученное в начале доказательства

л е м м ы .—  Прим. ред.
3) Сразу следует из функционального исчисления для оператора Д.— Прим. ред.

” 4) И включение 31# с  31 (см. доказательство леммы 8.3). — Прим. ред.
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а это равно
&  +  «1# W  У  (k +  W  У ;

отсюда

<Д — ш^-) {(/? (шО 50 (/? =
=  tik  +  «1 (R К )  Si) Ъ +  ш2^ (R Ю  У  =

=  (^R  (“ i ) î) 2̂ +  “̂ l  (R  (шг) £2)=

=  <“l ( ^ W 5 l H 2 +  ?1(A/?(«2)?2)
что завершает доказательство.

Определим проекторы Е7 для 7 >  1 формулой
t

£ T =  J dE{ l ) .

Тогда ядно, что
Е \ =  Ел'у, ||Я7Д||<т; Ц^Д-МКт.

(8.9)

(8.10)

Пусть f есть функция, аналитическая в окрестности Uf полуоси 
[О, оо]. Мы предположим, что граница Г/ окрестности Uf есть простая 
замкнутая гладкая кривая. Рассмотрим множество* 2)

W f ^ { t z ~ l\ 0 <   ̂<  00, £ £ £//1) Г/}. (8.11)

Тогда Wf и [у-1, у], у> 1  суть непересекающиеся компактные мно­

жества в С. Следующая картинка иллюстрирует взаимное расположение 
множеств Wf и [у-1, у]:

Выберем простую замкнутую гладкую кривую Г, такую, что ее внут­
ренность содержит [у-1, у], а множество внешних-точек ¥ / ,  так чтобы 
Г пересекалась с [0, оо] только в двух точках.

*) См. ii) в теореме 7.1 и формулу (7.10). — Прим. ред.
2) Uf  — дополнение к U f . — Прим. перев.
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Л е м м а  8.5. В описанной ситуации /(Д )21# с 2 1 ',  й если % 
лежит в 21# , то

(Е, -п И /  m )  =  - k § f  (<а“ 1 д) КЯ (®) Еtf) 5] dm (8.12)i?

для каж дого  i ) £ g .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из равенства

^  ^  $  #  (“ ) E^dm
Г

вытекает ревенство (8.12) для случая постоянной функции / .
Учитывая разложение /  (г) — ( /  (z) — /  (со)) -f- /  (оо), мы можем 

предположить, что /  лежит в Л[0, оо]. Предположим, что 5 лежит 
в Ц#. Согласно равенствам (8.8), элемент /?(<о)$ принадлежит 2t#. Кро­
ме того, неравенство
| * ' (R («к) 5)! =  I «>-V  ( -  (о- i/?  (ш-1) )^  -  I) | <

<-[ip-Т (»-■) i«(Е) I + 1 *'(У Г)
дает, что |я'(/?(а>)£]| равномерно ограничена вдоль кривой Г^, так что 
/  (Д) $ есть ^'-ограниченный элемент, потому что образ оператора 
( /(Д ) — /  (0)-1) содержится в 35 (Д -1) для любой функции /  из 
А [0, оо]2 * * *). Следовательно, первое утверждение получено.

В лемме 8.4 зафиксируем f \}Ucf  и заменим £, и \2 на ЕЛг\ и I 
соответственно. Тогда (8.7) переходит в равенство

(R (ш,) ЕЛК)) (R (ш2) t) =  R  (ш,0)2) (ю, (R (<о,) Ятч) $ +  (^7)) (ДR  (<o2) $)}.

Умножая обе стороны на //2к и интегрируя по шх вдоль Г, мы получим 
в левой части равенства

(Е,ч) (R ы  S) =  £  j  (R (со,) Е,ц) (R (ш2) 6) dwv

Обращая внимание на то, что ш,<«2^ [ 0 ,  оо] для любых <о,€Г и 
UJ, мы делаем вывод о том, что 7?((о,(о2) есть аналитическая 

функция от (о, на кривой Г и внутри кривой Г, так что второй член 
в правой части равенства при интегрировании исчезает:

(£ R ((о,<й2) (Е^п) (ДЯ (ш2) $) d<s>1 =  0.

Следовательно, мы имеем

( Я , т)) (R Ы  W=  4 г  $  ®itf (®i«2) К *  (®i) Е ^)  *1 dwi- (8-13>
Г

*) Следствие неравенства (8.5*). — Прим. ред.
2) так как при f £ A [ 0, со] функция допускается аналитическое

доопределениё при X = 0, то
££gt#=>££ 31=ф1) = (/(Д) — /(0> •£>)£€ д-I  (/(Д) — / (0)0)5 ^ 31 =Ф

-ч € Т € ф (Д—*). Д-,1)€Э1=ф1)€Э1Ь =И€Э1'‘ — Прим. ред.
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Умножая в (8.13) обе стороны на /  (<*>2) и интегрируя по о>2 вдоль кри­
вой Г/? мы получаем

( £ тч )(/  (Д) ?) =  -  - ^ г  §j>f  («2)«1 Я  К 0̂ ) [(Я  Ы  Еrf) Ч
г/ г

Замечая, что

/  (ш-^) =  j* /  (ш2) 0)! (* -  ( о ^ - ’сЦ,

Г/
для и>! £ Г и t € [0, оо] *), мы получаем

/  (ш-'Д) =  $  /  Ы  ®i# (®1®г)
г /

поэтому •

(Е,ц) ( /  (д) 5) =  ^ 7  ^  /  (®_1Д) [(/? (®) Erf) 5] rf®.
г

что завершает доказательство.

§ 9. Однопараметрическая группа автоморфизмов, 
определяемая модулярным оператором А

Теперь мы подошли к самому важному месту в доказательстве 
фундаментальной теоремы Томита. Рассмотрим отрицательную полуось

W =  {z£C.: — z€[0 ,  оо]}. Для каждого комплексного числа а опреде-
/V

лим аналитическую функцию za на С — W  равенством
=  exp [a In | z  | -f- ia arg z],

где — я < |a rg  г  л. Тогда z*+P =  z az?. Нормальный оператор Д® дается 
формулой

оо
z adE (z) =  exp (a In Д). (9.1)

о
Если а — s + it, где s, t£  R, то мы имеем

Да _  д*ди?

где Д* есть положительный самосопряженный оператор и Д“ есть уни­
тарный оператор.

Л е м м а  9.1. Д л я  каждого комплексного числа а множество 
31#П®(Д“) плотно в гильбертовом пространстве 2)(Д®).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть a =  s-)-j7 , s, t £ R .  Возьмем целое 
число п >  15 1 +  1 и рассмотрим функцию /  (г) =  z n(z 2n +  I ) - 1. Мы 
утверждаем, что Д -1/ ^ - 1) ^  с  31# Г) 3.) (Д*)- Действительно, если ^ 
принадлежит Stb, тогда -ц и Д_ |т] оба принадлежат 31, так что / ( Д - 1) т) 
и Д f̂  (Д г) Tj принадлежат 31'* потому что f ( z )  и z f  (z) обе из Л [О, оо]; 
отсюда Д -1/ ( Д - 1)т)^ 35#. Из определения функции /  следует, что 
образ оператора Д -‘/ ( Д - 1) содержится в ©(Д5) =  £)(Да). Так как

*) Так как ь>„ <о2 £  [0, +  оо] при ю, £  Г, » 3 £  Ту. — Прим. ред. ,
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О +  A*) А-1/  (А-1) == А"-1 (1 -f- As) (1 А2" )-1 есть ограниченный само­
сопряженный оператор с плотным образом в $  и так как 31ь плотна 
в £И), то множество (1 +  As) Д -1/  (Д -1) ЩЬ плотно в следовательно, 
по лемме 1.1 множество Д -1/ ( Д - 1)3(Ь плотно в гильбертовом простран­
стве ^(Д-5) =  £>(Д“), так что 31# П®(А*) плотно в 2>(Да).

Т е о р е м а  9.1. Д л я  всех I € 31П Ф(Д- “?) и tj£ 3('П 2)(Дв). элемент  
{А~*%)т\ принадлежит  3)(Аа) и справедлива формула

Д« ((Д-«е)) ■») =  € (9.2)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим функцию

^ ^ = ( г т й ) в’ М

Тогда f 0(z) — z a. Если 0 < 8 < 1 ,  то / 8 аналитична всюду, за исклюг. 
чением сегмента — <  z  -< — 8. Отсюда / 8 аналитична в окрестно­
сти полуоси [0, оо], и мы можем предположить, что множество Wf  
определенное в (8.11), содержится в левой полуплоскости Re г  < ' 0, 
Теперь мы можем применить лемму 8.5 к функции / 8.

Возьмем простую замкнутую гладкую кривую Г с теми же свой­
ствами, что и в доказательстве леммы 8.5. Тогда мы имеем следую­
щую картину:

Возьмем Tii и т)2 из 31# и $ из 31. Так как принадлежит 
Т)(Д>/2) =  ,8# то (Е ^)#  определен. По лемме 8.5 мы получаем

</» (А) т)! I ( £ $ * 4 )  =  ((£,?) (/»  (А) 4i) Ы  г) =

= - s r  #  («-«Д) [(/? (®) 4i I
Г

=  ~ г  §  (ъ  I Я  И  Е&* С/8(“ - 1д) Ч ) )  <*«>.
г

где последний шаг предыдущего вычисления проверяется следующим 
образом: функция z —* (<»8-{-z)* (ю-}-8z)~a аналитична в окрестности по­
лупрямой [0, оо] и

/ , (ш-'Д)* =  (ш8 +  Д)« (« +  8Д)-“;

*) Если а, р £ 9 Г  и то (а, ц # Р) =  ( а ^  | (Г# ) =  (H P® 1’) =  (И-® i и

/б (А) т)» €  91'- E-fi С — Прим. ред. (■
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отсюда лемма 8.5 гарантирует нам, что /Д ш ^Д )*^  принадлежит St', 
и также R (ш) Е ^  принадлежит Следовательно, мы получаем

/ а д ) ч 1| ( ^ т? )Ч )  =  ^ ( ч 1 | ( ^ ( “ ) ^ ) ^ « ( ® - 1А) Ч ) ) ^ “ (9-4)
Г

для всех ££31 и щ, ч]2£31# .
Так как

Д(ш ^Д )* =  ( 1 + ® 8Д -1)«(8: + шД -1)-«, 

то, если мы определим функцию равенством

gt  -  S-,\ 5 + о>2 /
получим, что

/,(ш -'Д )*  =  ^ ? (Д -1Н - 8«.Г

и принадлежит А [0, оо]. Отсюда из (8.5') мы имеем

I * ' ( /а  (®-1 Д)* Ча 1 <  18“ 11!* ' (%) II +  З Г 1 SUP (Т (г) I g а (г) | ) |  * (%) II»
* ® V "

где Г, есть простая замкнутая гладкая кривая длины I, чья внутрен­

ность содержит отрезок — -у -, — 8 . Поэтому существует константа 
у0, не зависящая от ш, такая, что

I я ' ( /8  (ш-'Д)*^) I к о ­
оператор 5 —> (^ у )#  ограничен1), так что функция ш—> (R(w) Е^ )# 

непрерывна на Г; отсюда функция $
® € г .- ( /г (а > )£ те)#(/,(ш-»д)*712) € ^ .

ограничена на Г. Таким образом, обе стороны в равенстве (9.4) суть 
непрерывные функции от тц, так что равенство (9.4) остается верным 
для любого л), £ Таким образом, получаем

( / 8(Д)д, | ( ^ ) #д2) = ^ г ^ ((^ (« > )^ ^ )д1|Л («> -,Д ) Ч ) ^  (9.5)
Г

где т и е з г п © ^ ) ,  д2е з 1# п®(Да) и ?ез1 п 5 )(Д -а)-
Мы покажем, что равенство (9.5) остается верным и в случае 8 =  0. 

Напишем а =  5 -f it и положим
У! =  inf {Rew: о>£Г}, 
у2 =  sup { |ш ( : а) С Г},
Уз =  sup{(a r gш|: о>£Г}, 
у4 =  ехр (у81  ̂().

Для всех ш ^Г и Х^[0, оо]

| / • ( • - ■ о - 1= ( & $ ) '= ( 4 т 5 - ) ' « р  { -  < ( ^ w ) } =

exp {t (arg (а) +  8Х) — arg (X -f м8))}.

to -f &Х 
X + 0)5 |$ 
о) + &Х

1) ( £ т6 ) # ----- J (Д ^ 2£ т)Е, где J и Д^2£ т ограничена. — Прим, ред,
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Так как R ew ^O  и X вещественно, то
I arg (о) -f 8Х) — arg (X -f  шЬ) | <  | arg <о |,

и тогда
exp {t (arg (о> +  8Х) -  arg (X +  ш8))} <  ехр (Тз 111) =  Т4. 

Если s > 0 ,  то из соотношения |1 +  S«o—ХХ J ^  1 имеем
X + (дЬ
(о -)- SX <  | «НХ +  ьу <  ( I ш |->Х +  8)* <  (ТГ1Х +  ьу <  (Тг»х +  1 у.

Замечая, что £)(Af) =  ^ ((т ^ Д  +  1)*), имеем, что для каждого -<]^2)(Д^) 

| | / г(а ,-> Д )^ ||< Т4||ТГ1 Д + 1 )^ |.

Если s 0, то

^+6Г =  Т -Ч .-Ц  1 < 1 Х ш+ 81 <
< ( Т г х - 1  +  8) '" f < ( Т г х_1 +

Замечая, что £5 (Д*) =  £> ((т2Д-1 +  l)- *),
| / 8( т - 1д)*7)!<т4||(т2д - 1 + 1  т] е® (Д 4)-

Если s — 0, то
* 1 ^5 (ш -1 I с  Т4 N  11-

Так как tj2 принадлежит ®(Да) ( =  2)(ДЛ)), то для каждого s > 0  
мы можем найти Х0>  1, такое, что

Т4II (тг1Д +1)* 0  -  Е и) ъ  I ■ <е I ъ  1
для случая, когда 5 >  0, или

T4|(Tsa“ 4 -  ~  ^ Х о Ы К Ф г Ц
для случая, когда s < 0 .  Отсюда

II /  г (<о—*Д)* (1 Е\0) I <  £ I тч21|-
Заметим, что число Х0>»0, а поэтому и проектор £ \ 0 не зависят 

ни от to £ Г, ни от 8 < Ч . Так как /Дш-'Х) сходится к /^(ш-'Х) равно­
мерно относительно X £ , X0j  и ш £ Г, когда 8 стремится к нулю, то

SUp 1 / 5 (“>“ 1Д)*£‘х„'»)2 — «>-аДа£хЛ2 II <  Ih2 II 
а>ег

для достаточно малых 8^>0. Таким образом, заключаем, что

lim SUp | / 8 (и>-1Д)*7)2 — (1)-|1Да7)2[ =  О 
i->0 0>6Г

для каждого т)2 € $) (Д®). Конечно, из предыдущего обсуждения немед­
ленно следует, что

М / 8(Д Н -Д 'т )1 || =  о 
8->0

для каждого % £ £) (Д“). Следовательно, равенство (9.5) переходит после 
взятия пределов в равенство

(Д|Ч  I (£ ^ )#1(12) =  ^  $  ((# («) I ®_,Д’Ч2) da,

где % € ^ П ^ ( Д"), ть1€ * # П2)(д 'в) и €€«ПЗ>(Д—)-

(9.6)
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Правая часть равенства (9.6) равна

A -  J  (ю - (R (о>) Е &  ъ  | Д-ъ) de. =  ((Д -  Е  т?) к), | Д % ) Ч-
г

Отсюда мы получаем
(Дв ч1| ( ^ ) #ч2) =  ((д- в^ ) 1 ]1|Д«712).

Так как из (8.9)* 2)
_ i_ _ J_ _ i_

(£,&)# =  5Я,5 =  Д 2J E ^  =  b 2 Е Тч Л =  Е ^  2J\  = E£*,
TO

lim ( £ $ *  =  ?*
K~̂ oo

Вспоминая, что тг]2 — из 3t', получаем
11Ш (^ 5 )^ 2  =
7->оо

Так как \ принадлежит 5)(Д_а), то мы имеем
1Ш1(Д-“£ те) =  Д-‘5,
f->oo

lim (Д“а £.,£)% =  (Д -^)^!,
7~>оо

потому что Tfjx принадлежит §('. Следовательно, мы имеем

((Д~“£) T'ii | Д® tj2) =  (Да % I =  (£ (Да l̂i) I ъ)- (9-7 )
По лемме 9.1 Щ"пТ(Д“) плотно в гильбертовом пространстве 

■£(Д«) =  Т)(Дв), так что равенство (9.7) дает, что (Д—aS) к], принадлежит 
Т' (Да) и что

Д« ((А—6) Ч1) =  «(Д“ -4i)
для всех 5 € St П 3̂  (Д—“■) и т^ЭД/ п2)(Да). Это завершает доказательство.

С л е д с т в и е  9.1. Операторы Дг<, — о о < Д < о о , образуют 
однопараметрическую группу автоморфизмов алгебры ?t и

* (Д «5) =  Д « я (5 )д

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Замечая, что

®(Д«) =  ® (Д -,<) =  'б,
получим

Д « (? (Д -'ч т 1)) =  (Д « 5 )11, ч с я ' -

Отсюда мы имеем л(Дг'г|)  =  Д * 'я(|)А~и. Конечно, Д<(£ есть я-ограни- 
ченный элемент. Это завершает доказательство.

Следовательно, однопараметрическая унитарная группа {Да } инду­
цирует однопараметрическую группу ^-автоморфизмов левой алгебры 
фон Неймана 8(H) обобщенной гильбертовой алгебры Н.

§ 10. Построение модулярной гильбертовой алгебры

Теперь мы подошли к заключительному этапу построения модуляр­
ной гильбертовой алгебры, эквивалентной данной обобщенной гильбер­
товой алгебре. Повсюду в этом параграфе мы будет предполагать, что 
И есть совершенная обобщенная гильбертова алгебра.

*) Напомним, что $ £  5) (Д *). — /7рам. ред.
2) И (8.10). — Прим. ред.
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Л е м м а  10.1. Если f — непрерывная положительно определенная 
функция вещественного переменного, тогдг f (In Д) переводит 51 в 51 и

(/(1пД Ц )# =  /(1пД )£#, (Ю.1)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По теореме Бохнера /  представляется ин~ 
тегралом

оо

/ ( 4 =  5
* —оо

где (х есть конечная положительная мера. Отсюда мы имеем
+  оо

/ ( 1 п Д ) =  $ Д » ^ * ) 1),
— оо

где интеграл берется в сильной операторной топологии. Поэтому для 
всех и мы имеем

-(- со оо

II/  (In Д) у 7]! =  1 $ (Д«6) ijrfu (t) I <  51 (Д«6) Т) 14* (t) <

< $ 1 * Ю 1 Ы * Ч О  =  / ( 0 ) | м О « Ы 2)>
—оо

так что / (1пД)£ принадлежит ЭД, потому что ® ( Д2 ) инвариантна отно~ 
сительно /(1 п Д )3). Для каждого £ £ $  мы имеем

_  _i_ _ _ i ___

(/(1пД)5)# =  5/ (1пД)£ =  Д 2 У/(1п Д)£ =  Д 2 / (1пА~' )Л =
_ i ___ __i__ _ j _

=  Д 2 / ( - 1 п Д ) У £ = Д  2/(1пД)УЕ =  / (1пД)Д *У£ =  / ( 1 ПД)5#.

Теперь фундаментальная теорема Томита может быть сформулирована 
следующим образом:

Т е о р е м а  10.1. Для каждой обобщенной гильбертовой алгебры 51 
существует модулярная гильбертова алгебра 8, которая эквивалентна 51. 
Следовательно, существует изометрическая инволюция J гильбертова 
пространства являющегося пополнением 5(, такая, что

У£(Я)У =  £(Щ)'.
В частности, левая алгебра фон Неймана 8(81) алгебры Я антиизоморфна 
своему коммутанту W -

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Мы можем предположить, что 51 — есть совер­
шенная алгебра. Сохраним прежние обозначения. Пусть 6 обозначает 
линейное пространство, порожденное функциями /* £ , где f и g суть 
непрерывные функции вещественного переменного с компактными носи­
телями и

-}-оо

f - * g ( t ) = \ f ( s ) g ( t - s ) d s .

0  Следствие из теоремы Фубини.— Прим. ред.
оо

*) /  (0) =  5 dy. (О; [| * (Д"6) II =  Ik  (6) II- -  Прим. ред.
— оо

3) Следствие из функционального исчисления для оператора А. — Прим . ред..



Теория Томита 111

Для каждой функции /  вещественного переменного положим /  (/) =  
=  f ( — t). Полагая ea(t) — eat для каждого комплексного числа а, мы 
имеем

* « ( / * £ )  =  К / )  *(*«£).
так что отображение /  —> eaf  *) переводит © в 6 .

Пусть 33 есть подалгебра алгебры St, порожденная как алгебра 
элементами /(1пД)£, /£ @  и Е£3(. Так как

(/(1пД)е)# =  /(1пД)£#2),
то S3 — самосопряженная подалгебра алгебры Я.

Вследствие равенства

Д« /  (In Д) 5 =  еа (In Д) /  (In Д) £ =  (eaf )  (In Д) £

S3 инвариантна относительно операторов А".
Для того чтобы завершить доказательство, мы покажем, что мно­

жество S3 плотно в гильбертовом пространстве Ф(Д“). Положим 
а  — s-\-it. Возьмем произвольное £ в Ф(А1) и е > 0 .  Тогда существует 
непрерывная функция / с компактным носителем, такая, что

1(1 + Д * ) ( /  (In Д)£ — £) | <£ .

Мы можем найти последовательность {/„} в 6, такую, что {/„} сходится 
к / равномерно и supp/n содержится в фиксированном ограниченном 
множестве K c z R 3). Пусть %к есть характеристическая функция мно­
жества К. Тогда (l-f-As)xK(ln А) ограничен и

(1 +  Д') / „  (In Д) I =  (1 +  Д') X* (In Д) / „  (In Д) £.

Отсюда мы имеем

П т I (1 -(- Д*) ( fn (In Д) £ — /  (In Д) $ | =  0.
оо

Поэтому можно найти функцию / 0 в @, такую, что

I (1 +  Д*)(/о (In Д) £ - & ) ! < * ,
что означает в силу леммы 1.1 то, что 33 плотно в 33 (Да). В частности» 
33 плотно в Т>(ДР2), так что 33" =  31 и 33' =  31' по лемме 5.2. Следо- 
вательно, 33 удовлетворяет всем постулатам модулярной гильбертовой 
алгебры, кроме, может быть, постулата (VII), и 33 эквивалентна 31.

Теперь мы покажем, что функция а-»(Д “ ||т]), £, т)£33 аналитична. 
Рассмотрим множество С всех элементов I со следующими свойствами:

a) \ принадлежит Р|Т)(Да);
а

b) Д" % принадлежит 31# для каждого комплексного числа а;
c) функция а —»(Да % | д) аналитична для каждого •») £ 31.
Тогда очевидно, что £ содержит все элементы /  (In Д) £, /  £ @

*) е „ / — обычное произведение и f .  — Прим. ред.
2) Следует из леммы 10.1, так как любая функция есть линейная комби­

нация непрерывных положительно определенных функций положительного типа ввиду 
равенства 4f * g  =  ( /  +  g) * ( f  +  g) — ( f  — g) * ( /  — g)  +  i ( /  +  ig) * ( /  +  ig ) _  
— i ( f  — ig) * ( /  — ig) - — Прим. ред.

3) Можно рассмотреть последовательность сверток f с фиксированной 6-образ- 
ной последовательностью фп, такой, что носитель фп содержится в (— 1 /п, 1 /п).— 
Прим, ред.
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и SC511). Мы покажем, что 2  есть алгебра. Возьмем и $2 из 2 
и к]'£Д. Тогда мы имеем

X  {(Да+Л Ш I ч) -  (Да Ш  h)} =  х  ({(Аа+А̂ ) (Д»+ЛУ  -  (Д« у  (Д- y ) h ) =

=  ~г  ((А“+А$1 -  Да *0 Да+Л$2 Ь )  +  х  « Да (Да+А̂  ~  Дв У  I ч) =

=  х  (Да+А$1 -  Да I ч (Да+АУ ь) + х  (Дв+А?2 -  Да 2̂1 (Дв У  *>|) =

=  X  (Да+А̂ 1 -  Д“ «1 I V (/A “ "  ̂  + \ ) )  +  X  <Д“+**2 -  Да 2̂ I (Да У  #Т)).
Как и в доказательстве леммы 2.1, функции а —>Да у  г =  1, 2,

а -  —  +а а_ 2_
сильно аналитичны, так что д 2 %2 сходится к д 2 %2 при И. — О,
и мы можем заключить, что функция си—> (Да ( ^ У ! 7)) аналитична. От­
сюда у 2 удовлетворяет условию (с). Так как у 2 удовлетворяет (а) 
и (Ь)2), то 2 есть алгебра, что мы и хотели доказать. Следовательно, 
2  содержит 2J. Это завершает доказательство.

С л е д с т в и е  10.1. Если  51 есть обобщенная гильбертова 
алгебра, то

М "  =  5Г и /5Г  =  51". <10.3)
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть 510 есть модулярная гильбертова

алгебра в 51", построенная в теореме 10.1. Тогда для каждой пары 
с, г, элементов 510

^ )  =  ( А ) ( Л ) 3 *).

Возьмем произвольное т|£51'. Тогда можно выбрать последовательность 
{т)„} в 510 с ti =  h m \ ,  так что мы имеем для каждого $£5(0

П-> оо

(Л)  (Д ) =  « '  (Л) л  =  lim и' (Л) Л п =  lim /  (£tj„) =
П->оо П-+оо

=  lim Jn  (£) k)„ =  Jn  (?) t) =  /  (Sij).
Л—>oo

Отсюда
1 И ) ( Д ) К К ( ч ) 1 Н 1 -

Следовательно, вспоминая, что /51' с  можно заключить, что Д  
принадлежит 51". Таким образом, мы получаем /51' с. 51". По симмет­
рии мы также имеем /51" с  51' и J (JW)  с  /51", т. е.

51' с  /51", 51' =  /51" и /51' =  51".

§ 11. Тензорное произведение и прямая сумма модулярных 
гильбертовых алгебр

Пусть 5tj и 512 — две модулярные гильбертовы алгебры. Пусть ^  
и $ 2 — их пополнения. Пусть 51! (х) 512 есть алгебраическое тензорное 
произведение алгебр 51х и 512. Тогда 51! (х) 512 имеет естественную струк­

1) Проверка условий а) и с) тривиальна; для проверки условия Ь) достаточно 
проверить, что */] =  /  (In А) $ £  31^, но т) £  Ф (А) и h =  (1 -f- A—1) ?) £  31 (см. лемму 10.1), 
поэтому 21' по лемме 8.1, аналогично Ат) £  31', поэтому т\ £  3i# . — Прим. ред.

2) По теореме 9 .1 , примененной к Д“ ^  (Д_ а ) с  ЗХПФ(А_ а ) и П
П 2)(А а). — Прим. ред.

3) Так как 5 (£т\) =  причем S =  /А 1/2, где по теореме 9.1 А1/2 есть авто­
морфизм 510- — Прим. ред.
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туру инволютивной алгебры, задаваемую равенствами

&  ®  У  (4i ®  Чг) =  У  i ®  У]2>

& ® у # = ^  ® ь #-
На (х) Ш12 определено также скалярное произведение

(&i ®  2̂ 1 "'ll ®  Чг) =  14i) (*21 Чг)-

Пусть ф есть пополнение Я. Тогда ф есть тензорное произведение 
£ i®4>2 гильбертовых пространств £i и ф2. Пусть Ai(a) и Д2(а) — моду­
лярные автоморфизмы алгебр и *2 соответственно. Положим А(а) — 
=  Ai(a)®A2(a) для каждого комплексного числа а.

Т е о р е м а  11.1. Тензорное произведение Sli®St2 двух модулярных 
гильбертовых алгебр 9ti и Щ есть модулярная гильбертова алгебра, 
и мы имеем

й (Sti (Е) sr2)' =  fi (Sti)' <g> s (SCa)'-
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Ясно, что {9li(8>3t2, А (а)} удовлетворяет посту­

латам модулярной гильбертовой алгебры, за исключением, может быть, 
постулата (VIII), так что мы будем доказывать только постулат (VIII). 
Пусть Ai и Аг — модулярные операторы для алгебр и Яг соответст­
венно. Если t — вещественное число, тогда (1 +  Д{)-1 и (1 +  Ajj-i 
суть ограниченные положительные операторы в ф{ с плотными образа­
ми в i =  1, 2.

Положим

Г  (*) =  (1 +  Д ')"1 ®  (1 +  Д2)-1 +  (1 +  А {)-‘ ®  Д2) (1 +  Д2) - 1.
Тогда W (t ) есть ограниченный положительный оператор в Так
как W ( ^ ) Х  1 +Ai ) _1® ( l  +  Дг)^1 и (1 +  Д^)-1 (х)(1 -f A2)- 1 —ограничен­
ный положительный оператор в с плотным образом в
то образ оператора 11̂  (t ) также плотен в ^  @ <£),.

В силу равенства
W  (t) ((1  +  Д() %  ®  (1  +  д£) Щ )  =  (1  +  Д{ ®  А * )  ( Я ,  ®  Щ )

множество (1 +  Ai® Д2) (?li®  312) плотно в <£>!®.£>2. Следовательно,
(1 +  Д1 (0 ®  Д2(0) (5Ii ® 3I2) плотно в <£>!®<£>2. Таким образом, ЗХг ®  5t2—- 
модулярная гильбертова алгебра.

Так как

* (Si® У = «(У®11 (У.
то очевидно, что

S ( ^ i ® S t 2) =  S № ) ® £ ' № ) -
Кроме того, равенство

* ' ( £ i ® y = * ' ( y ® x y -  ъ а ц
дает, что

(Й  ®  1 2)" -  щ (« (Г  ®  * ' {%)".
Следовательно теорема 4.1 обеспечивает выполнение равенства

£  («1 ®  %)' -  £ (?(,)' ®  £  (1 2)'.
Это завершает доказательство.

»

8 Заказ № 109
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Пусть {St*}* 6 1 — семейство модулярных гильбертовых алгебр. Пусть 
Д* (а) — модулярный автоморфизм алгебры §1* , / £ / .  Пусть St обозначает 
алгебраическую прямую сумму алгебр SI*, / £ / .  Тогда St естествен­
ным способом превращается в инволютивную алгебру и предгильбертово 
пространство. Пусть Д (а) — алгебраическая прямая сумма операторов 
{Д* (<х)}* е I , определенная в St. Тогда ясно, что {St, Д (а)} удовлетворяет 
постулатам модулярной гильбертовой алгебры, за исключением, может 
быть, постулата (VIII). Однако так как для каждого вещественного 
числа t множество (1 Д (0) St — алгебраическая прямая сумма множеств
{(1-f  Д* (rf) St*}* е / и каждое (1 +  Д*( )̂51* плотно в St*, то (1+Д(г))51 
плотно в St; отсюда постулат (VIII) также выполнен. Следовательно, мы 
получим

Т е о р е м а  11.2. Если {St*}*6/ — семейство модулярных гиль­
бертовых алгебр, тогда алгебраическая прям ая сумма St 
алгебр  St*, i С /, — также модулярная гильбертова алгебра с ле ­
вой алгеброй фон Неймана

/е /

§ 12. Стандартное представление алгебры фон Неймана

Т е о р е м а  12.1. Пусть М — алгебра фон Неймана, действующая 
в гильбертовом пространстве ф. Если М допускает отделяющий и по­
рождающий вектор |о в ф, то существует модулярная гильбертова ал­
гебра 3J, такая, что М пространственно изоморфна левой алгебре фон 
Неймана 8(25) алгебры ®. Следовательно, существует изометрическая 
инволюция J в §, такая, что JMJ =  М' и JM'J =  М.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По теореме 10.1 достаточно показать, что 
существует структура обобщенной гильбертовой алгебры в 
такая, что 8(Я)=.М . Для каждого х С М положимМУ = до­
определим произведение и инволюцию в St:

М *Но(У) =  М*У)> ■*. УСЛД
(л:)* =  (л:*), х £ М .

Тогда ясно, что Я удовлетворяет постулатам обобщенной гильбертовой 
алгебры, за исключением, может быть, постулата (IX). Однако для 
каждого у С М' мы имеем(5о (У* I уУ = (X* е01 уу=(*о I ху  У =

=  («о I У * У  =  (У* ! * У  =  (У* 0̂ I 0̂ (X)).
Отсюда инволюция в St допускает сопряженную инво­
люцию у£01—» уЧ0, у € М ', с плотной областью определения М' £0. Сле­
довательно, постулат (IX) выполнен. Это завершает доказательство1).

Т е о р е м а  12.2. Для каждой алгебры фон Неймана М существует 
модулярная гильбертова алгебра Я, такая, что2)

A fsS (S t) .
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если М о-конечна, тогда М может быть 

реализована как алгебра фон Неймана, действующая в гильбертовом

’) Так как я(х)£оу  =  х£о (У)< то %(М) =  М.— Прим. ред.
2) ^  означает алгебраический изоморфизм,— Прим, перев.
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пространстве и имеющая отделяющий и порождающий вектор, потому 
что существует точное нормальное состояние, которое индуцирует же­
лаемое представление алгебры фон Неймана М. Поэтому теорема 12.1 
дает наше утверждение относительно М. В общем случае существует 
ортогональное семейство {£/};е/ a-конечных проекторов и семейство
{ЗЗДге/ факторов типа /, таких, ч тоЛГ= 2 ® ( е г

ге/
Так как каждый 9}г- полуконечен, то существует гильбертова алгебра 
Si, такая, что 8 (S {)= S i. Согласно замечанию, сделанному выше, су­
ществует модулярная гильбертова алгебра Я,, такая, что И(Шг)~егМе$ 
для каждого г С /. Следовательно, теоремы 11.1 и 11.2 дают, что алгеб­
раическая прямая сумма Я алгебраических тензорных произведений 
Sli®Si есть желаемая модулярная гильбертова алгебра.

Т е о р е м а  12.3. Пусть М\ и М2— две алгебры фон Неймана, дей­
ствующие в гильбертовых пространствах и фг соответственно. Пусть 
М\®М2 — тензорное произведение М{ и М2 как алгебр фон Неймана, 
действующее в тензорном произведении гильбертовых пространств 

Тогда мы имеем
( M ^ M J  =  М [ ® М 2.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть и §t2 — модулярные гильбертовы 
алгебры с и £ ( $ 2) ^ .М 2, существование которых обеспе­
чивается теоремой 12.2. Тогда по теореме Диксмье [3, теорема 3» 
стр. 56] существуют гильбертовы пространства и fi2 и проекторы

такие, что М х и М 2 пространственно изоморфны

( З Д ) ® ^ , ) , ;  и (£(§й2) ® 1 ^

соответственно. Поэтому М 1® М 2 пространственно изоморфна

(* <*.)®  е («=)©  1 *, ® * , ) , ; g , .

Следовательно, (М} (х) М 2)' есть образ алгебры

Й ( « 2) ®  1 <s>

при пространственном изоморфизме. Но мы знаем* 2), что 

(8 ( S l , ) ® ^ ) ®  Itf, ® ) ; ; 0  ; =  [(£ (%) ®  £  (Щ))' ®  » (St, ®  ®2)}

=  ( £ ( я 1), ® а з (я 1))/ ® (£ -(« 2) '® а з ( я 2))
е1 «2.

которая изоморфна М [ ® М 2 при пространственном изоморфизме. Это 
завершает доказательство.

Этот результат есть положительный ответ на вопрос, который оста­
вался нерешенным в течение долгого времени, см., например, [3, 
стр. 28].

8*

*) Следует из результатов [3, гл. I, § 4, п. 6].— Прим. ред.
2) См. [3, гл. I, § 2, п. 4 ].— Прим. ред.
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§ 13. Группа модулярных автоморфизмов и граничное условие 
Кубо — Мартина — Швингера

Теперь мы в состоянии обсудить связь между теорией Томита, из­
ложенной выше, и граничным условием Кубо — Мартина — Швингера 
(КМШ ), которое возникает в квантовой статистической термодинамике.

Пусть М — алгебра фон Неймана. Предположим, что существует 
-однопараметрическая группа ^-автоморфизмов at, —о о < (< о о , алгеб­
ры М, где непрерывность группы Ot понимается так: для каждого х 6 М  
функция t-*-Gt (х) сильно непрерывна. Заметим, что мы можем ожидать 
равномерной непрерывности функции t-*-Ot(x), которая была бы слиш­
ком сильным предположением.

О п р е д е л е н и е  13.1. Если нормальный точный положительный 
линейный функционал ф0 на М удовлетворяет условиям, приведенным 
ниже, то говорят, что он удовлетворяет граничному условию Кубо — 
Мартина — Швингера (КМШ):

(13.1) ф0 инвариантно относительно ор,
(13.2) существует константа (J>0 и для каждой пары а, b элемен­

тов из М существует функция F, голоморфная в 0<lm z<p, со сле­
дующими граничными значениями:

F (0  =  То (ai (а) Ь) и F (t +  /р) =  ©о (bat (а)) ').

Мы можем предположить, что р=1,  так как мы можем рассмотреть 
аднопараметрическую группу автоморфизмов оц$. Если ф0 — след на 
алгебре М, тогда ot должна быть тривиальной группой по теореме 
Штурма, как это было показано Гугенгольцем [10].

Т е о р е м а ' 1 3 . 1 .  Пусть М — алгебра фон Неймана и ф0— нормаль­
ный точный положительный линейный функционал на алгебре М. Тогда 
существует однопараметрическая группа автоморфизмов о* алгебры М, 
удовлетворяющая граничному условию Кубо — Мартина — Швингера 
г  р = 1 .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассматривая циклическое представление 
■алгебры М, индуцированное состоянием ф0, мы можем считать, что М 
действует в гильбертовом пространстве £, которое содержит отделяю­
щий и циклический вектор g0, такой, что

Фо (•*) =  (-^ j Иэ)> х £ М .

По теореме 12.1 существует модулярная гильбертова алгебра S3 
в  обобщенной гильбертовой алгебре Я = М |о , причем левая алгебра 
фон Неймана 8(35) ==М. Из построения алгебры 35, данного в доказа­
тельстве теоремы 10.1, следует, что | 0 входит в 33 и является единицей 
алгебры 33, гильбертовой относительно инволюции и модулярного опе­
ратора А * 2). Определим однопараметрическую группу автоморфизмов 
-<г< алгебры М

at (x) — Д(/ хЬ.~ц, х £ М ,  — о о < ^ < С °° . (13.3)

’'Очевидно, что функция t-+at (x) сильно непрерывна для каждого x£JИ.

*), Доктор Виннинк указал автору на то, что (13.1) следует из (13.2) в силу 
теоремы Штурма.

2) Действительно, S£0 =  S (1-£0) =  1*£о =  6о> поэтому FI0 =  £о> о =  Бо,
и Д ,  =  .5Д_’1/2.£<) =  5,. — Прим. ред.
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Возьмем пару i, tj из 55. Тогда функция а —>(Да $|тц) голоморфна на всей 
плоскости С и удовлетворяет следующему равенству:

(Д ^|т)#) =  (г]|Д1-“ i#), S, TJ6S31)- (1314)

Если 7j — из 31 =  УИ|0, то существует последовательность {к]„} в 58,, 
такая, что т\ =  \[ту}п и r\# =  \imy\f2). Тогда функция

^ ( « )  =  ( A ' W )
сходятся равномерно_к F (а) — (Да i | rfi) и функции (•»)„ | Д1-® 5#) сходятся 
равномерно к (к^Д1- “£#). Отсюда равенство (13.4) останется верным для 
каждого ® € С и каждого и ££58. Теперь выберем и зафикси-

_i_
руем i £ M i 0. Так, лежит в © (Д 2) =  Т)#, и 58 плотна в гильберто­

вом пространстве 55 (Д 2); мы можем найти последовательность {£„} в 5В с
— _! '

i# =  lim i f  и Д 2 =  Игл д 2 if .
Л —>оо л —

— 1
Так как Д* (1 +  Д 2 )-1 — ограниченный оператор для 0 <; - j ,  мы имеем

Д '*# =  lim Д< 0 < t < ±  (13.5)
Л ОО "

Так как
1

Д~ I# =  Л,
мы имеем

_i_ _i_
i =  \im in и Д 2 i=  Л#  =  lim J i f  =  lim Д 2 in,

Л -> о о  п —>оо

так что

Д^ =  НшДЧ„,  0 < ^ < 4 * .  (13.5)
Л —>оо ^

Определим функцию О на 0 <  Re z <  - i-  так:

О (2) =  (Д*£ Н е ­
определим также функцию Q' на - ^ - < R e z < l  так:

0 , (г) =  (ч|А1- 7 е# ).
Тогда из равенств (13.5) и (13.5') следует, что функции 0{z)  и Q' (г) 
суть пределы следующих функций:

G„(z) =  (A*in\yf), On (г) =  (т]|Д‘ - М * У ) .  '
_ 1_

Так как ||Дг (1 +  Д 2)-1 1|<; 1, если 0 Re z <  у ,  то сходимость функ­

ций On(z) и (/^(г) равномерна в областях 0 <  Re г  и -^-< R e г < 1

*) Следует из аксиом (IV) и (VI) модулярной гильбертовой алгебры — Прим. ред.
2) Так, 93 плотно в гильбертовом пространстве £ # .— Прим. ред.

3) Az =  А* Д*а =  Д*аД* при z  =  t -f- ia, где A*w унитарен.-— Прим. ред.
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соответственно; отсюда О (г) и G' (z) голоморфны в 0 < R e z  < 4 -

и 4 - < R e z < l  соответственно и О (z) =  О' (z), если R e2 = - i -  в силу

равенства (13.4). Отсюда G(z) и G' (z) определяют функцию Н  (г), 
которая голоморфна в 0 < Д е  z < П  и непрерывна на границе. Положим 
F (z) — Н  (—iz). Тогда F (z) голоморфна в полосе 0 < 1ш 2 < 1  и не­
прерывна на границе.

Теперь возьмем пару х, у из М  и положим $ =  jtE0 и т] =  у |0. Тогда

F(t) =  Q ( - i t )  =  (А-« 6 h # )  =  (51 Д« т)#) =  % (а, (у) х) 
и

F (t + i) =  О' ( - it +  1) -  (т) | Д~« Щ  =  (Д« т) | ) =  ср0 (* *«, (у)).

Следовательно, фо удовлетворяет условию (13.2) относительно а>. Это 
яавершает доказательство.

Однопараметрическая группа автоморфизмов Ot алгебры ^  опре­
деленная равенством (13.3), называется группой модулярных автомор­
физмов алгебры М, ассоциированной с фо. Тогда группа модулярных 
автоморфизмов at алгебры М однозначно определяется условиями (13.1) 
я  (13.2), как это видно из следующей теоремы:

Т е о р е м а  13.2. Пусть М — алгебра фон Неймана. Пусть at, 
—о о < /< о о ,— однопараметрическая группа автоморфизмов алгебры М. 
Если точное нормальное состояние ф0 на алгебре М удовлетворяет 
КМШ-граничному условию для р = 1 , тогда at есть группа модулярных 
автоморфизмов алгебры М, ассоциированная с фо1)-

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть ф, Ео и 31 такие же, как в доказатель­
стве теоремы 13.1. Пусть 6  — пространство, определенное в доказатель­
стве теоремы 10.1. Определим однопараметрическую унитарную2) груп­
пу V (t) равенством

U (t),xk0 =  °t(x) £=, д: £ М.
Тогда ясно, что V(t) есть сильно непрерывная однопараметрическая 
унитарная группа, оставляющая на месте вектор go- По теореме Стоуна 
существует самосопряжённый оператор Н с плотной областью опреде­
ления Ф(Я),  такой, что

£ / ( 0  =  ех р (« Я ), /Л  =  Н т ~ ( £ / ( * ) - 1 ) ' 5 ,  5 €35 (Я). (13.6)
t-+ о 11

Для каждой функции /  из @ оператор /  (Н ) ограничен и /  (Н) 31 с: 31. 
Действительно, мы имеем

/ ( Я ) ^ 0= (  J / ( s K ( * ) r f s ) e 0.
— ОО

где /  обозначает преобразование Фурье функции / .  Пусть 33 обозна­
чает пространств» всех векторов / ( / / ) $ ,  5€Д« / € # •  Тогда 33 плотна 

"в области определения функции /  (Н) от оператора Н  для каждой 
неярерывной функции /  вещественного переменного. В частности, 58

Единственность независимо подучил Виннинк; упоминание об этом есть 
ш Каржезских лекциях по теоретической физике (1969). *

*) Ун#Г1Ёр№0Сть U (t) следует из аг инвариантности (первая часть КШМ-условия): 
(*£о, x Q  =  <f0 (х* х), (U (t)xZQl U (t) x&) =  (a, (x) S0, а/ (x) So) =  % (*/ (*)■*/'(*)) =
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плотна в области определения оператора ехр (Я). Пусть еа обозначает 
функцию ea(t) =  eat. Тогда для каждой /£ @  мы имеем еа/ £ @  и

(еа/ ) ( Н )  =  е х ф Н ) / ( Н ) .
Отсюда функция а —»ехр (а //) S, I £ 23 аналитична на всей плоскости С J). 
Выберем и зафиксируем i из 58. Тогда существует х £ М  с Е =  л:Е0. Д ля 
каждого Tfj =  у̂ о € St положим F(t) =  (U(—t) £|т]#). Тогда

F (t) =  (xk01 и  (t) ц*) =  (*$01 а, (у*) | 0) =  ?0 (в( (у) х).
Отсюда из КМШ-граничного условия имеем

F U +  П =  То (xat (у)).
С другой стороны, функция а —»(ехр(— гаЯ) $ | к]) аналитична на всей 
плоскости С и совпадает с F (t) на вещественной оси. Отсюда 

<Ро ixat (У)) =  (ехр ( -  i (t +  i) Я ) £ 17j#) =  (ехр (Я ) ехр ( -  itH)  51 ij#).
С другой стороны,

<Ро (*а< (у)) =  (xU  (О У̂О IУ  =  (ехр (« Я )  711 
Отсюда мы получаем

(ехр (Я ) £ | ехр (itH)  tj#) =  (ехр (itH) т] | £#).

Заменяя -ц на ехр(— itH)i\, получаем
(ехр(Я)Eh#)  =  (ч |5#), т е «•

Следовательно, ехр (Я ) 8 принадлежит 2)Ь? и Мы имеем

(ехр(Я)Е)Ь =  8# , 8 6 $ ,
откуда следует, что

ехр(Я)8 =  Д8, Е€33- (13.7)
Так как ехр (Я) есть замыкание своего ограничения на 0, то ехр (Я) 

совпадает с Д; отсюда из свойства максимальности самосопряженных 
операторов

Д =  ехр Я . (13.8)
Следовательно, однопараметрическая группа U(t) совпадает с Д**, это 
означает как раз, что первоначальная группа' Gt есть группа модуляр­
ных автоморфизмов алгебры М, ассоциированная с фо. Это завершает 
доказательство.

КМШ-граничное условие определяют также для состояний на С*-ал­
гебре относительно заданной группе ее автомофизмов* 2). Пусть А — 
С*-алгебра. Предположим, что задана однопараметрическая группа 
автоморфизмов ст* алгебры А. Если состояние ср на алгебре А удовлет­
воряет условиям (13.1) и (13.2), где мы должны ввести предположение 
о непрерывности функции F в (13.2) на границе, потому что мы не 
предполагаем, что однопараметрическая группа а* непрерывна, то го­
ворят, что ф удовлетворяет КМШ-граничному условию3). Тогда мы

!) Если 8 6 ® »  то 8 — линейная комбинация векторов вида f (H )r\\  / £ © ,  
так как /  финитна, то при достаточно большом п ехр (аН) 8 =  ехр (аНЕп) 8, где

Еп =  Е (п) — Е ( — п), Н = ^ Ы Е (к ) .  — Прим. ред.

2) От обычного определения КМШ-граничного условия это определение отлича­
ется тем, что автор не требует, чтобы функция F была ограничена в 0 <$: Im z <̂ r 1.— 
Прим. ред.

3) Условие непрерывности F на границе не является необходимым, потому что 
из измеримости F на границе следует сильная непрерывность соответствующей одно­
параметрической унитарной группы.
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получим следующий результат, связывающий КМШ-граничное условие 
для С*-алгебры с КМШ-граничным условием для соответствующей ал­
гебры фон Неймана.

Т е о р е м а  13.3., Пусть А — С*-алгебра, которая допускает однопа­
раметрическую группу автоморфизмов ot. Предположим, что состоя­
ние ф на алгебре А удовлетворяет КМШ-граничному условию относи­
тельно ot- Тогда

1. Левое ядро =  {х £ А : ср (х*х) =  0} есть двусторонний, 
идеал алгебры А и этот идеал совпадает с ядром тс-^О) цик­
лического представления алгебры. А, индуцированного со­
стоянием <р.
^  2. Существует единственное точное нормальное состояние
9 на М алгебре фон Неймана, порожденной алгеброй Kf (A), 
такое, что1)

1) ? =  % (? ) ,

И) переводит at в группу модулярных автоморфизмов ot 
алгебры М, ассоциированную с ср, т. е.

V * ?  (•?) — (•*)> *€.А.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Мы можем предположить, что р =  I , изме­

няя, если это нужно, масштаб заменой t на Ц§. Если х  из т 9, то 
ср (у*х) =  0 для каждого у £ А по неравенству Коши — Буняковского. 
Пусть F — аналитическая функция комплексного переменного с гра­
ничными значениями

^ ( 0  =  <рМ у*)*) и ^ (*  +  0  =  <Р(*в<(У*))-
Так как F(t) =  0 для всех.Л то F тождественно равна нулю; отсюда 
мы имеем 9 (ха, (у*)) =  0. В частности, 9 (хх*) =  0. Поэтому совпа­
дает с правым ядром ( х £ Л :  9 (хх*) =  0}, что означает, что — дву­
сторонний идеал алгебры А. Для того чтобы а £ А входил в я;-1 (0), 
необходимо и достаточно, чтобы ах  входил в для каждого х  £ Л.

Так как mf — правый идеал алгебры Л, то ах£хя^ эквивалентно 
тому, что ср (ах (ах)*) =  0. Отсюда а £ Л входит в it- 1 (0) тогда и только 
тогда, когда ср(аа*) =  0. Таким образом, тс-^О) совпадает с ш¥. Сле­
довательно, если £0 — циклический вектор для представления те¥, отве­
чающий ср, тогда 50 есть отделяющий и порождающий вектор для (Л).

Пусть ср — циклическое состояние на алгебре фон Неймана М — 
— (А)", оцределенное равенством ср (х) =  (хЕ0 Но). х £ М .  Тогда

9 — точное состояние2).
Замечая, что с, сохраняет идеал =  л" 1 (0) вследствие инвариант­

ности состояния 9 относительно а,, мы определяем однопараметриче­

скую группу автоморфизмов о, алгебры «¥(Л) так:

(х) =  тс^овДх), х  £ Л.

*) i) означает, что <р (л:) =  ср (п (л:)), х £  А . — Прим, перее.
2) Из того, что $0— отделяющий для ъч (А), не следует, что ?0— отделяющий

для М =  (А)", что эквивалентно точности состояния ср. Тем не менее утвержде­

ние о  точности состояния <р верно, так как дальше автор докажет, что (а/ (х) j 0 1 у£0) 
есть граничное значение аналитической функции при всех х, у  £  М, а тогда, если 

=  0, то эта функция равна нулю, т. е. х  =  И . — Прим, перее.
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Тогда h t индуцируется унитарным оператором U (t ), который опре­

деляется равенством t / ( f ) i t9(jc)^0 =  itipoa<(x)^0, х £ А .  Следовательно, ot 
может быть продолжена до однопараметрической группы автоморфиз­

мов алгебры М,  которая также будет обозначаться о,. Вследствие 
непрерывности функции (для =
=  <р(_у*а,(л:)) группа U (t) есть сильно непрерывная однопараметриче­

ская унитарная группа. Отсюда t \ —>at {x) есть сильно непрерывная 
функция. Если х  и у — из М,  то существуют две ограниченные после­
довательности {хп} и {у„} в тс (А). Такие, что

х%ъ =  \\т хп%й, x % = l l m x ’^
Я —»оо Я —»оо

у%0 =  Нш уя?0, у*5„ =  lim yjft,.
Я —>оо я —>СЮ

Тогда __
<? ft  (■*) У) =  (У?01 ^  (0 **&о' =  Нт (УЛIи  (0 ■*&(>);
<Р (уо/ (•*)) =  (0  I У *&о) =  llm (U (t) x nt01 у^о).

Для каждого я = 1 ,  2, . . .  пусть Fn — функция комплексного перемен­
ного, голоморфная в полосе ( X I m z d  с граничными значениями

(0 =  V f t  (Хп) Уп) =  (У„5О | и  (i) хХ) ,

Р„ (* +  0  =  9 ( y f t  (*„)) =  (0  I уХ)-
Тогда {F„(0} и {-Еп^+О} равномерно ограничены относительно t и  схо­
дятся равномерно. Следовательно, по принципу максимума модуля 
{/•"„(.г)} сходится равномерно к функции F(z) , которая голоморфна в по­
лосе 0 <  1шг <  1 и непрерывна в полосе 0 ^  Im 2 ^  1.

Отсюда

F(t) =  <f(ot (x)y)  и Д (*+ /) =  ? О М *))-
Следовательно, ф удовлетворяет КМШ-граничному условию относитель-

/V
но ot. Таким образом, в силу первого утверждения нашей теоремы

at есть группа модулярных автоморфизмов точного состояния ф, что 
завершает доказательство.

Вторая половина теоремы также упоминалась в [1] в несколько 
другой форме.
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