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Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н Ы Е УРАВНЕНИЯ 

Я Н В А Р Ь 1 9 8 7 г., Т О М 23, № 1 

УРАВНЕНИЯ С ЧАСТНЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ 

УДК 517.95 

Ш. А. АЛИМОВ 

О Г Л А Д К О С Т И Р Е Ш Е Н И Я В Ы Р О Ж Д А Ю Щ Е Й С Я З А Д А Ч И 
С КОСОЙ П Р О И З В О Д Н О Й 

Введение. Рассмотрим в я-мерной области Q ( я ^ З ) с гладкой гра­
ницей dQ равномерно эллиптический оператор 

п 

L(x,D)u= 2 аЛх)^~ч b2 bk(x) d U 

j t k s s l dxjdxk k==l dxk 

+c(x)u 

с коэффициентами, достаточно гладкими в замкнутой области Q = Q|J 

Пусть / — гладкое векторное поле, заданное на dQ, и пусть S={xd 
•GdQ : l(x) • v(x)=0}, где v(x) —внешняя нормаль к dQ в точке х. 

В данной работе изучается следующая краевая задача: 

L(x,D)u(x)=0, xGQ, (0.1) 

^L(x) *60Q, (0.2) 

u(x)=Q, x£S. (0.3) 

Решением задачи (0.1) — (0.3) назовем функцию &GC2(Q) fl Cl(Q), 
удовлетворяющую условиям (0.2), (0.3) в классическом смысле. Отме­
тим, что изучение многомерной вырождающейся краевой задачи с косой 
производной было начато в работе А. В. Бицадзе [1] . Дальнейшие ис­
следования этой задачи проводились в работах [2—9] (см. также [10]) . 

Зафиксируем произвольную точку x0£S и введем в некоторой ее 
окрестности локальную систему координат с началом в точке х0 таким 
образом, чтобы направление векторного поля / совпало с направле­
нием оси Oxi, а уравнение поверхности д£2 приняло вид xn=f{x'), — 
= (*ь х2у ..., xn-i), где fix') ^ 0 для всех х из рассматриваемой окрест­
ности. 

Относительно функции / предположим, что 

f(0, х2, * n - i ) = 0 , V/ (0 , х2, * n - i ) = 0 . (0.4) 

Это означает, что многообразие 5 в новой локальной системе коор­
динат переходит в (п—2)-мерное подпространство {x£Rn : xi=xn=0}. 

Введем функцию о, характеризующую порядок касания векторным 
полем / границы в точках S. Пусть o(t) — положительная четная 
функция, строго возрастающая при / ^ 0 , а ( 0 ) = 0 . Предположим, что в 
рассматриваемой окрестности точки Хо выполняется неравенство 

- Д - ( * ' ) | >а(хх). (0.5) 
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Пусть \i — функция, обратная интегралу от а, т. е. 
t 

\i~l(t)= $ o{s)ds. (0.6) 
о 

Известно (см. [7—9]), что если г|э принадлежит классу Гёльдера 

O ( d Q ) , то решение задачи (0.1) —(0.3) принадлежит классу С я(£2), и 
этот результат является точным в классе всех векторных полей, касаю­
щихся 0Q. Тем не менее указанный результат может быть улучшен для 
каждого конкретного векторного поля, если известен порядок касания 
этим полем границы. 

В рассматриваемом случае порядок касания определяется функ­
цией а. Из приводимой ниже теоремы 1 следует, что повышение глад­
кости решения характеризуется функцией и., обратной интегралу от а. 

О п р е д е л е н и е . Пусть Я > 0 и х=Х— [А,]. Будем говорить, что 

/ G O ( й ) , если /GCM(Q) и для всех хШ и hGRn таких, что x±/iGQ, и 
любого мультииндекса а с | а | = [Я] выполняется неравенство 

| D*f (x+h) -2Daf (х) +D*f (x-h) | ^ const | h | ^ (| h \). (0.7) 

Наименьшую постоянную в этом неравенстве обозначим (/) и по­
ложим 

llfllcx(oHI/HCi«(u>+^tf>- (°- 8 ) 
Справедливо следующее утверждение. 
Т е о р е м а 1. Пусть Я > I, i — нецелое, tydCK(dQ). Если и — реше­

ние задачи (0.1) — (0.3), то для него выполняется априорная оценка 

ll«llcx (a,*£ const[IIсх(в0>4-II"Песо» ]•* (°-9> 
Отметим, что оценка (0.9) не может быть улучшена даже для опера­

тора Лапласа. Именно рассмотрим в области 

Q 0 = { X ^ n . р-*(х1)+х2

2 + ...+х2

п<1} (0.10) 

следующую краевую задачу: 

ди 
Аи=0 в Q 0 , dxi dQ0, Xi—0 

dQ0 

Т е о р е м а 2. Пусть k> 1, X — нецелое, и пусть v(ty— монотонно 
возрастающая при t>0 функция, такая, что v(t)/t убывает и v(t) = 
= o(ix(t)). Тогда существует функция tyf*CK(dQ0) такая, что решение 

задачи (0.11) не принадлежит классу C^(Q0). 
Отметим, что случай o(t) =tm был ранее рассмотрен в работе [9] 

(см. также [7]) . 
1. Свойства функций из обобщенных гёльдеровых классов. Пусть 

о ( t ) — непрерывная функция, возрастающая при / > 0 и такая, что 
функция ,со(/)// 2 является убывающей. Пусть, кроме того, выполняется 
следующее условие: 

t 
С ds 

J со ( 5 ) < COnst © (0 . (1.1) 
о s 

Д л я любой точки xGQ обозначим 
d(x)= dis (х, dQ). (1.2) 
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Если точка х расположена достаточно близко к границе <9Q, то вслед­
ствие гладкости границы существует единственная точка х£д£1 такая, 
что | х—х| =d{x). 

В дальнейшем черта над символом точки из Q будет использоваться 
для обозначения ближайшей к ней точки из 0Q. Заметим, что для всех 
xGQ и всех yddQ выполняется неравенство \х—х\ ^ \х—у\. 

Л е м м а 1. Пусть f£C2(Q) и пусть для любого мультииндекса а с 
| а | = 2 выполняется условие 

\D«f(x)\^constd-2(x)<d(d(x)). (1.3) 

Тогда для любой точки x£Q и любого h£Rn такого, что x±h&Q, выпол­
няется неравенство 

\f.(x+h)—2f(x)-\-f(x-h)]^ const © ( | Л | ) . (1.4) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Достаточно рассмотреть случай, когда d(х) > 
> \ h\. Положим Q = h/\h\. Тогда 

\h\ 

A2

hf(x)^f(x+h)-2f(x)+f(x-h)=: J* (\h\-\t\)^(x+tQ)dt 
-\{h\ o l 

Из этого равенства и условия (1.3) получим 

| A £ / ( * ) | < c o n s t j {\h\-\t\)d-2(x+tQ)<i>{d(x+tQ))dL (1.5> 
- I M 

Если d(x)^\h\, то d(x-\-tQ)^\h\ — \t\, и поэтому вследствие моно­
тонности t~2(d(t) выполняется неравенство 

rf-2 (х+Ш) со ) ̂  (I ^ j — I ^ I)-2со (| /г | — | ̂  | ) . 
Оценив с помощью этого неравенства интеграл в (1.5) и приняв во 

внимание условие (1.1), получим 

' |'A*f(*)|< const " [ ( \ h \ - \ t \ ) - ^ \ h \ - \ t \ ) d t = 
- 1 Л 1 

1Ы 

= const J const © ( | Л | ) . 

Лемма 1 доказана. 
В дальнейшем нам понадобится еще одна лемма о' поведении вблизи 

границы производных решений однородного эллиптического уравнения,, 
принадлежащих обычным классам Гёльдера. 

Пусть L* (х, D) — оператор, формально сопряженный с эллиптиче­
ским оператором L(x, D), и пусть Е(х, у) — отвечающее ему фундамен­
тальное решение, т. е. функция, удовлетворяющая уравнению L*(x, 
D)E(x, у) =6(JC—у). Для функции Е(х, у) известны (см., например, 
[ 11 ]) следующие оценки: 

|JD«Z)jJE(*, y)\^const\x-y\2-n-lal-W. (1.6) 

Фиксируем произвольную функцию ц£С™(Яп) такую, что г\(х)—1 
при | * | < 1/2, т | ( х ) = 0 п р и \х\^\. 

Для любого б > 0 положим Ф(х, у)=г\((х—у)/Ь)Е(у, х). Тогда 
L*(У,П)Ф(х, у) =6(х-у)-Н(х, у)\ ( 1 Л 

г д е Я ( х , 1 / ) = 0 п р и \х—*/|^8и, как это следует из (1.6), 

|Z)« £>£#(*, у) | < c o n s t б-^- | а 1 -^ ! .^ (1.8) 
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Применим к произвольной функции aGC 2 (Q) и к функции Ф(х, у) 
формулу Грина 

J v(y)L*(y, D)<b(x, y)dy= J Ф(х, y)L{y, D)v(y)dy. 
Й Й 

Воспользовавшись равенством (1.7), получим 

v (x) = J H (x, у) v (у) dy+ j Ф (*, y)L(y,D)v (у) dy. ' (1.9) 
Й Й 

Интегральное представление (1.9) позволяет оценить как функцию v, 
так и ее производные. 

Пусть функция / достаточно гладка внутри Q и пусть функция v£ 
•GC2(Q) является решением уравнения 

L(x, D)v(x)=f(x). (1.10) 

Тогда из представления (1.9) следует, что функция v(x) также является 
гладкой в Q. 

Л е м м а 2. Пусть 0 < A , < m , % — нецелое, и пусть для любого муль-
тииндекса ас \ а\ = пг выполняется оценка 

| D*f (х) | ^ const d^~\«I-2 (х) M(f). (1.11) 

Пусть функция v£Cl(Q) fl Cm(Q) является решением уравнения (1Л0) 
и для любого ас \ а\=т удовлетворяет условию 

| VDav (х) | < const a l ~ 2 (х)N(v). (1.12) 

Тогда для любого ас \ а \ =пг выполняется неравенство 

|D«v (х) | < const «I (х) [M(f)+N(v) + \\v\\ch^]. (1.13) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для б > 0 и d(x) ^ 2 6 воспользуемся пред­
ставлением (1.9). Зафиксируем произвольный мультииндекс а с | a | = m 
и заменим в равенстве (1.9) функцию v на Dav. В результате получим 

D*v(x)= Jtf(x, y)D*v(y)dy+ J ф ( х , y)L(y, D)D«v(y)dy. (1.14) 
й Й 

Положим Ка(х, D)=L{x, D)Da—D<*L(x, D). Очевидно Ка(х, D) — 
дифференциальный оператор порядка не выше | а | + 1. С помощью это­
го оператора равенство (1.14) можно записать так: 

D*v{х)=\н(х, у)D«v(у)dy+ J Ф (х , у)D*f (у)dy+ 
й й 

+ J* Ф(*, у)Ка(У, D)v(y)dy=Il+I2^h. (1.15). 
Й 

Оценим каждый из интегралов в правой части (1.15). Для оценки h 
фиксируем мультииндекс р такой, что р < а и | р | = [Я]. Тогда 

• h=JH(x9 у)Df-fi[Dtv(у)-Dtv(x)]dy = 
Й 

= (-l)W$D%-»H(x,y)[D»v{y)-D»v(x)]dy. (1.16) 
Й 

Положим т = К—[Х]. По условию функция Z ) ^ J 6 C T ( Q ) , Т. е. 

\Dfiv(x)-D*v(y) | < const \х-у\*Ы\сь. (1.17) 

I 
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Так как Н(х, у) = О при \х—у\$гб, то из (1.8), (1.16) и (1.17) получаем 

| Л | < const j 6-n-^\x-y\^dy\\v\\c>= const 6 * - 1 а 1 |М1 с л . - (1-18) 
I x—y I 

Перейдем к оценке / 2 . Воспользуемся для этого условием (1.11) и 
неравенством (1.6): 

| / 2 | ^ const J 8l-^-2\x—y\2-4yM(f)= const6^- l a lM(f) . (1.19) 
\x-y\^6 

Третий интеграл в правой части (1.15) оценим с помощью условия 
(1.12). Из этого условия и того, что порядок Ка{х, D) не превосходит 
| а | + 1 . следует неравенство 

\Ка(х, D)v(x) | < cons t&-Ш- 2 (х )Ы{и) . 

Поэтому 

I/з| ^ const J №-W-2\x—y\2-ndyN(v) = c o n s t 6 ^ а Ш ( и ) . (1.20) 
l* -2 / !<6 

Утверждение леммы следует из равенства (1.15) и оценок (1.18) —(1.20). 
Лемма 2 доказана. 

2. Вспомогательные оценки. Всюду в этом пункте символом а будет 
обозначаться функция, строго возрастающая при fr^Q, а ( 0 ) = 0 , а сим­
вол и. — функция, обратная которой и - 1 определена равенством (0.6). 

Л е м м а 3. Пусть / 6С ! [0 , оо), f(t)^0 при t^O и пусть 

П О (2- 1) 
Тогда при v>\ и любых 8 > 0 и х>0 выполняется неравенство 

х 

J" | 6+/ (дО - / ( / ) |^Л<-^-6 ->(6 ) . (2.2) 
0 V I 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим е = ji (8) и рассмотрим два случая: 
1) 0 < х ^ е . В этом случае в силу возрастания f 

X 

J | в + / ( * ) — / ( 0 | - v ^ < 6 - V J C < 6 - V 8 = 6 - > ( 6 ) . 
О 

2) х>г. Разобьем интеграл в левой части (2.2) на сумму двух: от 0 
до б и от е до х. Тогда 

8 

J | 6 + / ( x ) - f ( 0 | - v d ^ 6 - V 8 = 6 - > ( 6 ) . (2.3) 
о 

Для оценки второго интеграла заметим, что 
t 

ix-l(t)= J a(s)ds^ta(t)9 

о 
и в силу возрастания o(t) при t^e выполняется неравенство 

6 = | i - 1 ( e ) < e a ( 8 X e a ( / ) . 

Применив это неравенство и условие (2.1), получим 
X х 

J | e + f ( * ) - f ( 0 | ^ t t < e 6 - ' j\b+f(x)-f(t)\^(t)dt^ 
Е 8 
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f 1 I* (ft) б -* 
*Se6->J \b+f(x)4(t)\-r(t)dt^-^e8-^=-^-T-. (2.4) 

e 
Из оценок (2.3) и (2.4) следует требуемое неравенство (2.2). Лемма 3 
доказана. 

Зафиксируем произвольную точку х0£д£1 и введем в некоторой 
окрестности V(x0) точки х0 локальную систему координат так, чтобы 
уравнение dQ имело вид xn=f(x'), х'= (хи х2> . . . , x n - i ) . Предположим, 
что в рассматриваемой окрестности V(x0) функция / неотрицательна и 
удовлетворяет условиям /(0, х2, xn-i)=0, V/ (0 , х2, X n - i ) = 0 , а 
также неравенству 

df 
dxi 

const a {xi). (2.5) 

Для любого х из V(#o) Л £2 обозначим символом точку с координа­
тами X t = (t, х2у х3, ..-., хп). 

Л е м м а 4. Пусть выполнено условие (2,5) и пусть функция и опре­
делена соотношением, (0.6). Тогда для любого v > l и любой точки 
dV(xo) П ^ ижеет жесго оценка 

I d-v{xt)dt^ constd~v(x)ix{d(x)). (2.6) 
о 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть xGV(xo) f] убV(*o) ПdQ. Положим 
q(x) =xn—f(x'). Тогда, очевидно, q(y) = 0 . Следовательно, 

q(x)=q(х)-q(y)=Vq(l) (х-у) < |Vq(I) \\х-у\^С0\х-у\. 

Отсюда 

q(x)^C0d(x). (2.7) 

Выберем теперь для заданного x£V(x0) f |Q точку y&dQ следующим 
образом: у'=х\ yn=f(x'). Тогда q(x)=q(x)—q(y)=xn—yn=\x— 
—y\^d(x). Из этого неравенства и оценки (2.7) следует соотношение 

d(х) ^ Х п Ч (х') ^C0d(х), (2.8) 

справедливое для xGV(xo) П 
Докажем теперь оценку (2.6). Обозначим д=хп—f (х') > 0 . Тогда в 

силу (2.8) 
Xl Х\ 

1= \ d-v{xt)dt^ const J \xn—f(x't) |-v<ft= 
Л 1 

= const J | 6 + / ( * ' ) — / ( * ; ) \~vdt. 

Оценив последний интеграл с помощью леммы 3, получим 

const б - > ( б ) , 

откуда с учетом (2.8) следует требуемая оценка (2.6). Лемма 4 дока­
зана. 

3. Доказательство теоремы 1. Пусть векторное поле /, фигурирующее 
в задаче (0.1) —(0.3), имеет компоненты lj{x), т. е. 

п ( 

ди у ди 
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и пусть lj(x) — функции, гладкие на <9Q. Продолжим /Дх) внутрь Q с 
сохранением гладкости и положим 

К(х, D)=L(x, D) Л -^-Цх, D). (3.1) 

Тогда если и — решение задачи (0.1) — (0.3), то 

L(x,D)^=K{x,D)u(x), (3.2) 

ди 
61 =Ш- ( з . з ) 

Рассмотрим следующую вспомогательную задачу Дирихле: 

L(x, D)w(x)=0, (3.4) 

w\dQ=ty{x). (3.5) 

Введем функцию v=du/dl—w. Тогда из (3.2) — (3.5) следует, что функ­
ция v является решением краевой задачи 

L(x, D)v{x)=K(x, D)u(x), (3.6) 

v\dQ=0. (3.7) 

Таким образом, если и — решение задачи (0.1) — (0.3), то производ­
ная ди/dl представима в виде 

du/jSl=v{x)+w(x)9 (3.8) 

где v и w — решения краевых задач (3.6), (3.7) и (3.4), (3.5) соответ­
ственно. 

Для доказательства теоремы 1 достаточно получить оценку глад­
кости функции и вблизи многообразия S. Фиксируем произвольную точ­
ку x 0 6 S и выбираем в некоторой окрестности V точки Хо систему коор­
динат так, чтобы в этой окрестности д/д1=д/дхи а уравнение границы 
dQ задавалось равенством xn=f(x')9 причем если хбУ f] то xn>f(x'\ 
(мы сохраняем за преобразованной областью Q прежнее обозначение). 
Тогда если хб V П то равенство (3.8) примет вид 

д и v(x)+w(x). (3.9) 
дх\ 

Введем следующее обозначение: если х = ( х ь х п ) , то х = ( х 2 , . . . 
.•, хп), т. е. х = (xi, х ) . Положим для хб V П Q 

Tv{x)=\ v{t9 x)dt. (3.10) 

Из определения оператора Т следует равенство 

ди 
и(х)=и(09х)+Т- . 

Из этого равенства и из (3.9) окончательно получаем 

u(x)=u(0, x)+Tv{x)+Tw(x). (3.11) 

Для доказательства теоремы 1 оценим каждое слагаемое в правой 
части (3.11). В следующих ниже леммах А,>1, т = Х — [К], 0 < т < 1 . 

Л е м м а 5. Пусть u 6 № l + 2 ( Q ) и для любого мультииндекса а с 
| а | =р= [К] + 2 выполняется неравенство 

| D"u const d*-2(x)M(u). (3.12) 
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Тогда Ти£Ск (V [)Q) и справедлива оценка 

const М(и). (3.13) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Требуется доказать, что для любого мульти-

индекса р с | р | = [Я] функция D$Tu принадлежит Ст (V(]Q). Для этого 
в силу леммы 1 достаточно доказать, что для любого а с | а | - = [ Я ] + 2 
выполняется неравенство 

| Я ° Г и | < constd*-2(x)vL{d(x))M(и). (3.14); 

Рассмотрим два случая: 1) a i > 0 . Тогда DaTu(x) =Dvu(x), где 
|Y | = j ос J — 1 = Я + 1 — t . Из условия (3.12) следует, что |D»"w(x) |^ 
^constат~1М(и). Применив очевидное неравенство \i(d)/d^constX), 
получим \DaTu(x) | ^ const dx-lM(u) < const d%-2\i{d)M{u). Тем самым 
в случае a i > 0 неравенство (3.14) доказано. 

2) a i = 0 . В этом случае 

D^Tu{x)=\ D*u(t, i)dt. 
о 

Из условия (3.12) получаем 

| Я « 7 В Д | < const J d*-2(xt)dtM(u), 
о 

где xt=(t, х). Из последнего неравенства и леммы 4 следует требуемая 
оценка (3.14). Лемма 5 доказана. 

Л е м м а 6. Пусть ty£Ck(dQ), w — решение задачи (ЗА), (3.5). Тог­
да w£CK(Q) и для любого мультииндекса а с \а\>Х выполняется 
оценка 

\D*w(x)\^ constdb- \«\m\ c k ( d Q y . (3.15) 
Доказательство приведено в работе [9] (лемма 2.2). 
Л е м м а 7. Пусть и — решение задачи (0.1) — (0.3) из класса 

Ck(Q). Тогда решение v задачи (3.6), (3.7) также принадлежит Ck(Q) 
и выполняется оценка 

I I ^ H o ^ c U ) ^ c o n s t П ^ П 0 я ( ? Г ) . (3.16) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если %>2, то оценка (3.16) следует непо­
средственно из оценок Шаудера (см. [12]) . Пусть 1 < А , < 2 . Рассмотрим 
вспомогательную задачу 

Lz(x)=u(x), (3.17) 

2 | а о = 0 . (3.18) 

Так как u£Ck(Q), то в силу оценок Шаудера zGC A+ 2(Q) и 

1 И с к + 2 < const | |м| | с х.. (3.19) 

Положим Q{xy D)=K{x, D)L{x, D)—L(x, D)K(x, D). Из определе­
ния Q(x, D) и уравнения (3.17) следует L(x, D)Kz+Qz=K(x, D)u(x), 
откуда с учетом (3.6) получаем 

L(x9 D)[v-Kz]=Qz. (3.20) 

Очевидно порядок оператора Q(x, D) не превосходит 3 и поэтому QzG 

£Ck-l(Q). Кроме того, если x£dQ, то, согласно (3.7), v(x) — 
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—K(x, D)z(x)=—K(x, D)z(x)£CK(dQ). Поэтому в силу леммы 2.7 из 

работы [9] v—Kz£Cl(Q) и выполняется неравенство 

И с л < const (WKzW^+WQzW^)^ const Ы с К + 2 ( 5 у 

Это неравенство в сочетании с (3.19) дает требуемую оценку (3.16). 
Лемма 7 доказана. 

Л е м м а 8. Пусть \|)GCA(dQ) и пусть и— решение задачи (0.1) — 

(0.3), принадлежащее Ск(£1). Тогда для любого мультииндекса а с 
I « 1 = 1 X 1 + 2 решение v задачи (3.6), (3.7) удовлетворяет неравенству 

|Г>«п(^) | ^ const [ l l M l l ^ x ^ + I I ^ H e X ^ ^ l ^ (3.21) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу леммы 7 v£Ck(Q). Следовательно, 
выполнены все условия леммы 2, в которой следует положить m=[k]-\-
+2,f(x)=K(x,D)u(x). 

Действительно, по предположению i/GCA(Q), и так как и является 
решением однородного эллиптического уравнения (0.1), то по лемме 2.2 
работы [9] 

cons td k - \* \ \ \u \ \ c ^ | а | > Я . (3.22) 

Поэтому при | а | = [ Я ] + 2 

\DaK(x, D)u(x) I ̂  const d A - | a ' _ 2 | | u | | c x » 

т. е. условие (1.11) выполнено. 
Остается проверить выполнение условия (1.12). Для этого заметим, 

ди 
что v= — w, и поэтому 

UXi 

I VZ)a*j I VD**du 

дх\ 
+ \VDaw\. (3.23) 

Первое слагаемое в правой части (3.23) оценивается по формуле 
(3.22), а второе — по формуле (3.15). Отсюда следует неравенство 
(1.12). Тем самым все условия леммы 2 выполнены и поэтому верна 
оценка (3.21). Лемма 8 доказана. 

Положим W={x£V[}Q : * i = 0}. 

Л е м м а 9. Пусть ty£Ck(dQ) и пусть uQC^Q) является решением 
краевой задачи (0.1) — (0.3). Тогда и(0, x)£Ck(W) и 

1И0, * ) I I C A + I ( T ^ S const [ I ^ I I C ^ ( ^ + I I ^ I I C V Q ) ] . (3.24) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим 

L(x,D)= 2 ajk(x) д ^ +2 Ь>(х)~-+с(х) (3.25) 

и введем следующий дифференциальный оператор первого порядка: 

п 

Р(х, Z ) ) = a „ ( j c ) - ^ - + 2 2 aij(x)~^+b1(x). (3.26) 

Тогда 

L(x,D)=L(x,D)+P(x,D)-~.. (3.27) 
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Так как функция и по условию является решением уравнения (0.1), 
то, согласно (3.27), справедливо равенство 

ди 
£(*, D)u{x)=-P{x, #)-^—> x£V[}Q. 

В частности, это равенство справедливо для x£W, т. е. при Xi=& 

Обозначив 

f(x)=-P(x,D) d U 

дХ\ Х { = 0 

получим 

(3.28) 

£(0 , х, D)u(09 x)=f(x). (3.29) 

Оператор L, определенный равенством (3.25), очевидно является! 
эллиптическим оператором в переменных х= (х2, . . . , хп), поэтому 
(3.29) — эллиптическое уравнение в W. Из равенства (3.9) в силу лемм 

6 и 7 следует, что du/dxi£Ck(V П й ) , и справедлива оценка 

ди 

axi 
^ c o n s t (NL*+| |ф |Ц) . (3.30) 

Так как оператор Р, введенный формулой (3.26), является операто­
ром первого порядка, то Рди/дх\£Ск~х и в соответствии с определением 
(3.28) / б C k ~ l ( W ) , причем, согласно (3.30), 

. l l f l l c ^ i ( ^ ) < c o n s t (Ци|| с*+11Ф11С0-

По условию и=0 при x£S, а тогда из последнего неравенства и 
эллиптического уравнения (3.29) получаем 

Н О , х ) ! ! ^ - ^ c o n s t [Ц/11 c x - i + W I C ( 5 ) ] < c o n s t [ | | ^ 1 1 с л + ! . Ч 1 1 с я ] . - : 

Лемма 9 доказана. 
Пусть Я > 1 , i|)6CA(d£>) и пусть и — решение задачи (0.1) —(0.3) . 

Известно (см. [7]) , что в этом случае u£Ck(Q). Докажем, что для лю­
бой точки XoGdQ найдется окрестность V=V(x0) такая, что 

6С А (V(]Q). Производная решения и представима в виде (3.8). Из лемм 
6 и 8 следует, что для любого мультииндекса а с | а | = [X] + 2 и любого 
x6Q выполняется оценка 

D°^L(x) ^ c o n s t ^ l - l l l l u l l ^ ^ + l l ^ x ^ , ] . (3.31> 

Пусть SczdQ есть множество тех точек, в которых / касается dQ. 
Если x06dQ\S, то, интегрируя du/dl вдоль векторного поля I и применяя 
(3.31), получаем 

| ^ c o n s t r f ^ - l ^ C l l w l l ^ ^ + I I ^ I I ^ ^ ^ J , (3.32) 

откуда следует, что на каждом компакте KczdQ\S функция и£Ск+1(К). 
Если x0£S, то, переходя к локальным координатам и интегрируя 

вдоль /, представим решение и в виде (3.11). Первое слагаемое в пра­
вой части этого равенства оценено в лемме 9, второе и третье — в лем­
мах 8, 6 и 5. Из этих лемм и из (3.32) получаем 

| | и | | с > < const [1|м||сл+||ф11сх]. (3.33> 
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Заметим теперь, что для любого е > 0 найдется постоянная С ( е ) > 0 
такая, что при 6 > 0 \х(8) С(е )6 Л ц(6) . Отсюда следует неравенство 

М\с^в\\и\\ск+С(е)\\и\\с. (3.34) 
м-

Выбрав б > 0 достаточно малым и применив (3.34) для оценки пер­
вого слагаемого в правой части (3.33), получим требуемое неравенство 
(0.9). Теорема 1 доказана. 

4. Доказательство теоремы 2. Пусть o(t) — положительная четная 
функция, строго возрастающая при ^ 0 , а(0) = 0 . Положим 

t 
g(t)=$o(s)ds (4.1) 

0 

и рассмотрим в области 
Q={xeRn : g(Xl)+x2 + . . . + x 2 n < l } ( 4 . 2 ) 

краевую задачу (0.11). Как и выше, обозначим х—(Х29 хп) и поло­
жим S={xddQ : \х\ = 1 } , Bn-i = {xGQ : xi=0}. 

Рассмотрим произвольную функцию v,(x), гармоническую при | # " | < 
< 1 и непрерывную при | х | ^ 1 . Для любой такой функции v функция 

u(x)=X\v(x) " (4.3) 

является гармонической в Q. 
Определим функцию г|э, заданную на dQ, следующим равенством: 

${x)=v(x)\dQ. . (4.4) 

Тогда и(х) есть решение задачи (0.11) с граничной функцией (4.4). 
Убедимся в том, что функцию v можно подобрать так, чтобы выполня­
лись все условия теоремы 2. Предварительно докажем следующую лем­
му. Напомним, что \x=g~l. 

Л е м м а 10. Пусть функция и является решением задачи (0.11) из 

класса Ck(Q). Тогда для любого мультииндекса а с | а | = [А,]+2 вы­
полняется неравенство 

|Dau(х) | ^ c o n s t d A - | a ! (х)v(d(x)). (4.5) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть G(х, у) — функция Грина задачи Ди­
рихле для оператора Лапласа в Q. Положим , 

P(x,y) = -£-G(x,y), *GQ, увдй. (4.6) 
OVy 

Тогда гармоническая функция и представляется в виде 

и(х) = \ Р(х, y)u(y)ds(y). (4.7) 

Отсюда для любых мультииндексов а с | а | = [Я] и р с | р | = 2 получаем 

ZJa+Pa (*) = J DP Р (х, у) D*u (у) ds (у). (4.8) 
dQ 

Заметим, что в силу формулы Грина 

$ DfiP(x9y)ds(y)=0, 
dQ 
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и поэтому из (4.8) получаем 

D*rtu(x)= j DVP(x, у) [Dau(y)-Dau(x)]ds(y). (4.9) 
dQ 

Далее воспользуемся следующей оценкой производных функции 
Р(х, у) (см. [13] ) : \D&P(x, у) | ^ c o n s t \х—у\1~п-М. Из этой оценки и 
(4.9) следует 

| Д а + Р ^ ( л : ) | ^ c o n s t J * \x—y\l-n-M\D*u{x)—Dau(y)\ds(y). (4.10) 
dQ 

По условию при | ОС | = [Я] 
\D*u(x) — D<*u(y) К c o n s t | * — y \ ^ a h ( \ x — у \ ) . 

Подставляя это неравенство в правую часть (4.10), получаем 

| D°+fiu {х) | ^ c o n s t J I х—у I i-n-i0i+*-ia!v (|x—у j) ds (y). 
dQ 

Положим d = d i s ( x , dQ) и перейдем в последнем интеграле к локаль­
ным координатам. В результате получим 

1 

\D°+*u(x) | < c o n s t J (d+t)b-l-n-]a]v{d+t)tn-*dt (4.11) 
о 

По условию v(t)/t убывает при t*>0, и поэтому из (4.11) следует 
1 

\D***u{x) | <const - V ^ J ( d + 0 A ~ n " ! a l ^ n " 2 ^ < c o n s t d ^ l a | - 2 v ( d ) . 
d о 

Лемма 10 доказана. 
Пусть функция и(х), определенная равенством (4.3), принадлежит 

£>(£2), где v = o(ji). Для любого мультииндекса а с | а | = [А,]+2, со­
гласно лемме 10, выполняется оценка \Dau(x) | ^ c o n s t dl~]alv(d). Если 
ai==0, то Dau=XiDav, поэтому 

| Я а з ( * ) К c o n s t | xi I ~ldk~la!v (d). (4.12) 

Фиксируем произвольную точку ££Sn- i и выбираем координату х\ 
так, чтобы выполнялось равенство 

g(xx) = (\-\x\*)/2. (4.13) 

Тогда в силу неравенств (см. лемму 3.1 в [9]) Cid(x) ^ 1 — | х | 2 — g(*i) ^ 
^ C 2 d ( x ) справедливы оценки 

C3d (х) ^ 1 - | х | 2 < CAd (х). (4.14) 

Так как \x=g~\ то из (4.13), (4.14) получаем \xi\^C5\i(d(x)). Из 
последней оценки, из (4.12) и (4.14) следует неравенство 

ID a v (х) | ^ c o n s t ^ - | a l v (d)/|л ( d ) = о ( 1 ) d * - l a I . (4.15) 

Это неравенство означает, что u G C A ( 5 n - i ) . Более того, из (4.15) ана­
логично тому, как это было сделано при доказательстве леммы 2.5 
в работе [9], можно получить, что при | р | = [Я] 

| D&V (х) -D$v (у)\=о(1)\ х-у | *-'31. (4.16) 

Выберем теперь гармоническую функцию v£Cx(Bn-i) так, чтобы 
условие (4.16) не выполнялось. Тогда u=x\v удовлетворяет всем усло­
виям теоремы 2 и не принадлежит классу С* (Q). Теорема 2 доказана. 
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Е. А. Б А Д Е Р К О 

О «ПОЧТИ» М О Д Е Л Ь Н О Й К Р А Е В О Й З А Д А Ч Е 
Д Л Я П А Р А Б О Л И Ч Е С К О Г О У Р А В Н Е Н И Я ВЫСОКОГО П О Р Я Д К А 

Рассматривается параболический оператор порядка 2т (т — про­
извольное натуральное число) с вещественными постоянными коэффи­
циентами 

^ = £ > , + ( -1)™ £ akD\ 
\k\=2m 

где Dt=^ D=(DU . . . , D n ) , 0,=Ох=-~9 k=(ku . . . , ftn), \k\ = 

= & i + . . .-fW, Dk—Di ••• Dn , причем s£{o)= £ ahok^80\o\2™, 
\k\ = 2m 

сгб/?71, для некоторого 6 o > 0 . 
В слое Q r = / ? n x ( 0 , T) ( Г > 0 фиксировано) выделяется полуогра­

ниченная область Q+={(x, t)£QT\xn>X(t)} с негладкой боковой гра­
ницей 2 T = { ( x , t)QQT\xn=X(t)}y где X — непрерывная на [0, Т] функ­
ция, удовлетворяющая условию Гёльдера: 

- р ' ^ t - ' ^ l ' 1 (0 .1, 

t, Ц-АЩО,Т) l i 

число г указано ниже в (0.6). 
Пусть Q T =Rn~lX (0, Г), х'=(хи . . . , j t n - i ) , k'=(ku . . . , ftn-i), 

<хб(0, 1). Следуя [1, с. 705], через. //*+<*> (*+«>/2™(Йг) при 0 ^ s ^ 2 r a — 1 

обозначаем класс функций -фу непрерывных в QT вместе со всеми произ­
водными Dk'^ при \k'\ ^ 5 , и с конечной нормой 

1*12!°>в 2 { s u p \D*w,t)\+ 

t-\ \Dk'^(x\ t+M)-Dk'^{x', 0 1 J 
(*', t), (x', t+At)ZQ'T 

• S U P I А / I ( s - l f t ' l + a ) / 2 m Г ~ -
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