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К.В.Шахбазян, Т.А.Тушкина, М.М.Лебединский 

ВОПРОСЫ ДЖОМГОЗИЦИИ В КОНВЕЙЕРНЫХ ВЫЧИСЛИТЕЛЯХ 

1. Постановка задачи. Цель настоящей статьи - выяснение не­
которых структурных вопросов в отношении работы конвейеров в 
рамках [ i ] . 

Будем представлять работу конвейера в режиме полной загру­
зки его разверткой [ 2 ] . Возникает вопрос: каким подграфам графа 
развертки можно придать самостоятельный вычислительный смысл? 
В статье предлагаются в качестве таких подграфов (вычислительных 
процессов) подграфы, замкнутые в следующем смысле. Пусть вершина 
имеет непустое множество непосредственных предшественников. Тог­
да если все они принадлежат подграфу, то и сама вершина принадле­
жит ему и обратно.На содержательном уровне это определение озна­
чает следующее. Если в момент t в процессе готовы аргументы 
для некоторой операции, то в момент t+1 процесс обязательно вы­
числит её результат и обратно. Нетрудно видеть, что минимальные 
независимые потоки (МНП) из [ i ] - компоненты связности разверт­
ки - являются процессами, но не исчерпывают их„ 

В работе дается некоторое разложение произвольного процес­
са в объединение конечного числа процессов специального вида, 
называемых простыми. Это разложение носит более общий характер, 
чем разложение на МНП. Так, в случае, если граф конвейера силь­
но связный, а процесс - полный (работа конвейера при полной за­
грузке) , это разложение переходит в разложение на МНП. Интерес 
представляет то обстоятельство, что МНП могут иметь собственные 
подпроцессы, среди которых могут оказаться и независимые, и по­
добные. Под независимостью процессов понимается отсутствие о б ­
щих вершин, а подобие означает, что один'из них получается из 
другого сдвигом по времени. 

Помимо разложения в статье указаны и некоторые другие свой­
ства этих процессов. 

2. Процессы в БКВ. Пусть G = (V, Е) - конечный связный 
орграф. Его вершины будем обозначать через тГ , возможно с ин­
дексами и штрихами, а дуги - от if к - через tftf' . Ниже 
мы будем иметь дело только с орграфами, и потому будем называть 
их просто графами. Сопоставим графу & другой граф R = (V*Z, 

{ яГ</ j i + l ) : tftf' е. E]j ) - его развертку. При записи пар 
•cte.VxZ мы пользуемся бесскобочной записью; при этом мы счи­

таем, что арифметические операции старше операции образования 
пары. Для обозначения развертки других графов мы будем снаб-
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жать R соответствующими индексами. 
Нас будут интересовать подграфы в R , вершинно-порожден-

ные подмножествами М с V х Z ; их удобно (при отсутствии 
недоразумений) обозначать также" через М.Вершины R мы будем 
обозначать, помимо tfi , еще и буквой 0/, возможно, с индексами 
и штрихами. 

Определим для графов некоторые операции t t J ,ff ) • 
Мы будем их применять к R . Пусть U ==| U i , . . - множе­
ство непосредственных предшественников м . Если it ^ 0 , то 
положим f а = U/ » J =" U/ . Определим далее для VM c V * Z 
множества ft М t .| М i ф М Q V * Z как минимальные множе­
ства, содержащие И и замкнутые относит&1ьно множеств операций 
соответственно: ̂  f j ; -[ J J ; { t , | } (под замкнутостью М относи­
тельно | мы понимаем выполнение условия: если Ц/ ̂  0 , то 
U/ с М => И G М j аналогично для \ ). Сформулируем не­

которые свойства множеств ft И , Ц. М , Ц М в следующей лемме. 
ЛЕММА I. Для любого М с V х 2. имеет место: 
1.1. Каждая вершина из ft И (соответственно |[ М , $ М ) 

может быть получена из вершин множества М за конечное число 
применений операций из { \ } (соответственно { 1 } , { t , l j ) . 

1.2. Для Vue. ||МЗконечное M u с М , такое, что любой макси­
мальный путь в М/ проходит по крайней мере через одну u ' e M ^ 
(максимальный путь в М/ - либо бесконечный путь в м, , либо 
путь в tt , начинающийся с вершиныRс нулевой степенью захода). 

1.3. J м = U1T м 
1.4. { М : М c V » Z , ft М = М } замкнуто относительно 
1.5. { fa : М £ V * Z , М = М } замкнуто относительно П , 

может быть не замкнуто относительно U , но заведомо замкнуто 
относительно операции J / V U '• Щ М А и М 2 ) . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. I.I. Рассмотрим случай ft М (остальные 
случаи аналогичны). Положим 

П -М, M i - M i - i U f U Ы), 1>1 

Результат следует из равенства 
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Докажем ( * ) . Действительно, U М: замкнуто по f и по-
этому \J М; э N И «По индукции устанавливаем, что 

ieN ^ — 11 

Vi ( fT И 2 Mi) .Тем самым, f М 2 .U.. М I • 
1.2. Прямое следствие I . I . 
1.3. В силу I . I достаточно доказать, что для каждой конечной 

цепочки операций f i | существует функционально эквивалентная 
ей цепочка одного из трех видов: t. . . I » \ . . . \ • 
Последнее утверждение (для смешанных цепочек) сводится индуктив­
но к случаю цепочки f { . Рассмотрим этот случай. Пусть 
U = { % , . . . , U , J и j { U / ' i , . . . , u / « , l = M/' • Очевидно,что в за-
висишсти от того Ц , = и / или нет, цепочка } j равносильна це­
почке | или цепочке | } 

1.4. Очевидно. 
1.5. Для доказательства возможной незамкнутости по U 

приведем пример. Пусть G - граф на рис.1. Рассмотрим 

Рис.1 

Тогда для каждого t G Z : М j, ; t = § М i, д, , 0 < i < 1 ; 

но M t | t ^ M a | i - M a ( i U { t f t 4 } . • 

Пусть Gr - непустой (Е. ф 0) сильно связный граф, % -
множество компонент в R . Приведем лемму, характеризующую неко­
торое свойство компонент в R . 

ЛЕММ 2. Для любых 1 J , t , К , tit G К , К €.Х существу­
ет t " такое, что I ) для V t ' , t ' < t" , V-i j ' , f ' t ' e К : 

tit достижима из tf't' , 2) 3 i j ' такое, что tft не 
достижима из of 1 + i . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Определим вес маршрута <L , X . как раз­
ность числа дуг, проходимых в <L от начала дуги к ее концу, и 
числа дуг, проходимых в л, в обратном направлении. Ввиду непусто­
ты и сильной связности Gr в нем существует орцикл (ормаршрут, 
все вершины которого, кроме начала и конца, различны). Это озна­
чает, что множество весов всех замкнутых маршрутов в Gr отлично 
от { о } . Тогда имеет место [ з , 4 ] : I ) R имеет конечное число 

К бесконечных компонент (в общем случае все они получаются 
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друг из друга сдвигом по времени); 2) К равно наибольшему обще­
му делителю множества весов всех замкнутых маршрутов в Gr ; 
3) для V "(Г, t, t , К €. Ж имеет место ij't , tf t G К 
<=>t t(mod/K/) 4) для V К G. X , К - периодический 

граф с периодом К ; точнее, если V|, = { / "С: яГ"Ь e.Kj » 
то для Vt '• Vt = V t + K , причем { Vj, : 0 < \ < К. ̂  - разбие­
ние множества вершин исходного графа Gr . 

В дальнейшем нам потребуется следующее вспомогательное ут ­
верждение: для непустого сильно связного графа наибольший общий 
делитель весов всех замкнутых маршрутов равен наибольшему общему 
делителю длин всех орциклов. Докажем, его. Пусть <L - ормаршрут и 
|oL|,число дуг-в нем, > 0 « Скажем, что оО положителен (отрицателен), 
если все его дуги проходятся от сначала (конца) дуги к ее концу 
(началу). Если <L - положительный ормаршрут", т о , , - о б будет, 
очевидно, отрицательным. Заметим, что вес любого отрицательного 
маршрута Л можно представить как X — й + J t где X - не­
который положительный ормаршрут от начальной вершины <к к его 
конечной вершине (в силу сильной связности, это всегда возможно), 
a ol - I - отрицательный замкнутый ормаршрут. Отсюда следует, 
что вес любого замкнутого маршрута может быть представлен как 
линейная комбинация длин замкнутых ормаршрутов.Пусть </, - произ­
вольный замкнутый ормаршрут. Применим к нему следущую процедуру: 
выделим в об первый слева минимальный замкнутый подмарщрут 8,|Х|?0» 
Это будет обязательно орцикл и X будет равен сумме $ и ве­
са маршрута, полученного из оС удалением й (точнее, найденно­
го вхождения ')( ) . Будем применять эту процедуру к остающимся 
маршрутам до получения маршрута из одной вершины. Учитывая пред­
ыдущее, в итоге получим, что вес любого замкнутого маршрута есть 
линейная комбинация длин орциклов. Отсюда, ввиду того, что ор­
цикл - замкнутый маршрут, и следует вспомогательное утверждение. 
Наконец, сошлемся на следующий известный факт. JSCJIH А =((11 )...,(]1н) 
- список чисел из N , то З м ^ Е N такое, что уравнение 

ОЦ,0С-,, = *W НОМ разрешимо в Н для V*И/ > . 
Перейдем к собственно доказательству леммы. Ввиду сильной 

связности Gr для V $ существует положительный ормаршрут из 
i j в В -G , содержащий все вершины Gr . Поэтому мы мо­

жем вставлять в этот маршрут любые положительные орциклы (в любом 
количестве). Учитывая все приведенные выше утверждения, мы убеж­
даемся в следующем. Вершина tfb оказывается достижимой из всех 
вершин из { u ' t - I V - м к . : tw > 0 , tf'eVj 1$'>0] при доста­
точно больших l^i . Пусть теперь L = wm> | Ь$> И1 e V J • То-
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гда <ff t достижима и из всех вершин из ( * ) : | tj t — L — 
-Ц'-т-К.-.0<.Ц'^К., ̂ ' S L + H ' C K ) , $'еЧ}. Эквивалентность 

Ц > = задает то же разбиение на V , что и разбиение, за­
даваемое К. . Найдя L - минимальное L , при котором fit д о ­
стижима из всех вершин из ( * ) , будем иметь искомое t -t -L . • 

Пусть и,, №• в R . Отношение достижимости в R , т . е . с у ­
ществование в R орпути от М к U/ (ормаршрута, все вершины 
которого различны), будем записывать как и д и ' . Пусть Б -
сильная компонента связности (далее - бикомпонента) графа Gr . 
Отношение связности в R B (развертке Б ) , т . е . существование 
в R & маршрута от t i t к tf't', будем запи­
сывать как tft "б t ; классы этого отношения - компоненты 
связности (далее - просто компоненты) R & . Компоненты будем обо­
значать через W или V/ B , если нужно подчеркнуть, что это ком­
понента R B . 

Пусть Ср.,.= U Wp, , если и достижима из Ra , иначе 

C b U / = <р . Тогда стволом вершины К/мы будем называть 
См, =

Е Ч - Р в « / • Ч е Р е з б И е м обозначать { С и : К/ G М \ , 
а через В Е М - множество максимальных по включению элементов 6 М . 

Положим 

M = t = { t f t : i j t e M } ( t - срез М ), 

М*1, = {-Ut+tv: -Cft е М } ( и , - сдвигИ ) . 

Будем говорить, что I ) М, М' подобны, если 3 И/ такое, 
что М ' = М*1 ; 2) М - периодическое множество, если 3tv » 

*1/ > 1 такое, что М = М ; наименьшее такое М/ - период М , 
обозначаемый через ЗГМ . 

Приведем в лемме 3 некоторые Свойства стволов. 

ЛЕММА 3.I.I) toVff,U'4t, = cSt T,I2)A«VU/,B,E B?b0:C btt lC l l-
периодические графы и ^ ^ ^ ^ ^ { ' ' ' с в : и з ^ в Д ° с т и ж и м а и (в1 \ ) } 
2) дляУМсУх2,У«.е||Мсуществует конечное М и с М такое, что 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пункт I . I следует из того, что I ) .сдвиг-сох­
раняет отношение достижимости, 2) для VB компоненты R B получа­
ются друг из .друга сдвигом по времени (лемма 2 ) . Пункт 1.2 сле­
дует из того, что DWg, при Е ^ ̂  0 - периодический граф с 
периодом К в - числом компонент в R b ; 2) если В , то 

V B A V B ' = 0 . Заметим только, что если 1 # м = {t^tft€li}, то 
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для , B^/JeY^ и для любой вершины м, , достижимой из 
• R & : Iiiv/e,- к л а с с в ы ч е т о в по модулю к в , aItf£B- объединение 
таких классов,, причем ̂ СвцД-^'Сви, отличаются лишь сдвигом. Но 
это объединение может оказаться объединением по меньшему модулю, 
поэтому 0!QBU/ » Кв'^Оби. ~ н а и м е н ь ш И Й такой модуль, может ока­
заться собственным делителем Кц. Докажем п.2. Берем Ми, из леммы 
1.2. Достаточно показать, что если а, В , Е в ^ 0 таковы, что 
а & а , а ' е. J} И , «,' у* М , a' e w B ,то З а " e w B , 
М е. М ц, В силу сильной связности В , в В существует бес­
конечный путь в М/ . Это (значит, что существует бесконечный 
путь в , содержащий М, и такой, что все его вершины, 
предшествующие и ' , лежат в В . Отсюда и из леммы 1.2 следует 
искомое. 

СЛЩСТВИЕ. Для V -С - конечно (п.1.2), И 
потому для V М бц - конечно. • 

Множество М с R назовем процессом в графе & , если 
ft М = М . Процессы будем обозначать буквой П . возможно с 

индексами и штрихами. Пусть П , П - процессы. Если П с П , 
то П - подпроцесс процесса |~1 . 

Процесс П , для которого f5 n имеет наибольший по включе­
нию элемент, назовем простым процессом, а наибольший ствол на­
зовем главным стволом. Этот ствол будем обозначать через Сп • 

ЛЕММА 4. 4.1. Для любого м, е. R множество ]| { u j есть 
простой процесс с главным стволом С«/ (лемма 3, п.2). 

4.2. Отображение множества простых процессов в множество 
стволов графа R , задаваемое соответствием П — - Сп таково, 
что оно 

а) является отображением "на" (4.1) 
б) сохраняет отношение £ , т.е. для любых простых процес­

сов П и П из П £ П t следует С п £ С п ' (обратное 
противоречило бы простоте П ) . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Для. доказательства достаточна замечаний, 
приведенных в скобках в конце пунктов. 

В следующих ниже утверждениях 1-4 приводятся некоторые 
свойства процессов. В частности, в утверждении 3 произвольный 
процесс разлагается в объединение максимальных простых подпро­
цессов, а в утверждении 4 для сильно связного графа указываются 
все его процессы. 

УТВЕРЗДЕНИЕ I. I.I. Множество всех подпроцессов любого про­
цесса П в графе G образует решетку по операциям Г\ и 

jj. U и притом с О (пустой процесс 0 ) и I (процессП). 
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1.2. Существует такой процесс П , что множество его простых 
подпроцессов не образует решетку по тем же операциям. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Доказательство I.I. сводится к простой про­
верке условий, налагаемых на операции решетки. При проверке надо 
иметь ввиду два обстоятельства: 

I) множество всех подпроцессов любого процесса замкнуто по 
операциям П 5 | | U (лемма I, п . 3 , 4 , 5 ) , 2) для любых 
множеств М 0 , М t , М а ( с R) имеем: 

Ц М 0 и H ( M 4 ' U М г ) ) = J | ( M 0 W M i U М а ) . 

Для доказательства утверждения 1.2 достаточно привести при­
мер незамкнутости множества простых подпроцессов по Ц, U 
Пусть Gr - граф, изображенный на рис.2. Тогда процессы 

Рис.2 

П: = {^Л*!, 0 « t < l " ЦрОСТЫе, НО:-По = JL( U П(,) = 

= o^u.i ^ ~ а е простой. • 
Пусть С € 6 R , т . е . С - произвольный ствол в R . Оп­

ределим (множества Мр, = { П- П -простой процесс, Сп £ С J > 
г ^ = п ^ П и для любого проиесса^П^иножествоШп^РсПП: С £ Ер} ; -

УТВЕРЗДЕНИЕ 2. I ) Р с - наибольший по включению элемент И с 

с главным стволом С ; 2) Рс i С G JZ R - максимальный простой 
процесс; 3) Р ь П П , П ^0 ,СеЦ п - м а к с и м а л ь ­
ный простой подпроцесс в П ; его ствол - С . 

ДСКАЗАТЖЬСТВО. I ) Докажем, что Р с - процесс. Очевидно,что 
J| Р с - процесс. С другой стороны, пусть м £ J| Рс • П о 

М, откуда 3.2 имеем С л С А У Р ( . С и ' С С . По 4.1 ft { n j 
it £ Рс • Следовательно, Д Р с = Р с и Р с - процесс. 

Пусть а ' таково, что Су/ = С . П о аналогии с предыдущим, 
И/' е. Р с . Значит , С £ 6 Р ( Р с £ М с и Р с - наибольший. 
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2) Противное, ввиду 4.2,6,противоречило бы максимальности 
С и пункту I. 

3) Нетрудно убедиться, что Р с П П , П ^ 0 - простой подпроцесс 
П с главным стволом С ; остальное аналогично пункту 2 ) . 

УТВЕРЖДЕНИЕ 3. Для любого процесса П , П ф 0 , в графе 
& имеет место разложение 

п = и п'. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Вклшение п , и^Т1 С П очевидно. Пусть 
W/е. П . Тогда Ц { U / J - простои процесс с главным стволом 
Су, (4.1). По следствию леммы 3 б п - конечно и штату 3 С €L 
Zl п такой, что С«, С С . П о определению Р с , Ц € Р с П П . 

Тем самым, «,е U [Г . • 
п еЖп / г # лс \ • н/> 

Пусть G - непустой ф$>) сильно связный граф, 3v -
множество компонент в R . 

УТВЕРЩЕЖЕ 4. 
1) Для V t f , t , К , t е К , К е Ж / имеем 

I.I) Cfl-t, = К , 1.2) Щ 1 ^ } = К , т.е. любой процесс в G 
содержит компоненту в R лишь целиком. 

2) Множество стволов в G совпадает с множеством простых 
процессов в & и совпадает с . 

3) Множество процессов в G- совпадает с 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пункт I.I следует из того, что К - компо­
нента связности и из нее не достижима никакая другая компонента 
графа R . Разберем п.1.2. Обозначим Ц { t f t j через <L . Из 
леммы 2 и того, что К - компонентаfсвязности, следует, что 
для всех достаточно далеких влево "t , Ь < t имеем об = у = 

= К . Ввиду отсутствия входов в Сг имеем К = ^ ' + 1 = = 

= ( 4 K = t ' ) = t- '+i * П ° И Н Д У К Ц И И получаем» ч т о 4<*• = ${tft-} = K* 
Еслиг ^ & П , то ^ { " C t J ^ n „ Поэтому из jJ,oC=K следует, что лю­
бой процесс может содержать компоненту лишь целиком. Отсюда 
следует пункт 3. Из пунктов 1,1 и 3 следует пункт 2 . • 
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