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Введение
Пусть G— некомпактная полупростая группа Ли, имеющая точное 

конечномерное представление, и К — максимальная компактная под­
группа G. Всюду в этой работе мы предполагаем, что ранг К равен 
рангу G. В случае когда G/K — эрмитово симметрическое пространство, 
М. С. Нарасимхан и К. Окамото (см. [9]) построили большинство пред­
ставлений дискретных серий G в пространствах квадратично йнтегри- 
руемых гармонических форм типа (0, q) (для подходящего q) с коэф­
фициентами в голоморфных векторных расслоениях на G/К, возникаю­
щих из конечномерных неприводимых унитарных представлений К.

В этой работе мы даем аналогичную процедуру построения дискрет­
ных серий О в общем случае (т. е. когда G/К  не предполагается эрми­
товым симметрическим), которую теперь мы кратко опишем. Мы пред­
полагаем (при необходимости переходя к конечной накрывающей (?), 
что если р — касательное пространство в точке {K}^G/K,  то гомомор-

физм изотропии а: К —>SO(p) определяет гомоморфизм а: К  -^Spin(p). 
(Здесь SO (р) — группа вращений р относительно /С-инвариантной мет­
рики на р и Spin (р) — связная двулистная накрывающая SO(p).) Тогда 
G/К  приобретает Q-инвариантную спинорную структуру (см. § 1). Пусть 
теперь a: Spin (р)—>Aut (Z,) — спинорное представление и о±: Spin (р) — 
—> Aut (Z.±) — два „полуспинорных“ представления Spin (р). Пусть X: К  —>

—»Aut(Z.) и Х±: К  —»Aut (Z,±) — составные гомоморфизмы аоа и а±°а 
соответственно. Далее, пусть т: К  —»Aut (V) — конечномерное неприво­
димое унитарное представление К. Пусть C±(EV) — пространство С “ -се­
чений расслоения E L± ^ V на G/К, индуцированного Х± 0 т.

Обозначим через D: С* (Ev) —> (Ev) — оператор Дирака, возни­
кающий из спинорной структуры на G/К  (см. 1.5), и пусть / / ^ ( Д к) — 
пространство квадратично интегрируемых решений уравнения Дирака 
на С± (Ev). Нашим основным результатом является теорема 3, которая 
реализует большинство представлений дискретных серий G на H ^iEy}  
для подходящего т.

В работе [9] основную роль в построении дискретных серий играла 
полученная К. Окамото и X. Одзеки формула теоремы 4.1 в [11] для 
обычного оператора Лапласа □  =  (d" +  д")2 на пространствах вектор­
нозначных С°°-форм типа (0, q). Эта формула утверждает, что 2 □  
отличается лишь некоторым скалярным множителем от оператора Кази­
мира G. Наша основная задача состоит в получении такой же формулы 
(см. предложение 4.1) для D2, квадрата оператора Дирака, на С± (£'к). 
Доказательство этой формулы использует структуру L как модуля над 
алгеброй Клиффорда р и лемму 3.2, которая утверждает, что оператор 
Казимира К  действует как один и тот же скаляр на всех неприводи-
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мых К -компонентах представления X. После этого, используя близ­
кие Нарасимхану и Окамото методы, мы получим результаты, аналогич­
ные результатам их работы [9]. Так, мы строим дискретные классы 
(теорема 3), рассматривая сначала разность Trace я+ — Trace -тс—, где 
через Trace обозначен характер представления 1г±-группы О на про­
странствах H f ( E v), и доказывая затем, что одно из двух пространств 
н£{Е у)  обращается в нуль (только для доказательства теоремы 
„исчезновения” нам приходится наложить ограничения).

В. Шмид построил [12] большинство дискретных серий О на груп­
пах /Лкогомологий голоморфных линейных расслоений на О/Т, где 
Т — компактная подгруппа Картана О.

Р. Хотта недавно построил большинство дискретных серий О на 
некоторых собственных подпространствах оператора Казимира О в про­
странствах /Лсечений некоторых векторных расслоений на G/К  (см. [7]).

Я благодарен профессору М. С. Нарасимхану за предложение 
использовать оператор Дирака для реализации дискретных серий, а также 
за многочисленные полезные обсуждения.

§ 1. Спинорная структура на 0 1 К  и оператор Дирака
Пусть О — связная некомпактная полупростая группа Ли и g — алгеб­

ра Ли левоинвариантных векторных полей на О. Пусть к  — максималь­
ная компактно вложенная подалгебра g (т. е. аналитическая подгруппа 
Int (g), соответствующая подалгебре ad(R>k, является максимальной ком­
пактной подгруппой Int (g)). Пусть К  — аналитическая подгруппа G 
с алгеброй Ли к . Пусть gc — комплексификация g. Мы положим р — 
=  {V £ g | В (X, Y) — 0 для всех X  £ к }, где В —- форма Киллинга g c . 
Тогда

g =  k +  p, k n p  =  0, [р, p ] c k ,  [k, р ] с р.

Для любого подмножества m из gc через шс мы обозначим комплекс­
ное подпространство gc, порожденное т .

Всюду в этой работе мы предполагаем, что ранг к  равен рангу g. 
Ограничение В на р является положительно определенной вещественной 
билинейной формой. Пусть SO (р) — группа вращений р относительно 
этой положительно определенной билинейной формы; р инвариантно 
относительно присоединенного действия К  на g, поэтому мы получаем 
гомоморфизм

а: К  —* SO (р).
Таким образом, мы получаем G-инвариантную риманову метрику на 
однородном пространстве G/К, которая на касательном пространстве 
в {К) 6 G/К равна В | р, где р обычным образом отождествлено с каса­
тельным пространством в {/(}€ G/К. Теперь мы определим спинорную 
структуру на римановом многообразии GIK.

По определению «спинорной структурой» на ориентированном рима­
новом многообразии М размерности п называется главное Spin (п) -рас­

слоение F над М, такое, что SO (п)-расслоение T'Xspin(n) SO (n) 
SO (n )-эквивалентно главному SO (n) -расслоению F- ориентиро­
ванных ортогональных реперов At. В нашем случае F является SO (р) - 
расслоением

GXkSO(p),
индуцированным главным /(-расслоением G при помощи гомоморфиз­
ма а : /(-»- SO (р ). (Напомним, что GXkSO(p) определяется как фак­
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торпространство G X kSO (р) ио отношению эквивалентности (g , а)
~  (gk, k~la) для любых k £ К, g € G и а € SO(p). Класс эквивалент­
ности (g, а) обозначим через {g, а}.) Для определения спинорной струк­
туры на G/К мы поступим следующим образом: во-первых, при необходи­
мости заменяя G на подходящую двукратную накрывающую, мы можем 
предположить, что существует гомоморфизм

а: К —> Spin (р),
такой, что диаграмма

Spin (р)

т /  *
* I

К ------->SO(p)

коммутативна, т. е. что <х =  фоа. Здесь ф: Spin (р) —> SO (р) — связная 

двулистная накрывающая SO(p). (Заметим, что а однозначно опреде­

лен.) Теперь мы можем в качестве F взять главное Spin (р)-расслоение 
GXA-Spin(p), индуцированное главным /С-расслоением О при помощи

гомоморфизма а: АГ —» Spin (р). Эта спинорная структура G-инвариантна 
в следующем смысле: G действует слева на G X к  Spin (Р) и на G X # SO (р), 
и каноническое отображение

G X к Spin (р) —̂ G X к SO (р),
при котором {g, а} I— {g, ф(а)}, коммутирует с действием G.

Пусть а: Spin(р) —* A u t(L) — (комплексное) спинорное представле­
ние Spin(p). Так как мы предположили, что ранг к равен рангу g, то 
размерность р четна, и тогда хорошо известно, что L является прямой 
суммой двух подпространств L+ и L~, каждое из которых имеет раз­
мерность 2m~l (2m — dim р) и инвариантно относительно действия о 1). 
Через о+ и о~ мы обозначим ограничения а на L+ и L~ соответственно. 
а+ и а~ называются полуспинорньщи представлениями Spin(p). Теперь 
мы определим

X^ =  aioa и X =  aoa. (1.1)

Предположим теперь, что задано неприводимое унитарное пред­
ставление -с группы К  на конечномерном комплексном векторном про­
странстве 1/. Рассмотрим представление т(х)Х на l/(x)Z . Так как мы 
имеем главное АГ-расслоение G над G/К, то представление т(х)Х груп­
пы К  определяет векторное расслоение E v<̂ l над G/К. (Если задано 
представление т: AT—>Aut(UX), где W — векторное пространство над С 
или R, то мы напоминаем, что ассоциированное расслоение Ew над G/K 
определяется как факторпространство G X W  по отношению эквива­
лентности (g, w )~ (g k ,  k~lw) для любых k £ K ,  g(zG  и w £ W .  Класс 
эквш алентности (g, w) будем обозначать {g, w}.) Оператор Дирака D 
является линейным дифференциальным оператором первого порядка, 
определенным на пространстве C (E v̂ l) С“ -сечений Ev^ l-

Чтобы определить оператор Дирака, мы напомним сначала некото­
рые основные факты о спинорной группе. Часть собранного здесь ма-

!) Конструкция и основные свойства спинорного представления напоминаются 
ниже. — Прим. ред.
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териала можно найти в [2] и [3j. Пусть m — вещественное векторное 
пространство с положительно определенным скалярным произведением 
и Cliff (ш) — алгебра Клиффорда т. Таким образом, Cliff (ш) — фактор 
тензорной алгебры пространства m по идеалу / ,  порожденному элемен­
тами вида (х, х ) - 1 +  х 0 х .  Естественное отображение . m Q 7 ’ (m)-^ 
—> Cliff (m) является вложением, при помощи которого мы отождествим 
m с подпространством Cliff(m). Тогда если jc„} — произволь­
ный ортонормальный базис т ,  то мы имеем соотношения

х] =  — \ и XjXk + x kXj =  Q (у ф К). (1.2>

Произведения {x^xi, . . .  x ik 11 <  / х<  /2< . . , < / ft < я }  образуют базис 
Cliff (m). Cliff (m) имеет 2 2-градуировку: Cliff (m) =; C+m +  C_m, где 
C+m и C_m порождены соответственно четными и нечетными произве­
дениями элементов в выбранном выше базисе. Тогда m с  С _ т . Группа 
Spin (я) (или Spin(m)) естественно возникает как подгруппа группы 
С*т-обратимых элементов Cl iff (m). Действительно, пусть дм—>х — ан­
тиавтоморфизм Cliff (ш):

ехе2. . .  ек \-+(—\)кек. . .  e2ev
где ev ek — произвольные элементы ш. (Легко проверить, что эта 
отображение корректно определено.) Тогда Spin (п) — подгруппа С * т , 
состоящая из всех элементов д;, таких, что

дг£С+т,
х е х - '^ т ,  для всех е £ т ,  (1.3)
д:-д: =  1.

Таким образом, для всех x ^ S p in (m ) преобразование ф(д:): т —>т,  при 
котором е\—>хех~'\ является сохраняющей ориентацию изометрией ш. 
Следовательно, ф отображает Spin (ш) в SO (ш). Известно, что Spin (m) 
односвязна при п'ф-Ъ и что ф — отображение, двукратно накрывающее 
SO (m).

Если ш четномерно, то алгебра Cliff (ш), так же как и алгебра 
Cliff (m)(x) С, является простой алгеброй и, следовательно, изоморфна 
алгебре эндоморфизмов конечномерного комплексного векторного про­
странства L, то есть существует изоморфизм

е : Cliff (m) ®  С —> End (L). (1.4)

Этот изоморфизм s единственен с точностью до автоморфизма L 
и будет фиксирован раз и навсегда. Так как Spin (m) с  Cliff (m) с  
с  Cliff (m)(x) С, то мы имеем ограничение е на Spin(m), которое мы 
обозначим а. Известно, что а — прямая сумма двух неэквивалентных 
подпредставлений о+ и о- на пространствах L+ и L~ из Z, каждое из 
которых имеет размерность 2т~\  где 2т — размерность ш. Пусть т 2— 
подпространство Cliff (m), порожденное

{x^Xi, 11 iv i2< 2m, it =£i2}.-
Заметим, что

{xtix t, 11 0 -5)
— базис ш2. Для любого элемента z  С Cliff (ш) определим

X  (z): Cliff (m )—» Cliff (m)

как линейное отображение:
х  —*zx  — x z  (д: С Cliff (m)).
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Простое вычисление показывает, что 1 < г ,  у, & < 2 m, i^= j:
I 0, если k =f= i, у,

X  ( x ^ j )  (xk) =  I 2xj, если k =  i, (1.6)
( — 2x t, если k =  y.

Отсюда следует, что для z £ m 2 X  (z) (m) с  m. Таким образом, X  (z) 
определяет эндоморфизм m, который мы также обозначим X  (z). Сле­
дующая простая лемма будет полезна для нас.

Л е мм а  1.1. Пусть Cliff(m) отождествлена с подалгеброй 
End (Cliff (ш)) при помощи левого регулярного представления

1: Cliff (m) — End (Cliff (m)).
Если End (Cliff (m)) обычным способом рассматривать как алгеб­
ру Ли Aut (Cliff (m)), то подпространство m2 будет алгеброй 
Ли, соответствующей подгруппе Ли Spin(m) (т . е. I ( т 2) явля­
ется алгеброй Ли, соответствующей подгруппе Ли  / (Spin(m))c  
с  Aut (Cliff (т))). Далее, если дано любое представление алгебр  
о: Cliff ( т )  —>End(tt7) (где End (W) — алгебра эндоморфизмов ко­
нечномерного вещественного векторного пространства W или 
алгебра эндоморфизмов комплексного векторного пространства 
W , рассматриваемая как вещественная алгебра), то дифферен­
циал представления групп ( а | Spin( т ) ) : Spin( т ) - » A u t (№) совпа­
дает с представлением алгебр Ли  (а | т 2) : т 2 —>> End (W). Более 
того, дифференциал представления ф: Sp in (т )  —»A u t ( т )  совпа­
дает с представлением X:  т 2—►End(m) (а именно z \ —> X(z)).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Заметим, что для любого z  £ Cliff (m) суще­
ствует единственный элемент Cliff (m), который мы обозначим expz,
такой, что I (exp z) =  exp l (z). Ряд l - f 2 +  -^- +  . . . + — - f . . .  сходит­
ся к exp 2 . Далее, пусть z  £ ш2; мы покажем, что exp z  С Spin (m). Для 
этого в силу определяющих соотношений (1.3) мы должны показать, 
что exp2 £ C +m, exp2 -(expz) — 1 и exp2 -e-(exp2) - 1£m для e £m .
Мы имеем m 2€ C +ш и, следовательно, expz  =  1 +  z  +  C+m.

Очевидно также, что (exp 2) =  1 +  2 +  + . .  . =  ехр(г). Но если
2 =  2  aijX^Xj  — выражение для 2 в терминах базиса (1.5) щ2, то 2 =  
=  2  a ijx j x i — — 2  a ijx ix j — — z. Наконец, легко видеть, что exp z  X 
X еДехрг)-1 =  exp (X (2)) (е) для е £ т ,  так как А '(2) оставляет m на 
месте. Таким образом, ехр 2 С Spin (ш) и

ф(ехр2) =  ехр X  (z). (1.7)
Отсюда следует, что / ( т 2) содержится в подалгебре Ли End (Cliff (m)), 
соответствующей подгруппе Ли / (Spin (m)) с  Aut (Cliff (m)) (см. [5], 
предложение 2.7 на странице 126) *). Но как Spin(m), так и т 2 имеют
размерность 2w ~~_12 д Таким образом, I (ш2) — алгебра Ли /(Spin(m)),
или, используя I как отождествление, ш2 — алгебра Ли Spin(m). За­
метим, что скобки Ли [2 , z'\  двух элементов 2 , г '^ ш 2 задаются ра­
венством [2 , z ' ] ~ z z '  — z '2 и что отображение z \—»ехр2 является 
„экспоненциальным" отображением ш2 в Spin(m). Остальные утвержде­

*) Ссылка дана на русский перевод. — Прим, перев.
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ния леммы являются тривиальными следствиями этого факта. Последнее 
утверждение, например, можно получить, используя (1.7).

С л е д с т в и е  1.1. Дифференциал спинорного представления 
а =  (е | Spin (m)): Spin (m) —► Aut (L) совпадает с представлением 
(которое мы также обозначим о) o =  (ejm2) :  т 2—» End (Z), где 
е — представление Cliff (т), определенное (1.4).

Перейдем теперь к определению оператора Дирака. Через С+ (Ev) 
и С~(Еу) мы обозначим пространства С (Ev<̂ l+) и C{Ev<̂ l ~) С°°-сече­
ний расслоений Ev<8>l+ и которые индуцированы представле­
ниями ср(х)Х+ и г 0  Х~ соответственно. Через С ( Е У̂ )  мы обо­
значим пространство С^-сечений расслоения Е V̂ L над О/К, индуциро­
ванного представлением т 0  X группы К. Мы имеем естественные вклю­
чения

С+ (Ev) —* С ( Е у ^ )  
и

(Еу) —♦ С (ДК0 £) 
и

с (£ к0 £) =  с + (£ к ) © С - ( а д
Заметим, что так как L является модулем над Cliff (р )®  С и 

рс С  Cliff (р )®  С, то существует естественное билинейное спаривание, 
которое мы также обозначим s:

в: рс (х) Z —> Z, (1.8)
где

e ( * ® s )  =  e (•*)($) ( Х $ р  c, s £ L ) .  (1.9)

Это отображение является гомоморфизмом Spin(р)-модулей, если рC® Z  
рассматривать как Spin (р)-модуль при помощи представления <|> 0  а .  
Известно, что при таком спаривании рс ®  Z+ отображается в Z~ и 
pc ® Z ~  отображается в Z+, таким образом возникают отображения

е: рс ®  Z+ —♦ Z~ 
и

е: рс ®  Z-  —♦ Z+.

Таким образом, мы имеем спаривания К-модулей
е ®  1: рс ®  Z ®  К —> L 0 V ,  
е ® 1 :  pc ® Z ± ® l / — L*0V.>  (U O )

Эти отображения индуцируют отображения расслоений

1*: Ерс ^ 1^)у —* E lq v ( 1-11)

и

' ЕрС0 £±0 у ~ >

где Е c®u®y> •••.  и т. д. — векторные расслоения над G/К, индуци­
рованные представлениями К  на pc ® Z ® V ,  . . .  и т. д. Мы также 
обозначим через

[л: С (^рС0£0^) * С к)
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и

p i ;  С {Еfc(g)Li(g)V) С (Е

индуцированные отображения на пространствах С“ -сечений. С другой 
стороны, каноническая связность (см. [5], § 2) в главном АГ-расслоении 
О над О/К определяет связности в индуцированных расслоениях Е L̂ v
И EL±(g)y.

Замечание: представление а группы К  на рс индуцирует комплекси- 
фицированное касательное расслоение над О/К, и рассматриваемая выше 
связность на О определяет риманову связность в 2ГрС. Это ясно, так
как связность на О не имеет кручения и ее группа голономий содер­
жится в К  [5, теорема 2.6 и следствие 4.3].

Отождествляя (комплексифицированное) кокасательное расслоение 
над О/К с касательным расслоением E fс над О/К при помощи комп- 
лексификации римановой метрики, определим

V: с  l®v) с  № v4g>L<8)v)

V±: C(EL±g)v) —>C(Epc(g)L±v)
как ковариантное дифференцирование, ассоциированное с рассмотрен­
ными выше связностями. Вспоминая, что С ( Е ^ ^ у )  мы раньше обозна­
чали C±(EV), мы получим операторы Дирака:

D : C(EL®V)-* C (E L®V)

D±: С±(Еу)->С*(Еу), 
где

Z)± = ‘?± oV±.

Заметим, что эти операторы эллиптические, так как для любого X  Ф О 
из р отображения г(Х): L ( g ) V L ( x ) V  и s ( ^ ) :  Z.+ ®  1/
являются изоморфизмами и D, Z)± однородны.

В определении оператора Дирака мы следовали [2].

§ 2. Формула для оператора D

В этом параграфе мы сохраняем обозначения § 1.
Определим представление v алгебры Ли gc на С°° (О) — пространстве 

комплекснозначных бесконечно дифференцируемых функций на О:
H X ) f  =  X f ( X £  gc, / 6  С» (О)).

Пусть U (gc) — универсальная обертывающая алгебра gc. Тогда v опре­
деляет представление, которое мй тоже обозначим v, алгебры U (вс) 
на С°°(0). Теперь мы определим

С+ (О, V) =  L+ ®  О  (О) 0  V А  
С~(0, V) =  L ~ @ С°°(О)® V. /

Определим инъективное отображение

Г- C (E l®v ) - l  ® О ( 0 ) ® У (2.2)



112 Р. Партасарати

-следующим образом: пусть 9 — сечение E ^ v. Так как EL̂ V индуци­
ровано главным АГ-расслоением G, то мы имеем каноническое отображение

G X ( L ® V ) - . E l ®v,

где (g, z) 1—>'{g\ z), (g£G, z£L(g)V).  Это позволяет определить
1®У'-значную С°°-функцию tq (ср) на G равенством:

{g> 4 (?)(£)} =  ?(gK).
Отождествляя обычным способом пространство L ®  V -значных (^-ф унк­
ций на Q с L ®  С°° (G) ®  V, мы получим требуемый элемент "») (<р) € А (х) 
® C °°(G )®  V. Ясно, что к) отображает C+(EV) в C+(G, V) и C~(EV) 
в С-  (О, V). Положим
(L ®  С~ (О) 0 V ) °  =  {u ^L  ®  С°° (G) ®

® К | ( Х ® г ® т ) ( * ) ( и )  =  и (k&K)}, (2.3) 
где г — правое регулярное представление С? на C°°(G). Положим также 

С+ (О, Г)о =  с+  (О, V) П (L ®  С00 (О) ®  1/)9, (2.4)
С - (О, К )0 =  С -  (G, 1/) П (А ®  С00 (G) ®  КУ>.

Тогда т] отображает С {EL̂ V) и С ± (£ к) изоморфно на (Z,® C°°(G)® К )0 
и С±((?, 1/)° соответственно.

П р е д л о ж е н и е  2.1. Д л я  u ^ C { E L̂ v) мы имеем у (D u)~
, 2 m  \

— ( S в (А 0 ®  v(Ari)® l)T ](«)), где X u X 2m — произвольный орто-

нормальный базис р и через s ( X t) обозначено действие Х ^ р  с. 
с  Cliff (р) на Cliff {р)-модуле.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Сначала заметим, что каноническая связность 
в главном АГ-расслоении Q инвариантна относительно левых сдвигов на 
элементы из Q и что горизонтальное подпространство для этой связ­
ности в точке g £ Q состоит из

{ (* ),! * € р } ,  (2-5)

где (.Y)^ — значение в точке g  векторного поля X.  Так как расслоения 
EL(g)V, E pc0 L(g)V, . . .  и т. д. индуцированы главным АГ-расслоением G, 
то мы имеем канонические отображения

G X { L ® V ) ^  E l^ v,

G X ( P C®  A®V0-*£pC<g)£®y)---  и т. д., 
где

(g, 2) |— {ff, 2}, (g € G , z £ L ® V  или pc ®  А ® 1Л . .  

и т. д. в зависимости от рассматриваемого случая.

Заметим, что отображение ^ (см. 1-11) имеет вид

?{(g. AT®2)=-{g-, ( е ® 1) ( Х ® 2)},
(А 'бР0, z £ L ® V ) .  (2Д)

Для g £ G  через n(g) обозначим обычное действие g  на G/K 
и будем рассматривать Хл, . . . , Х 2т как элементы касательного про­
странства в еК при помощи обычного отождествления этого простран-
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ства с р. Тогда •••, dir(g-)(X 2m)} — ортонормальный базис
касательного пространства в gK.  Далее, для и £ С (Еlq v) V и имеет вид

2 m

(V a)artf) =  2 r ; ® V yi «, (2.7)
i=1

где Y b . . . ,  Y 2m — произвольный базис касательного пространства в gK  
и Y*v . . . ,  Y\m — двойственный базис. Так как мы отождествили кокаса- 
тельное и касательное расслоения, используя риманову метрику, то,
выбирая в качестве {Yv . . . ,  Y 2mj ортонормальный базис { ^ ( g ) ^ ) ,  
dK{g)(X2m)}, получим

2 m

( * « ) ( * * ) =  (2.8)
i=1

где Yi =  dr.(g)(Xi) (i =  1, . . . ,2m ).  Наконец, из леммы на стр. 115 
в [5] следует, что для любого Y  из касательного пространства в gK

VK («) =  {£, У Ш ) } ,  (2.9)

где Y  — горизонтальный „лифт“ Y в g для связности на О/К и через 

Y  СДи)) обозначена производная Z. (х)1/-значной С°°-функции tj (м) в g 
относительно Y,  т. е.

=  l j ( ? / / ) * i ®®/,  (2.Ю)

если

4(*) =  S - « / ® / i ® ® / ( - * i € ^ ,  / | € С “ (0 ) и v ^ V ) .
i

Так как Y i — dv:(g)(Xj), то, используя тот факт, что связность на О 
инвариантна относительно умножения слева на элементы из О, мы видим,

что Kf =  (A^)g (т. е. значению векторного поля X t в g). Далее, каса­
тельное расслоение над G/К  можно отождествлять с Е рс при помощи 
изоморфизма

{ g , X ) \ ^ d « ( g ) ( X ) ( g £ G,  х е рС).
Таким образом, мы имеем

2т

(Vu)(gK) =  ^ i Y i ® ^ y i (u) =
i =1 
2т

=  2  ^ (g ) (7 j  («))}==
1=1
2т

= ' £ { g , x i ® x i ( g ) M m  =
i=1

2т I

I 1=1
8 Заказ № 356
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если

=  (x i € L, f t €C°°(0) и v t €V).
i

Далее, используя определение D,

(Du) (gK)  =  ((poV) (и)) (g K ) =  (a ((Ve) (gK))

здесь через (х обозначено как отображение расслоений Дрс0 £0 к —* 
так и индуцированное им отображение сечений С (Дрс®г®у)—•

П0ЛУЧИМ
2m

l l=i
2m

~ S S  (e ®  X) X i(g) f  f X i ® x i ® ' vi }=  no (2.6)
l i= 1 

2m
= £ £  {g> (X  i f  l) (g) ■ 6 (X i) x l ®  *0/} =  используя (1.9)

l i=z 1
2m

= {g ,
/ i=l

Отсюда следует, что ■») ф и )  £ Z, ®  C°° (G) ®  К задается выражением
2m

7) (D«) (g) =  £  2  (A ,/ , )  (g)-s (X\) x t ®  v,.'
Z i=l

Следовательно,
2m

T\(Du\=Yi Yi &(x i)x i ® x i f i ® v i=
i i=l 
2m

=  V (e (* ,)  ®  v ( A - , )  ® 1) (V  ® / ,  ® ® =
/ = 1 l
2m

=  £  ( e ( * / ) ® v ( A ; , ) ® 1 ) ( ! ] ( « ) ) ,  ч .  Т . Д .

1 = 1

§ 3. Некоторые обозначения и две леммы

Пусть h — подалгебра Картана g, содержащаяся в к. Пусть £ — мно­
жество всех ненулевых корней gc относительно hc. Корень а £ £ назы­
вается компактным, если соответствующее корневое пространство содер­
жится в кс, и некомпактным, если корневое пространство содержится 
в рс. Тогда ясно, что любой корень а £ £  либо компактный, либо не­
компактный. Обозначим через Р  множество всех положительных корней, 
через Рк — множество всех компактных положительных корней и через 
Рп — множество всех некомпактных положительных корней относительна
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лексикографического упорядочения в Е, которое мы фиксируем раз 
и навсегда. Тогда Р =  Pk{J Рп. В двойственном пространстве (hc)'K hc 
имеется билинейная форма ( , ), обычным способом индуцированная
формой Киллинга В алгебры gc.

Предположим раз и навсегда, что группа О обладает следующими 
свойствами. Пусть Ос — односвязная группа Ли с алгеброй Ли gc. Тогда 
G будет связной подгруппой Ли 0 е с алгеброй Ли g. (Таким образом, 
всякая целая линейная форма X на hc, т. е. линейная форма на hc, 
такая, что 2(Х, а)/(а,/а) — целое для всякого корня а, определяет ха- 
рактер тора Н  из G, соответствующего h.) Вообще для такой группы О 
гомоморфизм а: К —>SO(p) может не продолжаться до гомоморфизма

а: к  —*Spin(p). В этом случае мы рассмотрим другую группу Ои кото­
рая является двулистным накрытием. G, такую, что если К х — связная 
подгруппа Gx, соответствующая подалгебре k, то отображение а: /С;1—>

—>SO(p) можно продолжить до отображения а: К  —> Spin(р). Эта груп­
па б?! получается следующим образом: отображение а: К —>SO(p) 
индуцирует отображение а»: ^  (К) -> % (SO(/>)). Аналогично отображе­
ние ф: Spin(р) — SO (р) индуцирует отображение ф#: « , (Spin(р))—* 
—> «х ("SO (р)) (те, (Spin (р))) =  0, если размерность р > 2 ;  в любом случае 
индекс ф* (wj (Spin (р))) Bir1(SO(p)) равен двум). Известно, что а про­
должается на Spin(p) тогда и только тогда, когда a# (itj (/б)) С  
— Ф# (тех (Spin (р))). Далее, пусть ср: К х —* К  — связное накрытие К, 
такое, что cp# (nj {Кх)) =  (а*)-1 (ф* ( ^  (Spin (р)))). Как из­
вестно, вложение К  —> G индуцирует изоморфизм %х (АГ)—> я, (О). 
При этом отождествлении подгруппа (а#)-1 (ф# (1̂  (Spin (р)))) из ^ (О ) 
определяет накрытие Qx группы Q. Очевидно, что К х — связная 
подгруппа Ли группы Qx, соответствующая к. Так как индекс 
ф# (tcj (Spin (р))) в *x(SO(p)) равен двум, видно также, что Gx является 
не более чем двукратным накрытием G. Тогда ясно, что гомоморфизм

а: К х—>SO(p) продолжается до гомоморфизма а: —» Spin(р).
Всякая целая линейная форма на hc определяет характер подгруппы 

Н х из К х, соответствующей h.
Пусть ^  — множество всех целых линейных форм на hc. Положим

=  ( Х  +  р, « > ^ 0  ( а ( = Щ

и
^  =  {А€.Г; <Х +  р, « » 0  («€/>*)},

где Р =  -j-  2  “• Т'огД3 видно, что X £ принадлежит &'0 тогда и только
а 6Р

тогда, когда X -f р„ (где р„ =  у  2 а)  является доминантным относи-

тельно Ph (т. е. (X +  р„, а)^>0 для всех а £ P k). Сейчас мы увидим, 
что X -f- рп — старший вес представления К х. Для этого мы сделаем 
сначала следующие полезные замечания.

З а м е ч а н и е  3.1. Рассмотрим алгебру Клиффорда Cliff (р) простран­
ства р. По предложению 2.1 подпространство р̂  С Cliff (р)@С, рас­
сматриваемое как алгебра Ли относительно операции коммутирования, 
совпадает с алгеброй Ли Spin (р). Пусть t С р2 — произвольная под­
алгебра Картана. Тогда веса представления X : р£ —* End (рс) равны

{ + Х1.- • •. ±*т)>  (3.1)
8*
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где линейно независимы в Нош(tc, С). Далее известно, что
множество Д весов спинорного представления а : р 2—>End(Z) (— диф­
ференциалу спинорного представления a: Spin (р) -> Aut (£)) есть

{ 4“ ( i Xi i -  • • (3-2)

Каждый из этих 2т весов входит в представление с кратностью 
один. Пусть

! + . . .  + Хт )| с четным числом знаков — |  (3.3)

и

Д-  =  | - 2- • - i^ m )  I с нечетным числом знаков— J .  (3.4)
Тогда Д+ и Д- — множества весов полуспинорных представлений о+ и а~.

Замечание 3.2. Пусть через а: к —>р2 обозначен также диффе­

ренциал гомоморфизма а: -* Spin (р). Так как присоединенное пред­
ставление ad: к —> End (р) является дифференциалом гомоморфизма

a: K t -<•SO(p) и так как а =  ф°а, то, используя тот факт, что X  явля­
ется дифференциалом <|> (предложение 1. 1), мы получим тождество

ad =  X  оа. (3.5)

Далее, пусть абелева подалгебра a(h) вложена в подалгебру Картана t

алгебры Ли р2. Линейное отображение a: hc —>tc индуцирует линейное 
отображение

a*: Hom (tc , С) — Hom(hc, С). (3.6)

Если дано произвольное представление т алгебры Ли р2, множеством весов 
которого является ATC H o m ( t c, С), то множеством весов представления

toa алгебры Ли к является а* (Дх). Таким образом, по (3.1) и (3.5) мы имеем

«*({+*! . • • • ,  ± U )  =  S„, (3.7)

где £„ — множество некомпактных корней пары (hc, gc). Таким обра­

зом, а* биективно отображает множество { + ^ 1,'. • ., +  на множе­
ство некомпактных корней. При необходимости изменяя знаки мы
предположим, что

U )  =  Л , , .  ( 3 - 8 )

где Р„ — множество положительных некомпактных корней. Далее, ясно, 
что веса представления X: к —► End(Z) (— дифференциалу представле­
ния X: /<Y-+End(Z)) имеют вид:

-^-(zh aizb- - (3.9)

где ат — элементы Рп, и что кратность каждого веса равна
числу способов, которыми он может быть представлен в указанной
выше форме. В частности, заметим, что ( ^ +■...+ am) ^ — вес
йредставления X и определяет характер тора Н 1 с  К х с алгеброй Ли h.
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Действительно, р„ — старший вес неприводимой компоненты X. Чтобы 
доказать это, мы сначала заметим, что веса

+  а,+...+ ат 
2

являются в точности элементами вида р„ — (Ф), где Ф пробегает под­
множества Рп и (Ф) =  сумме элементов Ф. Тогда если ря не является 
старшим весом, то мы имели бы

P/I +  Р — Рп — (®)>
где р — положительный компактный корень и Ф — подмножество Р„. Но 
это является противоречием, потому что отсюда следует, что р =  — (Ф) =  
=  неположительной целой линейной комбинации простых корней из Р.

Замечание 3.3. Используя данное выше явное описание весов X 
и о, можно легко вычислить, что если , Y£t ,  то

ш  X t ( X )  , ^  Х.(Х)

Тгасе(о+(ехрА'))— Trace (о~ (ехр А-)) = |^ [  (е 2 — е 2 ).
i= 1

Отсюда следует, что если X £h,  то
«X) я.(ХУ

Trace (Х+ (exp X)) -  Trace (X- (exp X)) =  j j  (е 2 - е  2 ). (3.10)
“6 Ря

Пусть теперь X^J^o- Так как X — целая линейная форма, то по 
нашему выбору О X определяет характер Н  и, следовательно, Н х. 
Далее, как мы видели в замечании 3.2, р„ определяет характер H v  
Таким образом, X +  рп определяет характер Н х. Мы уже видели, что 
вес X +  р„ доминантный. Таким образом, существует неприводимое пред­
ставление К х со старшим весом X рл.

Теперь мы дадим явную формулу для дифференциала а: к —*р2
гомоморфизма а: К х•-» Spin (р), где р2 с С 1 Ш ( р )  по лемме 1 . 1  рассмат­
ривается как алгебра Ли Spin (р).

Л е м м а  3.1. Пусть F £ k .  Тогда a(Y)£p2 имеет вид
2 т

к,1=1

где Х и . . . ,  Х 2т — произвольный базис р, выбранный таким образом, 
что В ( Х х, Xj)  =  l tj.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По (3.5) для любого Y £ k  имеем

Х(а (Y)) =  adY.  (3.11)

Напомним, что у нас имеются соотношения (1.6):

| 0, если k ф i, j ,
X { X lX J) X k =  \ 2Xj ,  если k =  i (1 <  i, j ,  А<2 / и ,  * < y ) ,  (3.12)

{ —2X t, если k =  j .
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Теперь, записывая а (К) в виде
2 тп• zm

*,/=i
получим, используя (3.11),

[V, X t] =  2 С* Д ( В Д ) № )  (/ =  1........2ш).
к<1

Следовательно, используя (3.12), ясно, что

Л ';  B { \ Y , X i\ , X J) =  2cij (i < j ).

Таким образом, мы имеем

а(У)=  S  B([Y^ k]' Xl)X kX ,
k<l

Теперь лемма следует из того, что

B ( [ Y , X k\ , X k) =  0 (k =  1,..., 2m)
и

Пусть теперь Y x, . . . , Y t — произвольный базис к, выбранный таким 
образом, что B ( Y t, Y j ) =  — btJ. Тогда мы получим лемму.

Л е м м а  3.2. В представлении X группы К х, определенном равен­
ством X =  аоа, где а — спинорное представление Spin (p), оператор 
Казимира —Y\— ...—Y) действует как скаляр. Явно этот ска­
л я р  записывается в виде >

где Х х, . . . ,  Х 2т — произвольный базис р ,  выбранный таким обра­
зом,, что В ( Х х, Х ^  =  Ьи . р„ является старшим весом неприводи­
мой компоненты, X, и, следовательно, этот скаляр в действи­
тельности равен (p„-(- 2pft, р„).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как X =  ао а , то, используя следствие (1.1),

мы получим, что для любого K g k X (К) =  s (а (К)). Тогда, используя 
лемму 3.1, получим

- 4 - 2  B{[Xk, X k,\, [Xk, X k,]),

Х(К),= 2  В([К’ У -  £ ( ^ ) £ №* (* * )* № )•

Таким образом,

k,i,k',i' j

4
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X В (Г ,, IX, .  ,Х, , }) .  (X,) ц х , )  XX , . )  ,(Х,,)] =

=  - - п г  2  { Е г (1',-.!Л -,.Л Г,])Х
k, l, k ' , V j

X B(YJt [Xv,  Xv]) *{Xh) e ( Xt) e (A*,) в (A',,)}

(используя инвариантность формы Киллинга).
Но так как ясно, что

[Xk, X l\ =  - 42iB( Y J, [ X tl, X l])YJ
j

и аналогично

[Xv,  Xv]  =  ~ ^ B { Y j ,  [Xk,, x t,\) Y j ,

T O

5  ([A*, X t], [Xv,  Xi'\) =  -  2  В (Yj, [Xk, X L\) В (Yj, [Xv,  Xv]).
j

Подставляя, мы получим
t

- 1 4 ^ / = ^  2  я ( т а т а ,  т а ' . а д х
;  =  1 k , l , k ' , l '

Х г { Х к) г { Х 1) г ( Хк, )^{Х1г). (3.13)

Теперь фиксируем k и рассмотрим член
в ([Xk, X t\, [ X v ,  Xv))  e ( X k) e (X t) e ( X v )  e (*„) -  
=  B(A’* , [AJ>[ ^ , A /,]])e< ^ ) e ( A J)e(A*0 e ( ^ I,). ,

Если /, k'  и / '  различны, то, циклически переставляя /, V и сум­
мируя полученные члены, мы заметим, что е (А'*) в (Хг)е (AV) е (AV) 
остается одним и тем же, так что по тождеству Якоби сумма обра­
щается в нуль. Таким образом, в правой части (3.13) достаточно сумми­
ровать члены с I — k' или V. Следовательно,

- 2 х ( к /  =
j

= - i f  2  { 2  * ( т а ,  т а ' , а д е т а  » т а о } +
к  к ' , 1 '

+ ^ - т { 2  я  ( т а .  [ ^ , ^ ] ) ® т а ® ' т а ) } -
к  V

=  - ^ 2 {  2  « № - .  I*». I X , , ,  х ^ п х х , )  . ( Ц -

- ■ w S {  2  в т а , т а т а а д ) « т а « т а ) } .
V 1 ft, ft'

Теперь фиксируем и рассмотрим член

в (хк„ т а  та,, £ т а ) . та,).

(3.14)
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Если k и V различны, то, переставляя k и V и суммируя полученные- 
два члена, мы увидим, как показывает простой подсчет, что сумма равна

- В ( Х Лг, [AV, [Xv,  *» ,]])« (*») * (*»'),
что равно нулю по инвариантности формы Киллинга.

Это соображение упрощает (3.14) и дает

-  2 х (y j )2= -  -w 2  в  (** '. \х *. [ * * .  Iх  М  +
j k, k'

+  № .  № •  * > 'Ю =
k,V

=  - x S  В [ Х . , , { Х „ \ Х „ ,  * ,]])  =
k,kf 

k, k’
Это доказывает первое утверждение леммы.

Далее, по замечанию 3.2, р„ — старший вес неприводимой компо­
ненты X. На этой компоненте оператор Казимира — Y\— . ..—Y\  дейст­
вует как скаляр (p„-j-2pft, р„). Это доказывает последнее утверждение 
леммы, ч. т. д.

§ 4. Формула для оператора □

Пусть х — неприводимое представление К х на V.  Рассмотрим опе­
ратор Дирака

D: С (ЕL(^v ) —1>С {E£(q v)
и

D±: C±(EV) -  С*(Еу). ■

Теперь мы определим оператор □ :  С (EL(̂ V) — С (EL̂ V):
□  =  Z)2. (4.1>

Заметим, что □ ( С ± (£ К))С  С ±(£„). Заметим также, что □  | С + ( £ „ ) = •  
=  D~°D+ и □ |C - (£ ,Vr) =  Z)4'oD _. Теперь мы фиксируем базисы {Ki,... 

в к  и { X X 2J  в р, такие, что

t B ( Y i , Y J) =  - b lJ 

В ( Х , , Х ^ = Ь и .
(4-2 >

Заметим, что B ( Y t, Xj)==0. Теперь мы получим оператор Кази­
мира: 2  =  —Y\—...—Y\ 4~ X 2i+... +  Xim^U  (gc).

П р е д л  о ж е  ни е 4.1. Е с л и  X — с т а р ш и й  в е с  т, т о  о п е р а т о р  Q  
з а д а е т с я  ф о р м у л о й

Ч  ( □  и) =  {1 ®  v (2 ) 0  1 -f- (X  +  Рл +  2pft, X р „ ) } 4 ( и )

( u € C ( E £q v )).  З д е с ь  т\ — о т о б р а ж е н и е  Z , ®C 0O(G1) ®  V ,
о п р е д е л е н н о е  в (2.2), a  v — д е й с т в и е  U (gc) н а  С00 (Gj), о п р е д е л е н ­

н о е  в  § 2 .
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Напомним, что т) — вложение С (Д £$ к) 
в (L ® C “ (Oj)(x) V)°, где эквивариантная часть (Z ®  С00̂ ) ® ^ ) 0 опре­
делена равенством
(Z, ®  С°° (О,) ®  1/)° =  {ср € Z. ®  С“ (Oj) ®  V | (* (Л) ®  г (А) ®  т (А)) (?) =  с?

для всех k ^ K x},

где X — композит отображения а: Л-! —> Spin (р) со спинорным представ­
лением о: Spin (р) —> Aut (L) и г — правое регулярное представление Qv 
в С“ (ОО.

Аналогично имеем
(L ® О  (Oj) ®  V)* =  {Т 6 А ® С- (О,) ®  V | (X (Г) ® 1 ® 1 +

-f  1 ® v(F) ® 1  +  1® 1® т (F))<р — 0 для всех Г £ к } ,

где для удобства мы обозначили дифференциалы Х и т  теми же самыми 
буквами.

По предложению 2.1 чтобы вычислить □  на C( EL̂ V), мы должны 
вычислить только

2т

( 2 е (*<) ® v (*<) ® О21 (z<g)C- (о,) ® vy>.
i=i

Тогда получим
2т 2т

*( 2 e m ® vm ® 1) 2 =  2 e w ® v№ ) 2® 1 +
i = l i = l

2m

+  2  2 - 1® vW ® 1 +
i=fij i =  1

i, j
так как по соотношениям (1.2)

z ( X t f t = - I d ,  s ( * , )  в ( * , )  =  - e  ( * , ) . ( * , )  (г у).

Таким образом, .
2т t

(  2  6 (* i) ®  V (* ,) ®  1V =  - 1  ®  V (2) ®  1 -  2  1 ®  v { Y j f  ®  1 +
i=i  ; = i

+  4  2 e ( ^ i ) e ( ^ ) ® v[ ^ . ^ ] ® l .  (4.4>
1, i

Рассмотрим теперь второй член в правой части (4.4). Используя 
условие эквивариантности (4.3) на (L ®  С°° (Gt) ®  1/)°, мы получим:

t

- 2 . 1® v( ^ ) 2® 1 =
/•=i

t

= 2 1 ®v (y j) ® 1 (z (r  j) ® i ® i + 1 ® i ® * iX j)) =
)=\

t

= 2 ( z(}0)® 1® 1 + 1® 1®t № 1® v(}0)® 1 =
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j= i
t t

=  -  S x (kj)2® 1 ® 1 - 2 2  а д , ) ® 1® ^ , ) -
j= i  у = i

— S  1<х)1®т(К^)2. (4.5)
;=i

Известно, что если р: к —> End (1/^) — неприводимое представление к 
со старшим весом р, то если продолжить р на универсальную оберты­
вающую алгебру к, действие оператора Казимира — {Y\ +  
равно умножению на (р +  2рй, р). Таким образом, последний член в пра­
вой части (4.5) равен (X -f  2pft, X). С другой стороны, из леммы 3.2 мы 
знаем, что первый член в правой части (4.5) равен (р„ +  2pft, ря). Теперь, 
лодставляя в (4.5), получим:

t

;'=i
t

=  <Р„ +  2рА, Р„) -  2 2  z (^ )®  1 ®  ЧУ j) +  <x +  2pft, X). (4.6)
/=i

Теперь мы рассмотрим третий член в правой части (4.4).
Так как [Xt, Xj \ £  к, то, используя условие эквивариантности (4.3) 

на (L®  С°° (Oj) ®  И)0, получим:

4 -  2 * т а « т а ® * т а а д ® 1  =
i, j

= 4 ~ 2  (s т а s т а ®  1®  1) ( 1® ^  т а  Xj] ®  1) =
J

=  - - T  2  { » m e ( ^ ) ® l ( g ) l X
J '

X; (X [Xt, Xj] ®  1 0 1  + 1  ®  1 ®  t  т а  X j ])} =

=  - ± 2 i e ( Xi) s ( XJ) X[Xi, X J] ® \ ® l -
i, j

- 4 -  2  « т а ®  т а ®  i ®  а д
i. J

Рассмотрим теперь первый член-в последнем выражении. Используя 
лемму 3.1, мы получим:

- 4 - 2 е т а г т а х т а * ; ]  =
i, j

= -  4- 2 е т а  в т а  • { 2 в (н*„ а д  xk], х{) е т а «т а } =
I, ] к,1

= - 4 - 2  в ах» Xj], т а  а д  s т а  е т а  в т а  е т а =
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— 2 2  (используй (3.13))
/=1

=  — 2(ря +  2pft, р„) (используя лемму 3.2).

Подставляя, мы получаем

4  2  * ( * >  т а  0 ч * / .  х а ®  1 =
J
. =  - 2  (Р„ +  2Pft, Р„) -  4 "  2  е (* ,)«  (* ,)  0  1 ®  * /]•  (4-7)

Далее, подставив (4.6) и (4.7) в (4.4), получим
2т

( S e ( A ' , ) ® v ( A ' () ® l ) 2 =
i = l

=  _  1 0  v (2 ) ®  1 -  <Рп + 2Pft, Р„) +  (X +  2Pft, X) -
t

- 2  2  х(К^)(х) 1 (х)Т(К^.) — 4 "  S  * д а е В Д ® 1 ® ‘' [ ^ . ^ ] -  (4.8)
j  = l /, j

Как показывает следующее вычисление, последние два члена в пра­
вой части (4.8) взаимно уничтожаются. Используя лемму 3.2, мы имеем

- 2  2 4 Y j) ® ' ( 2 ) 4 Y j) =

j  k , l

= -  4 - 2  • д а е д а  ®  1 ®  ’ ( 2 в < д а  х ,]  х , )  K j j =
k, l j

= 4 - '  2  • д а  • д а  ®  1 ®  4 2  - в  д а  д а  * , »  =
k, t j

=  4 -  2 в ( * * ) « ( * |) 0 1 0 Ч-г*. Xi\-
k, i

Далее,
— (Рл +  2pft, ря) +  (X +  2pft, X) =

—  — (Рл +  f i r  Рп  +  Ра )  +  ( Р а > Ра ) +  +  Ра > к  +  Ра )  ~  ( Р а > Ра )  —
—  О  +  Ра +  Р я +  Ра » ^ +  Ра ~~ Ря ~  Ра )  =  ( ^  +  Рл +  2 Ра > ^ ~  Рл)- 

Таким образом, (4.8) дает
2т

(  2  6 (* /)  0  v ( X t) 0  1 ) 2 =  - 1  0  v (2 ) ®  1 +  (X + Рл+  2Pft, X -  Ря), ч. т. д ,
1 = 1

Замечание 4.1. Рассмотрим представление Т группы G, на 
L ® C ~  (GJcglV, имеющее вид Т g — 1 ®  I (g) @ 1, где I — левое регу­
лярное представление G,. Тогда легко видеть, что каноническое действие 
•я Gj на С^ Е ^ у ) ,  имеющее вид

(* (£) (*)) (g'X) -^g-sig-1-g'K),
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при помощи отображения отождествления т] переходит в Т на

Легко видеть также, что действию элемента X  £ g на С (EL^ V) при
этом отождествлении соответствует действие на ( Z ® C “ (C?1).®V')°, 
которое является ограничением действия на Z ® C 0°(G1) ® V ,  заданного 
формулой

х ® / ®  гм-> —x(g)X0f  ® v ,

где Х° — правоинвариантное векторное поле на Ои значение которого» 
в е совпадает со значением X.  Таким образом, действие тс (2) оператора 
Казимира Gx соответствует ограничению на (Z ®  Сш (G,) ®  V f  действия

.* ®  /  ®  г> I -  *  ®  ( - У Т  -  У а -  -  - У ?  +  Х Т +  ... +  X tm) /  ®  *,

что то же самое, что и

• Я ® / ® '1' 1-> ®  ( —у  \ — У2 — ...— К/ +  х \  +  ... -f- X  2т) / ®  Vy
т. е.

л: ®  /  ®  v I— (1® v (2) ®.1) (х ®  /  ®  V).

Таким образом, действие тс (2 ) оператора Казимира Gx на C(EL(g)V) соот­
ветствует действию 1 ®  v (2 ) ®  1 на (Z ®  С°° (OJ ®  К)0.

Выберем теперь Х£^о. Таким образом, X — целая линейная форма, 
такая, что (X +  р, a) Ф 0 для всякого корня а и (X +  р, а) > 0  для поло­
жительного компактного корня а. Тогда X +  рл — доминантный вес отно­
сительно Рк. По нашему выбору G X определяет характер тора Н  с  G 
и, следовательно, тора / / j c G , .  Как мы видели в замечании 3.2, 
р„ определяет характер Н г. Таким образом, существует неприводимое 
представление тх + /Сх на Нх + Р со старшим весом X +  рл.

 ̂  ̂ G С/
Рассмотрим теперь расслоение Е £0 ^х+р на индуциро­

ванное представлением Х®тх+Рп /Сх на Z ®  Кх+рп-

Замечание 4.2. Мы утверждаем, что действие тс группы С?х на
С ( £ £0 к ) определяет действие О на С [EL ), которое мы также

х+рл ?п
обозначим тс. Для этого достаточно показать, что действие К х на Z ®  V\+?n 
спускается до действия К  на Z ®  V\+?n- Относительно h каждый вес пред­
ставления Z ®  Vx+fn имеет вид р +  v, где р — вес Z и v — вес 1/х+Рп.

Известно, однако, что v имеет вид X +  р„ — где —
неотрицательная целая линейная комбинация положительных компактных 
корней. С другой стороны, по замечанию 3.2 р имеет вид ря — (Q), где
Q С  Р п и < Q ) =  2  а. Таким образом, p +  v имеет вид X +  2р„ —

«6 Q
где 2  n lai — неотрицательная целая линейная комбинация положительных 
корней. Но X, 2рл и 2 я г определяют характеры Н.

Следовательно, всякий вес представления Z ®  1/х+ря определяет 
характер тора Н. Таким образом, представление Z ®  1/ \~?п группы 
Ki в действительности является представлением К •
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Теперь мы рассмотрим оператор Дирака D и оператор □  =  D2 на 
С ( Е ^  )• Из предложения 4.1 и замечания 4.2 мы получим сле­

дующее
П р е д л о ж е н и е  4.2. Пусть и Их+рл — неприводимое

представление К\ со старшим весом А +  р„. Через « обозначим 
действие О на С( Ег(̂ „ )■ Если через n(Q) обозначить производ-

^  *+р „
ное действие оператора Казимира из универсальной оберты­
вающей алгебры, g, то оператор □  на С ( Е , ^  ) имеет вид

^  Л + Р п

□  (и) =  { - * ( 2 )  +  (  ̂+  2р, Х>}(и).

§ 5. Следствие прлноты метрики на G IK

В этом параграфе мы детально изучим оператор Q . Группы и О 
-будут такими же, как и в § 3. Мы фиксируем (^-инвариантную меру 
на GjKxi— GlK) и меру Хаара на Glt такую, что для /  € С“ (Оу/Л)

j  f d x =  j  ri( f )dg,  (5.1)
OJK, o,

где через tj ( / )  обозначена сложная функция O j —» GJK j —» С.
Пусть задано неприводимое представление т К\ на V.  Определим 

теперь скалярное произведение ( , ) на Сс {ELl̂ v), где Сс (EL̂ V) — 
=  {и£С (Elq v) I и имеет компактный носитель}. Во-первых, мы дока­
жем следующую лемму:

Л е м м а  5.1. Существует положительно определенная эрми­
това метрика на L, такая, что для каждого X  €р отображе­
ние символа e(.Y): L —>L оставляет эрмитову метрику инфини­
тезимально инвариантной, т. е.

( t (X) l ,  1') +  (1,г(Х)1') =  0
для всяких I, l ' £L.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть Х г, . . . ,  Х 2т — ортонормальный ба­
зис р. Пусть q =  p @ R ,  и пусть положительно определенная билиней­
ная форма на q выбрана таким способом, что для некоторого Xr2m+1CR, 
X v . . . ,  Х 2т, Х 2т+1 образуют ортонормальный базис q. Пусть Cliff (q) — 
(вещественная) алгебра Клиффорда на q, так что Х\  =  — 1 и X tX j  -f- 
+  X j X х = 0 ( 1  <; i, j  ^ 2 m + 1 ,  i j= j). Рассмотрим отображение <p-: p —> 
—» Cliff (q), при котором X t i—* X iX 2m+1 (1 <  i <  2m). Легко проверить, 
что (.X ,X 2m+lr  =  -  1 И + ( Xj X2m+l)-(XiX2m+l)=0
(i 4= j)- Таким образом, <p продолжается до гомоморфизма алгебры 
Cliff (р) в Cliff (q). Так как Cliff (р) не имеет нетривиального двусто­
роннего идеала, то легко видеть, что отображение ср: Cliff (р) —> Cliff (q) — 
вложение. Ясно, что ? (р +  р2) £  q2, где q2 — подпространство Cliff (q), 
порожденное {XtXj \  1 -</ ,  У - < 2 т +  1, i Ф Л- Но по лемме 1.1 q2 изо­
морфно алгебре Ли группы вращений SO(q). Заметим, что пространства 
р +  р2 и q2 имеют одну и ту же размерность. Так как ср: Cliff (р) —» 
—» Cliff (q) — вложение, то отсюда следует, что р +  р2 — подалгебра Ли 
алгебры Cliff (р) (рассматриваемая как алгебра Ли относительно комму­
тирования), изоморфная алгебре Ли SO(q), которая является компактной
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алгеброй Ли. Отсюда следует, что существует положительно опреде­
ленная метрика на I ,  инфинитезимально инвариантная относительно 
е(А): L —>Z для всех X £ р р 2, ч. т. д.

Теперь мы фиксируем эрмитову метрику ( , ) на Z, такую, что 
для всяких Х £ р - \ - р 2 и u , v ^ L  выполняется тождество

(г{Х)и, v) + {u, &{X)v) =  0. (5.2)

Так как по определению X: k —*End(Z) является композитом к —»р2 —» 
—»End(Z),  то отсюда следует, что для любых У £ к и и, v £ U  выпол­
няется тождество

(X (У) и, v) +  (и, X (У) v) =  0. (5.3)

Таким образом, представление X группы Кг на Z унитарно. Фиксируем 
теперь такую эрмитову метрику ( , ) на V,  что представление т
группы Кг на V  унитарно. Следовательно, для F g k  и w, w ' мы 
имеем:

(т(К)'ге;, w') +  (w,  т (Г) тг>') =  0. (5.4)

Скалярные произведения на Z и V  определяют скалярное произведение 
на L(x)V:

(s.s)
i 1 i.l

где l t, l ' j£L и v p v' j€V.  Относительно этого скалярного произведения 
представление X ® t группы К х унитарно. Таким образом, всякий слой 
расслоения EL̂ V приобретает скалярное произведение. Далее, для 
и, v £Cc{Elq v) мы определим

(и, V)— j* (и(х), v(x))dx. (5.6)
OJK,

Ясно, что пополнение Сс (ЕL̂ v) относительно этого скалярного произве­
дения' является гильбертовым пространством L2(El^ v) квадратично 
интегрируемых сечений расслоения EL̂ V,

Теперь мы определим
C(Ov 1(х)У) =  1 ®С~( Ог ) ®У  ]

и (5.7)
Z2(G„ Z ® 1 /)  =  Z ® Z 2(G1) ® K ,  |

где L2 (Ог) — пространство квадратично интегрируемых комплекснознач­
ных функций на Ох. Аналогично определим пространства С (Ог, Z± ® V )  
и Ь2(Ог, Z * ® ! /) .  C(Ov, Z * ® ! /)  и Z2(Ol, Z * ® ^ )  будем обозначать 
через C± (G1, V) и Lf {Gx, V) соответственно. Так же как и в § 2, мы 
определим

C(Ql, L ® V f  =
=  { и € С (0 1, Z®l / ) | (X(&)®r(£)®T(£)) («)=:M,  для всякого k £ К  J  (5.8) 

и аналогично определим Z2(C?j, Z ® l/)° , C±(GX, V")0 и L±(GX, V )°.
В Z2(C?i, Z ® K )  определим скалярное произведение, положив

( £ * < ® / / ® ® i .  I X ® / ^ ® ^ )  =  £(•*«> •*/)(/<> v 'j)- (5-9>
1 j 1.1
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Легко видеть, что, как и в определении отображения ■*): С (EL(̂ V)-* 
—» С (Gv Z ® 1/ )  в § 2 (см. 2.2), всякий элемент и ^ L 2(El^ v) опре­
деляет элемент tj (и) £ L2(QV L (х) V). Таким образом, определено вложение

V  L2(El®v)->L2(Gv L ®V) .  (5.10)

При этом
-4(L2(El®v)) =  L2(G1, L®V) ° .  (5.11)

Более того, легко проверить, что т\ — изометрия. При помощи этой 
изометрии 7j мы часто отождествляем L2(El ^ v) с L2(Gx, 1® 1/)°.

Теперь мы рассмотрим оператор Дирака D : С (Еi(g,K) —> С (ЕL(g)V), 
определенный в § 1 (см. 1.12). Тогда получим следующую лемму:

Л е м м а  5.2. Если и, v  £ С (EL(̂ V) и если и имеет, компактный 
носитель, то

(и, Dv) =  (Du, v). (5.12)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Отождествляя С (EL0 V) с С (Oj, L (х) V)0, 
положим и =  2 / ft( x ) / ft (х)®А и v — 2  ^-(х) f ' j®  где l k, l ' j£L,

k j
f k, и wk, w' j€V.  Заметим, что имеет компактный носи­
тель для всякого k. По предложению 2.1 имеем

2  т

D a = Y> lL*(x i)lk(S)', (x i ) f k ® ‘®k>
г=1 k

где Х х, . . . ,  Х 2т — ортонормальный базис р. Таким образом, используя
(5.9), получим

2т

(Du, «) =  £ ■ £ (в( Xt) i k, г.)(v( * ,)  f k, / ; ) (wk, w ’j) =
i=1 k,j 
1m

/=i k,j
(используя тот факт, что 0 ( X t) f k, / ' )  +  (/* , v ( Xt) f ) )  =  0 и (5.2)). 
Но по предложению 2.1

2m

Ov  =  2  £ в ( X t) ®  v ( Xt) / ; .  ®  ®;.
i=1 J

Таким образом, используя (5.9), получим
2т

(и, я * ) = 2  2 Ж  « т а ч ) ( / * «  vw / ; ) ( ® * >
1=1 к , l

Теперь лемма доказана.

Из (5.12) легко вывести, что если и, v  £ С (EL̂ V) и если и имеет 
компактный носитель, то

(и, □ « )  =  (□ « , v) =  (Du, Dv). (5.13)
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Напомним, что Ц  (С^ (/?к)) с  C^(EV). Отображение т] является изомет­
рией C±(EV) и C±(G1? V Д  и мы можем канонически отождествить по­
полнение C f ( E v) с (0 1э V")0.

Определим теперь □ + (соответственно Q~) как слабую реализацию 
□  в L+(GV V f  (соответственно, L~{QV К)0), т. е. область определения

Г**,-*
■ °(D +) Для □ +  состоит из всех y € L + ( Gv Vf ,  для которых суще­
ствует элемент, который мы будем обозначать □<*>€£+((?v Vf ,  такой, 
что

(«р, Ш )  =  ( О р, Ф)

для каждого < | (GltV), и тогда мы определим □ + (<р) =  П ?  (анало-
<—̂

логично для □ “). Введем аналогичное определение и для оператора D : 
D+ — слабая реализация D в L+(GX, V f ,  а именно: область определе­

ния D(D+) для D + состоит из всех <p£L+(Gv V f ,  для которых суще­
ствует элемент, который мы обозначим D ^^L^{G V V)0, такой, что

(D<?, ф) =  (<р, /)ф) Для каждого ^ ^ C~( GX, Vf .  Аналогично для D~.
В § 7 нам придется использовать следующую лемму.

Л е м м а  5.3. Пусть <р £ С ( Е ^ у ) .  Предположим, кто {|<рU<С°о 
и  I O p |< o o .  Тогда ||Z>p||<;oo. Кроме того, если □<р =  0, то />р =  0.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Лемма является следствием полноты метрики 
на G/К  и может быть доказана с использованием метода, аналогичного 
использованному в работе [1].

§ 6. Некоторые результаты Хариш-Чандры

Пусть ёк, — множество классов эквивалентности неприводимых пред­
ставлений K v Если тс — унитарное представление Gl или К и то через 
[тс] обозначим класс эквивалентности, содержащий тс. Для любого уни­
тарного представления с группы Ki и §€<5к, через (а: 8) обозначим крат­
ность, с которой 8 входит в о. Будем писать ([с]:8) =  (<з: 8). Для любого 
унитарного представления тс Qx через тс | Ki обозначим ограничение тс на 
К х. Тогда (тс J /Сх: &)(§€$*■,) зависит только от класса эквивалентности 
[тс]. Мы также будем писать ([1t] |A ’l : 5) вместо ([тс]/^]: 8). Для любого 
унитарного представления тс группы Qx на пространстве представления 
Н  через Н d обозначим наименьшее замкнутое инвариантное подпростран­
ство Н , которое содержит всякое неприводимое замкнутое инвариантное 
подпространство Н. Через wd обозначим ограничение тс на Н d. Мы на­
зовем тс̂  (соответственно И а) дискретной частью тс (соответственно Н). 
Для любого унитарного представления о и конечномерного представле­
ния х группы положим:

( Н : Ы ) =  1  ( М : 8) (М:  8).
86 <?К,

Для любого унитарного представления тс группы Gx или К х пусть тс*— 
представление, контраградиентное к тс. Очевидно, что [тс*] зависит только 
от [тс], и поэтому мы пишем [тс]* вместо [тс*].
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Фиксируем А £ Через т и V  обозначим тх+ря и Vx+P/J, где- 
'сх+ря —-неприводимое представление К х на V\+?n со старшим весом»
X +  р„. Пусть V* — /^-модуль, контрагредиентный к /(^-модулю V- 
Тогда, как и в замечании 4.2, легко видеть, что каноническое действие 
Ох на EL(g)V* определяет действие G на Ev(̂ Lt. Далее, для любого g £ G X
через it+(g') (соответственно it~(g)) обозначим каноническое действие 
g на L+(EV*) (соответственно L2 (EV*)), где Z+ (Ev*) (соответственно 
L~ (Ev*)) — гильбертово пространство квадратично интегрируемых сечений

расслоения Е L+̂ vtt (соответственно EL- ^ vtt). Тогда тс+ (соответственно

тс“ ) — унитарное представление G,, которое индуцировано представле­
нием Х+(х)т* (соответственно Х~(х)т*) K v Пусть 8 (О,) — множество 
классов_ эквивалентности неприводимых унитарных представлений 
Назовем с о ^ ^ ^ )  дискретным классом, если со содержит представление, 
эквивалентное правому (или эквивалентное левому) регулярному пред­
ставлению, ограниченному на замкнутое инвариантное подпространство 
Z2(G,). Через 8 d (Gx) обозначим множество дискретных классов в 8 (GX). 
©ДО,) называется дискретной серией О,. Аналогично определяется 
8 d(Q). Существует очевидное включение 8d(G) ^ 8 d(Gx).

Л е м м а  6.1. Мы имеем ,,, , . ,

[тг±] — @ (ш | К : [Х± (х) т*]*) со*,
ёа(0)

где г.- — (ъ-)а — дискретная часть представления группы^ 
(также G) на Ь±(Еу*)- Сумма в правой части конечна (дока? 
зательство этой леммы аналогично доказательству леммы 1.2 в [9]).

Теперь мы соберем некоторые результаты Харйш-Чандры. Через 
% (Gx) обозначим пространство Шварца О, (определение в {4 (с), § 9J), 
Для любого с» £ 8 d(G1) через d(u>) мы обозначим формальную s стенень . со 
(определение см. в [4(a), §3] )  и через 0 Ш — характер со. Тогда 0 Ш — 
инвариантная собственная обобщенная функция медленного роста. Сле­
довательно, 0 Ш — локально суммируемая функция на <3;, которая анали- 
тична на G[, где G( — множество регулярных элементов О,. Через Е 
обозначим ортогональную проекцию L2(GX) на L2(Gx)d.

Л е м м а  6.2. Д л я  всякого конечномерного представления о 
К х определим

8 d (о) :-г; [(0 £ 8 d (Gx) ! (со! /Сх: [о]) Д  0}.

Тогда 8 d (о) — конечное множество (доказательство см. в [4 (c), 
лемма 70J).

Л е м м а  6.3. Д ля  всякого f ^ ( Q ^  положим

( ° / ) ( * ) =  Ц  r f (® )0 - .( rW /)  (x£ G x).
“ 6 8d(Oi)

Тогда ° /  — непрерывная функция на Gx и ° /  — Е / .
Доказательство см. в [4(a), следствие 3 к лемме 69 и замечание 

на стр. 100].

9 Заказ № 356
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Л е м м а  6.4. Пусть у — К  ̂ конечная функция в ^(0)). Тогда 
Ц — % — конечная функция, которая принадлежит *@{0 ^ , где 
Z  — центр универсальной обертывающей алгебры g. Д алее ,

е„ (°<р) =  ©„(?)■
Доказательство см в [9, лемма 3.2].
Пусть Wa — подгруппа группы Вейля пары (gc, hc). которая порож­

дена отражениями относительно компактных корней. Положим

h ' = { / / 6 h ;  а (Я ) фО, (а €2)}.

Для всякого X ^JF1 через 0 х+р обозначим единственную инвариант­
ную. собственную обобщенную функцию медленного роста на Ои соот­
ветствующую X +  р, как это определено в [4 (а), теорема 3].

Тогда

Д (ех р Я )-0 х+р(ехрЯ) =  2  е ^ а  + т я )  ( Я е ь),
sew Q

где A (exp Н) =  |~"[ (£*(Я)/2_  е~а(Н)12). (Это произведение определено Кор­
ее ер

ректно на Г и T v) Для всякого к £ Д '  положим

6 +  Р)=  Sign (X +  р, а)^.
ае  Р

Тогда ё а (О) С  (fd (C?i) следующим образом канонически параметри­
зуется элементами До-

Л е м м а  6.5. Д л я  всякого к £ Д '0 существует единственный 
элементч>(Х + d (G), такой, что 0 Ш(х + Р> = ( —l)m е (X +  р)0х+р,

где т =-^~ dim GjK. Далее, отображение До —* ё а, при котором
X —»to (X -J- р), биективно [4(c), теорема 16].

§ 7. Пространства квадратично интегрируемых 
спиноров Дирака

Пусть H t(E v*) (соответственно Я Г  (£V*)) — подпространство D  (□ + ) 
(соответственно D  ( □ “)), состоящее из всех ?, таких, что □ + (ср) =  0 
(соответственно □ — (ср) =  0). Так как оператор П± эллиптический, то 
Я *  (Ev*) £  C±(£V*)- Используя эллиптичность и лемму 5.3, легко 
видеть также, что Я ^  (Еу*) == (<р £D  (Z)±) | Z)± (ср) =  0}. Операторы ,
| [± замкнуты, и, следовательно, H^{Ev*) — замкнутое подпространст­
во l £(Ev*)- Обозначим через Я ^  (£V*) подпространства L^(GU 1/*)°, ко­
торые являются образами определенных выше подпространств при изо­
морфизме т): L f (Ev*)-* L%{Gv 1/*)°. Элементы этих подпространств 
назовем спинорами Дирака.

Через «± мы обозначим унитарное представление Q на Н^{Еу*)- 
Тогда получим следующую лемму.
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Л е м м а  7.1. Пусть \ ±  — инфинитезимальный, характ ер пред­
ставления я± группы, Ох на П±(Еу*). Тогда Х%±(Щ—скалярный 
оператор, равный (X-f 2р, X), если Н±(Еу*)фО.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если X' — старший вес т*, то по предложе­
нию 4.1 Хл±(2) равно скалярному оператору <Х' +  ря +  2pft, X' — ря}. 
Но если Ж —элемент W0, который переводит Pk в — Рк, то —Ж  (X +р„)— 
старший вес т*. Таким образом, мы имеем:

Хх± (2) =  (—Ж  (X +  Рп) +  Рл +  2рk, — вУС (X -Т р„) — ря) =
=  { - Ж  (X +  Рл) -  Рл +  2р, -ж  (X +  Ря) -  Ря) -  
— I Ж  (X +  рп) Рл "Ь Р I2 I р| 2 =
=  | - Sr ( X + p „ ) + p ft| 2 _ | p | 2  =

=  I . (* +  Рл) — Ж - 1 Pft |2- 1  р |2=  | х +  р„+ РА |2~  | $ |2 =
=  (Х +  2р, X), ч. т. д.

П р е д л о ж е н и е  7.1. Положим
ё а (X) =  {«€£* (О )  I хш (2) =  (X +  2р, X)},

где Хш — инфинитезимальный характер  <о и 2 — оператор Кази­
мира. Тогда мы имеем

[я±] =  ©  (®|/С: [Х±(х)т*]*)о>*,
ш 6 ^ d ('О

и сумма конечна.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  С использованием леммы 7.1 это утверждение 

доказывается точно так же, как и предложение 4.1 в [9].
Замечание 7.1. В силу доказанного в.ыше предложения я* является 

конечной суммой неприводимых унитарных представлений, и, следова­
тельно, характер я*, который мы обозначаем Trace я±, определен как 
распределение на Ох (и также на О).

П р е д л о ж е н и е  7.2. Оператор □ * : D (□ * ) —> Z* (Еу*) имеет 
только конечное число собственных значений, и дискретная 
часть Li(Ey*)d совпадает с суммой всех собственных подпро­
странств □ * .

6  силу предложения 4.2 доказательство этого предложения анало­
гично доказательству предложения 5.1 в [9] и будет опущено.

Замечание 7.2. Пусть <р€7)([^±), и предположим, что Q + («p)~ 
=  Х<р, где X — скаляр. Тогда из эллиптичности оператора Q  следует, 
что <р £С +(Еу*). Теперь из леммы 5.3 мы получим, что Dy£Li(Ey*). 
Далее, так как D и □  =  Z)2 коммутируют, то Q D? — DFjf — Х7>р, 
Тогда из предложения 7.2 следует, что £)<р£ Li (Ev*)d. Такцм образом. 
D (L t  (Ev*))d с  Lz (Ev*)d. Аналогично D(Li {Ev*))d C  L t  (Ev*)d.

Предложение 7.3. Существует точная последовательность

О —> Н t  (Еу*) —> L t (Ev*)d —» Li (Ev*)d —♦ Hi (Еу*) —> О,

где Н^(Еу*) — нулевое собственное подпространство Lt(Ey*)d, 
i — вложение и j  — ортогональная проекция на H i( E v*)d.
9*
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если y€ H $ (E v»), то, как указано в начале 
§ 7, />р =  0. Обратно, если ^L }(E v*)d и Dp — 0, то =  D2p =  О,
и, следовательно, р^Нр^Еу*)- Заметим, что ядро j  состоит в точ­
ности из суммы ненулевых собственных подпространств оператора □  

Далее, предположим, что <р€ L2 \Ev*)d и Q p =  X<p, где А^=0. 
Тогда ср =  D (X-1 Dp) и 'k~lD<p£ L t {Ey*)d. Отсюда следует, что ядро j  
содержится в образе D. Наконец, из рассуждений замечания 7.2 ясно, 
что образ D содержится в ядре / ,  ч. т. д.

§ 8. Формула разности

Теперь мы рассмотрим представление Т± группы Ог на Lp(G1, 1/*), опре­
деленное равенством Тf  =  1 ®  I (g) 0 1 ,  где I (g) — левое регулярное 
представление Ох на Z2(^i)‘ Фиксируем любую /^-конечную функцию 
ф £ С“ (OJ. Определим оператор Тр  на V*):

Т р=  \ y{g )T td g . (8.1)

Заметим, что Тр  и, следовательно, Тр  оставляют Lp(Gu<V )̂° 
и Lp(Qu V*)d инвариантными и каноническое действие тс±(g), g€.G{, на 
Lp (Ev*)d ПРИ помощи отображения отождествления ц переходит в огра­
ничение Тр  на Lp{Qu V*fd ■ Более, того, если

(8.2)

то легко видеть, что при отображении отождествления -ц действие 
на Lp(Ev*)d переходит в ограничение Тр на Lp(Gu V*)d-

В дальнейшем, если потребуется, мы будем употреблять эти отожде­
ствления без напоминаний. Заметим, что ортогональная проекция Z±(£V*)—>
—»Lp(Ev*)d является., ограничением 1 ® Е ® 1 ,  где Е  — ортогональная 
проекция Z2 (Gi\ на Ьг (G^d- Сам оператор 1 ®  Е ®  1 является ортого­
нальной' проекцией Lp(Gv V*) на Lp (Glt V*)d. Положим

Е 1± {k )® r(k )® i* (k )d k . (8.3)

Т о г д а д а е т  ортогональную проекцию Lp(Cu V*) —*• Lp (Оъ V *f. 
Ясно, что ЕР переводит Lp{Gx, V*)d в себя и что ограничение Ер 
m  Lp (Gy, V*)d является ортогональной проекцией на LpiG^ V*fd . Та­
ким образом,^ o ( l  ® Я @  1) является ортогональной проекцией Lp(Ql,V*) 
на Lp(Qu V*fd.

П р е д л о ж е н и е  8.1. ъ р — оператор конечного ранга из 
Lp(Ey*)d в себя. ТфоЕр о (1 ®  Е  (х) 1) является интегральным опе­
ратором конечного ранга с Епс1(Ь±(Я)У*)-значным С°°-ядром 
Кр, где

К р(х,
К

у) =  W ( ^ y _1) (х ^ < S > {k)dk, (х, y)&Gl X Qv
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Далее,  ̂Trace х) d x  существует а совпадает со следом one- 
о,

ратора я*.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Доказательство совершенно аналогичного 
предложения см. в [9, предложение 6.1].

Теперь мы получим следующее предложение, которое является ана­
логом „формулы альтернировайной суммы" в [9].

П р е д л о ж е н и е  8.2. Пусть qx — число некомпактных поло­
жительных корней а, таких, что (X +  р, а)^>0. Тогда

Trace — Trace itf =  (—l ) ^  0a>(x+py*’(9)- 
(Определение правой части см. в лемме (6.5).) 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По предложению 1

Trace ч ф =  \ Trace К^(х, х) dx.

Положим

А — Trace Trace я^\

Тогда по предложению 8.1 мы имеем:

А = d x   ̂ {Trace Х+ (k) — Trace X-
. Кг

(A)} 'Q<f(xkx~l)ty(x)dk,

где ф (л:) — характер неприводимого представления т ( =  тл+Рп) группы К х. 
Теперь мы используем интегральную формулу Вейля для /  £C°°(/ei):

где

J $|Д*(А)|2<*А$ / ( Ш - ‘)</*,
Кг  Тг Кг

Д * ( А )  =  | " [  (е» ( Я ) / 2 _ е - « ( Я ) / 2)

а6Рй
(как хорошо известно, |ДДА)|2 корректно определена на Т и, следова­
тельно, на 7^) и [ИХС] — порядок группы Wa. Заметим, что величина 
Trace (Х+) — Trace (Х-) Ad /Cj-инвариантна. Таким образом, мы получили

А — ^ d x   ̂ {Trace Х+(Л)— Trace X-(А)} х
1 Ог ТгХКг

X °<р (xkhk- 1 X -1) | Д* (А) I2 dhdk. (8.4)

По замечанию 3.3

тде
Trace Х+ (А) — Trace X- (А) =  Д„ (А),

Д„(А) =  П  (б«(Я)/2)_^-а(Я)/2^

если A =  e x p # ( / / £ h ) .
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Вспоминая также, что % — неприводимое представление К  со стар­
шим весом X +  ря, и используя формулу характера Вейля, получим

Ф(А) = 2
s e w Q

е(5)^ а  + Р)(Я)
А* (А)

Далее, используя лемму 6.5 и замечая, что (— l)me(X -f  р) =  (— 
мы получим:

в.а+»(А) = (-1Л 2
sewa

е (s ) e s
“ Щ

для А6 Ti ( =  exph')- Для h $ T ' определим фш(Х + Р)* (А)= Д(А)вш<х + р)*{А)„ 
Известно, что функцию 0 ш(х+р)* можно продолжить до С°°— функции на Г, 
(см. [4(b), лемма 31]). Наконец, заметив, что

М А ) =  ( - 1 ) Я М А )
и

А* (А) =  ( - ! )*  А* (А),

где m =  -j-dim  О/К и q =  ~ d im K /H ,  и подставив в 8.4, получим 

А —  ̂ d x   ̂ (— 1)т+ «,0 ш(х+р)»(Л)Д(/г)о<р(л:АЛА-1л:-1) dhdk.
о, Г,хК,

Теперь для А £ Г ' положим

Fof (А) == А (А) ^ °<р (xhx~l) dx.

Мы заметим, что ограничение F»v на каждую связную компоненту Т[ 
продолжается как непрерывная функция на ее замыкание. (См. [4(c), 
лемма 27 и ее доказательство].) Тогда, рассуждая, как и в доказатель­
стве предложения 6.2 в [9], мы видим, что

А =  (— 1)«х+ и + * J 0 .  (х+Р). (Л) Л ,  (Л) dh.
Ti

По лемме 6.4 °<р — 2-конечная функция, и из [4(c), лемма 79] следует, что

6 о > а  +  Р ) * ( 0? )  = ( ~ 1 ) т + ?  Fo9(h)Фa x̂ + t)*{h)dh.
J т,

Таким образом,
Л  =  ( - 1 ) * х в ц х + ^ ( 0 9 ) .

Но по лемме 6.4
вш(Х+р)* (°<Р) =  в ш(Х+р)* (ср).

Это доказывает предложение 8.2, ч. т. д.

Заметим теперь, что n f  \ H t  (£V*), ъ9 и ЦТ] (Ev*) опреде­
ляют эндоморфизм конечного ранга (предложение 8.1) точной последо­
вательности из предложения 7.3. Простым следствием точности этой 
последовательности является обращение в нуль альтернированной суммы 
следов этих отображений, т. е.
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T r a c e \HZ{EV*)) — T ra c e d  +  T r a c e y  — T r a c e d  | H 2 (Ev*)) =  0. 
Следовательно,

Trace (icj | H t  (Ev*)) — Trace (rc,T | H 2 (By*)) — Trace — Trace 1̂ .  
Теперь из предложения 8.2 следует

Т е о р е м а  8.1. Пусть дано X g ^ ',  и пусть т*+р — неприводи­
мое унитарное представление К х на пространстве VJ+p , конт-
рагредиентное к неприводимому унитарному представлению К х 
■со старшим весом X -j- р„. Пусть Е  * — векторное расслое-

ние на О/К ( = 0 1//С1), индуцированное Х±(х)т* , и пусть СЦЕ * ) —
П ^  + Рд

пространство С^-сеяений расслоения Е , , . Пусть —
1 +

унитарное представление О на Н ±(Е у* ) — пространстве квад-
х+ря ,

ратияно интегрируемых решений уравнения Дирака в СХ{Е * ).
К х + Р  п

Пусть qx— яисло некомпактных положительных корней а, та­
ки х , ято (X +  р, а)]> 0 . Тогда

Trace я+ — Trace я -  =  (— 1)9ь 0 а)(Х+р)»)

где Trace я± обознаяает характер  «± и 6 ш(х+Р)* — характер ди­
скретного класса ш(Х +  р)*, контрагредиентного к дискретному 
классу, определенному X +  р (см. лемму 6.5).

§ 9. Теорема об обращении в нуль

Фиксируем произвольное XgjF,} и i (i =  +  или —). Для любого 
подмножества Q из Рп определим

<q > = 2 « -  (9.1)
a 6Q

■(Если Q пусто, то (Q) =  0.) Теперь мы используем обозначения замеча­
ний 3.1 и 3.2. Определим

Г, =  а* (Д':) (/ =  +  или - ) .  (9.2)
Заметим, что

г+ =  {Рл — (Q) IQ £  р п> [Q] — четное} 
и

г “ =  (Р„ — (Q) 1Q £  Рп, [Q1 — нечетное}, (9.3)

где для Q c P n [Q] =  числу элементов Q. Пусть

Qx =  | <Х +  р, а> >  0}, (9.4)
и пусть qx =  [Qx], Положим

rx =  (Qx) (9.5)

Р( X )П
т

=  Гх~?  л (9.6)
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Определим
+ ,  если qx четное,
—, если qx нечетное.

Тогда легко видеть, что
- Р (Х)€Г/г„ <= 1Х.

Теперь мы определим константу С‘х (зависящую от / и X) следующим 
образом:

С[ =  4 "  Мах {<Р> Р> ~  ( -  5Р«:1 +  Р*. -  sp(„X) +  р*) +

+  (Т +  *Р'1Х)> Т +  ^ X))}, (9.9)
где максимум берется по всем s £ W a, таким, что s (5) =  1 (где е (s) — 
сигнатура 5), и всем т^Г ,..

П усть 'г '+Ря =  (Х ')*® тх+Р/| (/ =  +  или —). (9.10)

(9.7)

(9.8)

Л е м м а  9.1. Пусть Ъ£ёк , и предположим, что (т* : 8)=^0
(/ =  +  или —). Тогда существуют s £ W a, e(.s) =  l и т € г , Гтакие, 
Что старший вес Ь имеет вид

s ( X  +  p ) - p *  —  Т .

г д е  P* =  -L  £  а-
aepft

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По формуле характера Вейля 

T raceтх+рп(exp/ / )  =  es{X+fHH)/&k(exp Н)
s e w Q

для H £ h '.  С другой стороны, ясно, что 

Trace (X.1)* (ex p //) =  2

Следовательно,

Trace’'x+p„ £  £  s ^ )
•>eA‘sewa

gSO + p)- a*tv)
Ai

С другой стороны, если t^, . . . ,  \>.j — старшие веса неприводимых 
компонент т ( , , то снова по формуле характера Вейля мы имеем:

х + Р „

T race^ +р S  £  *W
•*Х Ŝ WG

/  (*i+h)

Сравнивая, мы видим, что старший вес неприводимой компоненты т(+р 
должен иметь вид s (X +  р) — рк — т для s £ Wа, такого, что е (s) =  1, 
и т € r i. ч. т. д.

Т е о р е м а  2. Пусть Н 12{Еу* ) — пространство квадратично
* + Р/1

интегрируемых решений (типа i) оператора Дирака D с коэф-
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фициентами в векторном расслоении Ev* . Предположим, что
^+ря

X и I удовлетворяют условию | (X-f  р, а ) | > С (  для всякого а £ Р „ ,  
где С[ определено в (9.9). Тогда H l2(Ev* ) = 0 ,  если i ф i\.

х+р„

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Доказательство, которое мы даем, анало­
гично доказательству теоремы 2 в § 7 [9]. Мы предположим, что 
W (E V* ) ФО. Тогда из предложения 7.1 следует, что существует

*+р„
<о £ 8d (О) со следующими свойствами:

(1) Хш(2) =  <Х +  2р,Х>,
(2) (о>|/С: 'сл+рл) ^ ° -

Из второго условия следует, что <о| К  и т.г содержат общее
Мы фиксируем одно такое и пусть р.— старший вес 8, Пусть
те— элемент класса эквивалентности ш. Через Н  .обозначим пространство 
представления те и через Н ь — подпространство, порожденное элементами, 
которые преобразуются под действием те//С по представлению 8. Фикси­
руем единичный весовой вектор ^  принадлежащий старшему весу р.. 
Тогда так как бесконечно дифференцируем относительно те, то

те(д)^  =  Хш(2)ф(1= (Х  +  2Р,Х)ф1А (по (1)). (9.11)

Так как (-с* : 8)Ф 0, то из леммы 9.1 следует, что существуют s £ W G
с е (s) =  1 и т € Г; , такие, что р. — s (X +  р) — р* — т* Положим

Q'x =  Pn- Q x

P'n =  (-sQx)\JsQl
Тогда очевидно, что

р : и и ( - р . )

л ; п ( - р ; ) = о .
где о — пустое множество.

Выберем базис Вейля {PJaes в gc (mod hc) относительно компактной 
вещественной формы gu — к + /р, так что

[/?„ ,£ _ .]  =  Я .

и
Еa Е—a, i (ЕЛ Е _„) £ gu

для всех а £ Е .  Тогда ясно, что Е*а == Е -а (a £ Е). (В обычных обозначе­
ниях, здесь А 'б ё 0. а Х* =  — дХ, где 0 — сопряжение gc относительно 
g u.) Далее, так как те — унитарное представление О, то

*(£«)* (а €Л*)-
те(£а)* (а ££„),

где те (Еа)* — оператор, сопряженный к те(£а). Заметим, что если через 
2^ обозначить оператор Казимира группы К  и =  а, то

“6 V
10 Заказ № 356
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Q - Q K=  2 ( £ . £ - .  +  £ - .£ . )  =
«ерп

• <

■ =  £  [Е.. Е - .  1 +  2 £  £ - . £ . =
•6р; ■№'

- Я „ ' + 2 £
П /л6Рл

Так как 2 ^  == (р, -(- 2pft, р ) ^ ,  то отсюда следует, что

11 (2 ) Фц =  <Р +  2Рй. V) 4V +  <2P«-tO Фи +  2 Е  * (£„*) * (£«) Фи- =
«ер;

=  ( l 1 +  2 Р« +  2 p ft. p )  I V  -  2  £  *  ( £ « ) *  TC ( E J  Ф г  

* ae p'П
Скалярно умножая на мы получим:

- 2  2 1 « ( ^ Ф ^  =  < * т .  Фц) ~  <Р +  2р  ̂+  2рй, р) =
«ер;

=  О -  +  2 Р> ^ ) —  ( Р  +  2 Рл +  2 Р*> р )  —

=  (X  -f- 2р, X ) — (s (X +  р) — Ра, — Т +  2 р' +  2 Ра > 5 (X +  р) — Р* — Р 

=  +  Pi ^ 4" Р) — (Р» Р) — ( 5 +  Р)> S +  Р)) —
-  (*• +  Р). -  Рй -  Т -  Pft -  Т +  2р^ +  2 Рй) -

—  ( — Р* —  Т +  2 Рп +  2 Р*> —  Рй ~ Т )  =

=  —  2 < s  (X +  р), р 'я .—  т> —  <—  Т +  Р«. —  Т +  О  +

+  (рп +  р*’ Рп +  Pft) —
Так как Р'п — (—sQx) U sQ'v  то

2р; =  -  2s r x +  2sp„;

таким 'образом, рл =  — srx +  sp«> где r x =  (Qx> =  сумме корней 
подставляя, мы получим

- 2 S | * ( £ eH J 2 =

a6p;

— 2 < s (X +  p),  - s r x +  s p „ - T ) - < - T  +  p;, —  Т +  Рд ) -^

. • +  (P^ +  Pft> Рп +  Pft) (P> P) =' r
=  — 2(X +  p. — г х -f- p„ s -1"!);- ■

-  k p , p) -  < p ; + р*- p'„+ рА) + ( -  т + p; ,  -  т + p ; » .

< p .  p >.

(9.12) 

в Q;

(9.13)
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— а, — ... — + а  ̂+ 1 + ... + ат
Заметим, что — гх +  р„ =  2 -  ’ где ai’ • • -
. . . ,  а9х — элементы Qx и в,х+1, — элементы Q' =  Р п — Qx. Также
s-l^  — + ° i  +  ° i ± - " ± gJ  , и ЯСНО, что

—  Г х +  Р„ —  5 _ 1 Т =  —  £ 1а 1 —  • • • —  е?Х«9Х +  е?х+1а ?х+1- • • +  е т а т>

где-е -(/ =  1, . . . .  т) — 0 или 1. Таким образом, если А удовлетворяет 
условию | (А +  р, а) | >  С{ для всякого а € Рп и если гх +  р„ — s~li  ф 0, та

— 2 ( А - | - р ,  — г х +  Рп

Но по определению константы С[

О <  {<Р> Р) — (Р„ +  Р*> Рп +  Р*) +  Т +  Р^ — Т +  Р̂ М < 2С{,
V

так как по (9.12) р '=  — s (гх — ря) =  — sp<,X) (см. (9.6)). Таким образом, 
если — г х +  р„ — s~U Ф 0, то правая часть (9.13) строго положительна. 
Так как левая часть (9.13) < 0 ,  мы получаем противоречие. Это дока­
зывает, что

- г х +  ря - 5 - 1Т = 0 .  т. е. s~*y =  -  гх +  рл. : 
Следовательно,

Т =  $ ( -  гх +  р„). (9.14):

Так как т € Г г, то мы заключаем, что — гх +  р „  £ Гг, так как оче­
видно, что Г+ и Г_ И^-инвариантны. Согласно 9,8, ^дгА -^рл ^ Г /х,. , 
Теперь, чтобы доказать теорему, предположим, что г ^  ^ ,:где  ii-^ ин--.! 
деке, появляющийся в предыдущих рассмотрениях. Тогда, как мы вн -. 
дели, — гх +  р„ принадлежит Г+ и Г_. Таким образом, по 9.3 суще­
ствуют подмножества Qj и Q2 из Рп, где [Q,] — нечетное и [Q2J — 
четное, такие, что р„ — r x =  p„ — (Q() (i =  1,2). Так как по определе­
нию r x =  (Qx), то мы, в частности, видим, что существует подмножество 
Q С  Яя, отличное от Qx, такое, что (Q) =  (Qx). Тогда (А 4 -р, (Qx) — 
— <Q» =  0- т. е.

(А Н • р, (Qx Г; Q'} -  (Ql n Q » -=; 0, (9.15) ,

где Q' =  Рп — Q и Q( =- Р„ — Qx. Так как (А 4- р, а ) > 0  для a£Q %.. 
и (А р, а ) < 0  для а £ Q ' , то из (9.15) получаем, что QxOQ'  и Q' f jQ 
пусты, т. е. QX =  Q, что противоречит тому, что Q отлично от Qx.

Таким образом, мы доказали, что если / / '  (Е * ) Ф 0, то i =  ix, .
^+р„

ч. т. д.

Замечание. Заметим, что существует константа С, такая, что 
С{ С для всякого А и всякого i (i =  -f  или —). ,

Предположим теперь, что i ф /х и что А и i удовлетворяют усло­
виям теоремы 2, так что HUE  * ) =  0. Рассмотрим теперь Н Ы Е  * ).

v*+?n vx : ой
Как побочный продукт доказательства теоремы 2 мы имеем следующее

С л е д с т в и е  9.1. Предположим, что А удовлетворяет нера­
венствам |(А + р ,  а ) | > С ‘ для всех а £Р . Предположим, что 

обладает следующими свойствами:
10*
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(1) . М 2 )  =  ( * + '2 Р, X),
(2) «|АГ в тД Рв(= (Х 'х )* ® тх+Рв)

содержат общее неприводимое представление 8 группы К  со 
старшим весом р.

Тогда p = X - f r x, где гх=  2  а -
aeQx ,

- Д о к а з а т е л ь с т в о .  Согласно лемме 9.1, р =  s(X -f- р) — рк — у 
для некоторого и некоторого 5 £W a. Следуя доказательству
теоремы 2, мы получим из (9.14):

Т =  $ (-^х +  Р„).
Таким образом,

Р — s (*• +  р) — р* —• s ( — г  х +  Р„),
т. е. ■ ■■ ■

Р- +  Ра — 5 +  Р +  г х —  Рп)* (9.16)

Мы утверждаем, что (гх — р„, Р) >  0 для всякого (3 £ Рк. Это следует 
из того, что если

PW =  {«€S(<X +  p, a » 0 }
И

ЯпХ> =  {а € Р(Х) | а — некомпактный},
то, р(*> — множество положительных корней для линейного упорядочи­
вания в Е, относительно которого множество положительных компактных 
корней Р{к} совпадает с Рк. Поэтому если

Р( Х ) =п
а б Р (Мп

а,

то, согласно замечанию 3.2, р<р— доминантный вес (относительно Р k). 
Но, как легко видеть, р<р =  гх — р„. Таким образом, X +  р +  г х — р„ — 
регулярная положительная целая линейная форма (относительно Рк). Но 
так как р — доминантный, то р 4- р* также является регулярной поло­
жительной целой линейной формой относительно Рк. Таким образом, 
из (9.16) следует, что 5 равно единице и

Р +  Р* =   ̂+  Р +  г \  —  Рл>
т. е.

Р =  * +  ГХ, ч. т. д.

Пусть теперь X £ ^ '0, и предположим, что | (X +  р, а) | >  С\ для всех 
а £ Р п и для г, отличного от /х. Тогда из теоремы 2 следует, что

H ^ Ev \ +?i} =  0 для i=̂ ix‘
Отсюда следует, что

Trace 1г+ — Trace =  (—1)?х-Trace тс'х

где ir±— унитарное представление О на H ±(E v*x+f) и Trace я±— харак 
тер я±.
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Теперь из теоремы 1 следует, что

Trace ^ х=  9ш (х + р)* •

Но, по предложению 7.1, тс*х является конечной суммой неприводимых 
унитарных представлений О. Используя [4(a), теорему 6 и ее следствие], 
мы получим следующую теорему:

Т е о р е м а  3. Пусть qx — кисло некомпактных положительных 
корней а, таких, кто (Х +  р, а)>>0. Пусть гх =  +  или — в зави­
симости от того, является qx четным или нечетным. Предпо­
ложим, что X удовлетворяет условию

|<* +  Р, а) I >  Сх
для i, отличного от ix, и для всех некомпактных корней а, где 
С[ определено в (9.9). Тогда в обозначениях теоремы 1 § 8 мы 
имеем

К х] =  “ (х +  Р)*.
где [itjjx] — класс эквивалентности представления О на

Используя теорему 3, мы получим теперь следующую теорему:

Т е о р е м а  4. Предположим, что удовлетворяет усло­
вию [(X +  р, а ) | > С х, где Сх =  Max(C\, СТ). Пусть <о (X -f- р) — ди­
скретный класс, определенный в лемме 6.5. В этом случае 
класс o>€$d (G) совпадает с <о(Х-}-р) тогда и только тогда, когда 
выполняются следующие условия:

(1) Хш(2) =  (Х +  2р, X),
(2) (ш| АГ: [тх+Ря® Х ] ) ^ 0 .

Тогда (а)|/С: [тх+Ря®  ]Х) =  1 и общая компонента равна тх+Гх, 
где гх определено в (9.5). Далее, а> =  [ах], где ох — представление О 
на собственном пространстве оператора Казимира О в про­
странстве квадратично интегрируемых сечений расслоения 
Ev соответствующем собственному значению <Х -}-2р, X).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Положим

ёа (X) =  {ш € ёа (О) I Хш (£2) =  (X +  2р, X)} 

и 8d { I f  =  {ш е (X) | (ш | К: [X ®  tx+pJ )  ф  0}.

Мы должны доказать, что £rf(X)*i={<o(X-|-p)}. Пусть тс — представле­
ние О на собственном пространстве с данным собственным значением с 
оператора Казимира £2 группы О в пространстве квадратично интегрируе­
мых сечений Е  . Тогда известно, что разложение тс на неприво­

димые компоненты включает только представление дискретных классов. 
(См. доказательство предложения 4.1 в [9].) Положив c =  (X-f2p,  X) 
и используя лемму 6.1, мы получим:

[тс]= ®  (со|/С: [Х®Х* ]*)ш,
<о е &й О) п
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Т .  е.
м = ®  X  (а) | к  : [ X  ®

6 d  О )
Xx+P„])  (fl*.

(Заметим, что X двойственно самому себе.) Теперь из теоремы 3 видно, 
что для и>£ёа(К) (ш| К  : [Х®тх+рп]) =  0, если а> <о (X +  р), и что 
(ш(^ +  р)|Аг : [Х ® тх+рп]) =  1. Это доказывает, что $ДХ)Х =  {u>(X -f  р)}. 
Тот факт, что X -f- гх является старшим весом /С-компоненты, общей 
для о)(Х +  р)|АГ и Х®тх+ря, вытекает из следствия 9.1.

Теперь, чтобы доказать последнее утверждение теоремы, положим 
X* — —Ж  (X -f р) — р, где Ж  — единственный элемент W0, который
переводит Pk в — Pk. Заметим, что X' £ Жо и что —Ж  (X +  р„) =  X' +  рп, 
так что т*,+р̂  =  тх+рп. Заметим, что Ж (Р „и — Pn) — P nU — Рп и что

константы С(/, Cv и С\> равны соответственно С \, С\ и Сх. Далее 
заметим, что (X' -f 2p, Х') =  (Х +  2р, X), так что (X) =  (X'). Пусть
*х — представление О на собственном пространстве с собственным зна­
чением (X -f- 2р, X) оператора Казимира 2  группы О на пространстве квад­
ратично интегрируемых сечений расслоения . Тогда из предло­

жения 7.1 (примененного к X') следует, что

К 1  =  ©  М / С  :[Х ® т *  ]* )»* ,
СО 6 (X') П

Ы =  ©  (®|tf :[Х®1*+р
®6 &d О)

Из того факта, что ХШ(2) =  ХШ*(2), следует, что если ю € $ d (X), то ш* 6 
€ $ d(X). Из того, что мы уже доказали, следует, что для <»6<^(Х) 
(<й\К: [Х®тх+рп]*) =  0, если о> ф  ю(Х -f  р)*; что

(<о(Х-Ьр)*| /Г:[Х®тх+Рл] * ) = 1

и что т* является общим для а> (X -)- р)* | К  и [Х® хх+Р ]*. С другой 

стороны, дискретная часть (тх+г^^ представления хх+.гх группы G, ин­

дуцированного представлением тх+гх подгруппы К, равна (см. доказа­
тельство леммы 1.2 в [9] и лемму 1 в [10])

©  («I К- К

Значит, если <зх — представление G, фигурирующее в теореме, то

Ы =  ©  (» |К:
■о> 6 О)

Но из того, что мы уже доказали, следует, что о>(Х +  р)* — единстве» 
ный элемент в §а{Ц, такой, что

М * : Г С +,Х1 )^ 0 ,

(ш(х +  р)* I К: K +J ) = i .Л

и далее
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Таким образом,
Ы  =  “ 0- +  р).

Это завершает доказательство, теоремы 4.

Замечание. Недавно Р. Хотта получил результаты, аналогичные 
теореме 4 (см. [6]).

§ 10. Теорема об обращении в нуль с другим типом условия

В этом параграфе мы доказываем теорему об обращении в нуль для 
с другим типом условия на X. Во-первых, мы определим, подмно­

жество W' группы Вейля W (hc , gc ), положив
Г '  =  { а € Г ( П с ^ с ) | а ( - Р ) П Р д / > „ } .  (10.1)

где Р с  Б — фиксированная система положительных корней и — мно­
жество некомпактных положительных корней.

Замечание 10.1. Всякий элемент x g \ F ( h c, gc) можно единственным 
способом записать в виде т =  т1а, где ио^Ч Г1 (см. [8, предложе­
ние 5.13]). Для любого а 6 W 1 выберем новую систему положительных кор­
ней положив р(я) =  оЯ. Тогда из определения W 1 ясно, что множест­
во Р(ь1 компактных корней в Р ^  совпадает с Ph. Пусть Р ^  множество 
некомпактных корней в Р ^\  и пусть

р«) = т  2  «■'
« 6  Р (п ]

Тогда, как и в замечании 3.2, легко видеть, что р(®> — старший вес не­
приводимой компоненты представления X алгебры Ли кс на L. Заметим, 
что Р(„а) =  ор — рй.

Тогда мы имеем следующую лемму:

Л е м м а  10.1. Д ля  всякого adW l представление xap_pft алгебры 
Ли кс со старшим весом ар — pft входит с кратностью единица 
л У., и мы имеем разложение

L =  1  (10-2) 
»е»'1

кс-модуля L в прямую сумму неприводимых кс-модулей
где ор — рА — старший вес неприводимого представления кс
в

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Мы уже видели, что для всякого а £ W 1 
неприводимый кс-модуль V„p_Pft является подмодулем L. Теперь предпо­
ложим, что р — старший вес неприводимого кс-подд1одуля L. Так как р 
является весом X, то р =  р„ — (Ф) для некоторого Ф С  Ял (см. замеча­
ние 3.2). Далее, на неприводимом представлении kc со старшим ве­
сом р оператор Казимира кс действует как скаляр (р +  2pft, р). Следо­
вательно, по лемме 3.2 ( p + 2 p ft, р)==(р„ +  2А, р„>,

т. е. (р +  р4, р +  Р*) — (р*, р*) =  (р„ +  р*> Ря +  Р*) — (р*> Р*)»
т - е - (Ря ( ® )  +  P k ’ Ря ( ® )  +  Pft) ^  ( ря  +  Р*> Рл ~Ь р Д  , 

т. е. < р - < Ф > ,  р - < Ф »  =  <р,  Р) .
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Далее, из [8, лемма 5.9] известно, что р — (Ф) является весом не­
приводимого представления vp gc со старшим весом р. Так как (р — (Ф), 
Р — <Ф» =  <р, р>, то р —(Ф) является экстремальным весом vp, т. е. 
р — (Ф) =  тр для некоторого (hc , gc ). Следовательно, тр — pft =  
=  р„ — (Ф) =  р. Но так как р. — доминантный относительно Рк, то 
(Р +  Р*, «)1>0 Для всякого а £ Р Л, т. е. (тр, а ) > 0  для всякого 
Отсюда следует, что ^ Р ^ Р к, и тогда легко заключить, что t  £ W 1.

Чтобы закончить доказательство леммы, остается показать, что для 
любого o ^ W 1 кратность представления в z равна единице. Для
того достаточно показать, что вес ср — pft входит в X с кратностью 
единица. Предположим, что это не так. Тогда, согласно замечанию 3.2, 
существуют два различных подмножества Фх и Ф2 из Рп, такие, что

т. е.
°Р -  Pft =  Р„ ~  <*!> =  Р„ — (Ф2). 

°Р =  Р - ( Ф1>=Р — <Ф2>-
Согласно [8, лемма 5.9], отсюда следует, что в неприводимое пред­

ставление vp gc со старшим весом р экстремальный вес ор входит с крат­
ностью не меньшей двух, что невозможно. Таким образом, Tap_ Pft входит 
с кратностью единица в X, и лемма доказана, ч. т. д.

Для о £ W 1 мы определим

( + ,  если [о ( -Р )  П Р] — четное,
J (с) — |  _  ( если |а р) р] — нечетное, (10.3)

где [о (—Р)Л Р) — число элементов в множестве а ( -Р )  П
Замечание 10.2. Используя (9.3) и лемму (10.1), можно легко уви­

деть, что

2  vV p* (10-4>
в е w*, j (я)= +

(10.5)
aeW'1, j  (а)= —

Лемма 10.2 Пусть v —неприводимое представление gc в ко­
нечномерном комплексном векторном пространстве F x со ст ар­
шим весом X.

Пусть
L ® F X =  V U® V U® > - - ® V 4  (Ю.6)

— разложение к ̂ -модуля L ® F X впрямую  сумму неприводимых 
кс- модулей V ir где — старший, вес представления кс в У ц.
Т огда

| *  +  р | > | 5 / + . Р * 1  ( 1 0 J >
и равенство

|Х +  р |= |£ / +  р*| (10.8)

выполняется тогда и только тогда, когда существует a ^ W 1, 
такое, что

^i =  0 (^  +  P) —  Pft- ( 1 0 .9 )
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Отображение а > £а =  а (X -f р) — Р* является биекцией W 1 
на множество старших весов %t, появляющихся в разлож е­
нии (10.6) и удовлетворяющих равенству (10.8).

Как вес vx (x )X , имеет кратность единица, и весовой век­
тор с точностью до скалярного множителя имеет вид 
ea ® e ap- Pft, где еаХ — весовой векторе Ех, принадлежащий весу аХ, 
a eaf- fk — весовой вектор в L, принадлежащий весу ор — рА .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Доказательство этой леммы аналогично дока­
зательству [8, лемма 5.12]. Мы просто сделаем несколько замечаний: 

+  / ,  где р. — вес \  и / — вес X. Таким образом, =  р + р л— (Ф> 
для некоторого Ф С Р Л (см. замечание 3.2). Следовательно, ?г -f- pft — 
= р -f  р — (Ф). Теперь, используя лемму 5.8 [8] и замечая, что р — (Ф) 
является весом неприводимого представления vp алгебры Ли gc со стар­
шим весом р см. [8, лемма 5.9], получим, что | X +  р |>  |£/ +  р* I и 
что равенство выполняется тогда и только тогда, когда имеет вид
(10.9), Далее доказательство можно провести, как и в [8], ч. т. д.

Замечание 10.3. Пусть D — множество линейных форм X на hc, 
таких, что ~  — неотрицательное целое для всякого а£Р.  Тогда 
легко видеть, что отображение

при котором
(X, О) Х<’>,

где Х<а> =  а(Х р) — р, является биекцией см. [8, лемма 6.4].
Теперь мы имеем следующую теорему.

Т е о р е м а  2 '. Пусть Х £ Д  и пусть Х("> =  о(X -f- р) — р для вся­
кого a ^ W 1, так что (см. замечание 10.3). Пусть т (в) —
неприводимое унитарное представление К х на простран­
стве ^ х(®)+р со старшим весом №  +  р„. Пусть Еь±®кх(«)+р — век~
торное расслоение на О!К, индуцированное Х±  ®  тх(5)+|) , и пусть 
С ±(£Кх(а)+р ) — пространство Сх-сечений расслоения E L±®Vx(°)+? 
Пусть / / '  ( Д х(»)+р )—пространство квадратично интегрируемых 
решений типа у Ц =  + и л и —) уравнения Дирака в CJ(£Vx(,)+p ). 
Предположим теперь, что

(оХ, а )ф0  для всякого некомпактного корня a (10.10). 

Тогда Н{ (EVx{a)+ ) =  0, если у =/= у (а), где у (а) определено 
в (10.3).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Предположим, что у/=у(з) .  Так как
Х М  +  Р , = о Х  +  ор —  р „  ТО

(10.11)
Рассмотрим V gX0 LJ. Пусть

( Ю . 1 2 )

— разложение V oX® Z /  в прямую сумму неприводимых ^  — моду­
лей V i t ,  где ^  — старший вес представления кс в V i { .



146 Р. Партасарати

Из леммы 10.2 следует, что для всякого %г

| *  +  р ] > | . е ,  +  р»|. ( Ю. 13)
Мы утверждаем, что равенства не может быть, если выполнено 

условие (10.10). Это следует из того, что, согласно замечанию (10.2),

L ' =  S (W.14)
* е wi, ) (т) = i

Таким образом, если для некоторого т, встречающегося в правой 
части (10.14), V it с  К ,р_р для некоторого Ль, такого, что
i +  Pk I=  I  ̂+  Р |> мы имеем

аХ =  тА, (10.15)

так как иначе никакой весовой вектор вида е,/Х ®  ^u'P- Pft, который 
дается в лемме 10.2, не может принадлежать V„x (х) V • Теперь Mbi дока­
жем, что (10.13) не выполняется, показав, что (10.15) невозможно. 
Для этого сначала заметим, что офх,  так как j  (т) =  j  Ф j  (о). 
Поэтому также оР Ф тР. Но так как о и % принадлежат W 1, то из 
определения W 1 следует, что Рк содержится как в оР, так и в тР. 
Таким образом, существует некомпактный Корень а £ аР , такой, 
что — а £ а Р .  Так как А££), то (X, а ') ^ .0  для всякого а ' £ Р  и, сле­
довательно,

(оХ, а ) ^ .0  и (тХ, — а )^ -0 . (10.16)

Но из предположения (10.10) следует, что (сА, а ) > 0 .  Исполь­
зуя (10.16), мы получим тогда, что оА Ф тА. Но это противоречит (10.15). 
Таким образом, если условие (10.10) выполняется, то для всякого 
такого, что V it входит в разложение 10.12), мы получим неравенство

1* +  Р | > 1 ^  +  Р*1- (Ю.17)
Далее, согласно (10.11). и (10.12), мы имеем:

V > + p „ ®  Li Е  2  ®  Я  S 1 ®  V u: (10.18)

Предположим теперь, что Н {Ev^ )+ р ) Ф 0. Тогда, согласно пред­
ложению 4.1, существует ненулевой квадратично интегрируемый соб­
ственный вектор в Cj (Ev>(a)+t ), принадлежащий собственному значе­
нию <АИ +  2Р, А<«>) оператора 2 в CJ (Еу^а)+f ). Заметим, что (Х<в)-(-
+  2р, X<II) )= :(X-f 2р, X). Из (10.18) теперь следует, что для некото­
рого V e , входящего в (10.12) (в очевидных обозначениях), существует 
ненулевой квадратично интегрируемый собственный вектор в С (ЕL<g)Vii)>
принадлежащий собственному значению (X +  2р, X) оператора 2 
на С (EL0 y^ ). Пусть ф— этот собственный вектор.

Рассмотрим оператор Дирака D и оператор □  =  D 2 на С )•
Если через it обозначить действие U (gc) на С ( Е то по предло­
жению 4.1

□  <|> == — it (2) <|» +  (S, — Рл +  2р ,5, — рл) ф, 
т. е. □  ф =  — (X +  2р, А><|> +  {(^ +  р*, 5, +  р*> -  (р, р»  ф,

. т. е. □  ф =  {| S/ -h р* |2 —
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В частности, [~]ф и, следовательно, согласно лемме 5.3, Оф также 
квадратично интегрируемо. Таким образом, снова по лемме 5.3

(£>ф, £>ф) =  (□  ф, ф) =  {(I, +  РА, +  Р*> -  <* +  Р> X +  Р>} (Ф, Ф).

Но левая часть неотрицательна, тогда как, согласно (10.17), правая 
часть строго отрицательна. Это является противоречием.

Таким образом,
Щ ( Е Ух(')+р) = 0 ,  (ч. т. д.)

Теперь мы сохраним обозначения теоремы 2', и пусть 1с^а) — уни-__  ̂ X
тарное представление О на H±( Ev^,)+f ). Пусть Trace я±а) — харак­
тер представления ic±e). Тогда

Trace *+9) -  Trace , =  е0 ш (х(в)+р),

где е =  4~ 1 или —1 в зависимости от того, равно ли у (о) +  или — , 
где у (о) определено в (10.3). (См. доказательство предложения 8.2 
и теоремы 1, § 8.)

Теперь, так же как и теорема 3 § 9 выводится с использованием 
теоремы 2 § 9, мы получим из теоремы 2' следующую теорему:

Т е о р е м а  3'. Сохраним обозначения теоремы 2' и через 
обозначим унитарное представление О на H f ( E v^ )+̂ ). Пред­
положим, что выполнено условие (10.10) теоремы 2 ' . Тогда

[^ iV ] = ш +  р)’

где [*$>] — класс эквивалентности представления и
-ш (Х<ст)-(- р) —дискретный класс, соответствующий (см. лем­
му 6.5).
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