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Алгебра и л о г и к а , 2 0 , № 6 ( 1 9 8 1 ) , 6 2 0 - 6 3 7 

УДК 5 1 9 . 4 8 

ПОРЯДКИ ПРЯМЫХ ПРОИЗВЕДЕНИЙ ПРОСТЫХ 

АРТИНОВЫХ КОЛЕЦ 

Р. ГОНЧИГДОРЖ • 

Одно из направлений обобщения теорем Голди о (правых) порядках про­

стых артиновых и полупростых артиновых колец ГД-ЗЗ состоит в описании по­

рядков прямых (не обязательно конечных) произведений простых артиновых к о ­

лец. Это часть общей задачи изучения порядков колец из данного класса колец. 

В указанном направлении можно отметить.например, следующие результаты: 

описание порядков артиновых колец (Смолл Г_4], Робсон Г.5Л); описание п о ­

рядков квазифробениусовых колец (Джанс 1б1 , Шок [ 7 , 8 1 Тачикава 

С 9 3 ) ; описание порядков совершенных колеи (Гупта £ЮЗ ) ; описание п о ­

рядков прямых произведений тел С 11И . 

В настоящей работе дается описание (правых) порядков прямых произ­

ведений простых артиновых колец (теорема 2 . 6 ) . В доказательстве будут 

использованы метод вложения классического (правого) кольца частных (если 

оно существует) антисингулярного кольца в максимальное (правое) кольцо 

частных и условие совпадения этих колец частных. Такой метод уже исполь -

зевался в некоторых доказательствах теорем Голди (см. , например, C l 2 , 1 з11 

Полученная с применением понятия элементарного условия C 1 4 D специ­

ализация теоремы 2 . 6 дает характеризацию порядков прямых произведений 

простых артиновых колеи, индексы (естественных) матричных представлений 

которых ограничены, т . е, характеризашпо порядков конечных прямых произ­

ведений матричных колец над строго регулярными, самоинъективными коль -

нами с аннуляторным условием (замечание 2 . 9 , теорема 3 . б ) . Это обобща­

ет теорему Роуэна Г 1 4 , т еорема 7 J на бесконечномерный (в смысле Голди) 

случай и связано с одним результатом Бей дара К. И. и Михалева А. В. C15D, 

подучивших аналоги теоремы Голди C l - З ] ] для полупервичных колец, м а к с и -
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мальное (правое) кольдо частных которых является конечным прямым про -

нзведением колец матриц над строго регулярными, самоинъективными (справа) 

кольцами С 1 5 3 

§ 1 . Основные понятия и предварительные леммы 

Пусть R - (ассоциативное) кольцо (не обязательно содержащее едини­

цу) . Если 5 - непустое подмножество кольца R , то правым (левым) ан -

нулятором подмножества 5 (в кольце R ) называется правый (левый) и д е -

ал %к (S)={xeR\s£=0 Для всех StS] {Iг (S J = { £Е R \jS-О 
для всех S € $ j ) кольца R . Правые (левые) идеалы вида 1 

где S — R I называются аннуляторными правыми (левыми) идеалами кольца 

R . Для кольца J? обозначим через R кольцо, полученное из % фор­

мальным присоединением единицы (если R не имеет единицу). Для подмно­

жества S — R его правым (левым) ортогональным аннулятором назовем и д е -

«л | SR'X « 0 для всех 5 6 S J f1' 5-\X€.R\&X's-0 
для всех S € S J )• Если кольцо R полупервичное, то ~ Я" я лю­

бого S ^ Я и в этом случае эти идеалы назовем просто аннуляторными и д е ­

алами кольца R , 

Для полупервичного кольца R бинарное отношение ^ , определенное 

правилом 

а*£$ <=Ф aR(S-a)= о, и> 
является отношением частичного упорядочения Q бЗ, . 

Это упорядочение в кольце без нильпотентных элементов дает упорядо­

чение в смысле Абиана C l 7 H ; понятия супремума, ортогональной полноты и . 

ортогональной почти-полноты являются обобщениями соответствующих понятий 

из C17D и С И П .. 

Непустое подмножество называется о р т о г о н а л ь -

н ы м, если для любых /77,П € N , где ГПф-И, в е р н о / 7 7 1 / Z (т. е. /77 € 

£ Я ) . Полупервичное кольцо R называется о р т о г о н а л ь н о 

п о л н ы м , если любое ортогональное подмножество имеет супремум отно­

сительно упорядочения в R . Если для каждого ортогонального подыно -

жества Д / полупервичного кольца R существует такой регулярный элемент, 

ZtR1 , что ортогональное подмножество Ml \mi\rrl£ М} имеет супремум 

в R , то кольцо R назовем о р т о г о н а л ь н о п о ч т и - п о л ­

н ы м . Очевидно, что каждое ортогонально полное кольцо является ортого -

нально почти-полным, но обратное в общем случае неверно. Если для подмно-
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жества М существует супремум в R , то обозначим его через SlLp^M', 
Легко проверяется, что если существует SUp^M и $£R , то существуют 

SUp^(SM) , Stipд IMS) » имеют место равенства SUp^($Af) = i$\±pRM} 

Slip [N$) ^{SUPpM ) $ (законы бесконечной дистрибутивности). 

Элемент OL из полупервичного кольца д назовем а т о м о м , е с ­

ли йФО и_ Д"^> максимальный аннуляторный идеал в R . Полупервичное 

кольцо удовлетворяет, по определению, аннуляторному условию, если каждый 

аннуляторный идеал содержится в максимальном аннуляторном идеале. Из э т о ­

го определения непосредственно следует, что полупервичное кольцо;? у д о в л е т ­

воряет аннуляторному условию тогда и только тогда , когда для каждого нену­

левого % из Р существует атом , не ортогональный элементу t 

(т . е. а4ъх >• 
Подпрямое произведение П R. колец R оС €.Т , Называ­

е т е / ™ <* 
ется н е с о к р а т и м ы м (специальным), если ^ В, С R (со -

ответственно R £ R ) , где $ - ненулевой идеал кольца % оС&.Т 
г- 1 * 

(см. [ 1 8 j ) . 

Несократимое (специальное) подпрямое произведение колеи ^ , о £ £ . / " , 

обозначим через R ™ П R , (соответственно R m П R , ). 

Имеет место следующая 

ЛЕММА 1 . 1 [ 1 9 , с . 2 6 8 ) . П о п у п е р в и ч н о е к о л ь ­

ц о R у д о в л е т в о р я е т а н н у л я т о р н о м у у с -

л о в и ю т о г д а и т о л ь к о т о г д а , к о г д а / ^ 

я в л я е т с я н е с о к р а т и м ы м п о д п р я м ы м п р о ­

и з в е д е н и е м п е р в и ч н ы х к о л е и . 

В дальнейшем нам понадобятся следующие леммы. 

ЛЕММА 1 . 2 . П у с т ь > ? - п о л у п е р в и ч н о е к о л ь ­

ц о , в к о т о р о м м н о ж е с т в о { ^ (о) \ О- 6 R} у д о ­

в л е т в о р я е т у с л о в и ю м а к с и м а л ь н о с т и о т ­

н о с и т е л ь н о в к л ю ч е н и я . Т о г д а 

а ) к о л ь ц о ^ н е с о д е р ж и т н е н у л е в ы х 

н и л ь - и д е а л о в ; 

б) п р а в ы й с и н г у л я р н ы й и д е а л Z ^ (R) — 

с у щ е с т в е н н ы й п р а в ы й и д е а л в Rj 

я в л я е т с я н и л ь - и д е а л о м , с л е д о в а т е л ь н о , 

а н т и с и н г у л я р н о е ( с п р а в а ) 

к о л ь ц о . ) 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. а ) Пусть А - ненулевой ниль-идеал кольца Я 
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и Q, - такой ненулевой элемент из А , что %^[(Х) максимальный в множе­

стве | % ($) | Ry 6ф О] . . П о к а ж е м , что aR(l = 0 • Именно 

если wfO, (га)"''ф о и {%af= 0, то ta^l^taf'1)^ \{а). 
В силу максимальности 1R (Q) , получаем, что Ъц-Ш) > т> ъ.ОЛй^О , 

где % - любой элемент из R . Это противоречит полупервичности копьда R . 

Следовательно, в R нет ненулевых ниль-идеалов. 

б) Пусть Z% ( R) ^ X f 0 . 

Тогда существует такое натуральное 

число П, что t = t R { £ n ^ < ) . Положим ^ =ХЛ . Тогда ZR{tj)= 

= tR{^), (R) и, более того , если , тс существует э л е ­

мент 7̂  из ^ такой, что 0^ lft € tR(l^) (\ I^R (напомним, что 

правый идеал называется существенным, если он имеет ненулевое пересечение 

с любым ненулевым правым идеалом) . С другой стороны, ^ / = Q , так как 

0 = l£lyt) = y^i и (ij), Это противоречие показывает, что 

у = Q , т . е . X - нильпотентный элемент . Следовательно, в силу (а) , име­

ет место (R) — 0 • 

ЛЕММА 1 . 3 . П у с т ь R — П Р , г. д е А - п е р -

в и ч н о е к о л ь ц о , o f f / • Т о г д a ^ ( ^ ) = 0 т о г д а и 

т о л ь к о т о г д а , к о г д а Z^ [Р^ ) = 0 д л я в с е х 

«се/. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО немедленно следует из того , что если А - сущест ­

венный правый идеал кольца R , то А п Р - существенный правый идеал 

в первичном кольце Р для всех<зс£./" , и из того , что если - сущест -

венный правый идеал кольца Р , то /4 Q ,2 R ^ Р л ~ существенный 

правый идеал кольца А . 

В основе изучения классического кольца частных с помощью м а к с и м а л ь ­

ного кольца частных для конечномерного кольца лежат следующие леммы. 

ЛЕММА 1. 4 . Е с л и R - п е р в и ч н о е к о л ь и о и 

е г о м а к с и м а л ь н о е п р а в о е к о л ь ц о ч а с т ­

н ы х Q (R) р е г у л я р н о и н е т е р о в о (с п р а -

в а ) , т о л ю б о й с у щ е с т в е н н ы й п р а в ы й и д е ­

а л к о л ь ц а R с о д е р ж и т о б р а т и м ы й в 

э л е м е н т . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО см . в [ 2 0 , предложение 4 . 6 . 3 J . 

ЛЕММА 1 . 5 . П у с т ь м а к с и м а л ь н о е п р а в о е 

к о л ь ц о ч а с т и ы х 5 [R) п е р в и ч н о г о к о л ь ц а 

R н е т е р о в о и р е г у л я р н о . Т о г д а с у щ е ­

с т в у е т к л а с с и ч е с к о е л р а в о е к о л ь ц о 

ч а с т н ы х (R) к о л ь д а д 7 и Q ^ (R) [R), 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Проверим, что удовлетворяет условиям 

классического правого кольца частных кольца R : 1 ) каждый элемент из 

£{R) имеет вид UZ~' , г д е Ct, t £ R; t - регулярный; 2 ) каждый р е ­

гулярный элемент кольца R обратим в Q (R) 

Пусть д в Q (R) , Покажем, что q^CLZ'1 , где ff,ZC: R и t~ 

регулярный элемент кольца R . Рассмотрим такой существенный правый 

идеал Л кольца $ , что fyD . Тогда , в силу леммы 1. 4 , J? с о ­

держит обратимый в Q(R) элемент Z • Следовательно, £ регулярен в 

R и t^eQiR). поэтому yz=a, y = az~f , rneaefi , что и 

требовалось. 

О с т а л о с ь у ю к а э а т ь , что каждый регулярный элемент кольца % остается 

регулярным в $ (R) (так как в регулярном кольце Q (R) каждый р ег у ля р ­

ный элемент обратим) . Пусть % - регулярный элемент из R . Покажем 

сначала, что — существенный правый идеал кольца R , т . е . ZR Г) 

ft{R=£ 0 апя тобого 0ф$ €. R . Элементы lSt 1*6,ЪЯ6,.. . 
должны быть зависимы справа над Q (R) , т . е, существуют такие элементы 

?/7 Ч Т О + 0 и 0. Пусть 
й.'Л- С R , где D- - существенный правый идеал кольца {,2,.,.рЦ 
Р 0

 т

 L 

и 7) ~ Г) / ? . . Тогда £ ) есть существенный правый идеал и (^Т) CI Rf 

I = /,~z,---,m -т- е- tSfys) + г*6(%,&) + ... +t'm£(fniS) = О 

для некоторого обратимого в Q(R) элемента 3 £ Г) . Если К - такой наи­

меньший номер, что t^Stl^S^* 0 , то K^fll (так как в силу регуляр -

ности элемента £ в Q(R) имеем t^S^S ф 0) и О Ф%6^,к$ ~ 

Пусть у% = О или Ц^О для некоторого где 

J) - существенный правый идеал кольца R , Если — 0 , т о C^ZR ~0, 

т . е. = 0 , т а к как %>И - существенный правый идеал. Если 0 , 

т ° tX^il ~ 0 и = 0 > так как Ъ - регулярный элемент из R , с л е ­

довательно, снова (j ~* 0 . Этим завершается доказательство леммы 1 . 5 . 

§ 2 . Полупервнчные- трансфинитные кольца Голди 

и их копьца частных 

Все рассматриваемые з д е с ь и далее кольца частных, порядки и т . п. . 

будут считаться правыми. Приведем некоторые определения. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2 . 1 . Пусть R - полупервичное кольцо с аннулятор— 
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нык условием. Тогда , по определению, К имеет трансфинитную р а з м е р ­

ность Голди, если для любой последовательности атомов & Ои .,tQL, 

кольца R существует такое натуральное число ПЬ , что либо СО R (X. R •. 

. . . = 0 , либо элементы й^,й^, ^т (линейно) зависимы справа 

над Я . 
Если, кроме того , такое натуральное число ПЬ существует наэависи-

мо от выбора последовательности атомов, то говорим, что кольце R. имеет 

трансфинитную размерность Голди ограниченной (меньше чем ПЪ ) высоты. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2 . 2 . Кольцо, имеющее трансфинитную размерность 

Голди, назовем трансфинитным кольцом Голди, если оно удовлетворяет уело -

вию обрыва возрастающих цепочек правых аннуляторов своих атомов. 

ЗАМЕЧАНИЕ 2 . 1 . Известно (см. , например, что конечно -

мерное в смысле Голди кольцо имеет существенный правый идеал, являющий -

ся конечной прямой суммой униформных правых идеалоп, и число слагаемых 

этой прямой суммы называется размерностью Голди данного кольца. Анало -

гичное утверждение имеет место для кольца с траисфинитной размерностью 

Голди. Именно из доказательства тео | ;.к-ы 2 . 1 можно видеть, что кольцо 

R , имеющее трансфинитную размерность Голди, содержит существенный 

правый идеал, являющийся прямой суммой униформных правых идеалов, и ч и с ­

ло (т. е. мощность) слагаемых этой прямой суммы ест ь некоторое трансфи -

нитное число, инвариантное для этого кольца, и поэтому оно может назы -

ваться (трансфинитной) размерностью Голди кольца R . 

В [ 2 l J было доказано, что для полупервичного кольца R его м а к ­

симальное кольцо частных является прямым произведением простых артиновых 

колец в том и только в том случае, когда R представимо в виде несокра -

тимого подпрямого произведения первичных колец Голди. 

Другую характериэаиию этих колец дает следующая 

ТЕОРЕМА 2 . 1 . П у с т ь / ? - п о л у п е р в и ч н о е 

к о л ь ц о . Т о г д а э к в и в а л е н т н ы с л е д у ю щ и е 

у с л о в и я : 

1) R. - т р а н с ф и н и т н о е к о л ь ц о Г о л д и ; 

2 ) R - а н т и с и н г у л я р н о е к о л ь ц о с т р а н с ­

ф и н и т н о й р а з м е р н о с т ь ю Г о л д и ; 

3 ) / ? = п " ' 4 / Э
 1 г д е Р - п е р в и ч н о е а н т и с и н -

г у л я р н о е к о л ь ц о с к о н е ч н о й р а з м е р н о -

с т ь ю Г о л д и , с< ё Г ] 
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4 ) OCR.) = Г] 1 г д е Д - м а т р и ч н о е к о л ь ц о 
del П.(сС) 

и н Д-е к с а (Ь(оО н а д т е л о м /\(в1^ , сАё: [ ; 

5 ) R. = П Q , г д е Q- - п е р в и ч н о е к о п ь -

ц о Г о л д и , 

Доказательство проводится по схеме 1 ) => 2 ) 3) = > 4 ) 

=> 5 ) 1 ) . 

1 ) = * 2 ) . По лемме 1 . 1 , Я = П " * 7 ? и в - Л П R + О, 

где - первичное кольцо, <А €: L . Легко видеть, что множество всех 

атомов кольца /? совпадает с множеством U б , ^ {о} . Докажем, что 

множество \ъ„ (Ь ) I 0 ^ В J удовлетворяет условию максимальности. 

Для этого достаточно показать , что строгое включение СО ) d Х> (С У , 

где о £ ё: 8 , сохраняется при переходе в R , т. е. % (и) С: ) 

(так как множество { X (6 ) I 6 £ и j удовлетворяет условию м а к -

симальности) . Пусть § г = 0 , г д е Ъ б / ? . Тогда СГ 5 и 0 , 1 ^ 

O t ~ идеал первичного кольца . Следовательно, *= 0 н й ^ Ь ^ С , 

т . е. С , Если ^ * 0 . С , ^ - , 

то (Ъ е Ъ„(СЛ N %0(6) • Далее , по лемме 1 . 2 , ZJBJ) ~* 0 . 
Следовательно, 'ZAR') = 0 , так как О, — существенный (правый) идеал 

кольца R. , oL£ I . Поэтому, в сипу леммы 1 . 3 , мы имеем равенство 

2 ) = * 3 ) , Мы можем считать , что R. П Р. , где Р - пер »• 

вичное кольцо, и Т а к как то 

% (Pi — 0 Для всех oi£ I (лемма 1 . 3 ) , 

Докажем от противного, что - конечномерное справа кольцо. Пусть 

У, Ф /4 . С= Р , где /4 . - ненулевой правый идеал кольца R , I = 

= / , 2 , . . . . Выберем элементы Д . с fj. и £). О такие , что = 

— D- ^ 0 l = iZ, ... , Тогда С, . является атомом кольца К и сумма 
во Ь I/ t> 

2u С- Р* прямая, где О Ф С-Р = С & = C-R . Это противоречит 

предположению, что сумма £ ^ С- ^ непрямая. Следовательно, / ° - к о -

нечномерное справа кольцо. 

3 )
 ==>4). Пусть Я = Р 1 где Р - первичное конечномерное 

кольцо и X (Р1 = 0 . Тогда легко доказывается , что Ц\К) ~ 1 1 И м е н -

но ^ (̂ Р П /? ) - существенный правый идеал кольца R , следовательно, 
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под-

ь/(Ю — U ( £ i ( r ПК)). С другой стороны, 

-nQ(PnZ) ( см . [ 2 0 . с . 1 6 0 J ) , и Q(PDR) = Q(P) . так как oter °* <̂  о< 
Р f) fi, - существенный в /-£ правый идеал. 

Далее, - регулярное кольцо, так как %^(Р) = 0 (см. , 

например, [JJO, с. 1 7 0 ] ) . Если с у м м а £ ^ ty-Q^PJ) прямая (как с у м ­

ма правых идеалов кольца Q(PJ), ^ фЪ,^ 0 = / , £ , . . . > 1 4 3 найдутся такие 

существенные правые идеалы П. кольца R , htoO^Q.D- С р . I шж 

^ /,2 . . . и сумма правых идеалов £ Ci.U. прямая, так как Р -
J 70 Ь 

колы» кольца Q\P) . Это противоречит нашему предположению, с ледова -

тельно, Q(-P^ ~ конечномерное регулярное кольцо. Если мы докажем, что 

Q ( P ) нетерово справа, то Q^P^ будет простое артиново, т . е . 

(D(P) = Д ^ для некоторого тела Д ^ и натурального числа /Ъ(оС) . 

Пусть ЦЦг) не нетерово. Тогда существует такая возрастающая цепочка к о ­

нечно-порожденных правых идеалов кольца Q(PJ '• 

Т а к как U(H ) — регулярное кольцо, то , г д е е>/ 

идемлотентный элемент кольца Q^^), 6 ^ ^ ^- Тогда & п + ^ = 

^ - некоторый идемпотент ^ ~ ^, !Ъ ^ . Следовательно, 

£©£.Q Е О , что противоречит конечномерности кольца 
1 Ш Ч 4 ) ° U 5 ) . Пусть Q(R) = П Д " ° . Тогда / ? = Л ^ б , где 

= oiel (см. Г21~! ). Легко видеть, что & - полупер -

вичное кольцо и, следовательно, первичное кольцо Голди [ 2 Q . 

5 ) = * 1 ) . Пусть Р. = П^О" • г д е (j - первичное кольцо Голди, 

o t f e Г . Тогда , по лемме 2 . 1, R - полупервичное кольцо с аннуляторным 

условием и, кроме того , множество атомов кольца Р- совпадает с множест-

вом М б > ( 0 ) . где В = Сг Л й, ы. е I. 
Докажем сначала, что R. имеет трансфинитную размерность Голди, 

Пусть О/., О-..... CL„ ... - последовательноозьь атомов кольца R. т акая , что 

для любого натурального ГЬ имеем Q, R CL /? . . , 7^ ^ • Тогда дол­

жен существовать индекс оСё[ такой, что все эти атомы принадлежат , 

т. е . кольцу (j . Следовательно, существуют номер К и элементы 

= 0 и Д А ^ О . Мы можем найти такие элементы П fl .. .0. ё К , 
Ч*- WW 4К 
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что $l(Q.) — QU^ L = -f,Z,... ,K . где fft '• Я —* G- - естественная л р о -

екния, pi. e I . Тогда мы имеем равенства = f Л "° . Л ( 

следовательно, & ^ +- ^zfz^ &к$к = ^' ^*$к ^ . т . е. атомы 

Chj, (X ...,СЬ линейно-зависимы (справа) над Я • Т е м самым доказано, 

что Я имеет трансфинитную размерность Голди. 

Нам осталось показать , что множество {Ъ^О-) I СЬ - атом кольца } 

удовлетворяет условию максимальности относительно включения. Заметим, что 

если &•€ В, & В , то аннуляторы to(0A и Ъ„($) н е -

сравнимы, т а к как 1 (CL) v Ъ(о) "^5 , t (о) 4 t (&) 2 ^ , , Следователь -

но, достаточно доказать , что строгое включение Y-(CL) CZ tAO], г д е 

£Ц 6 ^ В^,°^^: I, влечет строгое включение t^(CL) CZ &) (так как 

в &^ имеет место условие максимальности для правых аннуляторов) . Пусть 

<2̂ _— 0 и ^ ^U(P> §-е ^ • Т о г д а Л $ с = ^ = ^ • с л е д о в а -
тельно, &й~ 0 и $А •= О , т . е . Y £ • Далее , п у с т ь Д ^ ? 4 

Фо, bd^o *0rJcL) = , cLeR . т о г д а od^od Ф' о, 
bdL^U =й , т . е . г&ш т4 

Теорема доказана. °̂  

Из теоремы 2 . 1 и леммы 1 . 5 немедленно следуют теоремы Голди о 

порядках полупростых (простых) артиновых колец, так как полупервичное с л а ­

боконечномерное кольцо (т. е . не содержащее бесконечных прямых произведе­

ний своих двусторонних идеалов, в частности, либо конечномерное справа, ли­

бо имеющее условие максимальности для правых аннуляторов) удовлетворяет 

аннуляторному условию и представляется в виде конечного несократимого под-

прямого произведения первичных колец. Значит, оно ортогонально полное. 

Следующее более общее, нежели лемма 1 , 5 , утверждение обеспечива­

ет существование классического кольца частных этого кольца и его совпадение 

с максимальным кольцом частных. 

ЛЕММА 2 . 1. П у с т ь / ? - п о л у п е р в и ч н о е к о л ь ­

ц о и е г о м а к с и м а л ь н о е к о л ь ц о ч а с т н ы х 

Q(tO я в л я е т с я п р я м ы м п р о и з в е д е н и е м 

п р о с т ы х а р т и н о в ы х к о л е ц . Т о г д а с у щ е ­

с т в у е т к л а с с и ч е с к о е к о л ь ц о ч а с т и ы х 

О „(Я) к о п ь и. а Я и О (Я") ~ Q(R") т о г д а к т о л ь -

к о т о г д а , к о г д а ^ - о р т о г о н а л ь н о п о ч т и -

п о л н о й к о л ь ц о . 
US 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. По теореме 2 . 1 , Я = П & , где & -
oL£L * * 

первичное кольцо Голди, о*- £ [ . Пусть Я - ортогонально п о ч т и - п с н о е коль-
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цо. Нам достаточно доказать следующие утверждения: 

а) Каждый существенный правый идейл кольца Я содержит ортогональ­

ное подмножество, супремум которого существует в кольце R и является 

регулярным элементом в Я 

б) Каждый регулярный элемент кольца Я остается регулярным, при 

естественном вложении кольца R в 

Пусть верны утверждения а ) , б) и - любой ненулевой элемент из 

Q{R?) . Тогда найдется такой существенный правый идеал D кольца Л , 

что (̂ 27 Я • Пусть | j € 'J J - ортогональное подмножество bD , 

существующее по условию а ) , и S — {^• \£ ^ ^ } • Тогда 

{^^' lj £ } ~ тоже ортогональное в R множество, Следовательно, с у ­

ществует такой регулярный элемент € £ Я.', что / у £ ^ J имеет 

супремум в Я . Кроме того , в силу бесконечной дистрибутивности и един -

ственности супремума имеет место равенство: 

Явь = supjcftf I/ е ? } ^%^(Ц-&lJeM~ 

По условию, регулярный в Я элемент S& также регулярен в Q(R) , 

следовательно, обратим в Q(R) , так как Q(R) - регулярное кольцо. Поэ­

тому *= t(S£} . Итак, каждый элемент Q(R) имеет вид ЪО , где 

{/ - регулярный элемент из Я , и все регулярные элементы кольца R 

обратимы в Q(R) , т . е . Q(R) является классическим (правым) кольцом 

частных, Q(R) = Q (ye). 

Докажем утверждения а ) и б ) . Пусть JJ - существенный правый и д е ­

ал кольца Я = Л G- . Тогда £7 = D П & - существенный в 

(j правый идеал, следовательно, он содержит регулярный элемент Ct 

кольца (г (см, доказательство леммы 1 . 5 ) , оС&Т . Множество \CL 

£ j f ортогонально, следовательно, для некоторого регулярного элемента 

t&R имеем супремум £ = { \ аС € I J. Легко доказывает ­

ся регулярность элемента 5 . Этим мы нашли искомое ортогональное мно -

жество I <̂  ^ I } D > т * е * Условие а ) доказано. Далее, 

пусть 4j - регулярный элемент кольца R, и X = ffi (%) , о(.£ L Тогда 
^ at. 

Hj является регулярным в & , следовательно, и в Q(G ) с/- £ [ 
<А OL а£ 

"(см. доказательство леммы 1 . 5 ) . С другой стороны, Q(R) = Л Q((r ) 
del oi 

(см. доказательство импликации 3 ) = > 4 ) теоремы 2 . 4У. Поэтому t р е -
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гулнрен и в Q(R) . 

Лемма доказана. 

Сейчас мы можем сформулировать и доказать основную теорему, 

ТЕОРЕМА 2 . 2 . Д л я п о л у п е р в и ч н о г о к о л ь ­

ц а R. э к в и в а л е н т н ы с л е д у ю щ и е у с л о в и я : 

1) R - о р т о г о н а л ь н о п о ч т и - п о п н о е , 

т р а н с ф . и н и т н о е к о л ь ц о Г о л д и ; 

2 ) R - а н т и с и н г у п я р н о е , о р т о г о н а л ь н о 

п о ч т и - п о л н о е к о л ь ц о , и м е ю щ е е т р а н с -

ф и н и т н у ю р а з м е р н о с т ь Г о л д и ; 

3 ) с у щ е с т в у е т к л а с с и ч е с к о е к о л ь ц о 

ч а с т н ы х Q ^ ( г ч ) , я в л я ю щ е е с я п р я м ы м п р о ­

и з в е д е н и е м п р о с т ы х а р т и н о в ы х к о л е ц . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. В силу теоремы 2 . 1 и леммы 2 . 1 , нам оста -

ется доказать , что если имеет место условие з ) , то Q(R)= QJR). 

Пусть Q (R.) - прямое произведение простых артиновых колец. Тогда 

Q (\R.f является правым кольцом частных (см, [jL3, с. 6 4 ] ) кольца 

и поэтому регулярность кольца Q^P^ показывает , в частности, что R. а н -

тисннгулярно (см. , например, j j L 3 , с . 7(5J). Следовательно, Q (R") £^ 

. Легко доказывается , что каждый существенный правый идеал 

кольца R содержит ортогональное множество с супремумом, являющимся 

регулярным элементом кольца R . Следовательно, каждый ненулевой эле -

мент й •£ Q(R*\ имеет вид П •= tS , где ,5 - регулярный элемент 

кольца R , т . е . Q(R) СГ QJR) „ Q(R) - QJR). 

Теорема доказана. 

Из теорем 2. 1 , 2 . 2 мы немедленно получаем следующую характе -

ризацию прямых произведений простых артиновых колец. 

СЛЕДСТВИЕ 2 . 1 . К о л ь ц о R п р е д с т а в и м о ~ в 

в и д е п р я м о г о п р о и з в е д е н и я п р о с т ы х а р ­

т и н о в ы х к о л е ц в т о м и т о л ь к о т о м 

с л у ч а е , к о г д а о н о п о л у п е р в и ч н о и у д о ­

в л е т в о р я е т о д н о м у и з с л е д у ю щ и х э к в и -

в а л е н т н ы х м е ж д у с о б о й у с л о в и й : 

а) R - с а м о и к ъ е к т и в н о е с п р а в а , т р а н с ­

ф и н и т н о е к о л ь ц о Г о л д и ; 

б) R - р е г у л я р н о е , о р т о г о н а л ь н о п о л -

н о е к о л ь ц о с т р а н с ф и н и т н о й р а з м е р н о ­

с т ь ю Г о л д и . 
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Из теорем 2 . 1 и 2 . 2 , в частности, следует , что если кольцо я в ­

ляется порядком (не только в классическом смысле , но и в смысле макси -

мального кольца частных ) прямого произведения простых артиновых колец, 

то Я имеет такую систему первичных идеалов с нулевым (общим) Пересе -
чением, что фактор-кольца, взятые по этим идеалам, являются первичными 

кольцами Голди, Но это не доказывает , что каждое первичное фактор-кольцо 

кольца Я является кольцом Голди, Е с т ь случаи, когда это не т а к , В ч а с т ­

ности, это подтверждает следующее 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2 . 1 . Д л я к о л ь ц а / ? э к в и в а 

п е н т н ы с л е д у ю щ и е у с л о в и я : 

1 ) R - р е г у л я р н о е , о р т о г о н а л ь н о п о я 

н о е к о л ь ц о с а н н у л я т о р н ы м у с л о в и е м , 

и к а ж д о е е г о п е р в и ч н о е ф а к т о р — к о л ь ­

ц о к о н е ч н о м е р н о с п р а в а ; 

2 ) / ^ - о р т о г о н а л ь н о п о л н о е к о л ь ц о с 

а н н у л я т о р н ы м у с л о в и е м , и к а ж д о е е г о 

п е р в и ч н о е ф а к т о р - к о л ь ц о а р т и н о в о ; 

3 ) Я = П Д ( ^ , где Д „. - м а т р и ч н о е 
*€-Г Л-СО я<*) и ) 

к о л ь ц о и н д е к с а /ЬСоО н а д т е п о м Д , и 

м н о ж е с т в о а н и ч е н о; 

4 ) R - р е г у л я р н о е , о р т о г о н а п ь н о п о л н о е 

к о л ь ц о с о г р а н и ч е н н о - т р а н с ф и н и т н о й 

р а з м е р н о с т ь ю Г о л д и ; 

5 ) /? - р е г у л я р н о е , о р т о г о н а л ь н о п о л ­

н о е к о л ь ц о с а н н у л я т о р н ы м у с л о в и е м , 
v 

и и н д е к с ы н и л ь п о т е н т н ы х э л е м е н т о в 

к о л ь ц а R о г р а н и ч е н ы . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО, проводится по схеме 1 ) =*• 2 ) = > 5 ) = * 4 ) ==> 

= * Э ) - * 5 ) и ( 3 , 5 ) - * 2 ) - * - 1 ) . 

Импликация 1 ) => 2 ) очевидна, так как регулярное кольцо Голди а р ­

тиново. 

2 ) = * 5 ) . Докажем сначала регулярность кольца Я . В силу Q l 2 l ] , 

достаточно показать , что каждый первичный фактор регулярен и что объедине­

ние возрастающей цепочки первичных идеалов ест ь первичный идеал. У нас 

каждый первичный фактор артинов, поэтому эти два условия тривиальным о б ­

разом выполняются для кольца R , т . е , R регулярно. Следовательно, 
Q (R) = R. , и, в силу теорем 2 . 4 и 2 . 6 , R. = П Д ^ ,где Д 6 0 -tl пи) пи) 
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матричное кольцо над телом А , d.i.T , в частности, R - самоинъективное 

кольцо с первичными артиновыми (поэтому с примитивными артиновыми [ 2 3 , 

теорема 6 . 2 ] ) факторами. Это говорит нам о том , что R имеет ограничен -

ный индекс нильпотентных элементов (см. [ 2 3 , теорема 7 . 2(5] ) . 

5 ) = * 4 ) . Пусть индекс нильпотентных элементов ограничен натураль­
ным числом 1Ь и CLf, CL г .. . , j - такие атомы кольца R. , что п р а ­
вые идеалы &R, ~ н е ° ^ Р а з У ю т прямую сумму 
правых идеалов. Тогда , в силу [ " 2 3 , теорема 7 . 2 ^ (при = / ? ) , получа­
ем Q, R. (X, R . . . CL R — 0 , т . е . , по определению, R имеет ог -

1 z Лт 1 
раниченную трансфинитную размерность Голди (так как К - полупервичное 

кольцо с аннуляторным условием) . 

4 ) 3 ) Кольцо R. - антисингупярное, так как оно регулярное. С л е ­

довательно, в силу теоремы 2 . 6 , мы имеем: R = Q JR) = ПА 
м

 а - e e l Л « > 
где Д - матричное кольцо индекса (Ь(е/-') над телом оС £ Т О ч е -

видно, что если К имеет ограниченную числом X трансфинитную размер -

ность Голди, то tl(oL} ^ К Для всех аС£ I 

3 ) = * 5 ) , В силу теоремы 2 , 6 , R - регулярное, ортогонально 

почти-полное (следовательно, ортогонально полное) кольцо с аннуляторным у с ­

ловием. Кроме того , очевидным образом индекс нильпотентных элементов 

кольца Д ограничен числом Следовательно, К и м е -

ет ограниченный индекс нильпотентных элементов. 

( 3 , 5 ) ^*-2). В силу 5 ) и 3 ) , R - самоинъективное, регулярное 

кольцо с ограниченным индексом нильпотентных элементов, следовательно, 

каждый, первичный фактор кольца R. артинов ( [ 2 3 , теоремы 7 . 2 0 , 6 . 23). 

2 ) = > 1 ) . Как мы показали в доказательстве импликации 2 ) ^ * 5 ) , 

R. — регулярное кольцо. Теперь импликация 2 ) = * 1 ) становится очевидной. 

Предложение доказано. 

ЗАМЕЧАНИЕ 2 . 2 . Легко видеть , что условие 3) предложения 2 . 1 э к ­

вивалентно тому, что кольцо R является конечным прямым произведением 

матричных колец над самоинъективными (то же самое , что ортогонально пол -

ными) строго регулярными кольцами с аннуляторными условиями (так как к о л ь ­

цо R является прямым произведением тел тогда и только тогда , когда R 

ортогонально полное, строго регулярное ( т . е . для каждого элемента R 

существует %,£ R , такой, что й- = tQs ) кольцо с аннуляторным условием 

(ср. [ 2 4 , следствие 2 . 1 5 ] ) . 



Порядки прямых произведений простых артиновых колец 6 3 3 

§ 3 . Элементарное условие и порядки прямых произведений 

простых артиновых колец 

множество неком-Лусть X ~~ {Л,. Л Л- . . . . \ - счетное 

мутирующих переменных и &(t,lb)~[ k< - моном от X , зависящий только 

от Х4, « г ^ , Ibf^^...^, t^.de^ll^l},rae i, П - ф и к с и р о в а н ­

ные натуральные числа, t tb . Элемент R. называется сильно регу -

лярным (справа) , если ^ - регулярный и I^R - существенный правый идеал 

кольца Я (см. Q 4 ] ). 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3 . 1 ( см . [14J ' ) . Кольцо R удовлетворяет 

-элементарному условию, если для любых элементов d^, Q.^. 

из Я существуют сильно регулярный элемент ^.ё Я и набор элементов 

{^ЦЪ£ЯЦ,П)} £ Я' такие, что 

а^...Ча+р^ал, 0. 
0 k€S(b,n) 

Говорят, что кольцо Я удовлетворяет элементарному условию, если в нем 

имеет место (£, ft) - элементарное условие для некоторой пары натуральных ч и ­

сел (&уп) , где t 4- П- • 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3 . 2 . Пусть Я - полупервичиое кольцо с аннулятор -

ным условием. Если каждый минимальный аннуляторный идеал кольца удовлет­

воряет (как кольцо) элементарному условию, то говорим, что Я удовлетво­

ряет слабому элементарному условию. 

Легко видеть, что если кольцо Я является IZ -мерным векторным 

пространством над т е л о м , то оно удовлетворяет (£~\~ / , 2/ "Ь £ - э лемен -

тарному условию, где t и Ь - натуральные числа, не меньшие чем /Ь 

(см. £ l 4 , предложение l ] ) . В частности, матричное кольцо индекса tb над 

телом удовлетворяет (fl? Z fl?") -элементарному условию, так как оно имеет 

единицу. Кроме того, ясно, что если Я является порядком кольца с э л е ­

ментарным условием, то само Я удовлетворяет элементарному условию. 

Роуэн [ l 4 j доказал следующую теорему, дающую характериэацию поряд­

ков простых артиновых колец с помощью элементарного условия. 

ТЕОРЕМА. 3 . 1 ( см . Q.4, теорема б ] ) . П у с т ь ^ - п е р 

в и ч н о е к о л ь ц о . Т о г д а э к в и в а л е н т н ы 

с л е д у ю щ и е у с л о в и я : 

а ) R - ( п р а в ы й ) п о р я д о к п р о с т о г о а р т и -

н о в а к о л ь ц а и н д е к с а Л , м е н ь ш е г о ч е MV?" ; 

б) Я у д о в л е т в о р я е т (£ ftl) - э л е м е н т а р н о м у 
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у с л о в и ю д л я п о д х о д я щ е г о /Л' 

(Индекс простого артипова кольца - это индекс кольца матриц его е с ­

тественного представления) . 

Эта теорема будет служить нам в этом параграфе основной ссылкой. 

Пусть Я - полупервичное кольцо с аннуляторным условием. Тогда 

легко видеть, что идеалы вида ( г д е & - атом, и только они, я в ­

ляются минимальными акнуляторами, т, е . еспи R « Л Я , где Я _ 

первичное кольцо, ot 6 I , то идеалы в, в Л П R ( Ж £ 1 1 и только 

они, будут минимальными аннуляторными идеалами кольца R . Пусть, далее , 

Л удовлетворяет слабому элементарному условию. Тогда кольца &^,Ы.&1г 

являются первичными (так как они - идеалы первичного кольца Я ) с элемен­

тарными условиями, следовательно, по теореме 3 . 1 , они будут кольцами 

Голди. 

Поэтому из следующей очевидной леммы вытекает , что и кольца R. 

U£- I, являются кольцами Голди. 

ЛЕММА 3 . 1 . Е с л и п е р в и ч н о е к о л ь ц о и м е ­

е т и д е а л , я в л я ю щ и й с я н е н у л е в ы м к о л ь ­

ц о м Г о л д и , т о о н о с а м о е с т ь к о л ь ц о 

Г о л д и . О б р а т н о , к а ж д ы й и д е а л п е р в и ч 

н о г о к о л ь ц а Г о л д и я в л я е т с я п е р в и ч 

н ы м к о л ь ц о м Г о л д и . 

Итак, из теорем 2 . 1 , 2 . 2 , 3, 1 и леммы 3 . J мы немедленно п о ­

лучаем 

СЛЕДСТВИЕ 3 . 1 . П у с т ь Я - п о л у п е р в и ч н о е 

к о л ь ц о . Т о г д а Q(R) е с т ь п р я м о е п р о и з 

в е д е н и е п р о с т ы х а р т и н о в ы х к о л е ц в 

т о м и т о л ь к о в т о м с л у ч а е , к о г д а / ? 

у д о в л е т в о р я е т с л а б о м у э л е м е н т а р н о м у 

у с л о в и ю . З н а ч и т , R я в л я е т с я п о р я д к о м 

п р я м о г о п р о и з в е д е н и я п р о с т ы х а р т и н о ­

в ы х к о л е и т о г д а И т о л ь к о т о г д а , к о г ­

д а Я о р т о г о н а л ь н о п о ч т и - п о л н о е к о л ь ц о 

с о с л а б ы м э л е м е н т а р н ы м у с л о в и е м . 

Для описания порядков прямых произведений простых артиновых копей 

с ограниченными индексами мы можем использовать предложение 2 . 1 . Но 

более эффективно можно использовать для этого элементарное условие. Имен­

но имеет место 

ТЕОРЕМА 3 . 2 . П у с т ь Л - п о л у п е р в и ч н о е 
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к о л ь ц о . Т о г д а Я я в л я е т с я п о р я д к о м 

п р я м о г о п р о и з в е д е н и я п р о с т ы х а р т и н о ­

в ы х к о л е ц с о г р а н и ч е н н ы м и и н д е к с а ­

м и в т о м и т о л ь к о т о м с л у ч а е , к о г ­

д а Я е с т ь о р т о г о н а л ь н о п о ч т и - п о л н о е 

к о л ь ц о с а н н у л я т о р н ы м и э л е м е н т а р ­

н ы м у с л о в и я м и . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть О .(Я) "= П , где Д 6 0 -
се d e l пи\ 

Тело, ftfoO ^ К Для всех с£ £ Г и К - некоторое фиксированное натураль­

ное число. Тогда каждое кольцо Д ^ ' удовлетворяет (к* £ К г ) - э п е -
ментарному условию, поэтому их (полное^ прямое произведение Q (R) 

(к, £ \ 
удовлетворяет лементарному условию. Следовательно, как и ра -

нее, кольио R удовлетворяет элементарному условию. 

Обратно, пусть Я - ортогонально почти-полное кольцо с аннулятор -

ным и элементарным условиями. Тогда , где /? - пер -

вичное кольцо, cLe Г . Пусть, далее , удовлетворяет ( t^/7i) - э л е м е н т а р ­

ному условию для некоторой пары (t,fil) . Докажем, что каждое Я у д о ­

влетворяет (t,fTi)-элементарному условию, gL <£ f . Возьмем любые э л е м е н ­

ты Ъ * t, £ Я , и пусть V V - такие элементы 
Я 2 ' • ' _ й 2 ' " ' " » «5 

из л , что ^ С£,.) •= %. I = / , £ , , . . , £ . Тогда , по предположению, сущесТ-
гУ £ 4 * 

такие, что 

вуют сильно регулярный элемент I^G R' и элементы , Л ffi(t,fTl'), 

о 

следовательно, 

Т. I'. 

где у """̂ î ^ д ^ ^ ^ й ) » ^ ёЖЬ^п) , Поэтому нам осталось до­
казать сильную регулярность элемента ^ кольца ^ . 

п у с т ь В = Я Г) Я я ц,г 0 • Тогда ?7г в = Г 

t,U ~* 0 , так как IS $ С Я . следовательно, "С ~ О . Апало-

вчно, если % — 0 , то ^ = ^ * Докажем существенность прагюго ндоп.м.ч 

R в кольце Я^ , Пуст!, - правый идеал кольца Я^, . Тогда 

7 * ^ ^ - правый идеал кольца Я , следовательно. О Ф Lj*V £ ^ ( 

где %£ R . Так как ^В^С J , то ^ Э^Г «= « ^ ( ^ 0 = т . о. 
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О 7^ У"^ /^^ ^ ^ У ^ ' Этим м ь 1 Доказали, что fi^ удовлетворяет 

(^,/2.) -элементарному условию, следовательно, по теореме 3 . 1 , Q(Rj) 

- тело , и ПСи") Jft. Итак, в силу те— 

орем 3 . 1 и 3 . 2 , мы показали, что 

Теорема доказана. 

Понятно, что если полупервичное кольцо Я удовлетворяет условию 

максимальности для аннуляторных двусторонних идеалов, то Я является о р ­

тогонально полным кольцом с аннуляторным условием, так как в этом случае 

оно есть конечное несократимое подпрямое произведение первичных колеи. 

Отсюда из теоремы 3 . 2 немедленно получаем 

СЛЕДСТВИЕ 3 . 2 (см. С14< теорема 7^). Д л я п о л у п е р ­

в и ч н о г о к о л ь ц а Я э к в и в а л е н т н ы с л е д у ­

ю щ и е у с л о в и я : 

1.) Я я в л я е т с я п о р я д к о м к о н е ч н о г о 

п р я м о г о п р о и з в е д е н и я м а т р и ч н ы х к о ­

л е ц л а д т е л а м и с и н д е к с а м и 

2 ) Я у д о в л е т в о р я е т у с л о в и ю м а к с и ­

м а л ь н о с т и д л я д в у с т о р о н н и х а н н у л я т о р ­

н ы х и д е а л о в и (ttm) _э л е м е к т а р н о м у у с -

л о в л ю д л я н е к о т о р о г о н а т у р а л ь н о г оТП . 

Автор выражает большую благодарность А. И. Ширшову и Л. А. Бокутю 

за руководство работой и поддержку, а также Ю. М. Рябухину з а внимание к 

работе. 
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