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К ТЕОРИИ НОИШШШК ОБДАСТЕЙ 

В работе устанавливается критерий нормальности области, ос­
нованный на абсолютно непрерывном продолжении конформных отображе­
ний вдоль кривых некоторого семейства. Известно [i], что опреде­
ления минимальной области по Кебе [2], нормальной области по Трет-
щу [з] и нормальной области в смысле:: метода экстремальных метрик 
(см. [4, l]) равносильны друг другу, и в данной работе использу­
ется последнее определение.1 С помощью полученного критерия изуча­
ется структура нормальной области G , порожденной компактом 
конечной длины. Для компакта Е , расположенного на кусочно-
гладкой кривой, это в определенной мере дает ответ на вопрос о 
точной геометрической характеристике нормальных областей (о ре­
зультатах, полученных в этом вопросе, см., например, [5, c.I38J). 

Формулировки результатов и их доказательства приводятся для 
случая прямоугольника с прямолинейными разрезами. Аналогичные ут­
верждения нетрудно получить для областей кругового, кольцевого и 
подобных типов. 
_ 1°. В дальнейшем C z - комплексная плоскость, Z = x + ia, 
F - замыкание множества F С С z в топологии* комплексной плоско­
сти; Ц С Р } и ba(F) - соответственно одномерная и двумерная меры 
Хауодорфа множества F ; npx F и пр* F - ортогональные проекции 
множества F соответственно на вещественную и мнимую оси. 

Пусть П. - открытый невырожденный прямоугольник в С г с вер­
шинами Ai = (0,а), Аг -(1,а), Aa = (i,b), AA = (0,6), где-<*>.< а<6<<» 
и пусть компакт Е с П таков, что множество G- = Л.\Е— область и 
каждая компонента связности Е лежит на некоторой прямой, парал­
лельной вещественной оси. Через *П/(ГДСг)) (̂ соответственно, 

«t (Г2 (G-)) ) обозначим модуль семейства всех кривых, распо­
ложенных в области- G и соединяющих вертикальные стороны (соот­
ветственно, горизонтальные стороны) прямоугольника П . Здесь и 
в дальнейшем модуль семейства кривых понимается в смысле L -оп­
ределения [б]. 

Следуя определеникг в [i], область G- назовем нормальной от­
носительно мнимой оси или вещественной оси, если соответственно 

т (Гх (&)) = т, (Гч(Л)) или vn (Гг {&)) = щ,(Гг (П)). Изве­
стно, что для нормальной области G- к г ( Е ) = 0 [5, с.137]. 
Подобласть G назовем специальной, если ее внешняя граница сов­
падает с внешней границей G . Пусть { G-j} - последовательность 
специальных конечносвязных подобластей Or таких, что 
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GL с G 2 с ... , ,U Gi = & . 
Тогда существует [l] однолистное конформное отображение $j(z) 
области Gi на область Bj, для которой внешней границей служит 
контур прямоугольника Ilj = kL Аг к[ к\ » а внутренними гра­
ничными компонентами являются точки или отрезки прямых, парал­
лельных вещественной оси-, причем 

Без ограничения общности, можно считать, что при'^ —*• ее последо­
вательность f i (.н.) сходится равномерно внутри- G к функции 

I с» (j.) , совершающей рднолистное конформное отображение области 
G на область .$'„, Q G ) = G<» . Отметим, что G ^ всегда яв­

ляется нормальной областью относительно мнимой оси и еслит G -
такая же область, то G ^ = G и ' $ ̂  (Z) а 2. в & [i, 3]. 

Через У (D) обозначим класс всех ограниченных однолистных 
регулярных функций на открытом множестве Б с С г . Множество 
Е с D , замкнутое относительно 3) , .назовем N E D -множест­
вом в D [6, 7], если любую функцию •§ е У (Ъ\Е) можно про­
должить до функции. $ е 7 (D). 

2°. ТЕОЕЕМА I. Пусть прямоугольник П и множество Е с П 
определены выше и пусть кг (Е) = 0 . Для того чтобы область 
G - П v £ была нормальной областью относительно мнимой оси, 

необходимо и достаточно, чтобы каждая функция $ е <F(G) для всех 
а е^ОЦи), исключая разве лишь множество нулевой линейной ме­

ры, продолжалась до абсолютно непрерывной функции на интервале 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Докажем необходимость условия теоремы I. 
Пусть {-h} и { G j ^ - последовательности функций и областей, 
определенные в п.1. Ясно, что для | > i справедливо равенство 
Bj = П;\ Ej , где множество Ei есть объединение конечного чис­

ла прямолинейных разрезов, параллельных вещественной оси» и 
Ш с И , | =1,2,... .Через z = f i (tit) обозначим функцию, обратную 

к ЯАГ =5JCZ),H пусть Vj (ТАГ; = $ (H'jC^)), "tfe E>j, где $ - некото­
рая фиксированная функция из У (&) , j = 1,2. . Доопределим 
функции | (г) и V j (,<), f'j (,1«Г) на весь прямоугольник Д , 
положив их равнш№ нулю соответственно на множествах Е и 

Е; U ( Д \ И р . Так как G - нормальная область, то функ­
ции :̂ , <?j сходятся при j —»-оо равномерно внутри G к тождест­
венному отображению. Поэтому 
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' n ' 
Отсвда 

Ц(р = \ 1 К ж + 4Я | ; /Сж+мр| dx-^0 при | — - ( 2) 

для всех U. e (a, О) исключая разве лишь множество нулевой ли­
нейной меры. 

Пусть К|, К г ; К 3, К4 - множества всех тех u e ( a , o ) , 
которые характеризуются соответственно условиями: 

I) не выполнено (2); 2) L , A J (Z)|ctac = « ; 

з) UtpnCU^Ej)^; 4) кД1.(^ПЕ)>о. 
Ясно, что кА (К) = 0, где К = U - = i К: . Фиксируем теперь 
точки а0 е (а, 6) \ К , z 0 e. I (ty0) A G и обозначим через l(u0lz) 
отрезок на t (ty0) с концами в точках Z 0 и Z -, где z e (Ц^о)-
Из регулярности функции V; (Z) на I (и0) следует, что 

¥j(z;-Vj(z0)= | ^{Ы*, 

и функции последовательности { Ц1; (z)} имеют равностепенно аб­
солютно непрерывные интегралы на l'(u„) . Тогда возможность про­
должения | (Z) до абсолютно, непрерывной функции на Ц ц 0 ) 
гарантируется сходимостью- по мере- последовательности Ж; (z) к 
J (Z.) на интервале {, (и0) и теоремой Витали [8, с. 144]. 

Достаточность условия теоремы I следует из того, факта, что 
функция $oo(z) абсолютно непрерывна на интервале £(и) , для поч­
ти всех ц.<=(а,Ь), a p(z) = | j'^Cz)! , z e П \ Е , -
допустимая метрика в обобщенном смысле [7] для семейства кривых 

з°. для J e W(G) , а е (а, Ь) положим 

ТЕОРЕМА 2. Пусть выполнены условия теоремы I. Тогда область 
G = П \ Е является нормальной областью относительно мни­

мой оси в том и только в том случае-:, когда каждая функция | е. d"{Gr) 
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допускает непрерывное продолжение изнутри области G- на интер­
вал (Wu) для почти всех u e (а, Ь) , удовлетворяющее условию 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.Необходимость. Пусть J - фиксированная 
функция из 5F(G) , К. = К U К s , где множество К введено 
при доказательстве^ теоремы I, а К5 - множество всех и , для 

S ^" ' 2, 1 

не является аппроксимативно непрерывной на (fj/,0) . По известной 
теореме Данжуа [8], линейная мера множества?, К5 равна нулю. 
Пусть 2 0 е Ц | | 0 ) П Е , где и 0 е ( а > в - л ' к • Покажем, что пре­
дел 1̂  = 5(2) при Z-*-Z„, Z e & j существует. Действительно, если 
это не так, то граничной точке Z0 области- G отвечает граничный 
континуум р области 5 С^.) положительного диаметра. Обозна­
чим через Р прямоугольник, у которого две противоположные сто­
роны f i j t a лежат соответственно на I ( U ^ , I (иа),гдеи1<и<и г 
и 4 i ,4 2 принадлежат множеству ( а , 6 ) \ К , а две другие проти­
воположные стороны $ь, Хц содержатся в области Gr и лежат 
на вертикальных прямых. При этом.'построение Ti , Тг , Тъ > ^ 0СУ~ 
ществляется таким образом, чтобы точка Z0 лежала внутри- Р и 
выполнялись условия 

\ IKz)|i»<&,k(T1uTa)<e,| Sli'c4^-ilKz)f<lx|<e;j=i,2, 
Пит, Цр Що) 
где Ь - заданное положительное число. Применяя неравенство Ко-
ши-Буняковского, получим оценку 

\ \Ш*Ф{ \ IsW^I<i^f( S li'̂ fdxjtо(о]. (3) 

Если $ (Тр - множество значений на функции J (2), продолженной 
по теореме I вдоль интервала I ( u p , где i =1,2. , то из (3) 
следует 

4!iKty)<gJlV<*)llM-<KO. (4) 
Поскольку J (z) - однолистное отображение области Gr , то замк­
нутая кривая Uj=1J(.ff;) содержит внутри себя континуум р . Это 
противоречит условию (4). Поэтому предел Ьм \ {2.) z e G , 

z-»-z0 существует и равен значение в точке z 0 функции $ , продолжен-
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ной вдоль интервала I (у0) , что доказывает возможность непре­
рывного продолжения функции $ на &(*}о) изнутри-области Gr . 
При этом . E(i|o,J) sKE П I (<}о)) • Так как J абсолютно не­
прерывна на М^оЗ . то множеству Е П ( , ( У нулевой линейной 
меры при отображении $ соответствует множество Е(У„,$) также 
нулевой линейной меры. Этим необходимость условия теоремы 2 дока­
зана. 

Достаточность. Пусть функция J непрерывна на t(ty) и 
ki(E(U-,O) = 0 для почти всех ие(а,6) . Заметим, что 

jinuWH-iifri*'wiM<ee. 
следовательно, L(„J $ 001 яэо < ©<> для почти всех.<je(SL,о). 
Тогда J удовлетворяет условию (N) Н.Н.1узина [9, е.'324], и из 
"теоремы о дифференцируемости" [9, с.412] получим, что J - аб­
солютно непрерывная функция на 1{ф для почти всех u e(a,6,). 
Отсюда и из теоремы I следует, что (х - нормальная область. 
Теорема доказана. 

4°. ТЕОРЕМА 3. Пусть Е - компакт в П , расположенный на 
гладкой кривой f0 .Тогда & = П \ Е - нормальная область относи-* 
тельно мнимой оси в том и только в том случае, когда Е = 
= E 0 U ( J J K > 1 E K ) , пде Е 0 ~ компакт и kj. (nPfl Ео) = 0, а 
Е к - N E D «-множество в П для каждого K = i,2,...,EKcEK+i. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Докажем необходимость условия теоремы 3. 
В качестве Е 0 возьмем множество всех точек z e E , в которых 
контигенция eovtt (, Е, Z) множества Е [ю] параллельна вещест­
венной оси. Поскольку f0 - гладкая кривая, то f0 - множество 
конечной первой вариации и Е 0 - такой компакт, что 

к± (,ПРа Е 0 ) = О [Ю, с. 149, лемма l], Возьмем теперь любой 
компакт Т с Е , где Т П Е , = ^ , и покажем, что Т - N E D -
множество в П . Пусть $ - некоторая функция из У ( П \Т) 
и пусть точка Е 0 = х 0 + lu„ е Т такова, что J не продолжает­
ся до абсолютно непрерывной функции на интервале I { \ L 0 ) = 
= { Z е П • 3«tZ = U'0J- . Совокупность всех таких точек обоз­

начим через Т 0 . Из теоремы I получим, что kL ( ПР«, Тд) = 0. 
Отсюда и из теоремы I далее следует [10, гл.З, § 5], чток^То^О 
и поэтому ki ( П Р Х Т„) = 0 . Обозначим через Т х множество всех 
точек z из Т , в которых co«,t (E,z) параллельна мнимой оси. 
Тогда к4 ( П Р Х Т А ) = 0 . Пуеть %{%) = { г е П : Re z = % } 
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и пусть Т г .- совокупность тех х е'(0,1), для которых пере­
сечение Х ( х ) П Т несчетной L |$4z)| * х = °° • Очевидно, 

4 № ) J 

что hi. (Т г)-0 . Заметим теперь^что $ (z) продолжается до не­
прерывной функции на интервале; t(х) для каждого X е И , 
где И = 4 0 , Q \ ( n P x T 0 U nPxTi U Т г ) . это следует-из то­
го факта, что для каждой точки Z°= х + Ц е Т , х° е. Н , найдутся два вертикальных угла со сторонами I (х ) , l(U ̂ кото­
рые в достаточно малой окрестности- точки z не содержат точек 
та множества* Т \ { Z°\ • Поскольку пределы •$ (Z) прет Z. — * Z 
вдоль каждого из интервалов l(x°), I (i£°) существуют в силу вы­
бора точки Z 0 -, то по соответствующей теореме Линделефа [и] 
эти пределы совпадают, следовательно, ^(гг) продолжается до 
непрерывной функции на интервалее 1(х0).Таккак 

W '|f (2)|г<Ц < ° ° j . t(x.)fl T - не более чем счет­
ное множество, то i продолжается до абсолютно непрерывной функ­
ции на?. Т(»0) [93« По теореме I, П \ Т - нормальная область 
относительно вещественной оси. Из; нормальности.П \ Т относи­
тельно двух взаимно ортогональных'осей следует, что Т являет­
ся N E D -множеством [б]. ) ^ ! зайёрШенш доказательства необ­
ходимости условия теоремы 3 остается только заметить, ч т о Е \ Е 0 
всегда можно представить в виде объединения не более чем счетно­
го множества Тк С Т < + 1 , к =1,2,..., типа Т . 

Достаточность условия теоремы 3 доказывается следующим со­
ображением. Поскольку N E D -множества не влияют на величи­
ну модуля семейства? соединяющих кривых [7] и "П \ Е 0 - нормаль­
ная область относительно мнимой оси [4], то имеем равенства! 

т ( Г 1 ( & ) ) = уп,(Г1(П\Е0))=И1(Г1(:П)). 
Это завершает доказательство теоремы 3. 

СЛЕДСТВИЕ I. Утверждение теоремы 3 остается в силе, если-
гладкую кривую ff0 заменить на кусочно-гладкую. 

СЛЕДСТВИЕ 2. Пусть Е -•• компакт в П, расположенный на ана­
литической кривой, отличной от горизонтального прямолинейного от­
резка, и пусть G- = П \ Е - нормальная область относительно 
мнимой ос». Тогда Е - N E D -множество в П . 

СЛЕДСТВИЕ 3. Пусть Е '• - компакт в П,. W± (.Е) < <* . 
Тогда G = П \ Е - нормальнаК' область относительно мнимой оси 
в том и только в том случае, ко'гда Е = E 0U {UK>i Е к ) , гдеЕ0~ 
борелевское множество такое, что К ( П Р ц Е 0 . ) = О И П\Е 0-
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нормальная область относительно мнимой оси, Е к -NED-множест­
во в П для каждого к = 1,2,... . 

Следствия I и 2 непосредственно вытекают из теоремы 3. Для 
доказательства следствия 3, кроме теоремы 3, нужно использовать 
следующую формулу Безиковича-Федерера [ю, 13]: 

E = E 0 U C U K > 1 E K ) , 
_0 

где Ь - борелевокое множество, проекция которого на почти все 
направления имеет нулевую линейную меру, а Е* - компакт, располо­
женный: на гладкой кривой для каждого к = 1,2,... 
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