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§ I. ГЕОМЕТРИЯ ЛОБАЧЕВСКОГО-ТИПИЧНЫЙ 
ПРЕДСТАВИТЕЛЬ ГЕОМЕТРИИ 
ОТРИЦАТЕЛЬНОЙ КРИВИЗНЫ 

Исторически геометрия Лобачевского возникла как первая 
неевклидова геометрия, осознанная как таковая. Именно с 
этим и связан тот поворотный пункт в развитии геометрии от 
еще оперирующей наглядными образами геометрии Евклида 
к современной геометрии, вобравшей в себя как концепцию 
искривленного пространства Римаиа, так и алгебро-групповые 
идеи Ф. Клейна. Представляется, что этот мировоззренческий 
аспект был главным в развитии геометрии Лобачевского в 
прошлом веке. Как раз его, по-видимому, и осознал в наиболь­
шей степени тот из трех ученых, стоявших у колыбели этой 
науки (Лобачевский, Бойаи и Гаусс), имя которого она по 
справедливости носит. В частности, это выразилось в СЛОЖ­
НОЙ ЭВОЛЮЦИИ взглядов Н. И. Лобачевского на вопрос о 
геометрии реального мира, которая привела в итоге к фор­
мированию представления о возможности и необходимости 
геометрических построений, не имеющих прямого отношения 
к реальному пространству. Подчеркнем глубокую нетрнвиаль-
ность осознания построенной геометрии как неевклидовой. 
Дело в том, что, строго говоря, эта геометрия была не первой, 
а второй неевклидовой геометрией. Со времен эллинской (или 
во всяком случае эллинистической) древности была хорошо 
известна другая неевклидова геометрия — сферическая. Степень 
ее развития уже тогда принципиально не отличалась от сте­
пени развития евклидовой геометрии. Начало сферической 
геометрии положил, по-видимому, еще Эвдокс*, а к концу 
I в. н. э. уже относится систематическое изложение этой нау­
ки, принадлежащее Менелаю Александрийскому, которое 
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дошло до нас в арабском переводе Сабита ибн Корры [99]. 
О популярности этого сочинения говорит хотя бы тот факт, 
что из него происходит знаменитая теорема Менелая. В том, 
что сферическая геометрия не смогла сыграть роль, пришед­
шуюся на долю геометрии Лобачевского, сказалось, по-види­
мому, то, что сферическая геометрия может быть очевидным 
образом реализована в целом на поверхности евклидова прост­
ранства. Вопрос о реализации геометрии Лобачевского на 
поверхности евклидова пространства, по-видимому; впервые 
был поставлен и частично решен Белътрами [74]. Он постро­
ил реализацию орикруга плоскостью Лобачевского на поверх­
ности постоянной отрицательной кривизны. Следует заме­
тить, что еще ранее поверхности постоянной отрицательной 
кривизны изучались Миндингом [100]. 

Мировоззренческое значение вопроса о возможности реа­
лизации всей плоскости Лобачевского на поверхности евкли­
дова пространства было столь велико, что в 1900 году Гиль­
берт [89] назвал его в числе кардинальных проблем матема­
тики. В 1901 году им же было дано отрицательное решение 
этого вопроса [90]. 

В настоящее время обрисованная выше роль геометрии 
Лобачевского в науке прошлого века уже исчерпана. Геомет­
рия Лобачевского в узком смысле этого слова как наука, ана­
логичная геометрии «Начал» Евклида и «Сферики» Менелая, 
тоже, конечно, исчерпана с идейной стороны. Это не значит, 
что здесь невозможно доказательство отдельных, быть может,. 
очень трудных теорем, более того, подобные исследования уже 
составили обширную библиотеку. Речь идет о том, что эти ис­
следования не лежат на переднем крае математики. Однако 
сам комплекс идей, связанных с рождением этой геометрии 
и оперирующих ее понятиями, продолжает активно развивать­
ся. Основное внимание в нем переместилось с изучения гео­
метрии Лобачевского как замкнутой теории на ее исследова­
ния в связи с многочисленными смежными проблемами мате­
матики. Поэтому изменилась и та роль, которую играет 
сейчас в науке геометрия Лобачевского. Сейчас она рассмат­
ривается, прежде всего, как типичное многообразие отрица­
тельной кривизны, моделирующее свойства других многооб­
разий отрицательной кривизны, и достаточно простое для изу­
чения. Такой же естественной моделью многообразий 
положительной кривизны является сферическая геометрия. 
Представляется, что подобный подход, при котором различные 
пространства исследуются в отношении их сходства с про­
стейшими пространствами постоянной кривизны (или макси­
мальной ПОДВИЖНОСТИ), сейчас занимает центральное место 
во многих разделах геометрии. Более того, в тех вопросах, в 
которых метрики постоянной кривизны не являются такими 
типичными многообразиями, каждое продвижение сопряжено с 

158 



огромным трудом даже по правильной постановке задачи. Лю­
бопытно, что с этой точки зрения классическое евклидово 
пространство представляет меньший интерес, так как не мо­
делирует свойств широкого круга пространств. 

Именно с представлениями о геометрии Лобачевского как 
о типичном представителе пространств отрицательной кривиз­
ны связаны в основном физические приложения этой науки, 
которым и посвящен настоящий обзор. Среди этих приложе­
ний наиболее традиционными являются приложения в общей 
теории относительности, которая, с математической точки зре­
ния, базируется на геометрии искривленных пространств. Ме­
нее широко известны другие приложения — в ядерной физи­
ке, физике элементарных частиц и т. п., которые связаны, в 
частности, с геометрической интерпретацией нелинейных урав­
нений, встречающихся в этих науках. В рамках этого обзора 
мы не ставим задачи охватить все имеющиеся к настоящему 
времени приложения и тем более дать всеобъемлющий перечень 
физической литературы, посвященной этим вопросам. Мы хо­
тим дать возможность читателю на небольшом количестве 
близких нам примеров уяснить общую ситуацию, в которой 
геометрия Лобачевского входит в контакт с современной фи­
зикой. Начать же, очевидно, следует с того, чтобы, не претен­
дуя на полноту, показать, в чем выражается упомянутый мо­
дельный характер геометрии Лобачевского с точки зрения 
математики. Нам представляется также полезным в необхо­
димых случаях проводить сравнение с ситуацией, возникающей 
для других пространств, в частности, пространств положи­
тельной кривизны. 

Рассмотрим, прежде всего, результаты, связанные с разви­
тием глобальной римановой геометрии. В их основе лежит 
тот факт, что геометрия Лобачевского (как двумерная, так 
и многомерная) моделирует экспоненциальную неустойчивость 
геодезических на пространствах отрицательной кривизны. Ана­
логично, сфера моделирует возникновение сопряженных точек 
на пространствах положительной кривизны. Элементарное рас­
смотрение этого факта подробно проведено в [3]. Заметим, 
что там же читатель сможет познакомиться с многочисленны­
ми применениями идей геометрии Лобачевского в гидродина­
мике. 

Свойства устойчивости и неустойчивости геодезических ис­
следуются, как известно, с помощью теорем сравнения для 
уравнения Якоби [19]. На основе исследования этого уравне­
ния получаются многочисленные оценки, связывающие гео­
метрические характеристики пространств переменной и посто­
янной кривизны. Итогом этих оценок являются знаменитые 
теорема Адамара—Картана [86], [78] и теорема о сфере 
[95]. Согласно первой из них полное односвязное риманово 
многообразие неположительной секционной кривизны диффео-
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морфко евклидову пространству. Вторая утверждает, что пол­
ное односвязное риманово многообразие, секционная кривизна 
которого меняется менее, чем в четыре раза, гомеоморфно 
•сфере. Огромное количество геометрических неравенств, так­
же в значительной степени восходящих к идее сравнения с 
пространством постоянной кривизны, приведено в [14]. 

Подчеркнем, что возможность выделения двух больших 
классов римановых пространств по знаку их секционных кри­
визн отнюдь не является чем-то само собой разумеющимся. 
Для того, чтобы проиллюстрировать это, обратимся к псевдо-
римановы'м пространствам- Первое, что обращает на себя вни­
мание, это то, что знак секционной кривизны уже не опреде­
ляет свойств устойчивости геодезических. Например, двумер­
ное уравнение Якоби теперь имеет вид 

y" + K(v, v)y = 0, 
г д е г/— компонента якобиева поля, перпендикулярная геоде­
зической, v — касательный вектор геодезической. Итак, устой­
чивость решений определяется уже знаком произведения 
K(v, и), который может быть различен при одном и том же 
знаке К, так как метрика знаконеопределена. Поэтому на 
многообразии, скажем, отрицательной кривизны одновременно 
присутствует как экспоненциальная неустойчивость для одних 
геодезических, так и сопряженные точки на других. Более то­
го, само понятие секционной кривизны может быть введено 
уже не для всех двумерных направлений. Действительно, кри­
визна в направлении а, натянутом на линейно независимые 
векторы v и w, равна 

. , (/•? (у, w) w. У) 
а (v, v) (да, w) — (v, w)2" 

Однако определитель Грама, стоящий в знаменателе, обращается 
в нуль для изотропных двумерных направлений (т. е. таких, на 
которых индуцируется вырожденная метрика). Если в этом слу­
чае обращается в нуль и числитель, то лонятие секционной кри­
визны можно сохранить с помощью продолжения по непрерыв­
ности (см. [36]). 

Очень большое внимание привлекает проблема метрической 
и топологической классификации пространств постоянной кри­
визны. С основными проблемами, возникающими в этой связи, 
можно познакомиться по [20], [21]. Подробное изложение ре­
зультатов содержится в [121]. В общих чертах ситуация со­
стоит в том, что 'проблему удалось редуцировать к проблеме 
выделения подгрупп группы движения определенного класса, 
но для пространства Лобачевского эта групповая задача оказа­
лась трансц&ндентно сложной. Рассматриваются также теоремы 
сравнения для "неодносвязных пространств (см. о них [14]) . 
Этот круг 'вопросов находит широкие физические •приложения, 
на которых мы остановимся в § 2. 
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Детальное изучение внутренней геометрии полных двумер­
ных римановых многообразий с кривизной, заключенной между 
двумя отрицательными константами, также отталкивается от 
идеи сравнения с плоскостью Лобачевского. Отметим, прежде 
всего, результат [87], согласно которому такая метрика кон­
формно эквивалентна плоскости Лобачевского. Это позволяет 
выделить на ней области, •сопоставимые с известными областя­
ми плоскости Лобачевского, например, орикругом [43]. Свой­
ства орициклов, ограничивающих орикруг, подробно изучались 
[72] и оказались в общем сходными со свойствами орицикла 
плоскости Лобачевского. 

Особенно впечатляющую роль играет идея сравнения 
свойств поверхностей переменной и .постоянной кривизны в гео­
метрии в целом. Напомним, что центральное место среди задач 
этой науки занимает вопрос о реализации метрик заданного 
класса. В случае положительного решения этого вопроса естест­
венно возникает задача о степени произвола реализации, сте­
пени ее регулярности 'при гарантированной регулярности мет­
рики, а при дальнейшем исследовании •— вопросы жесткости, 
устойчивости и т. д. Другие классические задачи геометрии в 
целом ставят вопрос о восстановлении .поверхности не по мет­
рике, а по другим ее характеристикам, например, по гауссовой 
пли средней кривизне. 

Принципиальным достижением в проблеме реализации, 
достигнутым в середине нашего столетия, было обоснование 
определяющей роли знака кривизны для возможности реализа­
ции метрики. Грубо говоря, метрики положительной кривизны 
хорошо погружаются в евклидово .пространство, а метрики отри­
цательной кривизны, вообще говоря, не погружаются. Особое 
место среди поверхностей трехмерного евклидова пространства 
занимает полная поверхность постоянной положительной кри­
визны— сфера. Полные многообразия, близкие в определенном 
смысле к многообразиям постоянной положительной кривизны, 
имеют и реализации, сходные со сферой. Например, если кри­
визна такого многообразия отделена от нуля, то оно реализует­
ся в виде овалоида. Эта реализация единственна (скажем, в 
классе общих выпуклых поверхностей), а ее регулярность ес­
тественным образом определяется регулярностью метрики. При 
ослаблении условия отделенности кривизны от нуля сходство со 
сферой уменьшается-

В общем можно сказать, что поверхности положительной 
кривизны (или, несколько более широко, выпуклые поверх­
ности) в евклидовом пространстве образуют естественный класс, 
обобщающий свойства сферы. Этот фундаментальный вывод был 
сформулирован А. Д. Александровым в предвоенные годы во 
время дискуссии о методах решения проблемы Вейля. Пред­
ставляется, что именно этот переход от решения важной, но 
ограниченной задачи, какой была проблема Вейля, к рассмот-
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рению выпуклых поверхностей, как естественного класса, был 
рубежом, отделившим начальный этап развития геометрии в 
целом в работах Гильберта, Мишковокого, Кристоффеля, Вейля, 
Кон-Фоссена и др. от ее современного этапа развития. На этом 
этапе в классических работах А. Д. Александрова [1], А. В. По-
горелова [37], их многочисленных учеников и последователей 
была создана общая теория выпуклых поверхностей, охватив­
шая все основные вопросы их строения. 

Совершенно иная картина наблюдается для поверхностей 
отрицательной кривизны. Прежде всего, как показал Гильберт 
[90], среди этих поверхностей нет реализации полной метрики 
постоянной кривизны — плоскости Лобачевского. Н. В. Ефимов 
[22] 'показал, что этот факт отнюдь «е случаен: полные метри­
ки отрицательной отделенной от нуля жривизны не допускают 
регулярной реализации в целом в евклидовом (Пространстве. 
Иными словами, на всякой ПОЛНОЙ поверхности евклидова про­
странства точная верхняя грань кривизны 'Неотрицательна. 

То, что поверхности отрицательной кривизны не образуют 
естественного класса, вовсе не означает, что они не имеют важ­
ных -и интересных для геометра свойств. Смысл этого утверж­
дения состоит в том, что класс поверхностей отрицательной 
кривизны разбивается на ряд подклассов, внутри которых об­
наруживается значительное сходство, но поверхности разных 
классов мало похожи между собой. Эти подклассы обобщают 
свойства разных поверхностей отрицательной кривизны и реали­
зуют некоторые узкие классы метрик. Очевидно, для выделения 
подобных подклассов нужно снять либо условие полноты по­
верхности, либо условие отделенности кривизны от нуля, рас­
сматривая метрики, у которых кривизна предписанным образом 
стремится к нулю на бесконечности. В первом случае Э. Г. Поз-
няк показал [42], что геодезические полосы метрик отделенной 
от нуля отрицательной кривизны реализуются поверхностями,. 
сходными с «катушками Миндинга», a E- В- Шикни [71] —что 
орициклические области таких метрик также реализуются, но 
уже в виде поверхностей, сходных с псевдосферой. В работах 
A. Л. Вернера (ом- [15]) исследовался класс поверхностей, на­
поминающих однополоетный гиперболоид и представляющих 
собой различные рога и чаши. В (последнее время внимание ис­
следователей привлекает класс поверхностей, сходных с гипер­
болическим параболоидом [55]. 

Еще рельефнее станет эта картина, если обратиться к тео­
рии поверхностей в псевдоевклидовом пространстве Е{2,])3 (см-
[47]). В этом случае естественные классы характеризуются не 
только знаком гауссовой кривизны, но и знаком определителя 
первой квадратичной формы. Комбинация этих знаков дает 
четыре класса. Два из них: класс поверхностей отрицательной 
кривизны с положительно определенной метрикой и класс по­
верхностей положительной кривизны с индефинитной метрикой,. 
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оказываются естественными классами. Оба эти естественных 
класса обобщают 'Свойства соответствующих компонент единич­
ной сферы псевдоевклидова пространства. Важно подчеркнуть, 
ЧТО для поверхностей первого из этих классов уравнения Мон-
жа—Ампера оказываются эллиптическими, а для другого клас­
са— гиперболическими. Поверхности одного из этих классов 
выпуклые, а другого—седлообразные. Эти обстоятельства от­
вергают гипотезу о том, что выделение естественных классов 
поверхностей связано с типом уравнений Монжа—Ампера или 
свойством выпуклости. 

Два других класса — поверхностей положительной кривиз­
ны с положительно определенной метрикой и поверхностен от­
рицательной кривизны с индефинитной метрикой — не являют­
ся естественными классами. Для поверхностей этих классов 
выполнены оценки для кривизны типа оценки Н- В. Ефимова. 
Обе эти оценки можно объединить в неравенство 

inf /С sign Д > О, 
Ф 

где К—гауссова кривизна, А—определитель метрического тен­
зора внутренне ПОЛНОЙ поверхности Ф с невырожденной метри­
кой. Доказательство этой оценки, несколько выходящей за рам­
ки работы Д. Д. Соколова [48], 'приведено в приложении. 

Рассмотрение всех упомянутых шести классов поверхностей 
в евклидовом и псевдоевклидовом пространствах показывает, 
что возникновение естественного класса поверхностей связано 
с наличием в этом классе компоненты сферы (или всей сферы). 
Отметим, что, согласно результатам С. 3. Шефеля [70] к 
С. Б- Кадомцева [25], повышение размерности объемлющего 
пространства при выполнении естественных групповых условий 
ничего не изменяет в этой ситуации. Именно, если реализация 
сферы в пространстве высокой размерности является в некото­
ром смысле выпуклой, то эта реализация на самом деле трех­
мерна. В пространстве высокой размерности возможна реали­
зация плоскости Лобачевского, но эта реализация не имеет мак­
симальной подвижности как поверхность объемлющего 
пространства. Сходные явления наблюдаются и в 'псевдоевкли­
довом пространстве. 

Отмеченная роль сфер в формировании естественных клас­
сов поверхностей позволяет лучше 'понять, почему такие труд­
ности вызывает построение аналогичных естественных классов 
многомерных поверхностей. Для многообразий высокой размер­
ности сфера не может играть роль типичной реализации. Дей­
ствительно, сфера является гиперповерхностью, т. е. имеет ко­
размерность 1, тогда как погружение n-мерного многообразия, 
вообще говоря, имеет размерность не меньше п(п—1)/2, что 
совпадает с единицей лишь в двумерном случае. Показательно, 
что в многомерных аналогах задачи Минковскопэ, где не воз­
никает подобного несоответствия размерностей, вопросы много-
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мерного обобщения двумерных результатов не встречают таких 
принципиальных затруднений [38]. Отметим также, что сфера 
оказывается нетипичной поверхностью и при изучении прост­
ранства с вырожденной метрикой. Поэтому, <в частности, их изу­
чение в ряде работ, среди которых необходимо отметить рабо­
ты A. Артыкбаева (см. |4]), не привело еще к выделению 
естественных классов поверхностей. 

§ 2- ФРИДМАНОВСКАЯ КОСМОЛОГИЯ 
И ГЕОМЕТРИЯ ЛОБАЧЕВСКОГО 

Релятивистская космология доставляет наиболее важный и 
простой пример того, как геометрия Лобачевского используется 
в физике в качестве типичного примера геометрии риманова 
многообразия отрицательной кривизны. Исходным наблюда­
тельным фактом, лежащим в основе современной релятивист­
ской космологии, является очень высокая степень однородности 
и изотропии доступных наблюдениям областей Вселенной. 
Разумеется, речь идет об однородности и изотропии в очень 
•большом •— космологическом — масштабе. В малом масштабе 
окружающий нас мир резко неоднороден и анизотропен. На­
пример, анизотропия в масштабе Галактики хорошо видна 
простым глазом — на небе видна полоса, в которую концент­
рируются звезды, так называемый Млечный путь. Итак, звезды 
группируются в галактики, галактики — в скопления галактик. 
Эти скопления галактик, как выясняется в самое последнее 
время, образуют сложную ячеистую структуру, наподобие сот 
с характерным размером 50—100 мегапарсек (1 мегапареек= 
= 10- парсек =-3-Ю-4 см). 

ПО мере перехода к структурам все большего масштаба 
ПЛОТНОСТЬ вещества меняется все меньше и, наконец, на мас­
штабах, много больших размера ячеек ячеистой структуры, она 
становится приблизительно постоянной-

Представление об однородности Вселенной а космологиче­
ских масштабах формировалось, начиная с 30-х ГОДОВ на ос­
новании изучения распределения галактик, однако предста­
вить себе реальную исключительно высокую степень изотропии 
Вселенной удалось лишь после того, как в 60-х годах Пензиа-
сом и Уилганом [104] было открыто и исследовано реликтовое 
тепловое радиоизлучение. Оказалось, что оно имеет фантасти­
ческую степень изотропии, по имеющимся оценкам изменение его 
температуры по различным паправленатам ее больше, чем 
АТ/Т~ 10~4. Разумеется, мы можем проверить факт изотропии 
Вселенной, однако если не предполагать, что Земля находится 
в специально выделенном «центре» Вселенной (так называе­
мый принцип Коперника), то из изотропии следует и однород­
ность. 
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Другой фундаментальной наблюдательной основой космоло­
гии является факт (расширения Вселенной. Этот факт устанав­
ливается по покраснению спектра удаленных галактик. Мерой 
этого покраснения служит некоторая величина z, называемая 
красным смещением. Подчеркнем, что красное смещение уда­
ленных объектов измеряется непосредственно и с высокой точ­
ностью. Указанное покраснение объясняется донлер-эффектом, 
обусловленным тем, что далекие галактики удаляются . друг 
относительно друга. Скорость этого разбегания пропорциональ­
на расстоянию между объектами. Поэтому красное смещение 
можно рассматривать как меру -расстояния до удаленных объ­
ектов. Для не слишком удаленных объектов расстояние про­
порционально красному смещению, далее зависимость между 
ними становится более сложной. Эта зависимость и коэффициент 
пропорциональности определяются так называемой постоянной 
Хэббла, абсолютное значение которой известно очень плохо. 
Ниже мы будем все расстояния измерять в единицах г. Для 
ориентировки укажем, что хорошо исследованы галактики до 
z = 0,2—0,4, а квязары известны до 2=3,5. 

Нетрудно понять, что Вселенная однородна и изотропна 
лишь в некоторой системе отсчета, именно в той, в которой по­
коится (в среднем) реликтовое излучение. Другими словами, 
однородность и изотропия фиксируют удобную, естественно вы­
деленную систему отсчета в пространстве-времени. Из факта 
расширения Вселенной вытекает (см., например, [49]), что про­
странство-время реальной Вселенной диффеоморфио прямому 
произведению M-XR1, где R1 — ось времени, М'л — п ростр а нет-
венное сечение. Если бы однородность и изотропия реальной 
Вселенной была бы идеальной, то это бы означало, что метри­
ку пространства-времени можно привести к виду 

ds2 = c4lt-a2(t)d22, (1) 
где dE2 — пространственная форма постоянной кривизны, пред­
ставляющая собой метрику пространственного сечения, а функ­
ция a(t) описывает временную эволюцию Вселенной. Реальная 
Вселенная однородна и изотропна лишь приближенно, а по­
скольку, как установил И. В. Грибков [18], теорема Шура., во­
обще говоря, некорректна по Адамару, т. е. пространство с мало 
меняющимися по направлению секционными кривизнами может 
сильно отличаться от пространства постоянной кривизны, то 
приходится дополнительно постулировать, что метрика реаль­
ной Вселенной близка в некотором смысле к метрике (1). 

Конкретный вид функции a(t) находится с помощью урав­
нений Эйнштейна. Это было сделано еще в двадцатых годах со­
ветским математиком А. А. Фридманом [84]. Поэтому метрика 
(1) называется фридмановской моделью Вселенной. Любопыт­
но, что ни Фридман, ни Эйнштейн, также искавшие в это время 
однородные и изотропные модели Вселенной, не имели еще до­
стоверных сведений о том, что реальная Вселенная дейсгоитель-

165 



но является однородной и изотропной. В то время еще »е сло­
жилось отчетливое представление о том, что ряд наблюдаемых 
туманностей являются галактиками, подобными Галактике 
Млечного пути (замечание И. С. Шкловского). 

Фридмановская модель при фиксированном значении посто­
янной Хэббла определяется значением средней плотности Все­
ленной При этом ВОЗМОЖНЫ три качественно различных вари­
ант:'- средняя ПЛОТНОСТЬ р может быть больше, равиа или мень­
ше "'-екоторой величины, .называемой .критической плотностью 
Or При этом кривизна пространственной формы dS2 будет со­
ответственно больше, равна или меньше нуля. Во всех трех слу­
чаях Вселенная возникла из некоторого сингулярного состоя­
ния а в одном из случаев и завершит свою эволюцию в сингу­
лярном состоянии. В наше время, •по-видимому, нет 
необходимости подчеркивать, что наличие сингулярных состоя­
ний означает не акт творения и уничтожения мира, а ограни­
ченность методов описания Вселенной в рамках общей теории 
относительности. 

Итак, если средняя плотность мира меньше критической, то 
наша Вселенная описывается геометрией Лобачевского. Какова 
же плотность мира на самом деле? Ответ на этот вопрос тре­
бует кропотливого и очень трудного' подсчета м-асс светящихся 
объектов. Его проведение связано .с именем голландского астро­
нома Оорта [101]. Оказалось, что средняя плотность 'светяще­
гося вещества во Вселенной составляет примерно 1/20 часть 
критической плотности (р/р-=1/20). Однако тяжелые части­
цы — барионы, из которых в основном состоят светящиеся объ­
екты, .составляют лишь 'небольшой процент всех частиц во Все­
ленной. Количество частиц — фотонов — в реликтовом излуче­
нии примерно в 108 раз превосходит количество барйонов. 
Именно этот факт имеют в виду, когда говорят о горячей Все­
ленной. Поскольку фотоны не имеют массы покоя, то это. об­
стоятельство мало меняет оценку средней плотности. Однако во 
Вселенной примерно столько же нейтршюв. До недавнего 
времени .считалось, что эта частица также имеет нулевую массу 
покоя, однако в самое последнее время группа советских физи­
ков {97] в реультате очень кропотливых и тонких измерений 
установила, что, по-видимому, .нейтрино имеет ненулевую мас­
су покоя, причем этой массы может хватить для того, чтобы сде­
лать среднюю плотность мира близкой к критической, а может 
быть даже и большей ее. 

Каков же радиус кривизны пространственного сечения ре­
альной Вселенной? Впервые этот вопрос был поставлен самим 
Н. И. Лобачевским в связи с естественным вопросом о том, 
какая из геометрий лучше описывает реальный мир. Исследуя 
параллаксы ближайших звезд, он показал, что радиус кривизны 
Вселенной много больше характерного расстояния до ближай­
ших звезд, равного нескольким парсекам. Современные оценки 
радиуса кривизны зависят от значения средней •плотности Все-
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ленной. Однако если плотность мира много меньше критиче­
ской, то радиус кривизны, измеренный в единицах красного 
смещения, перестает зависеть от средней плотности. Именно, 
как нетрудно проверить (см., например, [50]), 

2? = е—1«1,7. 
Другими словами, если г-С1,7, то геометрию пространства мож­
но считать евклидовой, а при -гЗ--1,7 геометрия пространства 
существеино неевклидова. 

Более детальное описание распределения и эволюции веще­
ства во Вселенной предполагает переменность кривизны от точ­
ки к точке и по направлениям- Другими словами, необходимо 
рассматривать модели, близкие к фридмановским- Это делает­
ся в так называемой теории возмущений, в которой предпола­
гается, что малы вариации плотности 6р/р, скорости и 
других физических величин. В силу уравнений Эйнштейна, 
временная эволюция Вселенной также близка к эволюции 
фридмановской модели и ее МОЖНО изучать методами теории 
возмущений- Более тонко обстоит дело с пространственным 
строением таких возмущенных моделей- Дело в том, что ма­
лым относительным изменениям плотности вовсе не обяза­
тельно соответствуют малые относительные изменения кривиз­
ны 7<; грубо говоря, ЬК/К~ п~~> т- е. Д л я того, чтобы 8К/К 
было мало, нужна малость величин типа 6р/(р—рс). Другими 
словами, если плотность мира близка к критической, то малым 
возмущением ее можно сильно изменить пространственное 
строение мира. Дело не ограничивается даже тем, что можно 
модель с пространством отрицательной кривизны сделать мо­
делью с пространством положительной кривизны. Например, 
можно сделать пространственное сечение диффеоморфным пря­
мому произведению сферы на прямую. Выполнение условия 
бр«С(р—р0) не столь безобидно, как кажется на первый взгляд-
Дело в том, что на ранних стадиях эволюции Вселенной, ког­
да начинался процесс развития неоднородностей, плотность ми­
ра, как известно, была близка к критической. 

Пространственная форма постоянной кривизны может 
иметь весьма разнообразное топологическое и геометрическое 
строение (при одной и той же кривизне). Общеизвестно, что 
из пространства нулевой кривизны можно склеить путем 
отождествления точек цилиндры, торы и другие более слож­
ные многообразия. Сходные склейки возможны, разумеется, и 
в пространствах положительной и отрицательной кривизны. На 
эту возможность впервые в связи с физикой обратили внима­
ние Клиффорд и Клейн. Их интерес был связан с так назы­
ваемым гравитационным парадоксом, возникающим при рас­
смотрении в рамках ньютоновской теории тяготения неогра­
ниченного пространства, равномерно заполненного веществом. 
.При этом, как нетрудно убедиться, оказывается, что гравита-
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ционный потенциал обращается в бесконечность. Исторически 
гравитационный парадокс был решен в рамках общей теории 
относительности, а затем при ретроспективном анализе нью­
тоновской теории тяготения, с точки зрения общей теории 
относительности, было понято (см. [23]), что гравитационный 
парадокс решается и в рамках самой ньютоновской теории, 
если вместо ненаблюдаемого непосредственно потенциала 
рассматривать реально наблюдаемые вторые производные 
потенциала. Клиффорд и Клейн пытались решить этот 
парадокс совершенно иным способом — предположить, что 
реальное (ньютоновское!) пространство имеет топологию, на­
пример, тора, у которого просто нет бесконечности. Развитие 
физики не пошло этим путем, но в результате работ Клиффор­
да и Клейна сформировалось научное направление, исследую­
щее пространственные формы постоянной кривизны. При этом 
те из них, которые являются замкнутыми, часто называют 
клиффорд-клейновскими. 

Первый этап изучения пространственных форм постоянной 
кривизны закончился к тридцатым годам нашего века и был 
связан с именем X. Хопфа. Основным достижением этого эта­
па была алгебраизация проблемы: было показано, что прост­
ранственные формы постоянной кривизны ЯВЛЯЮТСЯ фактор-
пространствами универсальных накрывающих (т. е. сферы, 
евклидова пространства и пространства Лобачевского) по тем 
дискретным подгруппам группы движений, которые не имеют 
неподвижных точек, В дальнейшем основные усилия были 
сосредоточены на поиске этих подгрупп. Результаты этих ис­
следований, интенсивно проводившихся различными математи­
ками, суммированы в [121]. Именно, построена топологиче­
ская и геометрическая классификация пространственных форм 
постоянной положительной кривизны и не вполне законченная, 
но достаточная для приложений теория пространственных 
форм нулевой кривизны. Напротив, проблема классификации 
пространственных форм отрицательной кривизны в общей по­
становке чрезвычайно трудна и еще не решена. 

Разумеется, сразу после построения общей теории относи­
тельности было замечено, что локально изометрические моде­
ли пространства-времени могут быть топологически различ­
ными. На это впервые обратили внимание Эйнштейн [83] и 
Клейн [94]. Однако до семидесятых годов лишь в редких изо­
лированных работах анализировался вопрос о том, каково же 
действительное пространственное строение Вселенной. Среди 
этих работ следует особенно отметить работу венгерского аст­
ронома Паала [102], который попытался объяснить некоторые 
особенности распределения квазаров нетривиальным тополо­
гическим строением пространственного сечения. Хотя в насто­
ящее время ясно, что эти наблюдательные особенности связа­
ны, по-видимому, с совершенно другими эффектами (наблю-
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дательной селекцией), тем не менее работа Паала была 
первой, где проблемы глобального строения пространственного 
сечения были рассмотрены с точки зрения конкретных данных 
астрофизики. 

Что же известно сегодня о строении пространственного се­
чения Вселенной? Ясно, что, оставаясь в рамках общей теории 
относительности, это строение можно определить лишь из 
наблюдений: уравнениям Эйнштейна одинаково хорошо удов­
летворяют любые варианты глобального строения метрики d22 . 
ДЛЯ того чтобы произвести необходимое сопоставление с на­
блюдениями, необходимо, прежде всего, построить такие гео­
метрические характеристики пространственной формы, или, 
как говорят, в космологии, склеенного мира, которые можно 
было бы сравнить с наблюдениями. Дело в том, что обычная 
топологическая и геометрическая классификации простран­
ственных форм постоянной кривизны, в силу своего алгебраи­
ческого характера, не содержат подобных величин; понятно, 
что в телескоп можно увидеть сколь угодно разнообразные 
звезды, галактики, квазары, но никак не свободную цикличе­
скую группу. 

Параметры, характеризующие строение склеенных миров 
и допускающие сопоставление с наблюдениями, были постро­
ены в работе Д. Д. Соколова и В. Ф. Шварцмана [53]. Для 
построения этих параметров необходимо ввести сначала по­
нятие о так называемых духах. На пространственной форме 
d22 рассмотрим точку Ь, соответствующую наблюдателю. На 
универсальной накрывающей пространственной формы d22 су­
ществует класс выделенных точек {В,}, соответствующих 
наблюдателю. Одну из них (безразлично какую) мы будем 
называть оригиналом В наблюдателя ft, а остальные — ду­
хами наблюдателя. Рассмотрим теперь на d22 некоторую точ­
ку а. Мы будем считать, что в а находится некий светящийся 
объект. При наблюдении мы видим картину универсальной 
накрывающей, другими словами, световые лучи, пришедшие 
разными путями от одного объекта а, мы воспринимаем как 
лучи, испущенные разными источниками A,, расположенными 
в эквивалентных точках универсальной накрывающей М. Мы 
будем называть оригиналом объекта тот источник A, который 
ближе всего находится к оригиналу наблюдателя В, а осталь­
ные источники — духами источника. Может, разумеется, слу­
читься и так, что одному объекту будет соответствовать не­
сколько оригиналов объекта, находящихся на равных расстоя­
ниях от оригинала наблюдателя. Тогда мы будем произволь­
но считать оригиналом один из этих источников (множество 
подобных точек на универсальной накрывающей имеет меру 
нуль). Обозначим теперь совокупность всех оригиналов источ­
ников (возникающих, когда а пробегает dE2) через Н(В), где 
точка В фиксирует положение оригинала наблюдателя,, и на-
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зовем это множество областью оригиналов. Очевидно, что об­
ласть оригиналов является фундаментальной областью. Те­
перь легко построить необходимые нам параметры, которые 
принято называть параметрами склейки. Именно максималь­
ным параметром склейки называется точная верхняя грань 
расстояния от точки В до границы области оригиналов, а ми­
нимальным параметром склейки — точная нижняя грань этого 
расстояния. 

Важно подчеркнуть, что рассматриваемые эффекты слож­
ного строения пространственного сечения являются не един­
ственной причиной, которая может привести к появлению ду­
хов. Еще на начальном этапе развития общей теории относи­
тельности было осознано, что духи могут появляться в модели 
мира со сферическим пространственным сечением, когда свет 
несколько раз успевает обежать большой круг сферы. Факти­
чески в стандартной фридмаповской модели это может слу­
читься лишь'тогда, когда расширение сменится сжатием, 
однако можно построить и более сложные модели с так назы­
ваемой космологической постоянной, в которых духи этого ви­
да можно будет наблюдать и в настоящее время [105]. Такие 
духи легко отличить от духов, порожденных склейкой — они 
будут расположены в диаметрально противоположных на­
правлениях на небесной сфере. Несмотря на то, что были 
предприняты поиски таких духов (см., например, [106]), ре­
зультат оказался отрицательным [110]. Гораздо больший ин­
терес представляют духи, возникающие из-за локальных не-
однородностей Вселенной. Дело в том, что галактика или 
какой-либо иной объект, находящийся на пути распростране­
ния света, действует на него подобно линзе. Этот эффект так 
и называется гравитационной линзой. В результате действия 
гравитационной линзы может возникнуть дополнительное изо­
бражение удаленного источника. Эффект фактически на­
блюдается: открыты два удаленных квазара с очень сходны­
ми характеристиками, очень близко расположенные на небес­
ной сфере, причем обнаружена и галактика, лежащая на пути 
распространения света от этих источников, масса которой до­
статочна для создания необходимого эффекта. Отличительной 
чертой этих духов как раз и является наличие объекта — гра­
витационной линзы, а также небольшое возможное число 
изображений и их крайняя близость друг к другу. 

Казалось бы, нетрудно организовать поиски духов в любой 
конкретной модели склеенного мира. Для этого достаточно 
выбрать несколько легко доступных для наблюдения источ­
ников и поискать их духи в заранее предсказанных местах 
(разумеется, фактически придется перебрать возможные зна­
чения нескольких параметров, описывающих склейку). Одна­
ко дело осложняется тем, что от разных изображений одного 
и того же объекта свет идет к наблюдателю в разное время. 
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С другой стороны, все яркие и хорошо доступные наблюдению 
объекты очень быстро (по космологическим меркам) эволю­
ционируют и мы просто не сможем опознать в одном источ­
нике дух другого, быть может, уже погасшего источника. 

В рамках этой статьи мы не будем останавливаться на 
конкретных оценках параметров склейки по имеющимся на­
блюдениям- Приведем лишь результат: максимальный пара­
метр склейки не менее 400 мегапарсек (2.~0,1) [53], мини­
мальный параметр склейки оценивается снизу величиной того 
же порядка, однако эту оценку не удается получить метода­
ми поиска духов и необходимы другие методы, к обзору ко­
торых мы перейдем ниже- Важно, однако, сразу подчеркнуть, 
что ничто в современных наблюдательных данных не проти­
воречит предположению о том, что мир склеен, скажем, в 
виде тора с расстоянием между склеиваемыми плоскостя­
ми порядка г.~0,5—1 [44]. Это обстоятельство означает, в 
частности, что часто встречающееся утверждение о том, что 
отрицательность знака кривизны пространственного сечения 
влечет пространственную неограниченность мира, основано на 
недоразумении. 

Итак, обратимся к методам оценки минимального парамет­
ра склейки- Его трудно оценивать с помощью поиска духов 
просто потому, что максимальный параметр склейки — это 
расстояние, за которым нет оригиналов, а минимальный — 
расстояние, до которого нет духов, а распознать чем-либо вы­
дающийся оригинал легче, чем убедиться, что на небе нет не­
большого числа неприметных духов. Однако здесь на помощь 
приходит то обстоятельство, что склейки нарушают глобаль­
ную однородность и изотропию мира. Действительно, у боль­
шинства склеенных миров область оригиналов и параметры 
склейки зависят от положения наблюдателя. B некоторых 
особенно простых ПЛОСКИХ склеенных мирах (цилиндрах и то­
рах) такой зависимости нет, но область оригинала не пере­
ходит в себя при вращении вокруг положения наблюдателя 
(проще говоря, не является шаром). Имеется лишь один вы­
деленный склеенный мир — проективное пространство, имею­
щее положительную кривизну, для которого склейка не нару­
шает однородность и изотропию (на это впервые обратил 
внимание Я- Б. Зельдович [122])- Этот факт нетрудно дока­
зать, заметив, что фундаментальная группа склеенного мира 
остается инвариантной в группе движений универсальной 
накрывающей при действиях поворотов и трансляций лишь в 
том случае, когда она состоит из единицы и отражения-

Глобальная неоднородность и анизотропия склеенного ми­
ра отражается на спектре оператора Лапласа на этом много­
образии, а затем и на картине возмущений в склеенном ми­
ре- Естественно думать, что при фиксированной длине волны 
возмущения в первоначальном спектре возмущений, из ко-
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торых впоследствии сформировались скопления галактик, все 
возможные пространственные моды представлены примерно 
одинаково. Например, в простейшем случае глобального одно­
родного плоского трехмерного тора спектр возмущений диск­
ретный, причем его волновые векторы имеют вид 

(Ъ^Ъш'Щ р = 0, + 1,+2, . . . , 
\ а о с J 

где а, Ь, с-—размеры тора; наблюдаемая картина рас­
пределения скоплений галактик будет соответствующим 
образом модулирована и должна наблюдаться строгая перио­
дичность в ячеистой структуре. Разумеется, этот эффект будет 
заметен, только если длина волны возмущения сравнима с 
размерами тора. Аналогичная картина будет возникать и в 
более сложных моделях склеенного мира. Поэтому разумно 
считать, ЧТО нижняя оценка на минимальный параметр склей­
ки — характерный размер ячеистой структуры (поскольку ни­
чего не известно о наличии какой-либо ее точной периодич­
ности). 

Существенно новые черты может приобрести эта картина 
в глобально неоднородном мире, например, в роге (тороидаль­
ного сечения, склеенном из пространства Лобачевского). Дело 
в том, что если в окрестности Земли расстояние между склеи­
вающимися плоскостями будет много больше характерного 
расстояния между скоплениями галактик, то все равно най­
дется область, где все эти расстояния сравниваются и рас­
стояние между отождествляемыми плоскостями начинает 
быть меньше расстояния между скоплениями; такая область 
называется G-областыо. Как показали Д. Д. Соколов и 
А. А. Старобинский [52], в G-областях такого типа образова­
ния скоплений галактик, а также, по-видимому, и самих галак­
тик не происходит. На небесной сфере такая область будет 
выглядеть в виде темного пятна. Можно было бы подумать, 
что из-за ничтожных угловых размеров объекта с линейными 
размерами, равными характерному расстоянию между скоп­
лениями галактик, нет надежды увидеть такую мелкую де­
таль распределения галактик. Однако на самом деле духи это­
го объекта лежат в непосредственной близости с оригина­
лом, причем все вместе они образуют на универсальной 
накрывающей оришар, который виден под углом 

где г— красное смещение, под которым видна ближайшая 
точка границы G-области. При других типах склейки возмож­
ны также G-области, в которых будут образовываться галак­
тики, не группирующиеся в скопления. 

Другое наблюдательное проявление G-областей отмечено 
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в работе Д. Д. Соколова и A. А. Старобинского [51]. Посколь­
ку точки G-областей имеют много духов, красное смещение 
которых мало отличается от красного смещения оригинала, то 
оказывается, что если время стабильной активности квазара 
порядка 106—107 лет, a z~\—3, то в G-области можно наблю­
дать 5—20 духов этого квазара с практически одинаковым 
красным смещением. Иными словами, если бы было обнару­
жено такое небольшое скопление примерно однотипных ква­
заров, то его имело бы смысл проанализировать на предмет 
поиска склеек. Важная отличительная особенность этого эф­
фекта, по сравнению с эффектом гравитационной линзы, 
состоит в том, что мы должны наблюдать много квазаров на 
разных стадиях развития. Особенно благоприятным в этом 
смысле оказывается тот случай, когда квазар возникает в не­
посредственной близости от границы G-области в роге с то­
роидальным сечением. Там молено было бы при благоприят­
ных условиях наблюдать несколько сот духов квазара! Именно 
с этим эффектом множественного появления духов связано 
название G-области, т. е. области духов (от нем. Qelst — дух). 

Обрисованное выше неутешительное положение о возмож­
ности наблюдательного изучения глобального строения мира 
заставляет еще раз вернуться к вопросу о возможности теоре­
тического предсказания того или иного топологического строе­
ния пространственного сечения. Этот вопрос не может быть 
решен в рамках стандартной общей теории относительности, 
для которой задание той или иной склейки осуществляется в 
граничных условиях при выходе из квантово-гравитационной 
стадии ЭВОЛЮЦИИ Вселенной вблизи сингулярности. Далее это 
глобальное строение уже меняться не может. Однако возмож­
но, что квантовая теория гравитации отбрасывает некоторые, а 
может быть и все возможные склеенные миры, кроме универ­
сальных накрывающих. Пусть в классической области прост­
ранственное сечение представляет собой плоский трехмерный 
тор. Тогда в квантовой области надо, по-видимому, рассматри­
вать суперпространство над прямым произведением трехмер­
ного тора на ось времени, а также квантово-гравитационный 
фейнмановский интеграл (см. [56]) на этом суперпростран­
стве. Следует отметить, что сколь-нибудь последовательной 
квантовой теории гравитации в настоящее время не сущест­
вует и этот интеграл не только нельзя вычислить, но далеко 
не всегда понятно и как записать. Поэтому мы ограничимся 
лишь случаем пылевидного уравнения состояния, не обсуждая 
вопрос о применимости его в такой ситуации. Считается, что 
классическому пространству-времени соответствует в кванто­
вой теории перевальная точка фейнмановского интеграла. 
Однако в рассматриваемом случае этот интеграл определяет­
ся не только локальными параметрами—компонентами метри­
ческого тензора, —- но и тремя глобальными параметрами — 
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размерами тора. Разумеется, искомая перевальная точка 
должна определяться с учетом и этих параметров. Но нетруд­
но проверить, что наличие глобальных параметров обуслав­
ливает отсутствие перевальной точки у рассматриваемого ин­
теграла. Действительно, в точках, являющихся перевальными 
по локальным параметрам, действие пропорционально объему 
многообразия, который является монотонной функцией пара­
метров. Для обычной универсальной накрывающей нет таких 
глобальных параметров и указанная трудность не возникает. 
Итак, рассмотренный случай, по-видимому, запрещен закона­
ми квантовой гравитации. К сожалению, подобные непрерыв­
ные семейства диффеоморфных, но неизометричных склеенных 
миров не исчерпывают всего их разнообразия: более сложные 
склеенные миры характеризуются дискретным набором пара­
метров и применить к ним непосредственно изложенные сооб­
ражения нельзя. 

Казалось бы, можно еще более расширить класс рассмат­
риваемых склеенных миров, включив в их число те фактор-
пространства, которые имеют фундаментальные группы с не­
подвижными точками. В этих неподвижных точках пространство 
будет устроено подобно тому, как в вершине конуса. Это сно­
ва не приведет к ощутимым наблюдательным следствиям вда­
ли от этих конических точек. Однако в этом случае саму 
коническую точку следует рассматривать как точку простран­
ства-времени и поместить в ней такое вещество, чтобы выпол­
нялись уравнения Эйнштейна. Необходимый расчет нельзя 
провести методами обычной общей теории относительности, 
так как в конических точках пространство-время нерегулярно, 
и мы встречаемся с истинной особенностью, которая, однако, 
может и не иметь ничего общего с квантово-гравитационны-
ми особенностями, с помощью которых должны описываться 
начальные этапы эволюции Вселенной. Рассмотрение этих не-
регулярностей методами теории пространств ограниченной кри­
визны А. Д. Александрова произведено в [24]. Оказывается, 
что, согласно уравнениям Эйнштейна, в конических сиигуляр-
ностях должно быть сосредоточено вещество с самыми нереа­
листическими свойствами (отрицательным анизотропным дав­
лением и т. п.). Однако наиболее ярко невозможность подоб­
ных сингулярностеи доказывается рассмотрением квантовых 
эффектов в их окрестности, где, как показал А. А. Старобин-
ский [54], должна наблюдаться огромная поляризация ваку­
ума, стремящаяся к бесконечности при приближении к сингу­
лярности. В обычных склеенных мирах также имеется некото­
рая поляризация вакуума, однако она ненаблюдаема в силу 
своей НИЧТОЖНО малой величины. 
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§ 3. ПРОСТРАНСТВО СКОРОСТЕЙ 
СПЕЦИАЛЬНОЙ ТЕОРИИ ОТНОСИТЕЛЬНОСТИ — 

ПРОСТРАНСТВО ЛОБАЧЕВСКОГО 

В § 1 мы отметили, что пространство Лобачевского может 
быть реализовано в виде одной из компонент единичной сферы 
в псевдоевклидовом пространстве. Это означает, что ортого­
нальная группа движений в специальной теории относительно­
сти представляет собой группу движений пространства Лоба­
чевского. С точки зрения физики, этот факт интерпретируется 
следующим образом: пространство скоростей специальной тео­
рии относительности представляет собой пространство Лоба­
чевского. В порядке иллюстрации полезно рассмотреть аналог 
пространства скоростей в классической механике. Простран­
ством-временем классической механики является так называе­
мое галилеево пространство Ее с координатами х, у, z, t, в ко­
тором заданы две метрики: 

P i ( p i > p 2 . ) = = | t i — h i 

Р2 (А- /?2) = К ( * 1 — X2f + (1/1 - 1/2)~ + (21 — Z2f, 
если pi = 0. Пространство скоростей этой геометрии, т. е. его-
единичная сфера, имеет уравнение |- | — 1 (оно несвязно!). 
Группа движений этого пространства — группа Галилея — со­
стоит из всевозможных движений евклидова пространства E3. 
Она в некотором (точно определенном) смысле и является 
пределом группы Лоренца при t>/c{to}0. Группа Галилея содер­
жит в качестве подгруппы ортогональную группу трехмерного 
пространства, но, конечно, не сводится к ней. При анализе ин­
терпретации классической механики с помощью галилеева 
пространства-времени необходимо помнить, что такой подход. 
является ретроспекцией, изложением классической механики 
в несвойственной ей системе понятий теории относительности. 
Аналогичная ретроспекция до некоторой степени возможна и 
при анализе более ранних физических теорий. Например, мож­
но пытаться излагать в терминах теории пространства-време­
ни физику Аристотеля (это делает, например, Пенроуз [103]). 
Разумеется, что чем дальше мы удаляемая от настоящего вре­
мени, тем меньше удерживают подобные ретроспекции имма­
нентных черт соответствующих физических теорий. Подобные 
исследования порождают, однако, интересные геометрические 
конструкции. Отметим в этой связи очень интересную серию 
работ А. Артыкбаева по теории поверхностей в галилеевом 
пространстве (см., например, [4]). Он показал, что геометрия 
галилеева пространства доставляет адекватный аппарат ис­
следования задачи Дирихле для эллиптических уравнений ти­
па Монжа—Ампера в невыпуклых областях. 

Прежде чем перейти к более детальному • описанию прост­
ранства скоростей теории относительности, осветим кратко 
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историю вопроса. Первые шаги в формировании соответствую­
щего взгляда на механику были предприняты еще самим Ло­
бачевским [31], а также (в несколько более конкретной фор­
ме) Де-Тилли [81], [82], Дженокки [85] и Шерингом [108], 
[109], в связи с выяснением ВОЗМОЖНОСТИ построения механики 
в пространстве Лобачевского. Опираясь на известную анало­
гию между кинематикой и статикой твердого тела в евклидо­
вом пространстве и пытаясь перенести ее в механику неевкли­
дова пространства, они столкнулись с необходимостью постро­
ения новой теории векторов, пригодной для неевклидовых 
пространств. 

Дальнейшее развитие этого круга идей с привлечением 
аппарата проективной геометрии было осуществлено в рабо­
тах Линдемана [96], Клиффорда [79], Кокса [80] и Бухгейма 
[77]. Помимо обычных векторов (пары точек) они рассматри­
вали как элементы теории векторов пары плоскостей и пары 
прямых. В соответствии с этим в векторную алгебру были 
введены комплексные числа с двумя единицами. До логиче­
ского завершения эта теория была доведена А. П. Котельни-
ковьш [28]. Им был открыт так называемый принцип соот­
ветствия, позволяющий свести изучение сложных объектов 
этой теории к изучению гораздо более простой модели — 
связки векторов в евклидовом пространстве. 

Открытие Эйнштейном специальной теории относительности 
придало этим исследованиям новое направление — выяснение 
связи геометрии пространства скоростей в специальной теории 
относительности и пространства Лобачевского. По-видимому, 
впервые на эту связь обратил внимание в 1909 году Зоммер-
фельд [111], а затем, независимо, Варичак [120], Герглоц [88] 
и Роб [107]. 

Далее, в 1914 году появился русский перевод статьи Клей­
на [27], стимулировавшей работы Казанской школы геомет­
ров. Клеил доказал, что группа Лоренца изоморфна группе 
движений пространства Лобачевского. В 1923 году A. П. Ко-
тельниковым [30] связь между геометрией Лобачевского и 
специальной теорией относительности была установлена ПОЛ­
НОСТЬЮ. А. П. Котельников, представляя скорость частицы в 
виде бесконечно удаленной точки пространства-времени, ввел 
проективное пространство скоростей. В этом пространстве 
скорость частицы с нулевой массой покоя (фотона) лежит на 
абсолюте, скорость частицы с положительной массой покоя — 
внутри абсолюта, а скорость частицы с МНИМОЙ массой покоя 
(такие частицы сейчас называют тахионами)—вне абсолюта. 
При этом внутренняя область абсолюта представляет собой 
пространство Лобачевского с характерной константой с, рав­
ной скорости света. 

Интерес к этим исследованиям вновь возродился лишь в 
•середине пятидесятых годов, в связи с появлением в свет кии-
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ги В. A. Фока [57] и работы Н. А. Черникова [58]. В упомя­
нутой книге В. A. Фока введение пространства скоростей Ло­
бачевского основано на формулах Эйнштейна-—Пуанкаре для 
относительной скорости частиц и модели Бельтрами геомет* 
рии Лобачевского. В отличие от В. A. Фока, построение 
Н. A. Черникова основано на введении расслоенного прост­
ранства. 

Поясним основную идею построения Н. А. Черникова. Про­
странство-время теории относительности представляет собой 
гладкое многообразие, в котором траекториям частиц соответст­
вуют гладкие кривые. Касательные к этим кривым представля­
ют собой .скорости частиц. Таким образом, в каждой точке 
xeM4 пространство скоростей частиц представляет собой проек­
тивное трехмерное 'пространство: Р3(х). Пространство же всех 
скоростей частиц представляет собой семимерное пространство 
с базой М4 и .слоем Р3(х). При этом дифференциалы координат 
на многообразии М'к представляют собой однородные коорди­
наты в Р3(х). Зададим в слое Р3(х) метрику gijdx'dx-' с сигна­
турой ( + , - , - , - ) . Для обычных частиц gijdx{dx^>0. Эта 
область представляет собой пространство Лобачевского с харак­
терной константой с, равной скорости света. Скорости частиц с 
нулевой массой • покоя (фотонов) определяются условием 
giidxidx' = Q, а частиц с мнимой массой (тахионов) —условием 
£jjdx'dx{cdot}>'<0. 

Более детальное развитие теории пространства скоростей 
можно найти в работах Н. А. Черникова [58] — [68]. В настоя­
щее время этот 'подход уже систематически используется рядом 
физиков (см.1[9], [26], [45], [46]). 

Сравнительно недавно изучение космических лучей показа­
ло, что при скоростях, близких к скорости света, соотношения 
Лоренца могут нарушаться. Причина этого явления заклю­
чается в следующем. Вблизи тяготеющих масс (например, Сол­
нечной системы) космические лучи могут рассматриваться как 
пробные частицы. Иными словами, их собственным гравитаци­
онным полем можно пренебречь, по сравнению с гравитацион­
ным полем тяготеющих масс Зато вдали от тяготеющих масс, 
наоборот, можно пренебречь внешним гравитационным полем — 
оно мало, по сравнению с собственным полем частиц. При этом 
собственное поле, конечно, может зависеть от направления ско­
рости: частиц, что приводит к .анизотропии пространства 'скоро­
стей. П ростр аист во тем самым становится финслеровьш. 

Геометрические аспекты такой локальной анизотропии не 
раз обсуждались в литературе [ И ] , [91], [93], [98], [116]— 
[118], однако вопрос о 'Конкретизации типа финелеровых про­
странств, пригодных для описания ЭТОГО эффекта, оставался 
открытым. Этот вопрос был решен Г. С. Асадовым [5—8], изу­
чившим свойства финслэрова пространства F--{pA

nl} и показав­
шим, что при N - 4 структура этого пространства полностью 
согласуется с теорией относительности. 
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В 'свете вышеизложенного представляется интересным во­
прос о связи группы движений пространства Лобачевского и 
группы движений евклидова .пространства. Естественной форму­
лировкой этого вопроса является вопрос о возможности таких 
изометрических погружений пространств Лобачевского в евкли­
дово пространство, при которых 'какая-либо группа движений. 
пространства Лобачевского может быть индуцирована движе­
ниями объемлющего евклидова пространства. По-видимому, 
впервые на этот вопрос обратил внимание Бибербах [76]. Им 
было построено такое изометрическое погружение плоскости 
Лобачевского в гильбертово пространство, при котором любое 
внутреннее движение плоскости Лобачевского реализуется с 
помощью .соответствующего движения гильбертова пространст­
ва (примерами такого типа погружений в Е3 метрик нулевой и 
постоянной положительной кривизны могут служить плоскость 
и сфера). Дальнейшему изучению этих вопросов посвящена 
работа С. Б. Кадомцева [25]. В «ей доказаны следующие два 
утверждения: 

1) Плоскость Лобачевского не допускает погружения в 
классе С0 ни в какое конечномерное евклидово .пространство 
в виде поверхности вращения с ПОЛЮСОМ (С неподвижной точ­
кой); при этом такое погружение части'плоскости Лобачевского. 
оказывается возможным уже в £4. 

2) Плоскость Лобачевского .не допускает погружения в. 
классе С0 ни в какое конечномерное евклидово пространство в 
виде поверхности, допускающей движения по самой себе вдоль 
любой своей геодезической (примером такой поверхности нуле­
вой кривизны в Е3 может служить круговой цилиндр). 

В той лее работе приведено обобщение этих утверждений на. 
случай погружений пространства Лобачевского Ah в Еп. 

Заметим, что центральное место в доказательстве этих пред­
ложений занимает доказательство .некоторого вспомогательно­
го утверждения, представляющего, -однако, и самостоятельный 
интерес. Суть его в следующем. Пусть L — кривая класса С0 

в евклидовом пространстве, обладающая следующим свойством: 
для любых двух точек кривой L существуют окрестности этих 
точек, конгруэнтные друг другу (примерами таких кривых в Е3 

могут служить прямая, окружность и винтовая линия). Тогда 
кривая L — аналитическая. 

С. Б. Кадомцевым получено следующее обобщение указан­
ных двух утверждений. Плоскость Лобачевского не может быть 
погружена ни в какое конечномерное евклидово пространство в 
классе Са так, что какая-либо непрерывная группа движений 
реализуется с помощью движений объемлющего пространства. 
Поясним кратко идею этого доказательства. Предполагая про­
тивное, допустим, что указанное погружение возможно. Тогда 
метрику соответствующей поверхности можно привести к виду 

d/2---ds~+#2(s)d*2, 
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где координатные линии t являются одновременно траекториями 
некоторой однопараметрической группы движений плоскости 
Лобачевского и некоторой однопараметрической группы движе­
ний объемлющего евклидова пространства. Учитывая вид дви­
жений объемлющего пространства, можно получить для функ­
ции H(s) следующую оценку: | î f (.s) | --SC.S2 при достаточно 
больших s. С другой стороны, функция H{s), очевидно, экспо­
ненциально 'возрастает. Полученное противоречие доказывает 
утверждение. 

§ 4. ГЕОМЕТРИЯ ЛОБАЧЕВСКОГО И НЕЛИНЕЙНЫЕ 
УРАВНЕНИЯ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ 

С физической точки зрения уравнения гиперболического ти­
па описывают прежде всего различные волновые процессы. 
В частности, 'нелинейные уравнения типарболического типа опи­
сывают распространение нелинейных волн, которые привлекают 
пристальное внимание в самых различных областях физики. 
К этому классу относится и уравнение, которое носит несколько 
необычное название «уравнение сайн-Гордона» 

Z(l Z-; — S i n Z . 

В релятивистской квантовой механике волщовую функцию 'Сво­
бодной частицы с массой т и нулевым .спином можно описать 
так 'называемым уравнением Клейна—Гордона 

Wu-~wxx=m2w. 
Развивающаяся нелинейная теория поля потребовала нелиней­
ных аналогов уравнения Клейна—'Гордона, примем простейший 
удачный вариант состоял в замене отравой части m2w на sin w. 
По аналогии с 'названием «уравнение Клейна—Гордона» и ро­
дилось название «уравнение сайн-Гордона (от англ. sine — си­
нус). В то время прошло незамеченным, что уравнение сайм-
Гордона давно и хорошо известно в геометрии. Еще в 1878 г. 
в сообщении выдающегося русского математика П. Л. Чебьнле-
ва «О кройке одежды» [119] был рассмотрен вопрос о таких 
сетях на поверхностях, в которых в любом сетевом четырех­
угольнике противоположные стороны имеют одинаковую дли­
ну. Если ЛИНИИ ЭТОЙ сети взять за 'координатные ЛИНИИ на по­
верхности, то линейный элемент поверхности примет вид 

ds2 = du2-f-2cos zdudv + dv2, 
где z — угол между линиями сети, а а и о — длины дуг коор­
динатных линий. П. Л. Чебышев указал дифференциальное 
уравнение, связывающее кривизну К этой поверхности и угол 
z. В современных обозначениях оно имеет вид 

zuv——Ksinz. 
Для поверхности постоянной отрицательной . (скажем, равной 
—1) кривизны это уравнение простой заменой сводится к 
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уравнению сайн-Гордона. В 1900 г. Гильберт [90] показал, 
что сеть Чебышева на поверхности постоянной отрицательной 
кривизны образуется семействами асимптотических линий. 
Напомним, что асимптотическими называются такие линии на 
поверхности отрицательной кривизны, касательные векторы к 
которым обращают в нуль вторую квадратичную форму 
поверхности. В асимптотических координатах и и v эта форма 
имеет особенно простой вид 

U = 2Mdudv. 
Очевидно, что сетевой угол г на регулярной поверхности дол­
жен удовлетворять условию 

0<-г<л, (2) 
которое означает, что на седловой поверхности действительно 
имеется два семейства асимптотических линий. Оказывается, 
что верно и обратное: по данному регулярному решению урав­
нения сайн-Гордона, удовлетворяющему условию (2), можно 
ностроить регулярную поверхность постоянной отрицательной 
кривизны. В той же работе Гильберт показал, что на всей пло­
скости не существует регулярного решения уравнения сайн-
Гордона, удовлетворяющего геометрическому условию регу­
лярности (2). Это и было знаменитым доказательством тео­
ремы о нереализуемости ПЛОСКОСТИ Лобачевского в евклидовом 
пространстве. 

Начиная с работы Миндинга [100] и Бельтрами [74], бы­
ло найдено много конкретных поверхностей постоянной отри­
цательной кривизны, реализующих части плоскости Лобачев­
ского. В частности, Бэклундом был указан способ построения 
по известной поверхности постоянной отрицательной кривиз­
ны новой поверхности того же рода. Систематически теория 
этих простых решений уравнения сайн-Гордона была развита 
Бьянки [75]. Впоследствии оказалось, что многие из этих 
конкретных решений уравнения сайн-Гордона имеют вполне 
определенный физический смысл, описывают распространение 
уединенных волн, так называемых солитонов. В современной 
физике аппарат нахождения солитоиных решений, развитый 
Бьянки и Бэклундом, находит широчайшее применение. С ним 
можно ознакомиться по обзорной статье [35]. Заметим, 
что решение, отвечающее псевдосфере 

z = 4 arctg еи4Л 
описывает один солитон. Обратим внимание читателя, что это 
решение отвечает объединению обеих регулярных компонент 
псевдосферы, которая в целом не является регулярной поверх­
ностью. Итак, возникает вопрос о том, можно ли сопоставить 
каждому регулярному решению уравнения сайн-Гордона не­
регулярную поверхность аналогично тому, как солитону соот-
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ветствует псевдосфера. Подход к, решению этого вопроса был 
указан И- В. Грибковым [17], который обратил внимание на 
то, что на поверхностях вращения постоянной отрицательной 
кривизны асимптотические линии при переходе ребер и ост-
рий остаются регулярными пространственными кривыми, по­
нятие угла между которыми сохраняет свой смысл. Далее 
Э. Г. Позняк [41] дал общий способ сопоставления решению 
уравнения сайн-Гордона поверхности в евклидовом простран­
стве. 

Поверхности в псевдоевклидовом пространстве позволяют 
дать геометрическую интерпретацию и уравнениям, по­
лучающимся из уравнения сайн-Гордона путем комплексных 
замен (или, если угодно, интерпретацию комплексных решений 
этого уравнения) типа: 

wuv = shw, 
wuur\-wvv = sm w, 
wuu + wvv = shw. 

Первое из них отвечает углу между асимптотическими линия­
ми на поверхности постоянной положительной кривизны + 1 с 
индефинитной метрикой. Несколько более изощренной должна 
быть геометрическая интерпретация уравнений эллиптического 
типа: они должны интерпретироваться с ПОМОЩЬЮ выпуклых 
поверхностей, у которых нет асимптотических линий. Прихо­
дится вводить эти линии искусственно, вводя на поверхности 
комплексные координаты. Этот прием аналогичен введению 
мнимого времени в теории относительности, который позволя­
ет рассматривать в некоторых случаях пространство с инде­
финитной метрикой наподобие пространства с положительно 
определенной метрикой. 

Возвращаясь снова к уравнениям сайн-Гордона, отметим, 
что Бьянки начал рассматривать различные краевые задачи 
для этого уравнения. С современным состоянием вопроса мож­
но ознакомиться по обзорной статье Э. Г. Позняка [39], где 
приведен также ряд оригинальных результатов, и по его же 
статье [40]. Многомерная геометрия уравнений типа сайн-
Гордона развивалась Ю. А. Аминовым [2]. 

Авторы благодарны Р. Ф. Галеевой, Я. А. Смородинскому, 
С. Ф. Шандарину за полезное обсуждение. 

ПРИЛОЖЕНИЕ 

Т е о р е м а . Пусть Ф — внутренне полная поверхность 
класса С2 с индефинитной метрикой знакопостоянной кривиз­
ны К в псевдоевклидовом пространстве. Тогда поверхность Ф 
является внешне полной. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Заметим, прежде всего, что все не-
изотропные геодезические поверхности Ф будут внешне пол-
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ными кривыми. Это очевиднре следствие обратного неравен­
ства треугольника- Предположим теперь, что наша теорема 
неверна и поверхность Ф* неполна. Рассмотрим ее пополнение 
[Ф*]' в Е3 и пусть Я*— точка ф*. Окружим точку Я* замкну­
тым шаром VP* (Я) и пусть Q*(P*, R) — связная компонента 
множества [Ф*], лежащая в этом шаре, содержащая точку -Р*. 
Будем увеличивать радиус шара до тех пор, пока в множестве 
Q*(P*t R) не появятся точки множества [Ф*]\Ф. Малым сме­
щением точки Р* легко добиться того, чтобы на границе этого 
множества появилась ровно одна точка множества [Ф*]\Ф-
Обозначим ее через Q*. Теперь нашей задачей будет построе­
ние неизотропной геодезической, упирающейся в точку Q, со­
ответствующую точке Q*. Выполнение этой задачи несколько 
осложнено тем обстоятельством, что на псевдоримановом 
многообразии геодезическая полнота не обеспечивает геоде­
зической связности. Это, в свою очередь, связано с тем, что 
в уравнение Якоби для вариаций геодезических вместо кри­
визны входит величина K(v, v), где v — единичный касатель­
ный вектор геодезической. Поэтому на одном и том же мно­
гообразии для одних геодезических наблюдается и экспонен­
циальная неустойчивость и сближение геодезических. За 
сопряженными точками могут возникать точки, которые нельзя 
соединить геодезической с исходной точкой. Однако для таких 
точек, которые можно соединить кривой, на которой K{v, 
у)<0 . свойство геодезической связности, как легко видеть, 
сохраняется, поскольку действует условие разбегания крат­
чайших, и краевая задача для уравнения Якоби всегда одно­
значно разрешима (мы воспользовались условием знакопо-
стоянства кривизны). 

Рассмотрим теперь множество Я (Я*, Я), соответствующее 
в псевдоевклидовом пространстве множеству Я*(Я*, Я). Мо­
жет представиться две возможности: либо в любой окрестно­
сти точки Q существуют точки этого множества, которые мож­
но соединить с Q кривой так, чтобы на ней было выполнено 
неравенство K(v, t>)<0, либо таких точек не найдется. Рас­
смотрим первую возможность. Зафиксируем одну из указан­
ных точек и назовем ее М. Из других точек образуем последо­
вательность Мп, сходящуюся в точке Q. Очевидно, можно до­
биться того, чтобы точки М и М„ тоже можно было соединить 
кривыми, на которых K(v, v)<0. Соединим теперь точки Мп 
и М геодезическими отрезками -у».. Нетрудно провести выбор 
точек Мп так, чтобы последовательность уп сходилась к неизо­
тропной геодезической, исходящей из М, и, разумеется, упи­
рающейся в Q. Для этого достаточно, например, брать точки 
либо на границе множества Я (Я*, Я), либо на изотропных ли­
ниях, исходящих из точки Q (сами эти линии, тоже, конечно, 
в двумерном случае являющиеся геодезическими, использовать 
затруднительно, поскольку мы не обосновали их внешней 
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полноты). Теперь нам осталось вспомнить, что неизотропные 
геодезические поверхности Ф должны быть внешне полными, 
а это условие здесь явно нарушено. 

Обратимся теперь ко второму случаю. Легко видеть, что 
теперь Q* — изолированная точка множества [Ф*] \Ф и в ней 
поверхность Ф имеет острие, так что координата г, рассматри­
ваемая как функция ТОЧКИ Р на Ф*, имеет в Q экстремум. Мы 
считаем, что метрика объемлющего пространства имеет вид 
ds2~dx2-{-dy2—dz2. Рассмотрим точку Р0, близкую к Q, и вы­
пустим из нее геодезическую с отрицательным квадратом ка­
сательного вектора. На этой геодезической функция г{Р) не 
может иметь локальных внутренних экстремумов, поэтому она 
упирается в точку Q, и мы снова приходим к противоречию с 
внешней полнотой неизотропных геодезических. Теорема до­
казана. 

Заметим, что при доказательстве этой теоремы нам потре­
бовалась даже не геодезическая полнота, а вообще говоря, 
несколько более слабое условие полноты неизотропных геоде­
зических. Из доказанной теоремы вытекает, в частности, и 
внешняя полнота внутренне полной трубки с индефинитной 
метрикой положительной кривизны. В этом случае внешняя 
полнота означает просто, что трубка является уходящей в 
•бесконечность поверхностью, проектирующейся на всю ось г. 
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