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ВАРИАЦИЯ "ЗАМЕНА ВРЕМЕНИ" В ОПТИМАЛЬНОМ УПРАВЛЕНИИ 

Рассматривается задача быстродействия для гладких систем. Приведены 
необходимые условия оптимальности, прежде всего для релейных управлений, 
удовлетворяющих принципу максимума Понтрягина. В качестве приложения рас­
смотрено твердое тело, которое разрешается вращать с заданной скоростью вокруг 
двух фиксированных осей. 

1. В работе используются обозначения и формулы хронологического исчис­
ления (см. [1, 2 ] ) . Пусть М — многообразие класса С°°. Н е с т а ц и о н а р н ы м 
в е к т о р н ы м п о л е м на М называется произвольное семейство ft, ? 6 R, 
гладких векторных полей на М, локально суммируемое по t. Нестационарное по­
ле ft называется п о л н ы м , если определен поток (однопараметрическое семейст­
во диффеоморфизмов) 

t 
Pt = e ? P I fTdr, f G R . 

о 

Значение диффеоморфизма pt и поля ft в точке м £ М мы обозначаем соот­
ветственно д о pt и ц. о ft9 приписывая точку слева: это очень удобно при формаль­
ных вычислениях. 

Для нужд теории управления достаточно рассматривать потоки pt в М лишь 
для неотрицательных значений временной переменной г. На множестве всех пото­
ков определено замечательное действие группы абсолютно непрерывных замен 
времени, играющее важнейшую роль в дальнейшем изложении. Именно, пусть <р: 
[0, +°°) -> [0, +°°) — абсолютно непрерывное взаимно однозначное преобразование 

t 
полупрямой на себя и pt = exp / frdr, t>0. Положим 

о 
_ *(0 

(y*p)t = exp / f - i ( T ) d T . 
о 

dip 
Пусть (f) = 1 + a{t), t > 0. Тогда, как нетрудно видеть, 

dt 

(1) &*p)t = e x p / ( l + a ( T ) ) / T r f r . 
о 

Можно с самого начала исходить не из <p(f), а из а ( г ) : если а(г) — некото­
рая локально суммируемая функция на [0, +°°), причем a(t) > е — 1 > —1 Vt > 05 

то отображение t t + а (г) является взаимно однозначным абсолютно непрерыв­
ным преобразованием полупрямой [0, + 0 0 ) . , Из равенства (1) вытекает, что неста­
ционарное поле (1 + ®(t))ft является полным одновременно с ft. Для всякого 
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t > О обозначим через % t открытое подмножество в пространстве L«> [0, t], состоя­
щее из всех функций а ( • ) , удовлетворяющих условию: а(т) > е — 1 для любого 
г € [0, г] и некоторого е > 0. 

Зафиксируем некоторую точку /% € М и определим отображения Ft: 
->М с помощью правила 

: а ( . ) н> До ° exp / (1 + а ( т ) ) / т йт. 
о 

Можно показать (см. [1 ] ) , что Ft является бесконечно дифференцируемым отобра­
жением 51 1 в М. Имеем Ft (0) = д 0 ° / V Вместо F f во многих отношениях удобнее 
для изучения эквивалентное ему отображение Gt: а ( ••) /*V(a( • ) ) о p j : 1 . Положим 

г 
/г т = ехр / adfQdBfT. 

о 

Из формулы вариации [1J следует, что 

(2) Gt(a(.)) = Mo ° exp fa(r)hTdr, 
о 

в частности, G,(0) = м0- В дальнейшем нам потребуются явные выражения для пер­
вого и второго дифференциала отображения Gt в нулей Первый дифференциал в ну­
ле обозначим G't, а второй — G f". В таком случае G't: Loo [0, t] ТЦоМ — линейное 
отображение, a G^': kerG, X kerG,' -* Т^^М — симметричное билинейное отобра­
жение. Здесь Zoo [О, r ] 0 ker G't — ядро линейного отображения G't .Подчеркнем, что 
второй дифференциал определен инвариантно (т.е. независимо от выбора локаль­
ных координат ъМ) лишь на ker G't. 

Имеем 

G > ( . ) = }n0ohTa(T)dT V a ( • ) GL.[0, t], 

G > i ( - W ' ) ) = fHo°[fae«iV)dO, hTa2(r)]dr 
о 0 

V a ^ . ) , 0 2 ( - ) e k e r G ; . 

2. Перейдем наконец к задаче оптимального управления. Рассмотрим задачу 
быстродействия для системы 

(4) м = М ° / ( и ) , M^Af, М(0) = д 0 : , M G P C R ' ; 

здесь / ( н ) — непрерывно зависящее от и £ R** семейство гладких векторных полей 
в М. Допустимыми управлениями являются произвольные функции из Ьг

ж [0, +°°), 
принимающие значения в U. Мы предполагаем, что для любого допустимого управ­
ления и( • ) нестационарное поле f(u(r)), т > 0, является полным. Поскольку все 
дальнейшие рассмотрения локальны, это предположение не ограничивает общности, 
но упрощает обозначения. 

Зафиксируем теперь некоторое допустимое управление и (г) и положим 

fT ~ f(u (г)) . Ниже, не оговаривая этого каждый раз, мы используем все обозначе­
ния п. 1, связанные с нестационарным полем / т . 
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Пусть д (т) — траектория, отвечающая управлению и (г), т.е. = д © / Т 7 

(/г 

Д(0) = До-
П р е д л о ж е н и е 1. Если траектория д (г), 0 < г < г, является оптималь­

ной по быстродействию среди допустимых траекторий системы (4 ) , ведущих из точ­
ки До в точку д (£), го существует такой ненулевой ковектор ф G Г £ о Л/, что 

г 
(5) 0 > (Фо,Ио ° hT)= min ( i / / 0 , До ° exp / a d / а d6f(u)) 

w e e / о 
для иочгм всех г G [0., г ] . 

Если же равенство в (5) определяет ковектор ф0 однозначно с точностью 
до скалярного множителя, то вдобавок 

(6) <<//0, £ > , < * ) > = / < ^ 0 , Д о ° / й в а ( 0 ) « / 9 , Л г а ( г ) ] ^ <*г>0 

V a ( • ) такого, что f д 0 ° &та:(т)<2г = 0. 
о 

т 
Напомним, что hT = ёхр / ad/# d 0 / T . 

о 
Заметим, что соотношение (5) есть просто другое выражение принципа мак­

симума Понтрягина. 
Сформулированное условие оптимальности лучше всего работает в случае, 

когда и (г) — кусочно-постоянное (в частности, релейное) управление; в этом слу­
чае действие группы замен времени означает просто варьирование моментов пере­
ключения. Пусть и (г) = щ при tf < т < t i + ! , где 0 = £0 < tx < . . . < Г / < Г / + 1 = г. По­
ложим fi = /(щ), тогда 

_ U 
hT = exp f adfedef^e*! a d A e ^ - М * " * / , e . . - 4- i ) * d / / - if. 

о 

при t t < r < t i + l 9 / = 0 , 1 , . . . , / 
(мы воспользовались очевидным тождеством ев a d ^ 7 / = / / ) . 

Таким образом, hT не зависит от т на полуинтервале f,- < т < г,-+ 1 ? соответ-
U+1 

ствующее векторное поле обозначимй,-. Пустьа ?• = / oc{T)dr,тогда 
*/ 

(7) < i / / 0 ,G> ,<*)> 3 S ^ o , M o ° f , - 5 ; 1 A / ^ , * i a / V 2 М о ° ^ ^ = 0. 
/ = о \ L / = о J / z = o 

Далее, предложение 1 мало что стоит, если не иметь достаточно эффективного и гиб­
кого способа проверки неотрицательности квадратичной формы {ф0, G^( -, • ).>. 
Мы решим более общую задачу: научимся вычислять индекс этой квадратичной 
формы, что представляет независимый интерес. Напомним, что и н д е к с о м квад­
ратичной формы называется максимальная размерность подпространства, на кото­
ром форма отрицательна. 

Равенство (6) дает явное выражение формы (ф0, G"(-, •)) через вектор­
ные поля hT, 0 < г < t. В действительности, однако, используются лишь 1-струи по-
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лей hT в точке ju0> ДД и т о н е полностью. Наша ближайшая цель — исключить лишние 
параметры. Обозначим через 2 фактор-пространство пространства Vect(M) всех 
гладких векторных полей шМ по ядру ко со симметричной формы 

(8) »<Фо,»о o[gl9g2]>9 gi,gi eVect(M). 

Пусть о — неособая ко со симметричная форма на 2 (кососкалярное произ­
ведение), индуцированная формой (8) . Пара 2 , о есть, по определению, симплекти-
ческое пространство. 

Пусть а £ С°°(М) — такая функция, что d^o а = Нетрудно показать, что 
ядро формы (8) совпадает с ядром линейного отображения g *-+ ( д 0 о g} dfJLo (got)) 
из Vect(M) вТ„оМ®Т*оМ. Более того, 

<i/>o, Mo ° [ £ 1 , Ы > = < ^ м 0 ( # 2 а ) , Mo ° £ i ) - { ^ M o f e i a ) , Mo °gi >; 

следовательно, отображение индуцирует изоморфизм симплектического прост­
ранства 2 , о на пространство Т^^М Ф Т^М СО стандартным кососкалярным про­
изведением 

Пусть dim/If = га, тогда dim 2 = 2m. В 2 имеется выделенное m-мерное под­
пространство, которое мы в дальнейшем обозначим П 0 : это образ пространства 
всех гладких векторных полей, обращающихся в нуль в точке ц0 при каноничес­
кой факторизации Vect(M) 2 . Образ при такой факторизации векторного поля 
h7, О < т < t, будем обозначать тем же символом hTi это не приведет к недоразу­
мениям. И, наконец, еще одно обозначение, позволяющее упростить формулы: 
положим Q(a) = < ф0, С'} (а, а)>, а Е ker (7, . Имеем 

В случае кусочно-постоянного hT (см. (7)) это выражение сводится к сле­
дующему: 

(9) <2(<*)= Z o f Z 1 * ^ , А , о Д 2 / ^ £ П 0 . 
i = 1 V = о / / = о 

3. Форма Q явно выражена через кососкалярное произведение а. Таким об­
разом, исследование формы Q есть задача симплектической геометрии. 

Обозначим через Х(2) совокупность всех лагранжевых подпространств в 2 . 
В частности, П 0 G L (2 ) . Для изотропного подпространства Г С 2 и лагранжева под­
пространства Л С 2 положим Л г = { X £ (Л + Г) | а(Х, Г ) = 0 j € / , ( 2 ) . Ниже ис­
пользуется симплектический инвариант i n d A 2 ( A 1 , Л 3 ) тройки лагранжевых под­
пространств Al9 Л 2 ? Л 3 , равный сумме индекса и половины размерности ядра квад-

з 
ратичной формы на пространстве (Л х + Л 3 ) П Л 2 / П Л,-, индуцированной отобра-

i = 1 
жением А* + Х3 «-» a ( X t , Х 3 ) , где Хх Е Л Ь Х3 £ Л 3 , (Хх + Х 3 ) € Л 2 . Этот инвариант, 
принимающий полуцелые значения, является модификацией индекса Маслова, под­
робности см. в [3, 4 ] . 

Индекс квадратичной формы Q обозначается ixid Q. Из предложения 1 сле­
дует, что условие ind Q = 0 во многих случаях необходимо для оптимальности управ­
ления и ( • ) . Как уже отмечалось, это условие действительно близко к достаточно-
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му, лишь когда и ( • ) — релейное управление, в более общей ситуации оно заведомо 
нуждается в усилении. Поэтому в настоящей заметке мы рассмотрим лишь случай 
кусочно-постоянного hT (см. ( 9 ) ) . 

Т е о р е м а 1. Пусть 0 = tQ < tх < . . . < tx <tl+ г = t и hT = ht при tf<r< 

< t i + l . Положим А_г = Л / + 1 = П 0 e i ( S ) , Л ^ Л ^ , / = 0 , 1 , . . . , / . Тогдадля 

квадратичной формы Q{a), вычисляемой по формуле (9 ) , имеем 

i+i i+i 
(10) i n d Q = 2 i n d n ( Л у _ г , Л,) + dim П Л , - - г а . 

/ = о 0 i = о 

Заметим, что каждое из / + 2 слагаемых, стоящих под знаком суммы в (10) , 
равно либо нулю, либо 1/2, либо 1. Анализ формулы (10) дает также 

С л е д с т в и е . В условиях теоремы 1, если хоть одно из чисел i n d n (Л,- _ х , Л,-), 
/ = 1 , . . . , /, равно 1, го ind Q > 0. 

4. Теорема 1 и ее следствие позволяют во многих случаях оценивать сверху 
число переключений оптимальной релейной траектории. Рассмотрим систему 

(П) м = / 1 о ( / + , ф , | И | < 1 , / i e s o ( 3 ) , /х(0)=м о , 

где SO(3) — группа вращений трехмерного пространства, a f,g — левоинвариантные 
векторные поля, f,g£ so(3). Пусть, кроме того, < f0, g > = 0, где <-,-> — инвариант­
ное скалярное произведение на SO(3). Мы по-прежнему интересуемся релейными 
оптимальными по быстродействию управлениями. 

На обычный язык сказанное переводится следующим образом: имеется твер­
дое тело, которое разрешается поочередно вращать вокруг двух фиксированных осей 
в заданных направлениях и с одинаковой скоростью. Требуется возможно быстрее 
привести тело в заданное положение. Единственным параметром, влияющим на ха­
рактер движения, является угол между соответствующим образом ориентирован­
ными осями, который мы обозначим <р, 0 < <р < я . 

Не ограничивая общности, можно считать, что (f,f) + (g,g) = l. Тогда cos«p = 
= </ , /> - < * , * > . 

Релейные траектории, удовлетворяющие принципу максимума Понтрягина, 
могут иметь сколько угодно переключений и полностью характеризуются следую­
щим условием: время движения (= угол поворота) между соседними переключе­
ниями зависит лишь от траектории, но не от номера переключения, и лежит в про­
межутке [ir,2ir). 

Пусть й ( я) — релейное управление, имеющиее 1> 2 переключений и удовлет­
воряющее принципу максимума, а [п, 2л) Э а — время движения между соседними 
переключениями. Композицию двух последовательных вращений еа^ ~8^ О 
о e&{f + s) М ожно представить как вращение на угол 26 вокруг некоей третьей оси, 
где О £ (0, я) определяется соотношением 

2 В 2 * ( а I «Л* 
1 8 1 -

 t g
 2

 + (Ct8 I/" 8
 2 / • 

При возрастании А от тг до 2тг угол В монотонно возрастает от кр до тт. 
Можно показать, что для квадратичной формы Q, построенной, как выше, 

по # ( • ) > справедливы неравенства 0 < [/0/тг] — indQ < 1 и в рассматриваемой 
задаче любое релейное оптимальное управление имеет не более [2тг/<р] переключений. 
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Для полноты приведем сведения о траекториях, содержащих особые участ­
ки (см. [5])]. Предположим, что оптимальное управление и(т) является особым 
на отрезке [ т 0 , тг], причем этот отрезок — максимальный по включению. Тогда: 

_ <р 
а) и (г) = 0 при г G [ г 0 , тг ]; б) тх - т0 < я / cos — ; в) управление и(т) 

не имеет других моментов переключения, кроме т 0 , тх. 
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ИНТЕГРАЛЬНЫЕ МНОГООБРАЗИЯ И ПРИНЦИП СВЕДЕНИЯ 
В ТЕОРИИ УСТОЙЧИВОСТИ 

(Представлено академиком ЮЛ. Митрополъским 7 XII1988} 

Рассмотрим систему дифференциальных уравнений 

dx dy 
(1) — = Aif)x*Bit)y+gi$,x9y\ — = C(t)y+h(t,xyy), 

dt dt 

в которой матричные функции А, В, С непрерывны на интервале / Э [0, °°), а век­
тор-функции gt h непрерывны на множестве I X Rm X V, где V — некоторая область 
из пространства Rn, содержащая замкнутый шар Vp радиуса р с центром в нуле. 

О п р е д е л е н и е 1. Будем говорить, что д л я с и с т е м ы (1) и м е е т 
м е с т о к р и т и ч е с к и й с л у ч а й , если существуют такие постоянные N, К, 
v > 0, х < v, что нормированные при t = s, s E / 5 фундаментальные матрицы X(t, s), 
Y(t, s) уравнений 

^ = А(ф, ^ - C(t)y 
dt dt 

подчинены оценкам 

li X(t, s)\\<Ke*lt-s\, || Y(f, s) \\<Ne~vlt-s{. 

З а м е ч а н и е 1 „ Если постоянную x можно выбрать как угодно малой 
по модулю или равной нулю, то приходим к определению критического случая 
в смысле Ляпунова [1.2] * 
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