
МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ЭКОНОМИЧЕСКОГО 
ПРОЦЕССА И ОПТИМАЛЬНЫЙ ДЛЯ ЭТОЙ МОДЕЛИ МЕТОД 

ПРОГНОЗИРОВАНИЯ 

Е.В. Цукерман 

Математическая модель и ее свойства 

Пусть Y - некоторый экономический показатель, a Y(t) - значение 
этого показателя в момент времени /. Под моментом времени понимается 
интервал, длина которого принимается за единицу измерения времени. В 
качестве этой единицы измерения времени могут выступать час, сутки, не­
деля или месяц. Выбор единицы измерения времени зависит от возможно­
сти получения статистических данных, от той практической задачи, для 
решения которой используется математическая модель экономического 
процесса, и от цели решения этой практической задачи. Значения рассмат­
риваемого показателя в будущие моменты времени неизвестны и поэтому 
рассматриваются как случайные величины. Последовательность значений 
показателя Y(t) в разные моменты времени / называется временным ря­
дом [1]. В иной терминологии, Y(t) - это случайный процесс с дискретным 
временем. 

При моделировании случайного процесса Y(t) следует учитывать, что 
на значение этого процесса могут оказывать влияние определенные изме­
ряемые факторы. Кроме того, при моделировании следует учитывать воз­
можность старения информации. С учетом этих обстоятельств математи­
ческую модель экономического процесса Y(t) предлагается определять 
выражением 

YQ) = tbjO)-Xj(i) + Z(i), (1) 

где п - количество измеряемых факторов, влияющих на рассматриваемый 
показатель; Xj (/) - значение в момент времени /' детерминированной или 
случайной базисной функции времени, характеризующей влияние на рас­
сматриваемый показатель у-го измеряемого фактора; bj(i) - значение ко­
эффициента при/-й базисной функции времени в момент времени /; ZQ) -
случайный процесс с нулевым математическим ожиданием, моделирую­
щий влияние на рассматриваемый показатель множества неизмеряемых 

29 



факторов. Зависимость коэффициентов модели АД/) от времени преду­
сматривается для моделирования старения информации. Динамику этих 
коэффициентов предлагается описывать выражением 

bj (/) = bj (/ -1) + Vj (/) при у = 1, п, (2) 

где Vj(i) при фиксированном 7 = 1,и является процессом типа «белого 

шума» [2] с параметром crjj (у), удовлетворяющим соотношениям 

M[v,(/)] = 0 (3) 
и 

ГО при / * s 
М[УД/).УД*)]= - • (4) l«7v0) при г = s 

Кроме того, считается, что случайные процессы v y (/) при различных j 
некоррелированы друг с другом, т.е. удовлетворяют соотношению 

M[Vj(j)-vk(s)] = Onpaj*k. (5) 

Таким образом, коэффициенты .АД/), модели (1) являются случайными 
процессами, определяемыми выражениями (2) - (5). Такие процессы назы­
ваются процессами случайного блуждания. Случайные процессы АД/) при 

у = 1, и , удовлетворяющие выражениям (2) - (5), обобщают постоянные 
детерминированные коэффициенты bf при у' = 1,и. Если of(y') = 0, то 
АД/) = bj, где bj - детерминированная постоянная. Следует иметь в виду, 

что некоторые из параметров of (у) могут быть одинаковыми. Это означа­
ет, что соответствующие коэффициенты АД/) имеют одинаковые скорости 
дрейфа. Для учета в модели этого обстоятельства будем считать, что пара­
метры Ov(y') при у" = 1,и могут принимать г различных значений 
о\,о\,...а2

г при г < п. Часто на практике достаточно считать, что некото­
рые коэффициенты модели (1) детерминированы, а другие имеют одинако­
вую скорость дрейфа. В этих случаях достаточно положить г = 2, of = а\ 
и а\ = 0 . 

Если значения базисной функции Xj(i) известны для всех моментов 
времени, то эта базисная функция является обычной детерминированной 
функцией времени. Если будущие значения базисной функции Xj(f) неиз­
вестны, то эта базисная функция является случайной функцией времени. 
Если Xj(i) при у = 1,« - случайная функция времени, то считается, что 
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она не зависит ни от случайных процессов Vj(i) при j = 1,п , ни от слу­
чайного процесса Z(i), ни от других базисных функций. 

В качестве модели случайного процесса Z(i) предлагается использо­
вать наиболее общую модель авторегрессии - проинтегрированного сколь­
зящего среднего порядка (k,d,q) [1]. Процесс авторегрессии - проинтег­
рированного скользящего среднего порядка (k,d,q) определяется выраже­
ниями 

Z(0 = W (r f )0') (6) 
и 

W(i) при </ = О 
(7) 

где W{i) - стационарный и обратимый процесс авторегрессии - скользя­
щего среднего порядка (k,Q,q), который, в свою очередь, определяется вы­
ражением 

WQ) = P y W(i-l) + ... + Pi-W(i-k) + £(i)-e, £(i-l)-...-eq s(j-q\ (8) 

где s(i) - случайный процесс типа «белого шума», удовлетворяющий 
соотношениям 

ЛфО)] = 0 (9) 
и 

ГО при/ *s 
M[£(i) *(*)] = (10) 

[ае при» = 5 , 
а также некоррелированный со случайными процессами i/Дг) при j = 1, и , 
т.е. удовлетворяющий соотношению 

M[e(i)-Vj(s)] = 0npn j = Ut . (11) 

При d = 0 Z(i) - стационарный случайный процесс, а при d > 1 Z(i) - не­
стационарный случайный процесс, который в числе прочего моделирует и 
старение информации. Асимптотически оптимальные методы прогнозиро­
вания процессов авторегрессии - проинтегрированного скользящего сред­
него Z(i) приведены в работе [1]. В работе [3] обосновывается способ по­
лучения оптимальных прогнозов для этих процессов. Оптимальные мето­
д а прогнозирования для некоторых наиболее часто встречающихся на 
практике процессов авторегрессии - проинтегрированного скользящего 
среднего приведены в работе [2]. Условие стационарности случайного 
процесса W(i) означает, что корни характеризационного многочлена 
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р(х) = 1 - />, • х -... - р к • хк лежат вне единичной окружности. Условие об­
ратимости случайного процесса W(i) означает, что корни характеризаци-
онного многочлена 0(л:) = 1-6>, -x-...-в^ -хч лежат вне единичной 
окружности. 

Определяемый выражениями (6) - (8) процесс авторегрессии - проин­
тегрированного скользящего среднего порядка (k,d,q) Z(i') можно пред­
ставить в виде 

k+d q 

Z(i) = 2>j, • Z(i - j) + s(i) - £ 0 r e(i - j), (12) 
7=1 7=1 

где коэффициенты <p у при j-\,d + k выражаются через параметры 
рх,...,рк из условия 

d+k к 

7=1 7=1 

Коэффициенты <Pj при j = l,d + к и d>\ могут быть вычислены по пара­
метрам р1,...,рк с помощью следующего рекуррентного алгоритма: 

Pj(0) = pj при / = 1,А, 

1 + р,(«-1)при / = 1 • Pj-\ (s -1) + р , (j -1) при 7 = 2,я + А:-1ил-А:>3 

- /7 i + s _l( j - l )npH j = S + k)SiaS = l,d 

^ Л Д ^ ) П Р И J = hd + k. 

Независимость случайных функций Xj(i) со случайным процессом 
Z(i) означает независимость этих случайных функций со случайным про­
цессом £•(/). 

Таким образом, математическая модель динамики рассматриваемого 
экономического процесса определяется выражениями (1), (2) и (12), ком­
поненты которых удовлетворяют условиям (3) - (5) и (9) - (11). Описанная 
математическая модель имеет пять структурных параметров: n,r,k,dnq. 
Структурный параметр и определяет количество измеряемых факторов, 
учитываемых в модели. Структурный параметр г определяет количество 
различных скоростей дрейфа коэффициентов модели. Структурный пара­
метр к определяет порядок авторегрессии. Структурный параметр d оп­
ределяет порядок нестационарности случайного процесса Z(i). При d = О 
случайный процесс Z(i) стационарен, а при d > 1 этот структурный пара­
метр представляет собой порядок разности, после взятия которой случай-
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ный процесс Z(i) становится стационарным случайным процессом, опре­
деляемым выражением (8). И, наконец, структурный параметр q определя­
ет порядок скользящего среднего. Кроме того, математическая модель 
имеет r + k + q + l обычных параметров: ax

2,..xr^,pb...pk,eu..J9q и o f .Эти 
параметры должны оцениваться по статистическим данным при идентифи­
кации модели. Идентификация модели включает идентификацию ее струк­
туры и оценивание этих параметров. Идентификация структуры модели 
заключается в определении структурных параметров n,r,k,d,q и в опре­
делении множества измеряемых факторов. При этом следует иметь в виду, 
что при d>\ в набор базисных функций времени X/(i) при 7=1,и не 
должны входить степенные функции времени с показателями, меньшими 
d, т.е. функции iJ при j = Q,d-\. При d> 1 эти функции будут автома­
тически учитываться в модели случайного процесса Z(0. 

В практической ситуации при обработке статистических данных мо­
гут возникнуть пропуски наблюдений. В общем случае можно считать, что 
наблюдения рассматриваемого экономического процесса имеются только в 
специальные моменты времени Tx,T2,...Tt, т.е. для обработки используются 
только наблюдения Y(Tt) при /' = 1,г. Здесь / - количество имеющихся на­
блюдений, a Tj - время /-го наблюдения. Пусть Д(/) = 7} - интервал 
времени между i-м и (/-1)-м наблюдениями при /2:1 и Г 0 = 0. Если не 
имеется пропусков наблюдений, то А(/) = 1 и Т,• - i для всех / > 1. В част­
ности, в этом случае время последнего наблюдения Т, совпадает с количе­
ством наблюдений / . Если же возможны пропуски наблюдений, то некото­
рые из величин А(/) окажутся больше 1. В соответствии с (1) наблюдения 
Y(Jj) удовлетворяют выражению 

ПТ<) = t Ь/ (Г,) • Xj (Г,) + Z{T>). (13) 
7=1 ' 

Сформулированная математическая модель экономического процесса 
обобщает большое количество моделей временных рядов, использование 
которых распространено на практике. В частности, при г = 1, of = 0 и 
к = d - q - 0 она превращается в обычную регрессионную модель, для ко­
торой оптимальным методом прогнозирования является метод наимень­
ших квадратов. Частными случаями введенной модели являются две важ­
ные с практической точки зрения модели, каждая из которых обобщает, в 
свою очередь, многие известные модели. В обеих этих моделях остаются 
справедливыми выражения (1) - (5). В первой из этих частных моделей 
случайный процесс Z(/) в выражении (1) определяется формулой 

*2 
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2(0 = «о (0 + е(0. (И) 
где случайный процесс e(i) удовлетворяет условиям (9) - (11), в которых 
е заменена на £ , а случайный процесс а0(г) определяется выражениями 

во(0 = во0'-1) + т о (0 (15) 
и 

Го(0 = Г о - г 0 ( / - 1 ) + е 0(0, (16) 

в которых е0(/') - процесс типа «белого шума», удовлетворяющий услови­
ям 

М[е 0(0] = 0, (17) 

ГО при IФ s 
[<Т,?(0)при/ = 5 Лфо(0-«ьС»)Н 2 / Л Ч (18) 

M[e0(i)-£(s)] = M[eo(f)-Vj(s)] = 0 при 7 = 1,».' (19) 

Величины ст2,...а2,а~,У0,а2(О) являются параметрами этой модели. Слу­
чайный процесс г 0 ( / ) , определяемый выражениями (16) - (18) является 
процессом авторегрессии первого порядка. Модель (15) - (19) обобщает 
обычную постоянную я 0 , т.к. при K 0 =o-g(0) = 0 получим, что е0(г') = 0, 
г 0 ( / ) з 0 и a0(i) = a0. Величина a0(i) представляет собой дрейфующий 
уровень временной части тренда. Дрейф а0(г) описывается выражениями 
(15) - (19) и моделирует старение информации. Если Vn = 0, то определяе­
мый выражениями (14) - (19) случайный процесс Z(i) называется процес­
сом с горизонтальным стохастическим трендом [2]. Из [2] известно, что 
этот процесс эквивалентен процессу проинтегрированного скользящего 
среднего порядка (0,1, 1). Асимптотически оптимальным методом прогно­
зирования такого процесса является широко распространенный на практи­
ке метод экспоненциального сглаживания. Можно показать, что опреде­
ляемый выражениями (14) - (19) случайный процесс Z(i) эквивалентен 
процессу авторегрессии - проинтегрированного скользящего среднего по­
рядка (1,1,2) с параметрами 

А = К о и 0 2 = — З - А - О - А ) 
6 V A - ( 1 + 2 - A - P . 2 ) - ( 1 + A H 1 - A 2 ) -

Поэтому модель (1) - (5) и (14) - (19) является частным случаем модели 
(1) - (5) и (9) - (12). Заметим, что определяемый выражениями (1) - (5) и 
(14) - (19) процесс Y(i) при /• = !, of =0 и V0 -0 является процессом с 
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комбинированным стохастическим трендом, оптимальный метод прогно­
зирования которого приведен в [2]. 

Во второй из упоминаемых частных моделей, как уже говорилось, ос­
таются справедливыми выражения (1) - (5), а случайный процесс Z(J) оп­
ределяется формулой 

z(0 = «o(0 + i>iO') + ?(0, <20> 
где случайный процесс удовлетворяет условиям (9) - (11), случайный 
процесс a0(i) определяется выражениями (15) - (19), а случайный процесс 
ах (i) определяется выражениями 

a, (i) = 0 , 0 - 1 ) +г, (/) (21) 
и 

г, (0 = Vv г, ( / -I) + «,(/). (22) 

При этом ex(i) - процесс типа «белого шума», некоррелированный ни со 
случайным процессом e(i), ни со случайным процессом e0(i), ни со слу­
чайными процессами Vj(i) при j = l,n, т.е. случайный процесс ex(i) удов­
летворяет соотношениям 

М[е,(0] = 0, (23) 

f 0 при i*s 
M[ex(i)-ex(s)] = { . (24) 

[сгЛ1)приг = л 
и 

M[ex(t)-e0(s)] = M[ex(i)-£(s)] = M[ex(i)-vt(Sy\ = 0 при / = 1 Я (25) 

Величины ах ,.,хтг

г,&l,V0,Vx,cr2(0) и of (1) являются параметрами этой 
модели. Случайный процесс rx(i), определяемый выражениями (22) - (25), 
является так же, как и случайный процесс r 0 ( i ) , процессом авторегрессии 
1-го порядка. Величина 

«o(0 + Z aiO') 

в выражении (20) обобщает обычную линейную функцию времени, т.к. 
при V0 = Vx = а2 (0) = <r\ (1) = 0 получим, что е0 (/) = ех (/*) з г 0 (/) = г, (г) = 0, 
Оо(0 = а 0 , fli(/) = e, и 

a o ( o + E a i O ' ) = a o +«i г-

Величина а 0(г) в выражении (20) представляет собой дрейфующий на­
чальный уровень временной части тренда. Этот дрейф описывается выра-
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жениями (15) - (19), (25) и моделирует старение информации. Величина 
я, (;') в выражении (20) представляет собой дрейфующий коэффициент на­
клона временной части тренда в момент времени /. Дрейф величины а, (/) 
описывается выражениями (21) - (25). Если У0 = УХ = 0 , то определяемый 
выражениями (14) - (25) случайный процесс Z(i) называется процессом с 
наклонным стохастическим трендом [2]. Из [2] известно, что этот процесс 
эквивалентен процессу проинтегрированного скользящего среднего поряд­
ка (0, 2, 2). Оптимальный метод прогнозирования этого процесса приведен 
в работе [2] и обобщает большое количество известных методов прогнози­
рования. Так, например, при <т2(0) = 0, а2(1)ф0 и а2 Ф0 оптимальный 
метод прогнозирования процесса с наклонным стохастическим трендом 
совпадает в асимптотике с методом Тейла-Вейджа. Если выполняется ус­
ловие 

(*2(0)f=4-a2cr2(l), 

то этот метод совпадает в асимптотике с методом экспоненциального 
сглаживания для линейной модели, а если а2 (0) - <r2 (V) - Q и а2 Ф0, то 
он совпадает с методом наименьших квадратов для линейной модели. 
Можно показать, что определяемый выражениями (14) - (25) случайный 
процесс Z(i) при У0 Ф УХ эквивалентен процессу авторегрессии - проин­
тегрированного скользящего среднего порядка (2, 2, 4) с параметрами 
р х = У0 + УХ и р г = -У0 -Vx. При этом параметры вх,в2>вз>@4 и а \ соответ­
ствующего стационарного процесса W(i) авторегрессии - скользящего 
среднего порядка (2, 0, 4) не являются независимыми, а удовлетворяют 
двум функциональным соотношениям. Напомним, что процесс Z(i) полу­
чается из процесса W{1) двойным суммированием, т.е. 

z(o= i iw(S), 
J——00 Л-- —ОС 

а стационарный процесс W(i) авторегрессии - скользящего среднего по­
рядка (2, 0, 4) удовлетворяет соотношению (8) при к-2 и q = A, Эти 
функциональные соотношения имеют вид 

[Д(0) - б • Щ)\ УХ • (l +.4 • У,)-[ЯП) + 4 • R(2)\ (l - 6 • V2) 

(2 + 6 • Vо-6• У2)• VX • (1 + 4 • VX)- (1 - У0)• (1 + 4-V Q )• (l - 6 • У2) 

yX-R(3)-R(4) 
vQ<\-vQ){va-vd 

и 
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[Д(0)-6 • R(2)\ (1 - К0 )• (1 + 4 • Кр) - [/?(!) + 4 • Л (2 ) ] - ( 2 + 6 • К0 - 6 • F 0

2) _ 

(1 _ F q ). (i + 4 . F 0 ) • (l - 6 • К,2 ) - (2! + 6 • V „-б • K0

2 ) • Vx • (1 + 4 • Vx) 
V0R(3)-R(4) 

Vt3(V0-Vx) ' 
где R(s) - автокорреляционная функция для процесса W(i), метод вычис­
ления которой приведен в [ 2 ] . Если же V0 = Vx = V, то можно показать, что 
определяемый выражениями ( 1 4 ) - ( 2 5 ) случайный процесс Z(J) эквива­
лентен процессу авторегрессии - проинтегрированного скользящего сред­
него порядка ( 1 , 2 , 3 ) с параметром Pi = V0. При этом параметры вх,9г,6ъ 

и <т2 соответствующего стационарного процесса W(i) авторегрессии -
скользящего среднего порядка ( 1 , 0 , 3 ) не являются независимыми, а удов­
летворяют функциональному соотношению 

* ( 1 ) + 4 . * ( 2 V 

1+4V 
где R(s) - автокорреляционная функция стационарного случайного про­
цесса W(J), определяемого соотношением ( 8 ) при к = 1 и q = 3 . Метод вы­
ражения этой автокорреляционной функции через параметры 
р х = У,вх,в2,вг и аг

е приведен в [ 2 ] . Таким образом, в любых случаях ма­
тематическая модель, определяемая выражениями ( 1 ) - ( 5 ) и ( 1 4 ) - ( 2 5 ) , 
является частным случаем математической модели, определяемой выраже­
ниями ( 1 ) - ( 5 ) и ( 9 ) - ( 1 2 ) . 

Следует заметить, что при и = 1, <т 2(1) = 0 и d = 0 определяемый вы­
ражениями ( 1 ) - ( 5 ) и ( 9 ) - ( 1 2 ) случайный процесс Y(i) за счет выбора 
подходящих значений величин к и q моделирует с заданной точностью 
любой стационарный в широком смысле случайный процесс. 

Оптимальный метод прогнозирования 

Рассмотрим задачу оптимального несмещенного линейного прогнози­
рования случайного процесса Y(i), определяемого выражениями ( 2 ) - ( 5 ) и 
( 9 ) - ( 1 3 ) . Выражение ( 1 ) в этой модели заменяется на более общее выра­
жение ( 1 3 ) из-за того, что в общем случае возможны пропуски наблюдений 
и поэтому известными являются наблюдения только в моменты времени 
Тх,Т2,Тг Задача оптимального несмещенного линейного прогнозирова­
ния процесса Y(i) заключается в определении такой линейной функции 

Y*(Tnl) наблюдений У(Г,),У(Г2),...К(Г(), для которой выполняется 
условие несмещенности 
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M[Y\Tt,l)] = M[Y(Jt+l)l (26) 

и принимает наименьшее значение средняя квадратическая ошибка про­
гнозирования J(t,l), определяемая выражением 

J(f, Г) = 4М\ПТ, +l)-Y*(Tt,l))2] 
Здесь Т„ - время последнего наблюдения, t - количество наблюдений, а / -
длина интервала упреждения. Прогноз У*(Г,,/) является оценкой величи­
ны Y(Tt + / ) , наилучшей в смысле минимума средней квадратической 
ошибки J(t,l) среди всех несмещенных и линейных относительно наблю­
дений оценок. Заметим, что если случайный процесс Y(t) будет гауссов-
ским, то оптимальный несмещенный линейный прогноз будет оптималь­
ным среди всех возможных несмещенных прогнозов. Для того, чтобы слу­
чайный процесс был гауссовским, достаточно, чтобы, во-первых, все слу­
чайные процессы, используемые в модели (1) - (5) и (9) - (12), были гаус-
совскими, а, во-вторых, чтобы для любого 7 = 1, и выполнялось или 
bj (0 -bj, или базисная функция Xj (г) являлась детерминированной. 

Для определения оптимального несмещенного линейного метода про­
гнозирования случайного процесса Y(f) сведем модели этого процесса, оп­
ределяемые выражениями (2) - (5) и (9) - (13), к многомерной модели 
Калмана, для которой известен оптимальный при любом конечном количе­
стве наблюдений метод прогнозирования [4]. Пусть Z(i) - N -мерный слу­
чайный векторный процесс с координатами Zj(f) при j = l,N, a Y(i) - m-
мерный случайный векторный процесс наблюдений с координатами УДО 
при 7 = 1,/я. Аргументами этих процессов являются номера наблюдений. 
Математическая модель Калмана в матричной форме определяется выра­
жениями [4] 

Z(0 = ДО • Z(i -1) + rf(i) при / > 1 (27) 
и 

F(0 = Я(0 • Z(0+d(i) при / > 1, (28) 

где Р(г) - известная матрица размерности NxN, H(i) - известная матри­
ца размерности mx.N, а //"(О и S(i) - векторные случайные процессы 
размерности N и m соответственно, удовлетворяющие условиям 

м[тЯ0] = 0, (29) 

О п р и / ^ ( 3 0 ) 

G(i) при i = 5, 
М 
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M[S(i)] = 0, (31) 

О при i*s 

S(0 при/ = 
(32) 

и 
(33) 

Все рассматриваемые векторы понимаются как вектор-столбцы. Вектор-
строка обозначается с помощью операции транспонирования, например, 
Щ1 (s). При любом фиксированном / G(i) - корреляционная матрица раз­
мерности NxN с элементами gJS(i) при j , s = 1,/V, a £(0 - корреляцион­
ная матрица размерности /их/и с элементами ОуДО при j , s = \,m. Выра­
жения (29) и (31) говорят о том, что векторные случайные процессы rf(i) и 
8 (Г) имеют нулевые математические ожидания. Из (30) следует, что ком­
поненты случайного вектора ff(i) некоррелированы в различные моменты 
времени. Из (32) следует, что компоненты случайного вектора 6(/') некор­
релированы в различные моменты времени. Выражение (33) говорит о не­
коррелированности случайных векторных процессов ffQ) и 6(i). Кроме 
того, в модели Калмана считается известной коррелированная матрица 
К(0) начального случайного вектора Z(0), а также считается, что компо­
ненты этого начального случайного вектора имеют нулевые математиче­
ские ожидания и некоррелированы с векторным случайным процессом 
6(f). При этих предположениях вектор оптимальных оценок Z*(t) компо­
нент вектора Z(t), линейных относительно наблюдений F(l),F(2),...f (г), 
будет определяться с помощью следующего рекуррентного алгоритма [4]: 

Z*(t) = P(t)-Z\t-l) + A(t)-[Y(t)-H(t)-P(t)-Z*(t-l)] при t>l, (35) 

где A(t) - матрица размерности Nxm, определяемая рекуррентными 
формулами 

а Е - единичная матрица размерности NxN. Заметим, что K(t) в выра­
жении (38) представляет собой корреляционную матрицу вектора ошибок 

Z*(0) = 0, (34) 

и 

K(t-1,1) = P(t)• K(t-\)-Р'(t) + G(t) при f > 1, (36) 

Дг) = K(t -1,1) • H1 (0 • [#(0 • K(t -1,1) • Н'(t) + Z(oJ"' при t > 1 (37) 

#(0 = № ~ A(t) • H(t)] • K(t -1,1) при tk 1, (38) 
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оптимальных оценок Z*(r), т.е. K(t) = M[(,Z*(t)-Z(t))-(,Z*(t)-Z(ty)']. 
Вектор оптимальных прогнозов Z *(?,/) компонент вектора Z(f + / ) , ли­
нейных относительно наблюдений Y(l),Y(2),...Y(t)y вычисляется по фор­
муле 

Z*(t, 1) = P(t + l)..JP(f +1) • Z*(/) при /S: 1 и / > 1, (39) 

а корреляционная матрица ошибок этих прогнозов 
K(t, 1) = M[(Z*(f,/)-Z(r + /))• (Z*(t,l)-Z(t +1))'] определяется выраже­
нием 

K(t,l) = \ У . (40) 
[f(r + / ) i i : ( f , / - l ) P / ( / + /) + G(/ + / )npH/>: lHfS l . 

Вектор оптимальных прогнозов Y*(t,l) компонент вектора Y(t + / ) , ли­
нейных относительно наблюдений Y(\),Y(2),...Y(t), для модели Калмана 
вычисляется по формуле 

F(r, /) = # ( r + / ) - Z V ) , (41) 

а корреляционная матрица ошибок этих оценок 

J2 (?,/) = М (Y * (Г, / ) - Y(t + /))• (Y * (t, l)-Y(t +1)] определяется выраже­

нием 
J2(*,/) = H(t + /) • K(t,l) H'(t + l) + I.(t +1). (42) 

Теперь покажем, как сформулированную в первом разделе 
математическую модель экономического процесса, определяемую 
выражениями (2)-(5) и (9)—{13), представить в виде многомерной модели 
Калмана, определяемой выражениями (27) - (33). Пусть величина N 
определяется выражением 

N = n + u + q, (43) 
где 

и = max {!,* + </}. (44) 

Введем новые переменные Zj(f) при J = l,N, определяемые выражениями 

гу(/) = 6 7 (7 ; )приу = 1 ^ и « > 1 , (45) 

Z„+J (г) = Z(r,- - j +1) при j = 1^ (46) 
и 

Zn+U+J(0 = *<?, -y ' + l) при y' = l ^ и q>\, (47) 

где и определяется формулой (44). Если п = 0, то в выражениях (1) и (13) 
отсутствует первая сумма и не используются переменные, определяемые 
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выражением (45). Если k + d = 0, то отсутствует первая сумма в выраже­
нии (12). Если о = 0, то отсутствует вторая сумма в выражении (12) и не 
используются переменные, определяемые выражением (47). Рассмотрим 
вначале более простой частный случай, когда отсутствуют пропуски на­
блюдений, т.е. доступны все наблюдения и 7} = i. Из выражений (2) и (45) 
следует, что при п > О в этом частном случае справедливо соотношение 

Zj (0 = Zj (/ -l) + vj (0 при у = U. (48) 

Из выражений (12), (46) и (47) следует справедливость в этом частном слу­
чае соотношения 

к+d q 

Zn+\ (0 = I 9S -Zn+J О" ~ 1) - I &j• • Zn+u+j (i -1) + e(i). (49) 
7=1 7=1 

Если o = 0, то вторая сумма в выражении (49) отсутствует. Из выражения 
(46) при к + d 5: 2 следует справедливость в этом частном случае соотно­
шения 

Zn+j(0 = 2 я + у _ , (/ -1) при j = 2,k + d. (50) 

При А + d S1 соотношение (50) не используется. И, наконец, при q > 1 из 
выражения (47) следует справедливость в этом частном случае соотноше­
ний 

Z „ + a + 1 (0 = гКХ,) и Zn+U+J (0 = Z ^ y . , (/ -1) при / = 2 ^ и о > 2. (51) 

Если о = 0, то соотношения (51) не используются. Если о = 1, то не ис­
пользуется вторая часть соотношений (51). Из выражений (27) и (48) - (51) 
следует, что в рассматриваемом частном случае математическая модель 
(1)-(5) и (9)—(12) представима в виде многомерной модели Калмана (27), 
(29) и (30) с матрицей P(i) = Р, элементы которой определяются формулой 

О при (/ = 1,и(еслииг1)и У *г'),(/ = и+1иу = 1, и (если «£!)), 

(i=n+2,n+k+d(ecnuk+d>2)u у'*/-1),0 '=я+м+1иу = L/V), 

(/=п+и+2, N (есл и q > 2) и у!Ф i -1); 
1 при (/ = 1,и(еслии2:1)иу'=/),(/=и+2,и+/с+й,(еслиА;+а*2:2) (52) 

и у = г -1), (i=п+и+2,7V (если q > 2) и у = /" -1); 

^ / - л при г = и+1иу =и+1,и+А+с?(еслиА+а">1); 

-&j-n-u при * = я+1иу'=и+и+1,/У(еслио>1), 

и с вектором 77ХО, элементы которого определяются формулой 
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«7/0 = i Vj(i) при y = l,n(если и>1); 
£•(/) при 7 = и + 1и7 = и+м + 1(если g2rl) ; 
0 при 7=и + 2,и + А + о'(если А + й*>2) 

и7 = п+и + 2,7У(если д>2), 

(53) 

а N определяется формулой (43). При этом из (53) следует, что в данном 
частном случае элементы матрицы G(i) = G определяются выражением 

сткО) П Р И J! = 1,и(если и > 1 ) и 5 = 7'; 
(г2 при (у = п +1 и * = у), (У = я +1 и s = я + и +1 (если о > 1)), 

(7 = 5 = и + м+1(если о>1)), 
(7 = и + и +1 (если q > 1) и s = и +1); 

0 при (у = 1, и (если и > 1) и * Ф у), (54) 
(7 = и + 1и574« + 1 и 5 ^ « + м + 1 (если q> 1)), 

(7 = и+2,« +А + of (если к + d > 2) as = l,N), 
(7 = п+и +1 (если q>\)visФп + ХняФп+и + Х), 
(j = n + u + 2,N(если q>2)ns = 1,/V). 

Теперь рассмотрим общий случай, когда возможны пропуски наблю­
дений и не все Д(/) равны 1. Из выражений (45) - (47) и результата, полу­
ченного для частного случая 7] = i, следует справедливость в общем слу­
чае формулы 

Z(0 = / > A ( , ) -Z(/-l)+?7(i ,A(0), 

где / > Л ( , ) -ДО) степень матрицы Р, определяемой формулой (52), а вектор 
rj(i, А(0) удовлетворяет рекуррентному выражению 

f v t f j - i + l ) при е = 1 
[Р-Щг,е-1) + 7](Ты +е) при е > 2 и Д(г) £ 2, 

в котором элементы вектора ff (Ты + е) определяются формулой (53). Из 
(55) получим, что корреляционная матрица вектора rf(i,e) может быть вы­
числена по рекуррентной формуле 

[G, при е = 1 

rj{i,e)- (55) 

G(e) = 
P-G(e-\)P' +G при е>2, 

(56) 

в которой элементы матрицы G определяются выражением (54). Таким 
образом, в общем случае также остаются справедливыми выражения (27), 
(29) и (30), в первом из которых 
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P(,i) = PA(l\ (57) 

а вместо вектора tf(i) используется вектор rf (г, Л(/)). Значит в общем слу­
чае матрицу G(i) следует определить выражением 

G(0 = G(A(i)), (58) 

а матрицу G(A(/)) вычислять по рекуррентной формуле (56). 
Так как в модели (2) - (5) и (9) - (13) считаются известными наблюде­

ния 7(7]) при i-\,t, то для справедливости выражения (28) достаточно 
положить т = 1, У(/) = Г(0 и S(i)sO. Из выражения (13) следует, что 
матрица H(i) в выражении (28) является вектор-строкой, элементы кото­
рой определяются соотношением 

Xj(T,) при у = 1, и (если п 2:1) 

1 при у' = и + 1 (59) МО-
О при у' = и + 2,/^(если/У>и + 2). 

Матрица Б(/) в данном случае превращается в константу, равную нулю, а 
условия (31) - (33) будут выполняться. Таким образом, математическая 
модель экономического процесса Y(i), определяемая выражениями (2) -
(5) и (9) - (13), является многомерной моделью Калмана, определяемой 
выражениями (27) - (33), с матрицами 2(/) = 0, P(i), G(»), и HQ) опреде­
ляемыми выражениями (52), (54) и (56) - (59). Следует заметить, что из-за 
т = 1 и Б(0 = 0 формула (37) принимает более простой вид 

K(t-l,l).H<(t) 

HQ)-K(t-\,\)H'Q) 

При и = 0 начальное условие модели Калмана M[Z(0)] = 0 будет вы­
полняться. При этом будет автоматически выполняться условие несме­
щенности (26). А при и>1 это начальное условие модели Калмана не 
должно выполняться в нашей задаче, так как bj (0) при у = 1, и являются 
неизвестными детерминированными величинами. Поэтому в нашей задаче 
начальное условие модели Калмана должно быть заменено для величин 
bj(0) при у = 1,и условием несмещенности 

М[*;(0)] = £у(0)приу = *Я 

где Ь*(0) - оценка величины 6Д0). А это условие, как нетрудно убедить­
ся, эквивалентно условию несмещенности (26). Однако формулы (35), (36), 
(38) и (60) обеспечивают получение оптимальных линейных относительно 

43 



наблюдений оценок Z*(t) при j = l,N для известных оценок Z*(t -1) при 

j = 1, N и их известных корреляционных характеристик, т.е. элементов 
матрицы K(t -1). Кроме того, можно показать, что рекуррентная формула 
(35) обеспечивает выполнение условия несмещенности (26), если это усло­
вие выполняется для предыдущего момента времени t-l. Таким образом, 
в случае использования детерминированных базисных функций Xj(i) и 
при п>\ для решения сформулированной задачи оптимального несме­
щенного линейного прогнозирования необходимо сначала определить на­
чальные несмещенные оценки Zj(N0) при j = l,N и корреляционную 

матрицу их ошибок K(N0), затем при t > N0 +1 определить оценки Z*(t) 
при у = 1, JV И корреляционную матрицу их ошибок K(t) по формулам 
(35), (36), (38) и (60), а уж затем вычислить оптимальный несмещенный 
линейный прогноз по формулам (39) - (42) при 2(f) = 0. При этом выраже­
ние (34) использоваться не будет. Для определения первых несмещенных 
оценок Zj(N0) потребуется NQ=n + d первых наблюдений. 

До сих пор при п > 1 все базисные функции Xj(i) при j = 1,и счита­
лись известными детерминированными функциями времени. Теперь рас­
смотрим более общий случай, когда некоторые из этих базисных функций 
являются случайными. Рекуррентные формулы (35), (36), (38) - (40) и (60) 
остаются справедливыми при ttN0+\ ив этом общем случае. Напомним, 
что любая базисная функция X; (/) считается независимой от других ба­
зисных функций, от случайных процессов v,(i) при s = 1,и и от случайно­
го процесса Z(/'). Однако формулы (41) и (42) в общем случае необходимо 
модифицировать. Можно показать, что при сформулированных 
предположениях эти формулы в общем случае примут вид 

г* (Г„ 0 = I ь) (Tt, I) • X) (Г,, /) + Z* (Г„ 0 (61) 
7=1 

и 

J\t,l) = t i К Р С 0 • X) (Т,, 0 • X] (Т„ I) + 2 • £ KJn+1 (t, I) • X) (Г,, /) + 

>=ь=1 ^ м ( 6 2 ) 

+ *„ +1„ +1 С, 0 + I [Kjs U, I) + (b) (Tt, /))2 ] • Jj it, I), 
7=1 

где: 
b*(T,J) - оптимальная несмещенная линейная оценка величины 

bj(Tt +/) при j = l,n; 
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Z* (7), /) - оптимальная линейная оценка величины Z(Tt +1); 

Х*(Т,,1) - оптимальная несмещенная оценка величины Xj(Tt +/) 

при 7 = 1,и; 

К^,Г) = МЩСГ,,1)-Ь}(Т, + l))-(b*.(Tt,l)-bs(T! +/))] - корреляцион­

ный момент ошибок оценок b* (Tt ,1) и b* (Tt, /); 

KJn+l(t,l) = MKbmj(Tt,l)-bj(Tt +l))-(Z*(Tt,l)-Z(.T, +/))] - корреляци­

онный момент ошибок оценок b* (7J, /) и Z * (Г,, / ) ; 

K„+ln+l(t,l) = M[(Z*(Tt,l)-Z(T,+l))z] - дисперсия ошибки оценки 

z*(r„/); 
Jj(T,,l) - средняя квадратическая ошибка оптимального несмещен­

ного прогноза ЛГ*(Г,,/), определяемая выражением 

при / = 1,и. 

Если у-я базисная функция Xj(j) является детерминированной, то 
X*(Tl,l) = Xj(Tt +/) и У у(г,/) = 0. Заметим, что (61) эквивалентно выра­
жению (41), в котором величины X j(Tt + /) заменены соответственно ве­
личинами X * (Г (, / ) . Аналогично, первые три члена выражения (62) экви­
валентны выражению (42) при E(f) = 0, в котором величины Xj(T, +/) 
заменены соответственно величинами X*(Tt, /) при j = l,n. 

Определение начальных оценок 

Как уже отмечалось, для вычислений по рекуррентным формулам 
(35), (36), (38) и (60) необходимо первоначально определить по первым 
N0=n + d наблюдениям начальные несмещенные оценки Z*(/v*0) при 

j = l,N и корреляционную матрицу их ошибок. Решение этой задачи зави­
сит от значений структурных параметров пи. d. 

Рассмотрим вначале самый простой случай, когда и = о" = 0. В этом 
случае условие несмещенности (26) будет выполняться автоматически, а 
начальные оценки будут определяться выражением (34). Элементы корре­
ляционной матрицы ЛГ(0) ошибок этих оценок будут определяться 
выражением 

Jj(tJ)= М (x)(Tt,l)-Xj(Tt +l)f 

45 



**(0) = 

Л ( | 7 - ф при j,s = \,u; 

t//(\j + u-s\) при (7 = 1,ки* = и + 1,/У) 

или (s = 1,и и j = и + l,N (если q > 1)); 

а£ при 7 = 5 = и + 1>^(если q>\); 

О при j = и + l,N (если о > 1) и s ^ 7, 

где Л(е) - автокорреляционная функция стационарного случайного про­
цесса W{i), определяемого выражением (8), а функция y/(s) определяется 
соотношением 

¥(s) = M[W(i)e(i-s)l 

т.е. является взаимной корреляционной функцией случайных процессов 
W(i) и £•(/). Из работы [2] известно, что функции y/(s) и R(s) могут быть 
вычислены по формулам 

О при s<О 

| ф ) = 

<т4. при s = О 

LPj-Vis-fi-Os-al при 5 = 1, о (если о 2:1) y=i 
min{s,t} 

LP/Vis-j) при 5 > 0 + 1 
7=1 

(63) 

ZPj-R(j) + a2

e-j^ej-y/(j) при s = 0 
7=1 7=1 

Х Р у / ф ' - ф - ^ - К У - * ) при 5 = 1^(если д>1) (64) 
7'=' 7=* 

1 > / ~ Ф при s2:a+l. 
[7=1 

Теперь рассмотрим случай, когда и = 0 и a" > 1. Для определения на­
чальных оценок в этом случае потребуется d первых наблюдений. Если 
d = 1 или при d > 2 среди этих d первых наблюдений нет пропусков, т.е. 
7] =/ при i = l,d, то начальные оценки в этом случае следует определять 
по формуле 
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Zj(d)-

Y(d-j + l) при j = l,d 

J^A(d-j + l,s)-Y(d-s + l) при j = d + l,d + k(ccim k>\) (65) 

О при j = d + k + l,N(ecm q>l), 

где функция A(i,s) при i<:Tn+d-d я s-l,d определяется рекуррентным 
выражением 

'{-Vf-'-Cf1 при <»(/) = 0 H J = W 

А(/,*) = 

min{a)(i),rf} 
(_1)У-1 .Cj .Д ( /+у , 5 ) при у = 1,min{Й>(0,Л} И»(02: 1 

y=i 
<»(<) 

(66) 

в котором 

при j = <»(/) +1, с? и a)(i) = 1, - 1 (если a" > 2), 

a(i) = Tn+d-d-i, (67) 

' У _ 
о1! — при i = 0,d - число сочетаний из d элементов по / эле-

а Md-j)\ 
ментов. Напомним, что 7v" определяется формулами (43) и (44), и поэтому 
в данном случае N = d+k + q. Кроме того, в данном случае Tn+d =Td =d 
и поэтому из (67) следует co(i) = - / . Если к = 0, то вторая часть формулы 
(65) не используется. Если q - 0, не используется третья часть формулы 
(65). Корреляционные моменты ошибок этих начальных оценок определя­
ются выражением 

KJS(d) = 

0 при j = l,d; при s = l,d; при j,s = d + k + l,N 

и j Ф s (если q > 1) 

Y.Mid-J + l,i)-yr(i + s-d-k-i) при j = d+\,d + k 
i=cl-j+l 

и s = d + k + l,N(ecnw k>\uqkl) 

aE при j=-s-d + k + 1,,/V (если q> 1), 

где функция y/(s) определяется выражением (63), а функция p(s,i) опреде­
ляется при i = s, T„+d -d и s< T„+d - d рекуррентной формулой 
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(-1)" при i = s<,Tn+d-d 
min{i-.s,rf} 

L (-1У" 1-С^-Ма + у,0 при « = 5 + 1 , 7 ^ - ^ W 

и 5 < f „ + r f - d - l . 

Если к к. 1 и <? г 1, то корреляционные моменты (d) при J-d + k + l,N 
и ,$ = d + l,d + A: определяются из условия симметрии Kjs (d) = Ksj (d). 
Вывод полученных вьфажений, как и во всех других случаях определения 
начальных оценок, не приводится, т.к. он представляет собой громоздкие 
вычисления с использованием свойств математических ожиданий и усло­
вий модели. В этой связи лишь заметим, что функции A(t,j) и m(t,j) 
представляют собой коэффициенты разложения нестационарного процесса 
Z(/) авторегрессии - проинтегрированного скользящего среднего порядка 
(k,d,q) в виде 

Z(t) = i:*(t,j)-Z(Tn+d -j + l) +
 T"t,Ut,J)-W(j + d) при t<Tn+d-d, 

а при выводе выражений (66) - (68) использовалась формула из работы [2] 

i ( - i y -C^Z( r + rf-7) = FP(/ + <0. 
Далее рассмотрим случай, когда л = 0, d > 2 и среди первых d на­

блюдений имеются пропуски, т.е. некоторые из величин А(/) при i = 2,d 
больше единицы. В этом случае Tn+d -Td>d + \. Пусть d 0 - максималь­
ное целое число из интервала [l;d -1] , для которого выполняется неравен­
ство 

TdoZTd-d. 

В данном случае такое число d 0 найдется. Для записи формул, опреде­
ляющих начальные оценки в данном случае, введем некоторые множества. 
Пусть М, - множество чисел Td-Tj+\ при i = d0 +1, d; М 2 - множество 
целых чисел из интервала [l;d], которые не входят в множество Мх; Мъ -
множество целых чисел из интервала [d + l;d + к]; М4 - множество чисел 
Td-Tj+\ при i = 1,d0 . Заметим, что в данном случае множества Мг, М2 

и М 4 не пустые. Начальные оценки Z*(d) при jeMx, j е М 3 о М 4 и 
j = d + k + l,N (если q > 1) определяются выражением 
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. j 4 \Y(Td-j + \) при ; 6 M , u ( M 3 n M 4 ) 
Zj(d) = < 

[О при 7 = дЧ А + 1,7V (если о>1). 

Начальные оценки Z*(d) при / е М 2 должны в данном случае опреде­
ляться из системы линейных уравнений 

JdX(Thj)Z*(d) = Y(Ti)- ZMTi.fl-YlTj-j + l) при/ = 17а^. (69) 

А начальные оценки Z* (d) при j e M 3 - M 4 и A > 1 должны определяться 
выражением 

Zj(<*) = 'L4Td -j + l,s)-Z*s(d) при jeM3-M4 (если A > 1). 

При j e M, и (M 3 n M 4 ) или 5 e Af, u (M 3 n M 4 ) соответствующие кор­
реляционные моменты ошибок начальных оценок Kjs(d) равны нулю. 
При j,seM2 соответствующие корреляционные моменты определяются 
формулами 

Kjs(d) = 11яд • • Щ,Tl)uPHJ,seM2 

1=1 r=l 
и 

£(Г,,7,) = 7 £ r f 7 £ M 7 1 , e ) - M r e , c ) - * ( | c - e | ) при 7,f = 
е=7) с=Г, 

где при j е М 2 , / = 1, rf0 - элементы матрицы, обратной матрице сис­
темы линейных уравнений (69), a R(J) - автокорреляционная функция 
стационарного случайного процесса W(i), определяемая выражением (64). 
Если к > 1 , то справедливы формулы 

KJS(d)= I,4Td-S + Ui)-Kj,(d)-£ £ %х^/КТ„е)х 

x{i(Td-s + l,i)-R(\e-i\) при jeM2 и seM3 - М 4 

и 

Kjs(d)= ^A(Td-s + l,i)-KiJ(d) + Y M(Td-j + \,t)x 

x - s + \,e)- R(\t-ф- S IY ?£Vrf -7 + 1,0-*« • МП,0* 
/еЛ/ 2 c=l (=7'c e=Td-s+\ 

x //(fd - 5 + 1 , e) • i?(|f -e | ) при 7 , 5 = M 3 - M 4 . 

Если о > 1 , то в данном случае справедлива формула 
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rf„ Tj-d 
•'L'Lx/rM(Tl,e)-yr(e + s-Td-k-Y) при jeM2 

и s~d + k + \,N 
Td-d 

%A(Td -j + l,i)-Kis(d) + Zfi(Td -j + l,e)x 

xip(e + s-Td -k-l) при j<zM3-M4 

и s = d + к +1, N (если к > 1). 

Корреляционные моменты Kjs(d) при jeM3-M4 и se.M2,&также при 

j = d + k + \,N и j е J W 2 u ( М 3 - М 4 ) (если я> 1), определяются из усло­
вия симметрии Kjs(d) = Ksj(d). Кроме того, если g >: 1, то в данном случае 
справедлива формула 

" . 2 \аЕ при j = s = n + u + l,N 

0 при j*svij,s = n + u + \,N. 
(70) 

Напомним, что в данном случае и = 0 и u = d + k. 
Теперь рассмотрим случай, когда п > 1 и d = 0. В этом случае для оп­

ределения начальных несмещенных оценок потребуется п первых наблю­
дений. Начальные оценки Z*(«) при j' = 1,и должны определяться из сис­
темы линейных уравнений 

Y.Z)(n)-Xj{Tt)^Y(Tt) при r = 
У=1 

(71) 

а начальные оценки Z v (n) при ;' = и + 1,ЛГ в этом случае должны быть 
равны нулю. Если система линейных уравнений (71) окажется вырожден­
ной, то следует отбрасывать некоторые начальные наблюдения до тех пор, 
пока эта система не окажется невырожденной. Корреляционные моменты 
ошибок начальных оценок в этом случае должны определяться выраже­
ниями 

и и 

Kjs(") = ZH x Ji ,Xse • Я | 0 » П Р И j>s = ^П, 

где Xjj при 7, i = 1, я - элементы матрицы, обратной матрице системы (71), 
а 
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R(T„ -mia{Tj,Te}) при max{/,e} = nиi,e = 1,n 

R(\Tj-Te\)+tX;(Ti)-Xj(Te)-aZU)-(T„-тах{Г„Те}) 
7=1 

при /,е = 1,й-1(если «S2), 

Kjs(n) = -Yixjt -R(\T„ -T, + n+l-s\) при j = l,n и s = « + l,n + «, 

и 

(=1 

при j = 1,и и 5 = « + г/ + 1,N, если q>1, 

Kjs(ri) = y/(s- j - u ) при j - n + \,n + u и ,y = /j + « + L,/V (если <у> 1), 

а также (70) при <? > 1. Корреляционные моменты (л) при j = п +1, N и 
5 = 1,и + м определяются из условий симметрии Kjs(ri) = Ksj(n). Напом­
ним, что используемые в этих выражениях функции i//(s) и R(s) опреде­
ляются соответственно выражениями (63) и (64). 

Наконец, рассмотрим случай, когда и 2:1 и d > 1. В этом случае для 
определения начальных несмещенных оценок потребуется n+d первых 
наблюдений. Начальные оценки Zj (и + d) при j = l,n + d должны опре­
деляться из системы линейных уравнений 

n+d 
£ Zj (n + d)- Xj (Tt) = Y(Tt) при t = 1, n + d, (72) 
7 = 1 

коэффициенты которой Xj(T,) при j = n + \,n + d a t = l,n + d определя­
ются выражением 

A(T,,j-ri) при t = l,n + d0HJ = n+l,n + d 

Xj(T,)=h при t = n + d0+l,n + dnj = Tn+d-Tt+n + \ 

0 при t = n + d0 + l,n + d,j = n + l,n + duj j±Tn+d -Tt +n + l, 

a d0 - максимальное целое число из интервала [0; d -1 ] , для которого вы­
полняется неравенство 

Tn+dB - T»+d ~ d • 

Напомним, что функция A(i, s) при i < T„+d - d и s = 1, d определяется вы­
ражениями (66) и (67). Если матрица коэффициентов системы линейных 
уравнений (72) окажется вырожденной, то следует пропускать некоторые 
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начальные наблюдения до тех пор, пока эта матрица не окажется невыро­
жденной. При линейной независимости базисных функций Xj(i) при 

j = 1,я и отсутствии среди них функций вида \ ' при у = 0, о" - 1 это в оп­
ределенный момент времени произойдет. Если к > 1, то начальные оценки 
Zj (я + d) при j = n + d + \,n + u в данном случае должны вычисляться по 
формуле 

Z/(n + d)='£A(Tn+d - j + n + \,s)-Zn+s(Tn+d) при j = n + d + \,n + u. 

Если д>1, то начальные оценки Zj(n + d) при J = u+l,N должны быть 
равны нулю. Корреляционные моменты ошибок первых n + d начальных 
несмещенных оценок определяются в рассматриваемом случае выражени­
ем 

n+dn+d 

Kjs(я + с?) = X Z x j i - x s e • Rt('»e) П Р И j,s = \,n + d, 
/ = 1 e=\ 

где при У,/ = 1,я + d - элементы матрицы, обратной матрице системы 
линейных уравнений (72), a Rg.(i, е) вычисляются по формулам 

Rg (i, ё) = Ry (i, е) + R(i, с) при i, е = 1, и + d, 

£^y(7;.).Xy(7;.)-cr20).(rfl+rf-max{7;,re}) при i,e^\,n+d-\ 

О при тах{/,е} = и + й?и/,е = 1,я + й* 

R(i,e) = 

Tn+d-dTn+d-d 

при (/ = я + (3?0+1,я + й'ие = 1,и + в") 

или (i = \,n + dae = n + d0+\,n + d); 

О при (г' = 1,я+д"0 ие = 1,я + й?) или (i = l,n+dvte = l,n + d0). 

Напомним, что функция //(?,$) при t<Tn+d - da s-t,T„+d -d определя­
ется выражением (68), а автокорреляционная функция R(s) стационарного 
случайного процесса W(t) определяется формулой (64). Если к > 1, то для 
определения корреляционных моментов ошибок начальных оценок, номер 
одной из которых лежит в интервале [и+d +1, я + и], следует использовать 
формулы 
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d "+d0r„+d-d Tn+d-d 
KjS(n + d) = t4Tn+d-s + n + l,i)-K„+iJ(n+d)- £ I £xJt x 

/=1 /=1 e=T, l=T„+(l-s+n+l 

xju(T,,e)• M(T„+c/ -s + n + \,i)-Ще-г'|) при j = 1,и + d м s = n + d + l,n + u 

и 
d 

Kjs (« + </) = £ Wn+d - 7 + и +1,0 • # s n + , (« + d) + 
(=1 

+ I SMr n + d-7 + » + l,e).//(rK+d-s + « + l ,c ) - /?(j e -c | ) -
« = ^ i W - J + n + l c=rn4.d-s+n+l 
d n+d0T„+J-d T„+ll-d 

- Z Z S 4Lx»+ii-MT„+d-s + n + l,i)-ju(Tt,c)-M(T„^-j + 
1=1 /=1 C=T, e-Tn+d-j+n+l 

+ n + l,e)-Ще-c|) при j,s = n + d + l,n + u. 
Если g > 1, то для определения корреляционных моментов ошибок послед­
них q начальных оценок следует использовать формулу (70), а также вы­
ражения 

KJS(n + d) = -X 2 > / i •M(T,,i)i/(s + i + d-T„+d -n-u-l) 
'=» '=?; 

при j = 1,и + d и s = n + u + l,N,u 

Kjsin + d ) ^ MJn+d - j + n + l, 0 • Kn+i, (n+d) + 
(=1 

Tn+cl~d 

+ Y,M(Tn+d -j + n + l,i)-p(s + i + d-Tn+cl-n-u-l) 

'=Tn+d -7+Я+1 

при / ,5 = n + M + l,/V. 
Корреляционные моменты KJS(n + d) при j-n + d + l,n + u и 

« = l,w + rf (если /с 2:1) и при 7 = я + u +1,N и s = 1,и + u определяются из 
условия симметрии Kjs(n + d) = Ksj(n + d). 
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