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численных последовательностей - OEIS. 

О громный пласт интересных последова¬ 
тельностей в OEIS связан с подсчетом 
количества тех или иных сущностей, кото­
рые конструируются из заданного количе­
ства элементов. Особенно интересно, ког­
да одна и та же последовательность имеет 
несколько разных комбинаторных интер¬ 
претаций. В одних случаях мы умеем 
проводить подсчет только прямым ручным 
или компьютерным перебором, в других 
же удается задействовать всю мощь науки 
о подсчетах - перечислительной комбина¬ 
торики. 

Деревья и леса 
Возьмем, к примеру, деревья. Здесь де­

рево - это связный граф без циклов. 
Несвязное объединение нескольких дере­
вьев (или мультимножество деревьев, т.е. 
множество, в котором элементы могут по¬ 
вторяться) образует лес. Если же в дереве 
выделить одну вершину и назвать ее кор¬ 
нем, получится дерево с корнем (рис . 1) . 

Последовательность A000055 подсчиты­
вает количество различных деревьев с n 
(неразличимыми) вершинами. Для неболь¬ 
ших n можно аккуратным перебором най¬ 
ти все деревья; они изображены на рисун­
ке 2. Получаем, что существует 1, 1, 1, 2, 
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3, 6, 11, 23 , . . . деревьев с 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 
8,... вершинами. 

Комбинируя между собой деревья и учи¬ 
тывая, что пустой граф с 0 вершинами 
тоже является лесом, можно убедиться, 
что лесов с 0, 1 , 2, 3, 4, 5, 6, 7,. 
вершинами существует 1 , 1 , 2, 3, 6, 10, 20, 
37 , . штук - это последовательность 
A005195. М о ж н о ли как-то связать ее с 
предыдущей? Ответ на это дает равенство, 
которое в OEIS называют преобразовани¬ 
ем Эйлера. 

Эйлера 

D O I : h t tps : / /doi .org/10.4213/kvant20230303 

Преобразование 
П редположим, имеется n неразличимых 

элементов (например, отдельных вершин 
графа) и есть an способов придать этим 
элементам некую структуру (например, 
собрать из вершин дерево) . Тогда количе¬ 
ство способов разбить n элементов на сколь¬ 
ко-то групп и придать структуру элемен¬ 
там в каждой группе (в данном случае -
сделать лес из n вершин) - обозначим это 
число bn - связано с числами an преобразо¬ 
ванием Эйлера 

1 n 
bn = - X bn-kX dad- ( 1 ) 

n k=1 d\k 

Здесь внутреннее суммирование идет по 
всем делителям d числа k. При этом всегда 
b0 = 1. 

В этом подсчете группы считаются раз¬ 
личными лишь тогда, когда различаются 
структуры, приданные элементам этих 
групп. В примере с лесами это означает, 
что важно лишь то, из каких деревьев 
состоит лес; ни то , в каком порядке они 
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записаны, ни какая-либо другая информа¬ 
ция не учитывается. 

Именно равенство ( 1 ) связывает A000055 
и A005195. Более общо, если an подсчиты­
вает связные графы на n вершинах, обла­
дающие неким свойством, то bn подсчиты¬ 
вает все графы, обладающие тем же свой¬ 
ством. Обобщая еще сильнее, если an под¬ 
считывает количество неких структур 
на n элементах, то bn подсчитывает количе­
ство мультимножеств таких структур. 

Другой пример: пусть структурой, о 
которой идет речь, является множество не 
равных, но неразличимых элементов без 
всякой дополнительной информации. Тог¬ 
да an = 1 при всех n, поскольку множества 
из неразличимых элементов отличаются 
лишь их количеством и для любого n 
существует лишь одно множество из n 
элементов. В этом случае преобразование 
Эйлера дает последовательность A000041 -
количество разбиений числа n в сумму 
натуральных чисел (порядок слагаемых не 
имеет значения) или, что то же самое, 
количество разбиений множества из n не¬ 
различимых элементов на непересекающи¬ 
еся подмножества: 1, 1, 2, 3, 5, 7, 11, 15, ... 

Равенство, связывающее количество связ¬ 
ных и несвязных графов, приведено в 
книге Харари и Палмера [ 1 ] , различные 
«родственники» его обсуждаются в книге 
Стенли [ 2 ] , а почти точно в таком виде 
равенство ( 1 ) приведено во вводной части 
еще бумажной «Энциклопедии целочис¬ 
ленных последовательностей» [ 3 ] . Обыч¬ 
но это равенство получают с помощью 
аппарата производящих функций, повсе¬ 
местно используемого в перечислительной 
комбинаторике. М ы докажем его иначе. 1 

В этом нам поможет некий трюк, кото¬ 
рый мы продемонстрируем сначала на 
числах Каталана Cn ( см . [ 4 ] ) . Числа Ка-
талана о б р а з у ю т п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь 
A000108: 1, 1, 2, 5, 14, 42, 132, 429, . 
Помимо прочего они подсчитывают коли¬ 
чество правильных скобочных строк, т.е. 

1 Наше доказательство равенства ( 1 ) -
точнее, его специального случая, равенства 
( 3 ) - также независимо нашли М . Т и х о м и р о в и 
Д.Гринберг. 

таких строк из n пар скобок, что каждый 
открывающей скобке однозначно соответ¬ 
ствует закрывающая. Например, скобоч¬ 
ная строка s = ( ( ( ) ) ( ) ) ( ( ) ( ) ( ) ) - правиль­
ная, а w = ) ( ( ) - неправильная. Выделяем 
в правильной скобочной строке крайнюю 
правую закрывающую скобку вместе с 
соответствующей открывающей и обраща¬ 
ем внимание на скобочную строку s1 до 
этой пары скобок и s2 внутри нее, напри­
мер : s = ( ( ( ) ) ( ) ) ( ( ) ( ) ( ) ) = s 1 ( s 2 ) , где 

s 1 = ( ( ( ) ) ( ) ) и s 2 = ( ) ( ) ( ) . Каждая непус¬ 
тая правильная скобочная строка един¬ 
ственным образом разлагается на s1 и s2 как 
s1 ( s 2 ) , и из каждых двух правильных 
скобочных строк s1 и s2 (возможно, пус­
т ы х ) однозначно восстанавливается s1 (s2 ) • 
При этом s1 и s2 независимы - между ними 
не требуется никаких соотношений, кроме 
того, что суммарно в них должно быть n 
пар скобок. Обозначаем количество пар 
скобок в s 2 через k, перебираем все воз¬ 
можные варианты k, а для каждого k - все 
пары из двух правильных скобочных строк 
и получаем рекуррентное соотношение для 
чисел Каталана: 

n 

Cn+1 = X CkCn-k- ( 2 ) 
k=0 

Для доказательства равенства ( 1 ) по¬ 
пробуем похожим образом разбить на две 
независимые части лес (более общо - муль¬ 
тимножество структур) . 

Возьмем лес из n вершин и каким-нибудь 
образом расположим все его деревья слева 
направо, сгруппировав одинаковые. От¬ 
метим какую-нибудь одну вершину в этом 
графе (таким образом выбрать лес и отме¬ 
тить в нем вершину можно nb n способами) . 
Выделим блок из нескольких деревьев, а 
именно дерево с отмеченной вершиной и 
все такие же деревья справа от него (рис. 3 ) . 
Таким образом мы разбили лес на две 
части: остаточную невыделенную, пред¬ 
ставляющую собой лес (возможно, пус¬ 
т о й ) , и выделенную, представляющую со-

ц 
Рис. 3 
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бой блок из некоторого ненулевого количе­
ства одинаковых деревьев. Количество 
вершин в каждом дереве выделенного бло­
ка обозначим d, а общее количество вер­
шин в блоке - k; так, на рисунке 3 имеем 
d = 5, k = 15, n = 57. 

Заметим, что даже если забыть про то, 
как мы расположили деревья в лесу и 
какая именно вершина в блоке был изна¬ 
чально выделена, то из остаточного леса и 
блока одинаковых деревьев можно одно¬ 
значно собрать исходный лес, причем ос¬ 
таточный лес и блок одинаковых деревьев 
могут быть любыми, единственное ограни¬ 
чение - общее количество вершин должно 
равняться n (прямо как со скобочными 
строками!) . В то же время любая пара из 
остаточного леса и блока одинаковых де¬ 
ревьев, получаемая из данного исходного 
леса, может быть получена ровно d спосо¬ 
бами - по числу вершин в самом левом 
дереве из блока. Поэтому если мы сосчита¬ 
ем всевозможные пары из леса и блока 
одинаковых деревьев с суммарным числом 
вершин k, учтя каждую пару с весом d 
(определяется блоком) , то мы получим в 
точности количество способов составить 
лес на n вершинах и выделить в нем одну 
вершину, оно равняется nbn. Учитывая, 
что количество лесов на n - k вершинах 
равно bn_k, количество деревьев на d вер­
шинах равно ad и k должно делиться на d, 
получаем равенство ( 1 ) . 

Подсчет деревьев с корнем 
Вернемся теперь к деревьям с корнем. 

Обозначим cn количество деревьев с кор¬ 
нем на n вершинах. В них замечательно то, 
что каждая «растущая» из корня (рис . 4 ,а) 
«ветвь» дерева сама по себе может счи¬ 
таться деревом с корнем, поскольку она, 
несомненно, является деревом, а ее корнем 
естественно назначить вершину, ближай¬ 
шую к корню исходного, « б о л ь ш о г о » де-

рева. Отсюда вытекает взаимно однознач¬ 
ное соответствие между деревьями с кор¬ 
нем из n + 1 вершин и лесами из деревьев 
с корнем, имеющими в общей сложности n 
вершин: имея дерево с корнем, убираем из 
него корень, назначаем во всех образовав¬ 
шихся деревьях корнями те вершины, что 
были связаны с прежним корнем, получа¬ 
ем лес; обратно, имея лес, добавляем к 
нему новую вершину, соединяем ее с кор¬ 
нями всех деревьев леса, назначаем ее 
новым корнем, получаем дерево с корнем. 
Это значит, что c n является последователь¬ 
ностью, которая переходит сама в себя со 
сдвигом индекса на 1 при преобразовании 
Эйлера! 

Равенство ( 1 ) превращается в рекуррен­
тное соотношение для c n + 1 при n > 0, в 
которой не используются никакие допол¬ 
нительные последовательности: 

C n+1 
1 n 

X Cn ( 3 ) 

Рис. 4 

cn-k+1 X d c d -
n k=1 d\k 

При этом будем считать, что c 0 = 0, по¬ 
скольку в дереве с корнем все-таки должна 
быть хоть одна вершина - корень, и q = 1. 

Последовательность 0, 1, 1, 2, 4, 9, 20, 
48, полученная таким образом, имеется 
в OEIS под номером A000081. Ее можно 
связать и с количеством деревьев без корня. 

Деревья 
и конфигурации окружностей 

Часто комбинаторные объекты и после¬ 
довательности имеют несколько разных 
интерпретаций. Один пример мы видели 
только что - деревья с корнем из n + 1 
вершин и леса из деревьев с корнем из n 
вершин. Но деревья с корнем имеют и 
иную интерпретацию. 

Возьмем дерево с корнем и для каждой 
вершины, кроме корня, нарисуем замкну¬ 
тую кривую так, чтобы внутрь этой кривой 
попадала эта вершина и все другие верши¬ 
ны, находящиеся дальше ее от корня, 
вместе с соответствующими им кривыми. 
Ничто не мешает нам изобразить дерево на 
плоскости так, чтобы в качестве этих кри¬ 
в ы х м о ж н о б ы л о взять о к р у ж н о с т и 
(рис. 4 , б ) . В результате плоскость оказа¬ 
лась разделена на области, в каждой из 



которых находится ровно одна вершина, 
причем корень находится в единственной 
неограниченной, «внешней» области. С 
другой стороны, для любого расположе¬ 
ния непересекающихся окружностей на 
плоскости мы можем нарисовать вершину 
внутри каждой окружности, еще одну вер¬ 
шину - корень - снаружи, соединить реб¬ 
ром каждую пару вершин, отделенных 
друг от друга только одной любой окруж¬ 
ностью, и получить дерево с корнем. Если 
считать эквивалентными расположения ок¬ 
ружностей, которые получаются друг из 
друга их движением и изменением разме¬ 
ров, но без пересечений, то таким образом 
оказывается установлено взаимно однознач¬ 
ное соответствие между расположением n 
окружностей на плоскости (или на диске) и 
деревом с корнем на n + 1 вершинах. 

Что же деревья без корня? М о ж н о нари¬ 
совать на плоскости дерево и окружности 
так же, как в случае дерева с корнем, 
назначив л ю б у ю вершину корнем. В этой 
конструкции, как и в случае дерева с 
корнем, две вершины соединены ребром 
тогда и только тогда, когда соответствую¬ 
щие им области разделены одной окруж¬ 
ностью. В случае дерева с корнем снаружи 
всегда находится область, соответствую¬ 
щая вершине, которая ближе к корню, в 
случае же дерева без корня не должно 
быть разницы. 

Существует операция, которая преобра¬ 
зует плоскость, разделенную окружностя¬ 
ми на регионы, как раз так, что сохраняет¬ 
ся набор областей и отношение между 
ними «граничит через окружность» , но 
при этом может сделать л ю б у ю область 
внешней. Эта операция - инверсия плос¬ 
кости относительно окружности. Таким 
образом, каждое дерево без корня с n + 1 
вершинами соответствует конфигурации n 
не пересекающихся окружностей на плос¬ 
кости с точностью до инверсий, перемеще¬ 
ний и изменений размеров (без возникно¬ 
вения пересечений). 

На рисунке 5, а показано действие одной 
такой инверсии. При инверсии меняются 
положение вершин и положение и разме¬ 
ры остальных окружностей, но поскольку 
конфигурация определена с точностью до 

Рис 

этих преобразований, то это несуществен¬ 
но. Важно лишь, что одна или несколько 
окружностей «выворачиваются наизнанку». 

Или же можно дополнить плоскость бес¬ 
конечно удаленной точкой (строго говоря, 
это необходимо, если мы рассматриваем 
все возможные инверсии) и через стерео¬ 
графическую проекцию свернуть плоскость 
в сферу, что вовсе устранит разницу меж¬ 
ду внутренностью и внешностью каждой 
окружности (рис . 5, б ) . 

С о о т в е т с т в е н н о , последовательности 
A000055 и A000081 подсчитывают не толь¬ 
ко деревья без корня и с корнем, но и 
конфигурации окружностей на плоскости 
и на сфере соответственно. Но лишь непе¬ 
ресекающихся. 

Конфигурации пересекающихся окруж¬ 
ностей на плоскости - куда более сложная 
история, где в нашем распоряжении есть 
лишь компьютерный перебор; их подсчи¬ 
тывает последовательность A250001. 
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