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Понятие спектральной геометрии на компактном метрическом пространстве X 
мотивировано, с одной стороны, задачами дифференциального исчисления на 
общих метрических пространствах, а с другой — понятием спектральной тройки, 
играющей в некоммутативной геометрии роль „риманова многообразия". Спек­
тральная геометрия М задается симметричным подмножеством В С X2 \Д , ко­
нечным вне любой окрестности диагонали Д, и определяет через след Диксмье 
Тгц, радонову меру в.шМ на X, превращая X в метрическое пространство с мерой. 
Геометрия М называется ш-измеримой, если мера dwM конечна и не зависит 
от выбора предельной процедуры ш. В работе устанавливается ^-измеримость 
широкого класса самоподобных геометрий, включающего геометрии на любом 
самоподобном компакте в R", удовлетворяющем стандартному условию OSC 
(Open Set Condition). 

§0.Введение 

Спектральная геометрия на компактном метрическом пространстве X зада­
ется симметричным подмножеством В с X2 \ Д, конечным вне любой окрест­
ности диагонали Д. Это понятие мотивировано, с одной стороны, задачами 
дифференциального исчисления на общих метрических пространствах (см., на­
пример, [ВР, Che, На, Se]), а с другой — понятием спектральной тройки, играю­
щей роль „риманова многообразия" в некоммутативной геометрии [Со, La2]. С 
помощью множества В мы определяем спектральную геометрию (спектраль­
ную тройку) М = {А,Н,(Ь} на X (см. §1, п. 1.1), где Л — С{Х) — алгебра 
всех непрерывных функций X —> С, представленная операторами умножения 
п(а), а е Л, в гильбертовом пространстве % с ортонормированным базисом 
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В (точнее, В отождествляется с некоторым ортонормированным базисом в 
Н), а спектр компактного самосопряженного оператора ds-.H-^'H (оператора 
единицы длины) совпадает с множеством {±|Ь| : Ь е В} (здесь b = (у,у') и 
\Ц = d(y, у') — расстояние между точками у, у'). 

В терминах геометрии М определяются: градиент липшицевой функции а е 
Л как (ограниченный) оператор Va = i[V,it(a)] в Ч, где V = ds~l; метрика 
Конна на X 

йм(х, х') = sup { \а(х) - а(х')\ : а £ Л, ||Va|| < 1} ; . 

размерность геометрии М 

climM = sup{p ^ 0 : Тгш(|^|'') = оо } = inf {р > 0 : Tiu(\ds\p) = 0 }, 

где Tiu, — след Диксмье (см. §1, п. 1.2); (радонова) мера «f̂ M на X, 

<ЪМ(а) =Tcu(n(a)\daV) 

для a £ i , где р = dim M. 
Метрика Конна ^м мажорирует исходную метрику d на. X, dM ^ d и совпа­

дает с d на В: dM{y,y') = d{y,y') для любой точки (i/,2/') € В. Естественная 
задача — найти множество В, для которого du = d — легко решается, если 
пожертвовать условием конечности множества В вне окрестностей диагонали 
[Ра], т.е. условием компактности оператора ds. Компактность оператора ds, ко­
торая играет фундаментальную роль в рассматриваемом подходе, препятствует 
совпадению метрик d^ = d, и в общем случае мы можем утверждать, что на X 
существуют спектральные геометрии М, для которых тождественное отображе­
ние (X, d) -»• (X, dhi) является билипшицевым гомеоморфизмом с константой 
Липшица, сколь угодно близкой к 1. Если же метрика d внутренняя, то равен­
ство dm = d всегда реализуется. Это означает, в частности, что спектральная 
геометрия М в этом случае содержит всю информацию о геометрии простран­
ства X. Спектральная геометрия содержит и дополнительную информацию, а 
именно: размерности геометрий М, М' и меры duM, duM' могут существенно 
различаться, даже если их метрики Конна совпадают, Ям = &м>- Иначе гово­
ря, спектральная геометрия на X превращает X в метрическое пространство с 
мерой. 
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Задача аппроксимации метрики d метриками Конна им спектральных гео­
метрий М на X, а также соотношения между размерностью dimM и тра­
диционными размерностями метрического пространства (хаусдорфовой раз­
мерностью, размерностью Минковского-Булигана, верхней и нижней бокс-
размерностями) рассмотрены в [Ви]. В настоящей работе рассматривается про­
блема измеримости спектральных геометрий, состоящая в следующем. След 
Диксмье Тгш определяется с помощью предельной процедуры и, которая мо­
жет быть, например, неглавным ультрафильтром на множестве натуральных 
чисел N. Поэтому мера duM может зависеть от выбора процедуры ш и тем 
самым быть недоступной для вычислений. 

Определение 0.1. Будем говорить, что спектральная геометрия М конечной 
размерности р является ш-измеримой, если величина duM{a) = Tru,(7r(a)|<f.s|'') 
конечна и не зависит от выбора предельной процедуры и для любой функции 
о € С(Х). 

Проблема w-измеримости спектральных троек не нова [Со, Ch. IV, La2, 
Remark 4.48(b)]. Здесь мы устанавливаем w-измеримость широкого класса са­
моподобных спектральных геометрий. При этом весьма полезным оказывается 
следующее понятие измеримости спектральной геометрии, которое предста­
вляет также самостоятельный интерес. 

Определение 0.2. Спектральная геометрия М конечной размерности р назы­
вается измеримой, если для любой функции а € С(Х) существует конечный 
предел 

dM{a) = lim *-Trace(7r(a)|cZ.s|p+<) 

(здесь Trace — обычный след оператора в гильбертовом пространстве). 

В этом случае dM является, очевидно, положительной радоновой мерой на X. 
Основные результаты работы состоят в следующем (см. теоремы 0.3-0.6). 

Теорема 0.3. Любая обильная самоподобная почти свободная спектральная гео­
метрия измерима. 

Теорема 0.4. Любая обильная самоподобная почти свободная спектральная гео­
метрия ш-измерима. 

Обильность спектральной геометрии М означает, что диаметр пространства 
X в метрике Конна </д/ конечен. Определения самоподобной и почти свобод­
ной самоподобной спектральной геометрии (п.с.с. геометрии для краткости) 
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приведены ниже в §2, п. 2.1. Отметим здесь, что на любом самоподобном 
компакте X, удовлетворяющем условию OSC (Open Set Condition — стандарт­
ное условие разделенности в теории самоподобных множеств, [Ни, Fa2]), в 
частности на стандартном канторовом множестве, кривой Коха, треугольнике 
и ковре Серпинского, всегда существуют п.с.с. геометрии. Вместе с тем условие 
почти свободности, являясь аналогом условия OSC, значительно менее ограни­
чительно, и п.с.с. геометрии могут существовать на самоподобных множествах 
с существенными перекрытиями, т.е. весьма далеких от выполнения условия 
OSC. Соответствующие примеры приведены в §4. 

Более того, условие почти свободности в теоремах 0.3 и 0.4 может быть 
ослаблено. Однако оно существенно для доказательства следующей теоремы 
0.5. Именно мы получаем аналог формулы Вейля для асимптотики функции 
распределения собственных чисел оператора \Т>\ = \ds\~1 п.с.с. спектральной 
геометрии. Пусть N(t) — количество собственных чисел (взятых с учетом крат­
ности) оператора \Т>\, не превосходящих t. Иначе говоря, N(t) есть число эле­
ментов множества Bt = {Ъ е В : \Ь\ > 1/2}. Для простоты мы приводим здесь 
формулировку для неарифметического случая (см. §7), т.е. ситуации общего 
положения. В общем случае см. теорему 7.5. 

Теорема 0.5. Пусть М = {A,H,ds} — пх.с. спектральная геометрия на ком­
пактном метрическом пространстве X, р — dimM. Тогда в неарифметическом 
случае функция N(t) распределения собственных чисел оператора \Т>\ имеет при 
t -> oo асимптотику 

N(t) = duM(X)-t"+o(t»), 

где dwM{X) = duM(l) есть р-мерный объем пространства X в геометрии М. 

Предыдущие результаты относятся больше к свойствам спектральной геоме­
трии, чем к свойствам самого пространства X. Следующий результат устана­
вливает связь между мерой duM и хаусдорфовой мерой Н>' (размерности р) 
н а Х . 

Теорема 0.6. Пусть М — обильная пх.с. спектральная геометрия размерности 
р на компактном метрическом пространстве X, причем носитель меры duM 
совпадает с X. Тогда Нр ^ c-d^M для некоторой постоянной с > 0, в частности, 
хаусдорфова размерность diniH X < р. Если при этом dM = d и НР(Х) > О, 
то Нр — с • duM, где постоянная с > 0 не зависит от выбора предельной 
процедуры ш. 

file:///ds/~1
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Доказательства этих теорем используют средства, традиционные для геоме­
трии самоподобных множеств: метод сжатий [Ни], адаптированный к спек­
тральным геометриям, теорему восстановления (см., например, [Fa2]), а также 
одну теорему тауберова типа. 

Опишем структуру работы. В §1 приводятся определения спектральной гео­
метрии на компактном метрическом пространстве и ее размерности и доказы­
ваются их свойства, необходимые для дальнейшего. Определение и примеры 
самоподобных геометрий рассматриваются в §2. §3 носит технический ха­
рактер — в нем устанавливаются свойства подобных сжатий и самоподобных 
геометрий, необходимые для доказательства теорем 0.3-0.6. §4 посвящен вычи­
слению размерности самоподобной геометрии. В §5, используя метод сжатий, 
мы доказываем теорему 0.3. Теорема 0.4 доказывается в §6. Ключевое для 
доказательства тауберово условие (см. предложение 6.3) выводится в §7 с по­
мощью теоремы восстановления. Там же доказывается теорема 0.5. Наконец, 
теорема 0.6 доказывается в §8. 

§1. Спектральные геометрии на компактном метрическом пространстве 

Спектральную геометрию на компактном метрическом пространстве X 
можно неформально описать как дискретную аппроксимацию пространства 
X, при которой геометрические свойства А' изучаются с помощью асимпто­
тик различных величин, определяемых через конечные наборы точек. Основ­
ным элементом спектральной геометрии является ее носитель — подмножество 
В с X2 \ Д, удовлетворяющее условиям 

(i) В симметрично, т.е. ~/(В) = В, где f. X2 —s- X2 — каноническая инволю­
ция -f(x,x') = (х',х); 

(ii) множество Bt = {b е В : \Ь\ ^ £} конечно для любого t > 0, где 
\b\ = d(y,y') — расстояние между точками у, у' € X дня b — (у, у'). 

Множества с такими свойствами естественно возникают в самых различ­
ных ситуациях. Приведем два примера, связанных с предельными множествами 
дискретных групп. 

Пусть F = Н2 /G — замкнутая поверхность постоянной гауссовой кривизны 
- 1 . Любой нетривиальный элемент g 6 G ее фундаментальной группы, рас­
сматриваемый как изометрия д: Н2 -> Н2, имеет две неподвижные точки на 
границе на бесконечности А' = д^Н2 — концы оси изометрии д. Тогда мно­
жество В = В{д) пар концов осей всевозможных изометрии ада'1, а е G удо­
влетворяет условиям (i), (ii) (считаем, что на S1 = X фиксирована какая-либо, 
например, стандартная метрика). В этой конструкции вместо одного элемента 
д € G можно взять любой конечный набор элементов группы G. 
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Пусть теперь F — компактное трехмерное гиперболическое многообразие с 
непустым геодезическим краем. Его универсальное накрывающее F с Я 3 по­
лучается удалением из Н3 счетного дизъюнктного набора открытых полупро­
странств (границы которых накрывают край 8F). Поэтому предельное множе­
ство X с <Эоо#3 группы G = TTI(F) гомеоморфно ковру Серпинского. Выбирая, 
как в первом примере, конечный набор замкнутых геодезических на каждой 
компоненте края многообразия F, приходим к множеству В С X2 \ А со свой­
ствами (i), (ii). 

1.1. Определение спектральной геометрии. Пусть X — компактное метриче­
ское пространство и А — С(Х2) — алгебра непрерывных функций на X2. До­
пустим, что множество В с X2 \ Д удовлетворяет условиям (i), (ii). Отожде­
ствим В с ортонормированным базисом некоторого гильбертова пространства 
Н. Спектральная геометрия М с носителем В — это, по определению, тройка 
{A, 7i, ds}, где алгебра А = С(Х) непрерывных функций на X отождествляется 
с алгеброй А\ С А функций а £ А, зависящих только от первой координаты, 
а(х,х') = а(х) для любых (х,х',£ X2, алгебра А рассматривается вместе со 
своим естественным представлением тг в пространстве "Н: п(а)(Ь) — а(Ь)Ь для 
а £ А кЬ е В, и оператором (единицы длины) ds: Н -> И, ds(b) = \Ь\ • ~f(b). 

Из свойств носителя В следует, что rfs является инъективным, компактным, 
самосопряженным оператором, спектр которого есть {±|Ь| : Ь £ В}. Хотя са­
мосопряженный оператор V = ds~* является неограниченным, если носитель 
В бесконечен, оператор 

Va = i[V, ж(а)}, Va{b) = i\b\~l (a(b) - а о 7(Ь)) • 7(Ь) 

для липшицевой функции а £ А продолжается до ограниченного оператора в 
И, поскольку 

||Va|| = sup \a{b) - а о 7(Ь)| / |6| ^ Lip(a) 
ьев 

(мы рассматриваем на X2 метрику d((x,x'),(y,y')) =max{d(x,y),d(x',y')}). 
Отождествляя алгебру С(Х) с подалгеброй А\ С А функций а(х,х') = а(х), 

получаем на X метрику Конна 

dM{x, х') = sup{ \а{х) - а(х')\ : а £ С(Х), || Va|| ^ 1}, 

которая, очевидно, мажорирует исходную метрику d, diu ^ d. В [Bu] показано, 
что для любого £ > 0 на X существует спектральная геометрия М с dM < (l+e)d 
(см. замечание 1.4), а если метрика d — внутренняя, то и с «?м = d. 
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Пример 1.1. Пусть X = [0,1], h € (0,1). Рассмотрим подобия j a , jy. X -л X, 
j a = hx, jp = hx + 1 — h, и определим геометрию М на X с носителем 

В = (J j,„(A5), 

где ДВ состоит из двух пар (0,1) и (1,0), W — множество всех (конечных) слов 
в алфавите {a,/?}, j w = (jw,jw)- X2 -» А'2 и j w — композиция отображений j a , 
j,}, соответствующая слову w. Тогда при h > 1/2, как легко видеть, <1м — d. 

1.2. След Диксмье. Мы определяем размерность спектральной геометрии М 
и ассоциированную с М радонову меру dwM на А с помощью следа Дикс­
мье — аналога интеграла в некоммутативной геометрии. Приведем необходи­
мые для настоящей работы сведения о нем. Более подробные сведения см. в 
[Di] и [Со]. Грубо говоря, след Диксмье положительного компактного операто­
ра Т в У. есть коэффициент логарифмической расходимости частичных сумм 
aN(T) = J2n=i ^» с л е Д а оператора Т, где собственные числа ц„ оператора Т 
расположены в убывающем порядке с учетом кратности: 

Тты(Г)= lira aN(T)/log N, 
N-юо 

если предел справа существует. В общем случае предел может не существовать, 
и к последовательности sjv(T) = <т N(T)/log N применяется предельная проце­
дура ш, которая состоит во взятии инвариантного среднего ш на Щ., мультипли­
кативной группе положительных чисел, от функции fs(t) — SN(T), t £ (N — 1,N]. 
Если trN(T) = Oilog N), то это дает конечное число 

Tru(T) = Ume w ( r )=w( / , ) . 

Применение усреднения w обеспечивает аддитивность следа Тгш(Т + Г') = 
Тгш(Г) +Тги{Т') для положительных Т, Г е С^^ЦП). Здесь С^'°°\П) - иде­
ал компактных операторов Т в Н, характеристические числа которых /л„(Т) 
(т.е. собственные значения оператора |Г| = у/(Т*Т)) удовлетворяют условию 
о-дг(Т) = O(logiV). С положительных операторов след Диксмье Тгш распростра­
няется по линейности на все операторы из £*1,00'(Я), и при этом выполняются 
следующие свойства: 

(i) положительность: если Т > 0, то Ттш(Т) > 0; 
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(й) линейность: Trw(AiTi + А2Т2) = Ai Tr^Ti) + A2 Тгы(Т2) для любых чисел 
Аь А2 е С и операторов Г ь Т2 е £ (1 ,оо )(Я); 

(iii) инвариантность: если S — ограниченный оператор, а Т е С^'^ЦН), то 
Tr^ST) = Тгш(Т5); 

(iv) локальность: Тгш(Т) = 0, если о-^(Г) = o(logiV). 

След Диксмье, играя в силу свойства локальности (iv) роль интеграла, мо­
жет зависеть от выбора предельной процедуры ш, и целью работы является 
установление независимости от ш ряда характеристик спектральной геометрии, 
определяемых с помощью Тгш. Это легко сделать для размерности. 

1.3. Размерность спектральной геометрии. Приведем три определения размер­
ности спектральной геометрии М, которые все дают одну и ту же величину. 
Первое определение аналогично определению хаусдорфовой размерности как 
индекса разрежения семейства мер: 

dini! М = sup{p > 0 : ЪШ(\(Щ>') = оо } = Ы{р > 0 : 1xu{\ds\v) = 0 }. 

Второе определение аналогично определению верхней бокс-размерности [КТ, 
Fa2, Tr] и связано с асимптотикой количества точек в множестве Ви именно: 

dim2M = l i m S u p M M 
(_и) log(l/<) 

Наконец, полагаем (ср. [Lai, Remark 3.2(b)]) 

dim3 M = Ы{р > 0 : Trace(|<k|p) < оо }. 

Предложение 1.2. Величины dimi M, dim2 M, dim3 M совпадают. Их общее зна­
чение dim М будем называть размерностью геометрии М. 

Доказательство. Положим pi = dim,- M, i = 1,2,3. Поскольку Trace(|ds|P3+£) < 

оо для любого е > 0, в силу свойства (iv) имеем Tru,(|dsr
B3+£) = 0. Следовательно, 

Pi ^ Рз-
Множество собственных чисел оператора \ds\ есть { \Ь\ : Ь б В }. Расположим 

их в убывающем порядке с учетом кратности: ^ > /и2 > . . . Фиксируем е > 0 
и положим t = ц„. Тогда п ^ \Bt\ ^ l/t''^l+e), откуда / , 2 ( 1 + £ ) ^ 1/п для 
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всех достаточно больших п. Поэтому Trace(|d.s|''2(1+e) ) < оо и, следовательно, 
Рз < Рг-

Далее, aN(\ds\Pl+e) = ^ п = 1 цР
г
1+£ ^ С • logN. В силу монотонности после­

довательности цп имеем aN(\ds\,n+t) > N • цг^+е, откуда /и£1+£ = O(logn/n) 
для любого г > 0. Отсюда немедленно следует, что ^ „ 1 + е = о(1/п), а значит, 
Р2 ^ P l - • 

Пример 1.3. Пусть X = 5"(0) С R" — единичный замкнутый шар. Мы рас­
сматриваем модель гиперболического пространства Нп на внутренности Int X 
и дискретную группу изометрий Г пространства И". Г-орбита Р произволь­
ной точки х е И" обладает тем свойством, что B"t(0) П Р конечно для любо­
го 0 < h < 1. Каждой точке у е Р мы сопоставляем пары (у,у'), {у',у), где 
у' € В\г(0), у е 0у' и |j/t/'| = (1 - |0.у|)/(1 4- |0у|). Используя евклидову метрику 
на X, мы получаем спектральную геометрию М, носитель которой состоит из 
пар Ь = (у, у') или b = (у1,у), описанных выше, с |&| = \уу'\. Тогда ряд Пуанкаре 
Р„(0,а;) = Е т 6 г е-'*0*') совпадает с \ £ , , е В 1ЬГ> т-е-

РЛ0,*) = ^Тгасе(|(15П. 

Поэтому dimM совпадает с критическим показателем для Pa(0,x) [Su]. 

Замечание 1.4. Определим плотность спектральной геометрии М, полагая 

dei isM= inf sup\z\/d(z,b), 
z€X2\AbeB 

где В — носитель геометрии М, и локальную плотность dens|oc M = 
Нт^-^о dens(M, Ut), где dens(M, Ut) — плотность геометрии М в окрестности 
Ut = {z e X2 : \z\ ^ t} диагонали Д. Для бесконечных X плотность densM 
конечна. В [Ви] показано, что на X существуют спектральные геометрии с про­
извольно большой плотностью, а также с бесконечной локальной плотностью. 
Далее, если D = dens M > 2, то для исходной метрики d пространства X и его 
метрики Конна d^ выполняется 

D + 2 
d^dM ^ r)_od-

Полагая 

dims X = liminf{ dimM : dens|0C(M) —)• оо }, 
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получаем билипшицев инвариант пространства X, который для многообразия 
совпадает с его размерностью, а в общем случае мажорирует наиболее распро­
страненные размерности: хаусдорфову, Минковского-Булигана, упаковочную, а 
также нижнюю и верхнюю бокс-размерности. 

§2. Самоподобные спектральные геометрии 

Понятие самоподобности играет важную роль в самых различных вопросах, 
и имеется ряд различных определений этого понятия (см., например, [Мо, Ни, 
Fal, 2]). Здесь мы вводим понятие самоподобной спектральной геометрии и 
рассматриваем ряд примеров. 

2.1. Определение самоподобной геометрии. Начнем с понятия подобного сжа­
тия спектральной геометрии. Линейный ограниченный оператор 3: М —> Н в 
гильбертовом пространстве Н называется изометрическим, если J*J = 1. Это 
эквивалентно тому, что || J£|| = ||£|| для любого £ е "К. (В отличие от унитарного 
для изометрического оператора не требуется JJ* = 1, т.е. сюръективности J) . 

Пусть М = {А, ~Н, ds} — спектральная геометрия на компактном метриче­
ском пространстве X. Имеется два способа отождествить алгебру А = С(Х) 
непрерывных функций на X с подалгеброй в А = С(Х2). Именно они ассоци­
ированы с проекциями X х X —¥ X на первый и второй сомножители соответ­
ственно. Будем обозначать эти подалгебры как А\, Дг- Иначе говоря, функция 
а £ А лежит в А\ тогда и только тогда, когда она не зависит от второго аргу­
мента, а(х,х') = а(х). Аналогичное условие выполняется для .42. Каноническая 
инволюция а (-»• а о -у переставляет эти подалгебры. 

Изометрический оператор J-.'H-^'H называется подобным сжатием спек­
тральной геометрии М, если 

(1) ds о J = h • J о ds для некоторого коэффициента сжатия h е (0,1); 
(2) отображение 7г(«) н-> J* о тс(а) о J является эндоморфизмом алгебры 

п(А), сохраняющим подалгебру п(Аг). 
Подпространство L с "К называется р-пренебрежимым, р ^ 0, если оператор 

\ds\p о PL\ Л -+ Н принадлежит идеалу СХ(Н) компактных операторов Т в Я 
с Тгасе(Т) < оо. Здесь PL-'H -> V. — ортогональный проектор на L. В этом 
случае, очевидно, имеем Ti-u(\ds\poPL) = 0, и это свойство не зависит от выбора 
предельной процедуры ш. 

Для конечного непустого набора S = { . / „ : а € А } подобных сжатий геоме­
трии М определим р = p(S) как единственное неотрицательное число, удовле­
творяющее условию 

£ К - 1, (2-1) 
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где ha — коэффициент сжатия для Ja, 0 < ha < 1. 

Определение 2.1. Спектральная геометрия М = {A, H,ds} на компактном ме­
трическом пространстве X называется самоподобной, если имеется такой набор 
ее подобных сжатий S — {Ja : а £ А}, что 
(2.1.1) подпространство f)aeA kerJ* является р-пренебрежимым для р — p(S). 

Множество S будем называть структурой самоподобности геометрии М, 
число dim^ М = p(S) —размерностью подобия геометрии М, а множество А — 
алфавитом структуры самоподобности. В случае, когда коэффициенты сжатий 
для S совпадают, ha = h для всех а £ А, для размерности подобия, очевидно, 
имеем 

log \A\ 
dims M = 

log(l//»)" 

Как будет видно из дальнейшего, подпространство Пабл1<ег^а в неко­
тором смысле контролирует структуру самоподобности, и условие его р-
пренебрежимости ограничивает сверху размер геометрии М. Размер геометрии 
М ограничен снизу, например, если она обладает свободными подпростран­
ствами, которые определяются так. 

Спектральная геометрия М определяет спектральную меру Р на X2 (см., 
например, [Н, гл. IV]), которая каждому борелевскому подмножеству U с X2 

сопоставляет ортогональный проектор P(U) на подпространство в Н, натянутое 
на В nU. Подпространства в Н вида P(U)(H) называются собственными для 
М. Собственное для М подпространство L с И называется свободным, если 
подпространства Ja(L) лежат в L и взаимно-ортогональны для различных a 6 
А. 

Определение 2.2. Самоподобная геометрия М называется свободной, если про­
странство Н является свободным, и почти свободной (п.с.с. для краткости), если 
сз^ществует такое нетривиальное свободное подпространство L с И, что его ор­
тогональное дополнение р-пренебрежимо, где р = dims M. 

Эти условия свободности являются вариантами стандартного условия OSC 
в теории самоподобных множеств [Ни] и ограничивают размер геометрии М 
снизу. 

В качестве мотивировки этих определений рассмотрим следующий пример. 
Допустим, что имеется конечный набор S = {ja : a б А) подобных сжатий 
j a : X -*• X пространства X с коэффициентами ha € (0,1). Эти сжатия индуци­
руют отображения 

j a : X2 -> Х'\ 3a{x,x') = (Ja(x),ja(x')). 
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Пусть р — размерность подобия, т.е. решение уравнения (2.1). Выбирая симме­
тричное р-пренебрежимое множество АВ с X2, получаем геометрию М с но­
сителем В = {jW£W jw(AB) (считаем, что множество W слов в алфавите А со­
держит пустое слово). Изометрические операторы ./„: И —» Н, Ja(b) = ja(b), b £ 
В, удовлетворяют условиям dsoJa = ha-,Jaods и J*o7r(a)o J a = 7r(aoja) £ 7r(*4i) 
для любой функции а £ Ai ш являются, таким образом, подобными сжатиями (с 
коэффициентами ha) геометрии М. Подпространство Пае-А^ег./* = Р(АВ)СН) 
является р-пренебрежимым, согласно выбору множества АВ. 

Условие OSC для набора 5 означает существование непустого открытого 
подмножества U с X с дизъюнктными j„(U) с U для различных а £ А. Если 
это условие выполняется, то, выбирая АВ с U2, получаем свободную самопо­
добную геометрию М. 

2.2. Примеры самоподобных геометрий. Приведем несколько примеров само­
подобных спектральных геометрий. Все они строятся по описанной выше схе-т 
ме. 

Пример 2.3. Фиксируем р, q £ N, q ^ 2, и для п = 0 , 1 , . . . рассмотрим стан­
дартное клеточное разбиение куба X = Р на qnp одинаковых р-мерных кубиков 
с ребром 1/Y1. Пусть В{п) с I 2 \ Д - множество пар, представляющих ори­
ентированные ребра этих кубиков. Положим В = Un>o-^(n) и рассмотрим 
спектральную геометрию М — М(р, q) на X с носителем В. Она самоподобна: 
в качестве алфавита А возьмем множество {1,2, . . . , q>'} и сопоставим каждому 
элементу а £ А подобие j „ : X —• X, переводящее X в один из qp кубиков 
его первого разбиения. Считаем, что каждое подобие j a является композицией 
гомотетии и параллельного переноса. Коэффициент сжатия ha для каждого из 
них равен 1/</. Поэтому dims М = р. 

Для п > 1 множество В(п) можно рекуррентно описать как 

В(п) = (J ja(B(n - 1)). (2.2) 
а€А 

Из представления (2.1) немедленно следует, что порождающее множество 
АВ = 5(0) конечно и потому р-пренебрежимо. 

Геометрия М является почти свободной: в качестве свободного множества U 
можно взять множество всех элементов b = (у, у') £ В, для которых по крайней 
мере одна из точек у, у' лежит внутри куба Р. Его дополнение V = В \ U 
состоит из пар точек, лежащих на границе дР, и потому р-пренебрежимо. 
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Недостатком геометрии М(р, q) для р ^ 2 является то, что ее метрика Конна 
не совпадает с исходной метрикой куба X, поскольку эта геометрия плохо кон­
тролирует функции, градиенты которых направлены, например, по диагоналям 
куба. Вместе с тем имеется очень широкий спектр возможностей построить 
на кубе X = Р самоподобную геометрию с метрикой Конна, совпадающей с 
исходной метрикой. Для этого достаточно выбрать порождающее множество 
АВ с В так, чтобы оно было р-пренебрежимым и направления его элементов 
были всюду плотны. Для простоты мы рассмотрим соответствующую модифи­
кацию геометрии M(p,q). 

Множество Е — U n > 0 E(n), которое будет контролировать всевозможные 
направления в X = Р, определим с помощью рекуррентного соотношения 

Е{п) = Е'{п) U У j„ {Е(п - 1)), г» > О, 
пел 

где Е(-1) = Е'(0) — 0, а для п ^ 1 множество Е'(п) с X2 \ А состоит из 
пар вида (у0,у) и (у,у0) с у е Y„ и \у0у\оо ^ n/2qn, где у0 = (1/2, . . . ,1/2) — 
центр куба X. Здесь Yn — множество вершин кубиков n-го разбиения, | • |оо — 
£°°-метрика на X. 

Рассмотрим модификацию M'(p,q) спектральной геометрии M(p,q), носи­
тель которой есть В' = BUE. Для геометрии М'(р, q) структура самоподобности 
является очевидной модификацией соответствующей структуры для M(p,q), в 
частности, dims М = р. При этом условие почти свободности, очевидно, не на­
рушается. Проверим, что ее порождающее множество АВ — 5(0) U Uu>o^'(n) 
р-пренебрежимо. Множество Е'(п) содержит не более 2(п + 1)р элементов, дли­
на каждого из которых не превосходит p1^2n/(2q"). Поэтому 

Trace (\ds\p о Р{АВ)) ^ С(р) ] Г nip/qnp < оо, 

и множество АВ является р-пренебрежимым. 
Ясно, что направления элементов носителя В' всюду плотны в множестве 

направлений куба X. Отсюда легко следует (ср. пример 1.1), что метрика Конна 
геометрии М'(р, q) совпадается с исходной метрикой на X. 

Пример 2.4: ковер Серпинского. Пусть Х0 С R2 — единичный квадрат. Рас­
смотрим его разбиение на 9 одинаковых квадратов со стороной 1/3. Удаляя 
открытый средний квадрат Q0, получаем компакт Xj с Х0, состоящий из 8 
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копий множества 3~гХ0. Применяя к каждой из них описанную процедуру и 
неограниченно итерируя ее, получаем ковер Серпинского X = Пп>о^п- Мы 
рассматриваем на X внутреннюю метрику, индуцированную из Е2. Каждо­
му элементу а алфавита А =•• {1,2,...,8} сопоставим подобие j a : Х0 -» Х0, 
переводящее Х0 в один из восьми квадратов, из которых состоит Х\. Пусть 
j a : Х% -»• Х% — индуцированное отображение. В качестве В(0) возьмем мно­
жество, состоящее из концов ориентированных сторон границы квадрата Х0, и 
для п ^ 1 положим 

ВД= (Jje(B(n-l)). 
пел 

Определим теперь М как спектральную геометрию на X с носителем В = 
Un>o-^(n)- Ее порождающее множество АВ = В(0) конечно и потому прене­
брежимо. Как и в примере 2.3, в качестве свободного множества U можно взять 
множество всех элементов Ъ ••= (у, у') € В, для которых по крайней мере одна 
из точек у, у' лежит внутри квадрата Хо- Поэтому геометрия М самоподобна 
и почти свободна. Коэффициент сжатия равен ha = 1/3 для всех а е А, откуда 
dini5 М = log3 8. Для вычисления размерности р геометрии М воспользуемся 
рекуррентной формулой 

|S(n)| = 8( |S(7 ! , - l ) | -2-3*- 1 ) . 

С ее помощью получаем \В(п)\ = 8"+1 -2££=1 З"-*• 8к, откуда \В(п)\ ~ 4,8-8". 
Поскольку длина каждого элемента b e В(п) равна 3~", находим, пользуясь 
формулой для dim2 М, что р = log3 8 = clini5 M совпадает с хаусдорфовой раз­
мерностью пространства X. Пользуясь асимптотической формулой для |B(n)|, 
находим р-мерный объем пространства X относительной меры dM: 

dM{l)= lim i-Trace(H',+<) 

= lim t • ] Г ( 3 ~ Т + ' • 4,8 • 8" = 4,8/log3, 

Ковер Серпинского содержит отрезки, которые не параллельны сторонам ис­
ходного квадрата. Например, любой отрезок, соединяющий вершину квадрата 
с серединой не смежной стороны, лежит в X. Отсюда легко вывести, что ме­
трика Конна описанной геометрии М не совпадает с внутренней метрикой на 
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X. Причина состоит в том, что ковер Серпинского не является „конечно раз­
ветвленным" фракталом [Kil, 2, La2]. Тем не менее с помощью конструкции, 
аналогичной примеру 2.3, нетрудно построить на X самоподобную геометрию, 
метрика Конна которой совпадает с метрикой X. Подробности мы оставляем 
читателю. 

§3. Свойства подобных сжатий и самоподобных геометрий 

Здесь мы устанавливаем различные свойства подобных сжатий и самопо­
добных геометрий, которые понадобятся для вычисления размерности и дока­
зательства измеримости почти свободных самоподобных геометрий. 

Лемма 3.1. Пусть J:H -t H — подобное сжатие спектральной геометрии 
М = {Л, Н, ds}. Тогда </(%) — собственное подпространство для М. 

Доказательство. Напомним, что Н = ./('Н)фкег J*. Если утверждение неверно, 
то найдется точка b € В, для которой подпространство Ьь = Р(Ъ)(Н) не лежит 
ни в J (К), ни в его ортогональном дополнении kerJ*. Выберем вектор ( £ 
Ьь с ненулевыми ортогональными проекциями (j на J{'H) и ^ег на kerJ*, 
£ = £j + £ker- Пусть L — вещественная линейная оболочка векторов £j и (ker. 
Тогда, очевидно, £j = А£ +'/, £ker = (1 - А)£ - »;, где 0 < А < 1 и вектор rj e L 
ортогонален £. 

Точки носителя В изолированы в X2, поэтому найдутся функции а, а' € Л 
такие, что а(Ь) = (А-1)/А, а'(Ь) = АДА-1) и а(Ь') = а'(Ь') = 1 для всех V € В\Ь. 
Тогда 7г(а)£ = ^ - £ и тг(а')£ = JZT£. Поскольку вектор г; ортогонален £, имеем 
V € &в\ь и, следовательно, я-(я)?; = 7г(а')?/ = г/. Отсюда n(a)£j = (А - 1)£ + -п = 
-£ker И 7г(а')7Г(о)0 = £j-

Так как вектор £j € J(H) отличен от нулевого, найдется ненулевой вектор С € 
U с J(C) = О- Таким образом, J*w{a)J(Q = -./•(&«) = 0 и J*n(a')ir(a)J(C) = 
J*(£j) = С Ф 0- Это противоречит тому, что отображение 7г(а) i-+ J* о п(а) о J 
является эндоморфизмом алгебры Л. • 

Каноническая инволюция 7: X2 -» X2 индуцирует самосопряженную инво­
люцию Я -± Н, которую будем также обозначать 7- Из определений легко 
вытекает, что 7 = |<k|_1 ° ds. 

Лемма 3.2. Любое подобное сжатие J-.H^H коммутирует с инволюцией j . 

Доказательство. Заметим сначала, что d$~l о J = /г-1 • Jods-1. Действительно, 

ds о ds~l о J = J = J о ds о d*-1 = /г-1 • rf.s о J о ds~l. 
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Домножая на оператор ds~l слева, получаем |<is|-1 о .7 = /г -1 • Jo|d.s|_1 . Поэтому 

7-7 = \ds\-4sJ = Ids^hJds = J\ds\~lds = Jy. • 

Следствие 3.3. Отображение п(а) >-» .7*оя-(а)о J сохраняет подалгебру 7т(Д2) С 
п(Л). 

Доказательство. Действительно, тг(Д2) = 1*K(A\)~I, и утверждение следует из 
свойства (2) подобных сжатий и леммы 3.2. • 

Лемма 3.4. Подпространство J(L) является собственным при любом собствен­
ным для М подпространстве L с И. 

Доказательство. Собственной оболочкой Е(7У) подпространства L' с У. бу­
дем называть наименьшее собственное подпространство, содержащее V. Под­
пространство L' является собственным для М тогда и только тогда, когда 
7г(а)(1/) С V для любой функции а £ А. Поэтому E(L') совпадает с линей­
ной оболочкой подпространств тг(а)(Ь'), а £ А. 

Из леммы 3.1 вытекает, что E(J(L)) с J("H), в частности, оператор J* инъ-
ективен на E(J(L)). Но J*ir(a)J(L) = п(а')(Ь) с L. Поэтому 

LDJ*(E(J{L)))DJ*J(L) = L 

и, следовательно, J*: E(J(L)) -> L — изоморфизм. Таким образом, E(J(L)) = 
J(L). . 

Лемма 3.5. Существует инъеюпивное отображение j : В -»• В, коммутирующее 
с канонической инволюцией -у на В и такое, что .7 о P(U) = P(j(U)) о J для 
любого U с В. 

Доказательство. Из свойств носителя В спектральной меры Р вытекает, что 
для любых U, U' с В проекторы P{U), P{U') совпадают тогда и только тогда, 
когда U = U'. Поэтому лемма 3.4 гарантирует, что для каждой точки b £ В 
существует (непустое) подмножество j(b) С В с JoP(b) = P(j(6))o J. Покажем, 
что j(6) — одноточечное подмножество. Будем для краткости пользоваться обо­
значением Lu = P{U){H) для подмножеств U С В. Для любой функции а £ А 
оператор тг(а') = .7* о п(а) о J принадлежит п(А) и потому действует на Ьь как 

file:///ds/-4sJ
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гомотетия с коэффициентом а'(Ь): 7г(а')£ = а'(Ь)£ для любого ( € Ьь. Допу­
стим, что множество j(b) содержит различные точки Ь', Ь". Существует функ­
ция а € А с п(Ь') ф а(Ь"). Тогда оператор тт(а) не является гомотетией на 
Ьь'иЬ" = Ьь< Ф Ьь» С J(Lb), будучи гомотетией с коэффициентом а(Ь') на под­
пространстве L^ и гомотетией с коэффициентом а(Ь") на Ьь". Отображение 
J* изометрично возвращает Ьь'иЬ" в Lb: J*(Lb'vb") = L' @ L" с Ьь. Поэтому 
оператор тг(а') не может быть гомотетией на Ьь, противоречие. Таким обра­
зом, j(b) — одноточечное множество, и отображение j : В -> В удовлетворяет 
условию J о P{U) = P(j(U)) о J для любого U С В. 

Отображение j инъективно, поскольку если j(b) = j(b'), то 

J о Р(Ь) = Р(з(Ъ)) о J = P(J(b')) o.J = Jo Р(Ь'), 

откуда Р(Ъ) = Р(Ь') в силу изометричности оператора J и, следовательно, b — Ь'. 
То, что j коммутирует с канонической инволюцией 7, вытекает из леммы 3.2. • 

Отображение j будем называть присоединенным к J. 

Лемма 3.6. Допустим, что геометрия М обильна, т.е. сПатм(^) < оо. Пусть 
J — подобное сжатие геометрии М, у. В —> В — присоединенное к нему ото­
бражение. Тогда существует такое непрерывное отображение j : X -*• X,явля­
ющееся гомотетией относительно метрики Конна dM, что j(b) = (j{y),j{y')) 
для любого Ь = (у, у') € В. 

Доказательство. Проекция Y с X носителя В на сомножитель X не зависит 
от выбора сомножителя в X х X. Из условия обильности легко следует, что Y 
всюду плотна в X. 

Для любой функции а е А оператор п(а) зависит только от ограничения а\В. 
Поэтому для а' € А с J* о п(а) о J = тт(а') имеем а'\В = а о j . Если а € Ai, то 
а' £ А{, г; = 1,2, следовательно, первая (вторая) координата точки j(b) зависит 
только от первой (второй) координаты точки Ь. Поскольку j коммутирует с 7, 
определено отображение j:Y->Y такое, что для любой точки b = (у, у') е В 
имеем j(b) = (j(y),j(y')). Таким образом, для любой функции а е С(Х) суще­
ствует такая функция а' еС{Х), что а'(у) = aoj(y) для всех у GY. Поскольку У 
всюду плотно в X, отсюда следует, что j продолжается до непрерывного ото­
бражения X -> X, за которым мы сохраняем то же обозначение j . При этом 
d{j{y),j(y')) = h • d(y,y') для любого Ь = (у,у') б В, поскольку |j(b)| = h\b\, где 
h — коэффициент сжатия подобия J. Это дает 

||W||= „up | f f l' (y]-y=H|Va|| 

2 Алгебра и анализ № 3, 2000 г. 
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и, следовательно, им (j(x),j(x')) = h • йм(х,х') для любых х, х' е X. • 

Структура самоподобности S = {Ja : a e А} определяет набор присоединен­
ных отображений {j« : а е А}. Нам будет удобно пользоваться следующими 
обозначениями. Для п ^ 0 пусть W(n) — множество слов длины п алфавита А 
(считаем, что W(0) состоит из пустого слова). Для конечного алфавита А имеем 
\W{n)\ = \А\п. Положим W = U„^0 W(n). Для w = ах... ап е W(n) композиция 
Jw = Jai ° • • • ° •/«„ является, очевидно, подобным сжатием с коэффициентом 
hw = /in i • . . . • ha„ и отображение j,„ = j„, о ••• о j„ n — присоединенным к 
Jw (для w e W(0) считаем, что Jw — тождественное отображение). Орбитой 
подмножества U С В будем называть множество 0(U) = [}w&w'iv>W)- Каждая 
орбита, очевидно, состоит из блоков On(U) = Uu,ew(n)iw(U), n ^ 0. Множество 
On(U) называется блоком уровня п орбиты 0(U). 

Согласно лемме 3.1, J„('H) — собственное подпространство при любом 
а £ A: Ja{H) = P (ja(B)) (Н). Поэтому kerJ* — также собственное подпро­
странство: kerJ* = Р (В \ )а{В)) {%). Следовательно, подпространство L — 
р|а€Акег-7* является собственным: L = Р(АВ)(Н), где АВ = В \ \Ja€Aja{B). 
Множество АВ будем называть порождающим. Эта терминология оправдыва­
ется следующим утверждением. 

Лемма 3.7. Порождающее множество АВ непусто, и его орбита совпадает с 
носителем В. 

Доказательство. Из определения подобного сжатия (условие (2)) вытекает, что 
присоединенные отображения строго монотонны: \Ь'\ = ha\b\ < \b\ для любых 
Ь е В, Ь1 € j„(b) я а £ А. Отсюда и из свойств носителя В немедленно следует 
требуемое утверждение. • 

§4. Размерность самоподобных геометрий 

Здесь мы вычисляем размерность самоподобной геометрии. 

Теорема 4.1. Пусть М — самоподобная спектральная геометрия на компактном 
метрическом пространстве X. Если геометрия М обладает нетривиальным 
свободным подпространством, то ее размерность совпадает с размерностью 
подобия: dim M = dims M = р, где р — число, определенное условием (2.1) (см. 
§2, п. 2.1). 

Замечание 4.1. Формула dimn X = р, где J2aeA ' l« = *> по-видимому, впервые 
появилась в работе [Мо], где она использована для нахождения хаусдорфовой 
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размерности самоподобных подмножеств интервала, удовлетворяющих усло­
вию OSC (ср. [Ни, Fal, 2, Ki2]). Условие теоремы есть более слабый аналог 
условия OSC с произвольным непустым свободным множеством U С В. 
Доказательство теоремы 4.1. Положим р = dims М. Если |А| = 1, то р = О, 
множество АВ конечно и порождает носитель В посредством итераций одного 
и того же j„. Это немедленно дает dimM = 0. Поэтому считаем, что \А\ > 2. 
а. Оценка сверху. Положим a(q) = £ „ e 4 К- Тогда а(р) = 1 и 0 < a(q) < 1 для 
q > р. Далее, для любого п > 1 имеем 

Е Л'» = Х>« Е h 
w£W(n) aeA tueW(u-l) 

Я 

поэтому Y,w€W(n) hl> = (< 7(< / ))" апя любого п > 0. Следовательно, для q > p ряд 
T,w€Whl сходится и его сумма равна £ „ > 0 (a(q))n = 1/(1-<т(д)). Пользуясь 
леммой 3.7, получаем 

Тгасе(|й.*П ^ Yl W Е h» = Trace(|̂ .sj* о Р(АВ))/1 - a(q) < оо, 
ьедв mew 

поскольку ряд Ti&ce(\ds\p о Р(ДВ)) и тем более ряд Trace(|ds|? о Р(АВ)) схо­
дится в силу того, что подпространство Р|„елкег.7* = Р(АВ)('Н) является р-
пренебрежимым. Поэтому dim M < р, согласно предложению 1.2. 

Ь. Оценка снизу. Заметим сначала, что если ц: N -> Е — положительная 
последовательность, монотонно стремящяяся к нулю, то любая перестановка 
/ : N -> N не увеличивает частичные суммы <TJV(A*) = Sn^o* м("): <TN(^ ° /) < 
<тдг(м) для всех i\T. (Это очевидно для транспозиции соседних элементов, для 
которых fj.(n) > ju(n + 1): f(n) = n + 1, f[n + 1) = м, /(fc) = fc для остальных 
к. В общем случае будем переставленную последовательность превращать в 
исходную, перегоняя транспозициями указанного вида наибольший элемент на 
первое место, затем второй по величине — на второе и т.д.). 

Согласно условию теоремы, существует непустое свободное подмножество 
U С В. Из условия свободности и из инъективности присоединенных отобра­
жений (см. лемму 3.5) следует, что jw(b) ф jW'(b) для любого элемента Ь е U 
и любых различных слов w, w' e W. Поэтому для оценки снизу размерности 
dimM можно ограничиться рассмотрением орбиты 0(b) = \Jw^wjw(b) какого-
либо элемента b e U и считать, что В — 0(b). Пусть ц: N -4 R — последова­
тельность собственных чисел оператора \d»\v, расположенных в убывающем по­
рядке с учетом кратности. Переставим эту последовательность в соответствии 
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с разложением на блоки В = \JnOn(b), где 0„.{Ь) = UW€W(n)iw(b), считая для 
определенности, что внутри каждого блока переставленная последовательность 
ц' = /.I о f не возрастает. Тогда, согласно сделанному замечанию, частичные 
суммы не увеличатся: сгм(ц) ^ VN(L1') ДЛЯ всех N. 

Блок Оп{Ь) состоит из |0„(Ь)| = |Л|П элементов. Поэтому, если N + 1 — номер 
первого элемента блока, то N = J2'k=o W = (1-̂ Г* — l)/(|>li — 1). Следовательно, 
ширина блока есть величина порядка Лг: \А\п = (\А\ — 1)7V + 1. 

Воспользуемся теперь ключевым соотношением 

Е ij'"(6)ip = Е й«сь>г = |ь|" Е /г« = w 

для суммы собственных значений оператора \d$\'\ соответствующих блоку 
Оп(Ь). Это соотношение легко вытекает из определения (2.1) числа р (см. §2, 
п. 2.1). Отсюда немедленно следует, что 

ffAr(^) = | b | " - » l ~ i ; ^ l o g i \ r 

для номера N первого элемента гс-го блока. Для остальных элементов этого 
блока имеем 

VN+k(p') arN(n') 
\og{N + k) log N 

>aM ( i o ^ T I j - loiyv) = ° (bgbv) ' 

где 1 ^ к < |A|". Из всего сказанного получаем оценку Tru!(\ds\>') ^ \b\p/log \A\ > 
0. Следовательно, dim M > р. • 

Пример 4.2. Вернемся к геометрии М = M(h), описанной в примере 1.1. Она, 
очевидно, самоподобна для любого /?. е (0,1). При h ^ 1/2 набор гомотетий 
{ja,jp} пространства X = [0,1] удовлетворяет условию OSC, поскольку в каче­
стве свободного открытого подмножества U С X можно взять интервал (0,1). 
В частности, M(h) свободна при h e (0,1/2]. Например, при h = 1/3 получаем 
геометрию стандартного 1/3-канторова множества. Если же h > 1/2, то образы 
отображений j a , jp существенно перекрываются, и условие OSC в этом случае 
не выполняется. 

Тем не менее геометрия M(h) не является свободной только для счетного 
набора Н С (1/2,1) значений параметра /?.. Действительно, геометрия M(h) 
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не является свободной тогда и только тогда, когда j w = jwi для некоторых 
различных слов w, w' в алфавите {а,/?}. Отображение j w : X —> X имеет вид 
jw(x) = /}1ш1ж + Рш(/г), где многочлен Pw определяется с помощью рекуррентных 
соотношений 

Paw{h) = hPw(h), P0w(h) = hPw{h) + 1 - h и Pa(h) = 0, Pp(h) = l-h. 

Отсюда легко получаем Pw(h) = (1 — h)(a^h"~l + • • • + an) для |ад| = п, где a,- = 
a.i(w) = 0 или 1 и при этом любой набор из 0 и 1 реализуется. Таким образом, 
равенство j w = jw< равносильно тому, что |w| = \w'\ = п и Pw(h) = Pwi(h), т.е. 
/?, > 1/2 является корнем уравнения 

(й! - а\ )hn~l +... + ап- а'„ = 0. 

Именно эти условия определяют набор Я. Для h g H геометрия M(h) является 
свободной и, согласно теореме 4.1, имеет размерность dim M(h) — — log 2/ log h. 
В частности, это дает примеры свободных самоподобных геометрий на [0,1] 
сколь угодно большой размерности, для которых метрика Конна совпадает с 
исходной метрикой. 

Геометрия М(1/г), где г = (%/5+ 1)/2 — золотое сечение, не является сво­
бодной, поскольку j w = jwi для w = (За2, и/ = ар2 (это самые короткие слова, 
при которых возможно совпадение j w = j w ' ) . Более того, М(1/г) не имеет 
нетривиальных свободных подпространств, и теорема 4.1 для нее не примени­
ма. Можно показать, что для t = (1/т)" выполняется \Bt\ ж т" при п -ь оо, и 
поэтому dimM(l / r ) = 1 < dini5M(l/r) . 

§5. Измеримость самоподобной геометрии 

Здесь мы доказываем теорему 0.3. Структура самоподобности индуцирует 
отображение S пространства М радоновых мер на X (с одной и той же массой, 
например, равной 1) в себя, которое в метрике Канторовича (см. ниже) являет­
ся сжатием и, следовательно, обладает единственной неподвижной точкой ц0. 
(Этот метод сжатий является стандартным в теории фрактальных множеств 
и был впервые применен в [Ни].) Из обильности геометрии М следует огра­
ниченность пространства М в метрике Канторовича. С другой стороны, для 
положительных радоновых мер dtM(a) — t • Trace(n(a)\ds\p+t) мы доказыва­
ем существование конечного положительного предела dM(l) =limt_»o+dtM(l) 
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(см. теорему 5.3) и слабую сходимость мер dtM ->• dM(l) • ц0 при t -»• 0+, 
откуда следует измеримость геометрии М. Ключевым моментом в доказатель­
стве этих фактов является существование свободного подмножества U с В, для 
которого дополнение B\U является пренебрежимым, а также ограниченность 
пространства X в метрике Конна им. 

5.1. Метод сжатий. Обозначим через М пространство радоновых мер на X, 
удовлетворяющих условию нормировки /.i{X) = 1 для всех ц £ М. Рассмотрим 
на М метрику 

с/м(м,м') = sup{ \ц(а) - / /(я) | : в ё Л , ||Va|| < 1}, 

где алгебра С(Х) непрерывных функций на X отождествляется с подалгеброй 
А\ С А. Будем называть им метрикой Канторовича. На подмножестве дельта-
мер, которое можно отождествить с X, метрика им, очевидно, совпадает с 
метрикой Конна. Нормировка ц(Х) = 1 (вместо 1 можно взять любое по­
ложительное число) для всех /л € М обеспечивает конечность расстояний в 
метрике им-

Лемма 5.1. Если геометрия М обильна и функция а е А\ удовлетворяет условию 
||Va|| < 1, то для любых мер /<, /*' € М и любой точки х0 € X имеем 

\/.i(a) — i-i'(a)\ ^ 2 • max \a(x) — а(.со)| • /t(l) ^ 2 • dianijvf X, 

в частности, dianiM М ^ 2 • diamjvf X. 

Доказательство. Благодаря нормировке для любой постоянной функции а0 

имеем /и(а) — /.i'(a) = /.i(a — «о) — /''( r t — «о)- При этом вычитание константы 
не меняет оператор Va. Далее, \а(х) - а(х0)\ ^ dM(x,x0) < dianiM X. Наконец, 

\ц(а) — ц'{а)\ = \ц(а - а(х0)) - ц'(а - «(;Го))| < 2 • max|a(.z) - а(х0)\ • f*(l). • 

Пространство М полно относительно метрики Канторовича: ясно, что схо­
димость в dm влечет поточечную сходимость на липшицевых функциях; непре­
рывные функции можно аппроксимировать в тах-норме липшицевыми, напри­
мер, с помощью липшицевых разложений единицы. Поэтому всякое (строго) 
сжимающее отображение М —> М имеет единственную неподвижную точку. 
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Если геометрия обильна, то структура самоподобности 5 = { J „ : Q 6 Л} ин­
дуцирует отображение S: М -* М, которое определяется следующим образом. 
Для /t e M полагаем 

где р = p(S) — размерность подобия, ./*(/*)(«) = й(а<*)> ^ функция аа € Л\ 
определяется соотношением J*on(a)o Ja = ir(aa). Это соотношение определяет 
аа с точностью до прибавления функции а' Ё ^ С ТГ(Я') = 0. Благодаря условию 
обильности проекция носителя геометрии М на X всюду плотна. Поэтому 
а' = 0. Если а = 1, то аа = 1, и поэтому S(/.i)(X) = 1, т.е. §(р) 6 X . 

Хорошо известны различные варианты следующего утверждения [Ни, Fal, 2, 
HR, La2]. 

Лемма 5.2. Отображение S является строго сжимающим: 

для любых /t, /и' б М, где h = Х^€л' '«+ 1 6 (ОД)- Я частности, существует 
единственная мера цо G М такая, что <S(/*o) = ^о-

Доказательство. Из леммы 3.5 вытекает, что для любого Ъ € В аа{Ь) = aoja(6), 
где j a — присоединенное к подобному сжатию ./„ отображение. При этом 
|ja(b)| = ha\b\. Поэтому ||Va„|| ^ /ia||Va||. Следовательно, если ||Va|| ^ 1, то для 
любого а £ А 

\JtM(a) - ^*(АО(«)| = h« Ma«/'l«) - /*'(««/'*«) I ^ hadM(li,n')-

Это немедленно влечет требуемую оценку. • 

В следующей теореме, которая является составной частью доказательства 
теоремы 0.3, условие обильности не используется. 

Теорема 5.3. Пусть М = {А,~Н,ds} — почти свободная самоподобная спек­
тральная геометрия на компактном метрическом пространстве X, S — {Ja : 
а € А} — ее структура самоподобности, р — dimsM — размерность подо­
бия. Тогда существует конечный положительный предел dM(l) = lim(-+0+* • 
Trace (\ds\"+t). 
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Доказательство. Положим 

н = - J2 к l os /i« = д«1+
(1 ~а{р+<))/i-

с*€А 

В силу условия почти свободности геометрии М найдется непустое свобод­
ное подмножество U С В, дополнение которого V — В \ U является р-
пренебрежимым. Докажем, что 

dM{\) = Я - 1 Trace(Щ'> о P{AU)), 

где множество AU = U \ \JaeA ja{U) непусто и р-пренебрежимо. 
Множество AU непусто, поскольку U непусто. Из условия свободности мно­

жества U немедленно вытекает, что если j,„(b) = j,„<(6') для b, Ь' € U, то одно 
из слов w, ы/ е W является начальным отрезком другого; пусть для определен­
ности w' = wv и b = j„(b'). Отсюда для t > О получаем 

dtM{u) = * • J2 \b\p+i J2 /г»+< = t •Trace ( н 7 , + < ° p(AU)) ii - <p+*)• 
66ДС/ w€W 

Далее, 

(1 -<r(p + t ) ) i r 4 M ( . B ) < Тгасе(|гЬ| ' , + ,оР(ДЯ)) , 

согласно п. а доказательства теоремы 4.1. Из р-пренебрежимости множества 
V вытекает, что dtM(B \ U) = о(1). Поскольку dtM{B) = dtM{U) + dtM{B \ U), 
отсюда следует р-пренебрежимость множества AU: 

Trace (\ds\>' о P{AU)) ^ Trace (|rZ.s|'' о Р(АВ)) < оо, 

и существует конечный положительный предел 

<Ш(1) = lim dtM(B) = Я " 1 Trace(\ds\* о P{AU)). • 

Величину h = р-Н = - £ « е л hv
a log /».£ будем называть энтропией самоподоб­

ной геометрии М. Если все коэффициенты сжатия /i„ совпадают, то h = log \A\. 
В общем случае h ^ log \А\. Поэтому энтропия равна нулю, если р = dims M = 0. 
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Таким образом, мы не только доказали существование предела dM(l) = 
lim(_+o+*- Tr&ce(\ds\p+t), что является частью условия измеримости геометрии 
М, но и вычислили эту нормировочную постоянную: 

dM(l) = р • Ь'1 • Trace (|<i<f' о P(AU)), 

где р — размерность геометрии, М, h — ее энтропия, множество AU порождает 
свободное множество U. Эта формула имеет смысл и для р = 0, поскольку 
h/p = Я. Возвращаясь к примеру 2.4 (ковер Серпинского), видим, что в этом 
примере максимальное порождающее свободное множество AU бесконечно и 
Trace {\ds\P о P(AU)) =4,8. 

5.2. Доказательство теоремы 0.3. Для S-инвариантной меры цо € М (см. лем­
му 5.1) положим /i] = dM{l) • цо и /t( = dtM(l) • но- Согласно теореме 5.3, 
меры fit слабо сходятся к fi\ при t —s- 0+. Будет показано, что расстояние в 
метрике Канторовича между мерами dtM и fit становится сколь угодно малым 
при t -4 0+ (для различных t эти меры, вообще говоря, удалены друг от друга 
на бесконечное расстояние). Отсюда следует, что dtM -> fi\ слабо при t -» 0+, 
т.е. геометрия М измерима. 

Лемма 5.4. Для любой функции а е А\ имеем 

S(dtM)(a) - dtM(a) = o(l) • max|o|, 

где о(1) при t -»• 0+ не зависит от а. 

Доказательство. Напомним, что 

dtM{a) = t • Trace (n(a)\ds\''+t) = t • ] Г «(b)|b|J'+(. 

Пользуясь тем, что, согласно лемме 3.5, |j«(b)| = /i„|b| для любых a g A, b £ В, 
получаем 

S(dtM)(a) = J2 К • *• £ а ° ШМ**1 

«ел ьев 

«ел ''ej...(B) 

file://{/ds/P
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Воспользуемся теперь существованием свободного множества U С В и пред­
ставим разность §(dtM)(a) — dtM(a) в виде суммы четырех слагаемых Si +S2 + 
S3 + S4, где 

52 = £* Е «ww^ 
53 = Е < Е «(b)H"+,-iEa(b)ibip+t' 

S4 = -t £ а(ь)1ь1"+'-

Первое слагаемое, очевидно, оценивается как 

|Si| < Е С 1 " ' ~ 1) -max|a| -rf,M(l) = o(l) max \a\. 

Оценки второго и четвертого слагаемых 

|5 2 | , | 5 4 |< ' t E |b |"+ ' -max|a | = o(l)max|a| 
ьев\и 

опираются на то, что множество В \ U является р-пренебрежимым. 
Наконец, слагаемое S3 можно представить как 53 = —t • J2b<=AUa(fy\b\p+i> 

где MJ = U \ \Ja€Aja{U) — порождающее U множество. При доказательстве 
теоремы 5.3 было показано, что AU является р-пренебрежимым, в частности, 
dtM{AU) = o(l). Ясно, что 

| 5 3 | < max \a\-t ^ \b\p+t = max |«| • dtM(AU) = o(l) • max \a\. 
66Д[/ 

Это завершает доказательство леммы. • 

Лемма S.5. Для мер dtM, fit при t -» 0+ имеем 

dM{dtM,nt) =o( l ) . 

file:///a/-t
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Доказательство. Мера §(dtM) имеет ту же массу, что и dtM, поэтому для лю­
бой функции а е Ai с ||Va|| < 1 имеем 

dtM(a) - §(dtM)(a) = dtM{а - а{х0)) - §(dtM)(a - а(х0)) 

= о(1) • шах \а(х) — а(.г'о)| ^ о(1) • сИ&тм X — о(1), 

согласно лемме 5.4. Иначе говоря, dM{dtM,&{dtM)) = о(1) при t -¥ 0+. Ме­
ра fit является S-инвариантной по построению: S(/«/) = /.н- Поэтому, согласно 
лемме 5.2, 

dM{dtM,nt)<:dM{dtM,S(dtM)) + dM{8(dtM),S{fit)) 
< dM{dtM,S{dtM)) + h • dM(dtM,nt), 

где h б (0,1). Отсюда немедленно вытекает утверждение леммы. • 

Теперь слабая сходимость мер dtM —>• /<i и, в частности, измеримость гео­
метрии М, вытекает из теоремы 5.3 и леммы 5.5. Доказательство теоремы 0.3 
завершено. • 

§6. w-измеримость самоподобной геометрии 

Мы выводим w-измеримость самоподобных геометрий из их измеримости с 
помощью нижеприведенной теоремы 6.1. Близкое к этой теореме утверждение 
сформулировано в [Со, ч. IV, предложение 4] без доказательства со ссылкой 
на книгу [Наг]. Мне не удалось найти в [Наг] соответствующего утверждения. 
Однако теорема 6.1 легко получается с помощью теоремы 98 из [Наг]. 

Пусть pi > ц2 > . . . — последовательность собственных значений компакт­
ного положительного оператора Г в V., расположенных в убывающем порядке 
с учетом кратности. 

Теорема 6.1. Допустим, что для компактного положительного оператора Т в 
И и числа р > 0 выполняются следующие условия: 

(1) -plognn ~ logn; 
(2) существует конечный предел Пт,_ю+1 • Тгас,е(Г',+<) = L. 

Тогда Т>> € С^-°°\П) и, более того, aN(T>') = £,?=i /if, ~ {L/p)logN. В частно­
сти, след Диксмье Тгш(Тр) = L/p не зависит от выбора предельной процедуры ш. 

Теорема 6.1 является теоремой тауберова типа. Здесь тауберово условие (1) 
слабее, чем pip

n = 0(1/п), поскольку оно не исключает возможности того, что 
liminf„(n/<P) = 0 или limsup„(n/*{!) = oo. Теорема 6.1 легко выводится из следу­
ющей теоремы о стилтьесовских интегралах, доказательство которой, а также 
сведения по поводу ее авторства можно найти в [Наг]. 
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Теорема 6.2 [Наг, теорема 98]. Если a(t) — возрастающая функция на [0,оо), 
интеграл 

оо 

1{у) = Je~vtda(t) 

сходится для у > 0 и 1{у) ~ L/y при у -+ 0, то a(t) ~ L -t при t —у оо. 

Доказательство теоремы 6.1. Спектр ;t0 > /м > . . . оператора Т можно пред­
ставить в виде объединения блоков Ln, n > 0, соответствующих его собствен­
ным подпространствам. Иначе говоря, блок Ln состоит из кп копий собствен­
ного числа р, где кп — кратность /.г. 

L„ = {^fc0+...+fcn_i,^fc0+...+fcM_1 + i , . . . ,/u-0+-+fc„-i}-

Пусть N(n) — номер последнего собственного числа из блока Ln, т.е. N(n) = 
к0 + • • • + кп — 1. Определим а: [0,оо) —»• R как кусочно-постоянную непре­
рывную справа функцию с положительными скачками кп • n''N,n\ в точках 
tn = log(l//tjv(n)) (можно считать, что /t0 ^ 1). Тогда 

НУ) = £ fc" • ^ ( „ ) е " ' " " = Е ^+У = Ттасе(Т'+»). 

Согласно условию (2), интеграл 1(у) сходится для у > О и 7(у) ~ L/y при у -» 0. 
Из теоремы 6.2 следует, что а(£) ~ L • t при < -+ оо, в частности, a(t„) ~ L • *„. 
С другой стороны, a(tn) = 2 ^ 1 " ' /<}', = o-W(»)(r'')> а из условия (1) следует, что 
tn ~ р - 1 logiV(?i). Таким образом, 

.. <7N(n){TV) . Inn —— = I / ;J . (+) 
ii->oo log N(n) 

Покажем, что уже отсюда вытекает утверждение теоремы, т.е. что существу­
ет предел \imN^00crN(Tp)/\ogN — LI p. Для этого воспользуемся тем, что 
f*N(n)+k — /'w(n+i) Для в с е х 1 ^ fc ^ ^'н+ь и соотношением (1). Имеем 

log jV(n + 1) ~ logti-\n+1) = log/*^ n ) + 1 ~ log(JV(n) + 1). 
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Поэтому 

1 ^ log N{n + l)/log(7V(n) + к) ^ \ogN(n + 1)/ log N(n) -> 1 

при n —>• оо для всех 1 < к ^ кп+г. Остается заметить, что 

(TN(n)(TP) ^ 0N(n) + k{TV) ^ aN(n+l)(TP), 

и воспользоваться существованием предела (+). • 

Доказательство теоремы 0.4 опирается на существование предела в опреде­
лении размерности dim2 M. 

Предложение 6.3. Пусть М — почти свободная самоподобная геометрия, р = 
dim M = dims M — ее размерность. Тогда существует предел 

lim : ; — = Р-
«-+0+ log( l/t) 

Это предложение является простым следствием теоремы восстановления 
(см. §7), и его доказательство откладывается до следующего параграфа. Те­
орема 0.4 теперь получается так. С помощью предложения 6.3 мы выводим в 
лемме 6.4, что для оператора \ds\ выполняется тауберово условие (1) из теоре­
мы 6.1. Тогда, согласно этой теореме и теореме 5.3, имеем 

duM(l) = Тгш(|А*П = h"1 • Traee(|f/.s|'' о P{AU)), 

в частности, duM — конечная положительная радонова мера на X, масса кото­
рой не зависит от выбора ш. Для ^-измеримости геометрии М остается лишь 
установить S-инвариантность меры dwM (лемма 6.6). 

Лемма 6.4. Пусть цо ^ цг ^ ... — последовательность собственных чисел 
оператора \ds\ геометрии М, расположенных в убывающем порядке с учетом 
кратности. Тогда log/i~p ~ logn при п -» оо, где р = dimM. 

Доказательство. Точки спектра оператора \ds\ изолированы. Поэтому 

при фиксированном п для всех достаточно малых е > 0. Поскольку log|i?<| ~ 
logt~p, согласно предложению 6.3, отсюда получаем, что logn ~ log/u~p при 
п —¥ оо. • 

Из теоремы 6.1 и теоремы 5.3 теперь немедленно вытекает 
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Следствие 6.5. Для почти свободной самоподобной спектральной геометрии М 
на X определена конечная положительная радонова мера duM, масса которой 

йшМ{\) = Ъи{Щр) = h_1 • Trace(|f/.*|" о P{AU)) 

не зависит от выбора предельной процедуры и. 

Лемма 6.6. Мера duM является ^-инвариантной. 
Доказательство. Пусть U с В — свободное подмножество, дополнение кото­
рого р-пренебрежимо. Отсюда и из доказательства теоремы 5.3 вытекает, что 
в дизъюнктных разложениях B = UU{B\U)KU = AU U \Ja€A ja(U) множе­
ства В \ U и AU являются р-пренебрежимыми. Поэтому для любого оператора 
Т е С^'^СН) имеем 

TVw(T) = £TUroP( j n (<7) ) ) -

Пользуясь этим, а также инвариантностью следа Диксмье и свойствами подоб­
ных сжатий Ja, получаем для а е С(Х) 

S(dwM)(o) = J ] hUt(duM)(a) 

= ]Г/г£Тгш(./>7г(а)о./„|(Ь|'') 
а€А 

= ^Тгш(,/;о^(а)кЬ|"о.7а) 
а£А 

= J2 Тгш(./; о n(a)\ds\" о ./„ о P(U)) 

«€•4 

а£А 

= ^Ti^(7r(rt)H.s|"oP(j„(i7))) 
а£А 

= Tvu(n(a)\ds\>') = dUJM(a). 

Это доказывает S-инвариантность меры «LM. • 

До сих пор мы не использовали в доказательстве условие обильности гео­
метрии М. Отображение S определено корректно на duM и без этого условия, 



ИЗМЕРИМОСТЬ САМОПОДОБНЫХ СПЕКТРАЛЬНЫХ ГЕОМЕТРИЙ 31 

поскольку значение du,M(a) зависит только от оператора тт(а). Однако для при­
менения метода сжатий и леммы 5.2 нам необходимо определить отображение 
S на всем пространстве мер М, и для этого приходится привлекать условие 
обильности. 

Доказательство теоремы 0.4. Из лемм 5.2 и 6.6 вытекает, что йшМ = dwM(l) • 
Но, где но € М — единственная инвариантная для S мера массы 1. Следствие 6.5 
теперь позволяет утверждать, что мера duM конечна и не зависит от выбора 
ш, т.е. рассматриваемая спектральная геометрия М ^-измерима. • 

§7. Теорема восстановления 

Различные варианты теоремы восстановления широко применяются для изу­
чения самоподобных множеств (см., например, [Fa2, Lall, LV]). Здесь мы при­
водим наиболее простой вариант, который тем не менее дает гораздо больше 
информации об асимптотике функции \В,\ при t -4 0+, чем это необходимо 
для доказательства предложения 6.3. 

Допустим, что имеется функция д: Ж -¥ R и конечные наборы времен Т = 
{sa > 0 : а £ А} и вероятностей Q = {</„€ (0,1) : а £ А }, где £ о 6 Л qa = 1 и 
\А\ > 2. Уравнение восстановления для неизвестной функции / : R -*• К. имеет 
вид 

/ w = £<?«/(*-*«)+ <?(*)• (7.1) 
сел 

Теорема восстановления позволяет описать поведение решений этого уравне­
ния при s -»• оо. Решения ищутся в пространстве Т борелевски измеримых 
функций / : Е -»• К таких, что f(s) -»• 0 при .* -> -оо и ограниченных на лучах 
(—оо,а] для любых а £ R. При этом предполагается, что множество разрывов 
функции д дискретно, и для некоторых с, /i > 0 выполняется условие 

I f l M K c f - ' W (7.2) 

для всех s £R. 

Множество времен Г называется т-арифметическим, если г > 0 есть наи­
большее число такое, что каждое .*„ € Т является целочисленно кратным т, и 
неарифметическим, если такого г > 0 не существует. 
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Теорема восстановления 7.2. Допустим, что функция / е Т удовлетворяет 
уравнению (7.1) для функции д, удовлетворяющей условию (7.2). Если множество 
Т — неарифметическое, то 

оо 

lim f(s) = Я " ' [ g(x)dx, 
— оо 

и если Т — т-арифметрическоеу то , 

lim f{kr + s) = H-lrYg(JT + s) 
li-too L—' 

J6Z 

для всех s G [0,г), где Я = ]£<*ел</«•*«• 

Доказательство этого и более общих утверждений можно найти в [Fa2]; см. 
также [Ру, гл. 9, Lall, LV] и ссылки в этих работах. 

Редукция предложения 6.3 к теореме восстановления. Покажем, как предложе­
ние 6.3 можно получить из теоремы восстановления. Считаем, что имеется ко­
нечный алфавит А, | А\ > 2 и набор коэффициентов сжатий { ha G (0,1) : a G А } . 
Число р > 0 является единственным решением уравнения ^2аеА №а = 1. Для 
слова го = «1 .. .a* G W, как обычно, полагаем /;,,„ = /iCTl . . . /i„fc, A; > 1. Пусть 
W' = {ад G W : /г"1 < i } . Нас интересует асимптотика функции G(t) = |W'| 
при t -^ оо. Для любого t ^ 0 имеет место дизъюнктное разложение 

W = ( J оТУ"1" U { a G А : /).-' ^ t }, 
абЛ 

где предполагается, что если W* пусто, то aW' пусто для всех а € А. Это 
соотношение является ключевым для применения теоремы восстановления. Из 
него следует, что для любого t > 0 

G(t) = £ G(tha) + #{ о е А; С < t}. (7.3) 
а£А 

Положим 

t = es, /(*) = <T"G{e'\ g{s) = ?-»#{<*€ A: h? < е'}. 

Тогда уравнение (7.3) превращается в уравнение восстановления (7.1) с sa = 
log/г"1, qa = hv

a для а £ А. 
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Следствие 7.4. Если множество Т = {log h~x : а е А } неарифметическое, то 
G(t) ~ h _ 1 • tp при t -+ оо, где h = - ]С«ел 'ln^°g'lS- ^сли же Т является т-
арифметическим, то G{t) ~ h _ 1 -f-Goit), где G0 — положительная ограниченная 
функция, т-периодическая на логарифмической шкале, Go{teT) = Go(t) для любого 
О О . 

Доказательство. В неарифметическом случае имеем 

оо оо 

[ g(s)ds=Y, J <r"ds=p-yY,h«=P~X-

Требуемая асимптотика теперь вытекает из теоремы восстановления. В ариф­
метическом случае правая часть соответствующего равенства в теореме 7.2 есть 
r-периодическая функция от s. Из выражения <y(.s) = е- '"' • #{ а € А : h~l ^ es } 
следует, что эта функция положительна и ограничена. Это дает требуемую 
асимптотику и в арифметическом случае. • 

Доказательство предложения 6.3. Ограничимся для простоты только неариф­
метическим случаем. Считая, что t -ь оо, положим N(t) = |2?i/t|. Мы покажем, 
что 

lmisupt-pN(t) ^ h _ 1 Trace(|^|' ' о Р(АВ)) 

и 

liminf rpN(t) > h _ 1 Trace(|f/.s|'' o P(AU)) 

(в обозначениях §6). Этого, очевидно, достаточно для доказательства предло­
жения 6.3, поскольку правые части этих неравенств положительны и конечны. 

Любой элемент b e В можно представить в виде b — jw(b') с У е АВ, w e W. 
Такое представление, вообще говоря, неоднозначно. Поэтому 

N(t) ^ #{и(Ъ) :beAB,w€ W, |j,„(b)l >1/*}= J2 W l ) -
ьедв 

Правая часть G(t) этого неравенства удовлетворяет уравнению 7.3 с добавоч­
ной функцией Ylb£AB#{a е А '• '*«* ^ Щ )• К а к и в следствии 7.4, получаем 
t~pG(t) ~ h _ 1 YlbtAB \Ь\Р- Это дает первое из требуемых неравенств. Аналогич­
ные рассуждения с использованием свободности множества U дают второе. • 

3 Алгебра и анализ № 3, 2000 г. 
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7.2. Асимптотика функции распределения собственных значений оператора 
\Т>\. Функция N(t), использованная в предыдущем разделе, является функцией 
распределения собственных чисел (с учетом кратности) оператора |Х>| = |ds|-1: 

N(t) = #{ Л : Л — собственное число оператора \Т>\, А < t}. 

Здесь мы указываем более точную информацию о ее асимптотике, чем та, 
которая была использована при доказательстве предложения 6.3. 

Теорема 7.5. Пусть М = {Л,'Н,ds} — почти свободная самоподобная спек­
тральная геометрия на компактном метрическом пространстве X, р = dim M. 
Тогда функция N(t) распределения собственных чисел оператора \Т>\ — \ds\~1 

имеет при t -+ оо асимптотику 

N(t) = dwM(X) • t" + o{t") 

в неарифметическом случае и 

iV(i)=9(logi)-i''+«(<'') 

в т-арифметическом случае, где q — ограниченная положительная т-периодиче-
ская функция. 

Замечание 7.6. (i) Частный случай этой теоремы для спектральной геометрии 
специального вида рассмотрен в [Fa2, предложение 7.5]. 

(ii) Функция q для т-арифметического случая имеет вид 

q(s) = h -V( l - е-"")-1 Y, \Ь\' £ /!« • «<».*(*)• 
беде «б/! 

где т-периодическая функция gttib удовлетворяет условию е_ ' ,г < qa,b{s) < 1 
для любых а е A, b e AU, s е Ш. Отметим, что q(s) -*• duM(X) при т ->• О 
равномерно по s e R . 

Теорема 7.5 в случае В = U (мы пользуемся обозначениями §6) легко сле­
дует из теоремы восстановления (ср. доказательство предложения 6.3 и [Fa2, 
предложение 7.5]). В общем случае нам понадобится следующий факт. 

file:///ds/~1
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Лемма 7.7. Допустим, что монотонная функция / : [0, оо) -» R+ удовлетворяет 
условию /0°° f(t)dt < оо. Тогда t • f(t) = о(1) при t -> оо. 
Доказательство. Допустим, что это неверно и найдется последовательность 
tk -+ оо, для которой tkf(tk) > с > 0. Определим кусочно-постоянную функцию 
g: [0, оо) -)• R+> постоянную на каждом интервале (tk-i, tk], полагая g(tk) = с/£*. 
Тогда g не возрастает и g(t) ^ /(t) для всех t ^ 0. В частности, /0°° д(<)Л < оо. 

С другой стороны, /„'* g(t)dt — Y^[ <ч, где а,- = 1 - *,_i /*,-- Отсюда а,- -> 0 при 
г -> оо, t0/tk = f j^ l - а.) и 

logtfc = logt0 - ^ l o g ( l - щ) < <•'( 1 + ]Га , J < оо. 

Это противоречит тому, что tk -*• оо при k -> оо. • 
Доказательство теоремы 7.5. Пользуясь обозначениями §6, представим носи­
тель В геометрии М как дизъюнктное объединение В = U U V, где множество 
U свободно, а V — р-пренебрежимо. Покажем, что вклад множества V в асим­
птотику функции распределения N(t) есть величина о(Р), и найдем требуемую 
асимптотику, пользуясь свойствами множества U и теоремой восстановления. 

Для В' с В и t> 0 положим BJ/( = { ft € 5 ' : |ft| ^ 1/<}, N(t,B') = |SJ/t|. В 
частности, N(t) = N(t,B) и N(t) = #(*,#) + N(i,V). Покажем, что N(t,V) = 
o(tp). Множество V1/t состоит из N(t, V) элементов ft], • • •, Ьщ<, v> которые мож­
но занумеровать (с учетом кратности) так, что |fti| > ••• > |ft/v(t,v)l ^ !/*• Это 
определяет кусочно-постоянную функцию /, постоянную на интервалах (А;—1, к] 
и такую, что f(k) = \bk\p. Тогда /0°° f(s)d» = £,,€l, |Ь|'' < оо. Согласно лемме 7.7, 
имеем 

r'N(t, V) ^ N(t, V)f{N(t, V)) = о(1). 

Поэтому N(t, V) = o(f) при t -»• оо. 
Поскольку множество U свободно, любой элемент ft e U однозначно пред­

ставим в виде ft = juj(ft') с ft' € AU, w 6 И'. Поэтому, как в доказательстве 
предложения 6.3, получаем, что функция 

N(t,U)= £ G(t\b\) 

удовлетворяет уравнению (7.3) с добавочной функцией 

^ # { « е Л : / , - Ч Ф 1 } . 
6€Д(/ 
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Утверждение теоремы 7.5 теперь вытекает из теоремы восстановления 7.2 с 
учетом того, что h"1 Х)Ь6Д[ / \Ь\Р = h"1 • Trace(\ds\>' о P(AU)) = duM(X). Детали 
вычисления функции q в r-арифметическом случае оставляем читателю. • 

§8. Мера duM и мера Хаусдорфа Нр 

Здесь мы доказываем теорему 0.6. Прежде чем приступать к доказательству, 
сделаем несколько замечаний по поводу условий этой теоремы. 

Замечания 8.1. (1) Условие X = supp duM не является существенным ограни­
чением. Если его опустить, то заключения теоремы остаются верными для огра­
ничений рассматриваемых мер на X' = япрр duM. Примеры обильных п.с.с. 
геометрий с X' ф X легко строятся с помощью наборов подобных сжатий 
евклидова пространства. 

(2) Условие НР(Х) > 0 существенно для заключения о положительности 
постоянной с из равенства Нр = с • йшМ. Например, условия сНггщ X = р для 
этого недостаточно, поскольку известны примеры самоподобных компактных 
пространств X с сИтн X = 1 и Я 1 (А') = 0 [Sch]. Как доказано в [Sch], для 
самоподобных X с R" условие Н''(Х) > 0, где р — размерность самоподобия, 
эквивалентно условию OSC. 

Доказательство теоремы 0.6. Мы доказываем, следуя [Ни, теорема 5.3(1)], что 
нижняя плотность меры duM отделена от нуля равномерно для любой точки 
х £ X. Отсюда следует первое утверждение теоремы и, в частности, конечность 
меры Нр. Второе утверждение вытекает из S-инвариантности меры Нр, доказа­
тельство которой опирается на конечность меры Н1' и равенство Нр о j = hpHp 

для подобия j : X -+ X с коэффициентом /?.. 
Согласно лемме 3.6, структура самоподобности S — {Ja : a e А} геоме­

трии М индуцирует непрерывные отображения j a : X -^ X, которые являются 
гомотетиями с коэффициентами ha, a e А для метрики Конна d^. Более того, 
d(ja(ij),ja(y')) = had(y,y') для любой пары b = (у,у'), лежащей в носителе В 
геометрии М. 

Из условия X - 'suppoLM вытекает, что .Y = \Ja&Aja{X). Действительно, 
множество АХ = X \ (Ja<iAja(X) открыто. Допустим, что носитель функции 
а е С(Х) лежит в АХ. Рассматривая а как функцию на X2, полагая а(х,х') = 
а(х), получаем, что а(Ь) = 0 для всех b <£ АВ = В \ \Ja£Ajn{B). Отсюда в силу 
р-пренебрежимости множества АВ имеем duM(a) = 0 и, следовательно, АХ 
не содержит точек носителя меры duM. Поэтому АХ = 0. 

Поскольку сИатм(АГ) < оо, им ^ d и j a является гомотетией метрики d&i 
с коэффициентом ha € (0,1), то diain^'u^A')) -»• 0 при |ю| -»• оо. Поэтому из 
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равенства X = L>a&AJa(X) вытекает, что для любой точки х £ X и любого 
р > 0 найдется слово w £ W с х £ jw(X) С Dp(x) и jw(X) С jW'(X) $_ Dp(x), где 
Dp(x) = {x' £ X : d(x,a;') < /?} и w = и/а для некоторого а £ А. В частности, 
duM(Dp(x)) ^ d^M(ju,(X)) и diam(j„,'(X)) ^ /?. В силу свойств отображений j a 

имеем 

max |6|/ diamjw PO = max |j№(b)|/ diamM(j№(A)) 

для любого t»eIV. Поэтому 

hwdi&mM(X) = diamM(it»(^)) ^ d'mm(jw(X)) 
^ max |ju,(6)| > min ha max |j,„< (fr)| 

ЬеВ a£A 66S 
^ mill ha max |b|/ dianiM (Ar) diamjyf {jw> (X)) 

a£A b€B 
^ c'diam(j',„'(A'")) > C'/J, 

где с' = mma6A/i„(max4eB|b|/diamM(-X')). Далее, rfwM(j'u,(A')) > /iPrfwM(X) и, 
следовательно, 

^ М ( Р Р ( Я ) ) £ /^rLAf(.Y) > с " / , 

где постоянная с" = rf„M(X)(c'/diamM(-A))'' > 0 не зависит ни от р, ни от х. 
Таким образом, нижняя плотность меры duM отделена от нуля равномерно 
на X. Из [Фе, 2.10.19(3)] теперь вытекает, что Я7' ^ с • йшМ для некоторой 
постоянной с ^ 0. Первое утверждение теоремы доказано. 

Докажем второе утверждение. Из равенства dM = d следует, что отображения 
j a являются гомотетиями и, следовательно, H''(jn{V)) = haHp{V) для любого 
V С X. Поэтому 

н»(х) < Y, н"(мх)) = ( £ / ? « ) я"(-¥) = я'(*)-
В силу конечности меры Нр отсюда вытекает, что H>'(ja(X) П ja'(X)) = 0 
для любых а ф а!'. Далее, из равенства Н1' о j a = haH>' следует, что hf

a Jx а о 
ja(X)d№ = Jja,X) a • dHp для любой функции а £ С(Х). Поэтому 

§(Н")(а) = J2 hP
aH"(a oja)=J2 К [ а о jadH" 

а€А а€А •(• 

] Г J а • dH>' = J a- dH'1 = Нр{а). 
а€Ли(х) 
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Таким образом, мера Нр S-инвариантна. Из условия Н''(Х) > 0 и л е м м 5.2, 
6.6 вытекает, что Нг — с • duM, где постоянная с. > 0 не зависит от выбора 
предельной процедуры w в силу ш-измеримости геометрии М. • 
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