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Предлагается новый тип неклассических трёхмерных контактных задач, сформу-
лированных над невыпуклыми допустимыми множествами. А именно, мы предпо-
лагаем, что композитное тело в недеформированном состоянии касается твёрдого
препятствия клиновидной формы в единственной точке контакта. Исследуемые ком-
позитные тела состоят из упругой матрицы и жёсткого включения. В этом случае
перемещения на множестве, соответствующем жёсткому включению, имеют задан-
ную структуру, описывающую возможные параллельные переносы и повороты вклю-
чения. Жёсткое включение расположено на внешней границе и имеет специальную
геометрическую форму в виде конуса. Наличие жёсткого включения позволяет выпи-
сать новый тип условия непроникания для некоторых геометрических конфигураций
препятствия и тела вблизи точки контакта. При этом множества допустимых переме-
щений могут быть невыпуклыми. Для случая тонкого жёсткого включения, описы-
ваемого конусом, формулируются задачи минимизации энергии. На основе анализа
вспомогательных задач минимизации, сформулированных над выпуклыми множе-
ствами, доказана разрешимость исследуемых задач. При условии достаточной глад-
кости решения найдены эквивалентные дифференциальные постановки. Основным
результатом настоящего исследования является обоснование нового типа математи-
ческих моделей для контактных задач относительно трёхмерных композитных тел.

Kлючевые слова: контактная задача, жёсткое включение, невыпуклое множество, то-
чечный контакт, условие непроникания.

Введение
Направление исследований, связанное с контактными задачами для упругих тел

с жёсткими или упругими препятствиями, представляет собой актуальную область
прикладной математики, см., например, [1–10]. Обзор и широкий круг контактных
задач можно найти в работах [11; 12]. Классические условия типа Синьорини пред-
полагают достаточную регулярность участка границы тела. Эти условия имеют
вид неравенств и описывают непроникание точек деформируемого тела за пределы
границ неподвижного препятствия. Отметим работу [13], в которой впервые пред-
ложены и исследованы задачи со свободной границей для упругих тел с жёсткими
включениями, контактирующими с недеформируемым препятствием.

В работах [14–16] обоснованием предельных переходов к бесконечности парамет-
ров жёсткости для семейств нелинейных задач, описывающих деформирование тел

Работа поддержана Министерством науки и высшего образования Российской Федерации,
соглашение N.075-02-2022-881, 02 февраля 2022 г.



Трёхмерная задача типа Синьорини для композитных тел, контактирующих острыми... 413

с трещинами, установлены сходимости решений к соответствующим решениям кон-
тактных задач с условиями типа Синьорини. В этой связи задачи теории трещин с
односторонними условиями непроникания между берегами (см., например, [17–26])
можно трактовать как некоторый класс контактных задач. Общность вариационно-
го подхода позволяет изучать композитные тела с отслоившимися включениями, на
части границы которых задаются условия непроникания типа неравенств [27–31].

В данной работе мы уделяем внимание вариационным задачам, описывающим
точечный контакт композитных объектов, имеющих острые формы края. А имен-
но, исследуются математические модели, описывающие равновесие упругих тел,
содержащих жёсткое включение в виде внешнего конического клина. В отличие
от работы [13], мы предлагаем класс нелинейных контактных задач, где условия
непроникания могут быть записаны для одной точки, расположенной на поверхно-
сти жёсткого включения. Благодаря наличию жёстких включений условие непро-
никания можно переписать в виде системы из четырёх неравенств, где каждое нера-
венство описывает четыре возможных случая деформации твёрдого тела. В отли-
чие от подхода работы [32], где рассматривались контактные задачи с условиями
непроникания для единственной точки и задавались ограничения для параметров
перемещений и вращений жёстких включений, в настоящей работе рассматрива-
ется трёхмерная задача, при этом на параметр угла поворота не накладываются
ограничения.

Исходная контактная задача формулируется в виде задачи минимизации функ-
ционала энергии над невыпуклым и замкнутым множеством допустимых перемеще-
ний. Наряду с исходной задачей рассматриваются четыре вспомогательные задачи,
описывающие контакт по одной из четырёх известных подповерхностей. Для ис-
ходной вариационной задачи доказано существование решения (не менее одного и
не более четырёх). Заметим, что в четырёх вспомогательных задачах каждое мно-
жество допустимых перемещений выпукло и замкнуто, а функционал энергии яв-
ляется коэрцитивным, строго выпуклым и слабо полунепрерывным снизу на подхо-
дящем пространстве Соболева. Эти свойства позволяют установить существование
и единственность решения каждой вспомогательной задачи минимизации на соот-
ветствующих допустимых множествах. Вопрос о единственности решения задачи
минимизации одновременно на всех четырёх множествах остаётся открытым. Для
вариационных задач получены эквивалентные дифференциальные формулировки,
эквивалентные исходным постановкам.

1. Задача о контакте с клиновидным препятствием

Сформулируем контактную задачу для упругого тела, содержащего жёсткое
включение на внешней границе. Такая модель может описывать композитные тела
со специальными жёсткими покрытиями. Рассмотрим ограниченную односвязную
область Ω ⊂ R3 с границей Γ ∈ C0,1, состоящую из двух поверхностей Γ = Γ1 ∪ Γ2,
Γ1∩Γ2 = ∅, meas(Γ1) > 0. Предположим, что поверхность γ = {(x1, x2, x3) |x2

1 +x2
2 =

α2x2
3, x3 ∈ [0, 1]}, 0 < α, является частью Γ2, так что γ ⊂ int(Γ2) (рис. 1).
Будем считать, что тонкое жёсткое включение задаётся с помощью γ, а жёст-

кое препятствие — следующей поверхностью O =
4⋃
i=1

Oi, составленной из четырёх

частей
O1 = {(x1, x2, x3) |x1 > 0, x2 > 0, x3 = f1(x1, x2)},

O2 = {(x1, x2, x3) |x1 > 0, x2 6 0, x3 = f2(x1, x2)},
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O3 = {(x1, x2, x3) |x1 6 0, x2 6 0, x3 = f3(x1, x2)},

O4 = {(x1, x2, x3) |x1 6 0, x2 > 0, x3 = f4(x1, x2)},

где fi(0, 0) = 0, i = 1, 2, 3, 4. При этом функции fi(x1, x2) являются непрерывными
выпуклыми вверх функциями относительно оси Ox3, совпадающими на координат-
ных осях так, чтобы функция

f(x1, x2) =


f1(x1, x2), x1 > 0, x2 > 0,

f2(x1, x2), x1 > 0, x2 6 0,

f3(x1, x2), x1 6 0, x2 6 0,

f4(x1, x2), x1 6 0, x2 > 0

являлась непрерывной на плоскости и дифференцируемой в замыканиях каждого
квадранта плоскости Ox1x2 и удовлетворяющей условиям |∂f(0,0)

∂ν
| 6 α, ∂f(x1,x2)

∂ν
6 0

для любой точки плоскости (относительно точек замыканий каждого квадранта).
Обозначим через W = (w1, w2, w3) вектор перемещений.

Рис. 1. Пример
конфигурации в

исходном состоянии

Предположим, что тело, занимающее область Ω, закреплено
на границе Γ1, т. е.

W = (0, 0, 0) на Γ1. (1)

Введём следующее пространство Соболева в соответствии с
условием (1):

H1,0
Γ1

(Ω) = {w ∈ H1(Ω) | w = 0 на Γ1}, H(Ω) = H1,0
Γ1

(Ω)3.

Выпишем определяющие соотношения для трёхмерной теории
упругости в рамках тензоров деформаций и напряжений

εij(W ) =
1

2
(wi,j + wj,i), σij(W ) = cijklεkl(W ), i, j = 1, 2, 3, (2)

где запятая в первой формуле (2) обозначает соответствующую производную, по
повторяющимся индексам ведётся суммирование (соглашение Эйнштейна). Тензор
коэффициентов упругости задаётся элементами cijkl, которые предполагаются сим-
метричными и положительно определёнными:

cijkl = cklij = cjikl, cijkl ∈ L∞(Ω), i, j, k, l = 1, 2, 3,

cijklξijξkl > c0|ξ|2, ξij = ξji, i, j = 1, 2, 3, c0 = const > 0.

Чтобы привести вариационную формулировку, описывающую состояние равнове-
сия тела с жёстким тонким включением γ на границе, введём функционал энергии

Π(W ) =
1

2

∫
Ω

σij(W )εij(W )−
∫
Ω

FW,

где вектор F = (f1, f2, f3) ∈ L2(Ω)3 описывает внешние силы, действующие на
тело, FW = fiwi. Коэрцитивность функционала Π(W ) обеспечивается известным
неравенством Корна:∫

Ω

σij(W )εij(W ) > c‖W‖2
H(Ω), W ∈ H(Ω),
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где постоянная c > 0 не зависит от W .
Пространство инфинитезимальных жёстких перемещений R(Z) состоит из аф-

финных функций и задаёт линейную структуру перемещений на некотором под-
множестве Z ⊂ Ω точек композитного тела [33]:

R(Z) = {ρ = (ρ1, ρ2, ρ3) | ρ(x) = Bxt + C; x ∈ Z},

B =

 0 b12 b13

−b12 0 b23

−b13 −b23 0

 , C = (c1, c2, c3), xt =

x1

x2

x3

 ,

b12, b13, b23, c1, c2, c3 — некоторые вещественные числа. В частности, для кривой γ
мы имеем пространство R(γ).

В рамках линейной теории упругости, рассуждая для бесконечно малых пе-
ремещений, выпишем условие непроникания для перемещений композитного тела
относительно препятствия O. С учётом заданной структуры перемещений точек
жёсткого включения γ мы можем записать данное условие в виде системы следу-
ющих неравенств: 

c3 > f1(c1, c2, ), если c1 > 0, c2 > 0,

c3 > f2(c1, c2, ), если c1 > 0, c2 6 0,

c3 > f3(c1, c2, ), если c1 6 0, c2 6 0,

c3 > f4(c1, c2, ), если c1 6 0, c2 > 0.

В соответствии с этими ограничениями рассмотрим следующие множества допу-
стимых перемещений:

K1 = {W ∈ H(Ω) : W |γ = ρ, ρ(x) ∈ R(γ), c3 > f1(c1, c2, ), c1 > 0, c2 > 0 },

K2 = {W ∈ H(Ω) : W |γ = ρ, ρ(x) ∈ R(γ), c3 > f2(c1, c2, ), c1 > 0, c2 6 0 },

K3 = {W ∈ H(Ω) : W |γ = ρ, ρ(x) ∈ R(γ), c3 > f3(c1, c2, ), c1 6 0, c2 6 0},

K4 = {W ∈ H(Ω) : W |γ = ρ, ρ(x) ∈ R(γ), c3 > f3(c1, c2, ), c1 6 0, c2 > 0}.

Обозначим Ks =
4⋃
i=1

Ki.

Рассмотрим задачу минимизации:

найти U ∈ Ks, такое, что Π(U) = inf
W∈Ks

Π(W ). (3)

Очевидно, в силу свойств функций fi, i = 1, 2, 3, 4, каждое из множеств Ki, i =
1, 2, 3, 4, выпукло и замкнуто [33]. В то же время можно заметить, что объединение
Ks замкнуто, но не выпукло. Невыпуклость множества нетрудно установить, следуя
примеру для двумерных множеств [32].

Теорема 1. Существует не менее одного и не более четырёх решений U вариа-
ционной задачи (3) над невыпуклым множеством Ks.

Доказательство. Наряду с исходной задачей (3) рассмотрим следующие четыре
вспомогательные задачи:

найти Ui ∈ Ki, такое, что Π(Ui) = inf
W∈Ki

Π(W ), i = 1, 2, 3, 4. (4)
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Коэрцитивность и слабая полунепрерывность снизу Π(W ) на гильбертовом про-
странстве H(Ω) гарантирует, что Π(W ) достигает своих минимумов над Ki, i =
1, 2, 3, 4, при некоторых функциях U1 ∈ K1, U2 ∈ K2, U3 ∈ K3, U4 ∈ K4 соответ-
ственно. Кроме того, ввиду строгой выпуклости функционала энергии для каждого
фиксированного i ∈ {1, 2, 3, 4} соответствующая вспомогательная задача (4) име-
ет единственное решение Ui, i = 1, 2, 3, 4. Искомую функцию U можно найти как
функцию, обеспечивающую минимум по четырём оптимальным значениям, т. е.

Π(U) = min{Π(U1),Π(U2),Π(U3),Π(U4)},

где Ui — решения (4) для i = 1, 2, 3, 4.

Выберем, не нарушая общности, задачу минимизации для множества K1. Уста-
новим свойства его решения U1 при условии, что оно обладает дополнительной
гладкостью. Для начала заметим, что задача (4) минимизации функционала энер-
гии над множеством K1 эквивалентна следующему вариационному неравенству:

U1 ∈ K1,

∫
Ω

σij(U1)εij(W − U1) >
∫
Ω

F (W − U1) ∀W ∈ K1. (5)

Подставив тестовые функции вида W = U1 + φ, W = U1 − φ, φ ∈ C∞0 (Ω)3, получим
равенство ∫

Ω

σij(U1)εij(φ) =

∫
Ω

Fφ ∀φ ∈ C∞0 (Ω)3,

которое означает, что имеют место в смысле распределений следующие равенства —
уравнения равновесия:

−σij,j(U1) = Fi в Ω, i = 1, 2, 3. (6)

Предположим далее, что решение U1 достаточно гладкое, и получим некоторые
соотношения, характеризующие решение. При этом будем применять следующую
формулу Грина, справедливую для достаточно гладких функций V и V ∈ H(Ω) [34]:∫

Ω

σij(V )εij(V ) = −
∫
Ω

σij,j(V )vi +

∫
Γ

(σν(V )V ν + στ (V )V τ ), (7)

где ν = (ν1, ν2, ν3) — единичный вектор нормали к Γ,

σν(V ) = σij(V )νiνj, V ν = viνi,

στ (V ) = (σ1
τ (V ), σ2

τ (V ), σ3
τ (V )) = (σ1j(V )νj, σ2j(V )νj, σ3j(V )νj)− σν(V )ν,

V τ = (V τ1, V τ2, V τ3), V τi = vi − (V ν)νi, i = 1, 2, 3.

С помощью формулы Грина (7) и уравнений равновесия (6) мы можем перепи-
сать соответствующее вариационное неравенство (5) в следующем виде:∫

Γ2

(
σν(U1)(W − U1)ν + στ (U1)(Wτ − U1τ )

)
> 0 ∀W ∈ K1. (8)

Затем, подставляя в (8) функции W = U1 + W̃ , где W̃ ∈ H(Ω) и W̃ = U1 на γ, и
применяя (7), получаем ∫

Γ2\γ

(σν(U1)W̃ν + στ (U1)W̃τ ) > 0. (9)
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Из (9) следует, что

στ (U1) = 0, σν(U1) = 0 on Γ2 \ γ.

Следовательно, имеет место следующее неравенство, представляющее собой по ана-
логии с [18] соотношение принципа виртуальных перемещений:∫

γ

(
σν(U1)(W − ρ1)ν + στ (U1)(Wτ − ρ1

τ )
)
> 0 ∀W ∈ K1, ρ1 = U1 на γ.

Отметим, что в том случае, когда множество K1 представляет собой выпуклый
конус (т. е. если из v ∈ K1 следует, что βv ∈ K1 для всех β > 0), из (8) можно
получить равенство ∫

γ

(σν(U1)ρ1ν + στ (U1)ρ1
τ ) = 0

последовательной подстановкой W = 2U1, W = 0. Множество K1 будет конусом,
например, в том частном случае, когда поверхность O1 является частью плоскости,
в этом случае f1 = l1x1 + l2x2, li 6 0, |li| 6 α, i = 1, 2.

Замечание 1. Характер рассуждений в доказательстве приведённой выше тео-
ремы и позволяет утверждать, что вместо разбиения плоскости на четыре сектора
можно рассмотреть, вообще говоря, любое конечное разбиение плоскости осями,
проходящими через начало координат.

2. Задача о точечном контакте с выпуклым препятствием
Рассмотрим теперь случай, когда препятствие

Рис. 2. Пример конфигурации в
исходном состоянии

задаётся поверхностью без клиновидного выступа.
Предположим также, что поверхностьOc задана вы-
пуклой вверх функцией fc, заданной на плоскости
Ox1x2. Пусть функция fc удовлетворяет свойствам
fc(0, 0) = 0,

fc(x1, x2) <
1

α

√
x2

1 + x2
2,

для всех (x1, x2), таких, что 0 < x2
1 + x2

2 6 α2. Ком-
позитное тело, упругая часть, жёсткое включение задаются прежними множества-
ми из предыдущего параграфа (рис. 2). Кроме того, условие закрепления также
задаётся на части внешней границы Γ1.

В этом случае рассмотрим следующее множество допустимых перемещений:

Kc = {W ∈ H(Ω) : W |γ = ρ, ρ(x) ∈ R(γ), c3 > fc(c1, c2) }.

Очевидно, что это множество выпукло и замкнуто. Ввиду отмеченных свойств
функционала энергии задача минимизации

найти Uc ∈ Kc такое, что Π(U) = inf
W∈Kc

Π(W )

имеет единственное решение Uc [33]. Действуя по аналогии с рассуждениями, при-
ведёнными выше, можно получить при условии достаточной гладкости решения
следующую эквивалентную постановку задачи:

−σij,j(Uc) = Fi в Ω, i = 1, 2, 3,
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στ (Uc) = 0, σν(Uc) = 0 на Γ2 \ γ,∫
γ

(
σν(Uc)(W − ρc)ν + στ (Uc)(Wτ − ρcτ )

)
> 0 ∀W ∈ Kc, ρc = Uc на γ.
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THREE-DIMENSIONAL SIGNORINI-TYPE PROBLEM
FOR COMPOSITE BODIES CONTACTING WITH SHARP EDGES
OF RIGID INCLUSIONS
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A new type of non-classical three-dimensional contact problems formulated over non-
convex admissible sets is proposed. Namely, we assume that a composite body in
its undeformed state touches a wedge-shaped obstacle at a single point of contact.
Investigated composite bodies consist of an elastic matrix and a rigid inclusion. In this
case, displacements on a set corresponding to a rigid inclusion have a given structure that
describes possible parallel translations and rotations of the inclusion. A rigid inclusion
is located on the outer boundary of the body and has a special geometric shape in the
form of a cone. A presence of a rigid inclusion makes it possible to write out a new type
of a non-penetration condition for some geometrical configurations of an obstacle and
a composite body near the contact point. In this case, sets of admissible displacements
can be nonconvex. For the case of a thin rigid inclusion described by a cone, energy
minimization problems are formulated. Based on the analysis of auxiliary minimization
problems formulated over convex sets, the solvability of problems under study is proved.
Under the assumption of a sufficient smoothness of the solution, equivalent differential
statements are found. The most important result of this research is the justification of a
new type of mathematical models for contact problems with respect to three-dimensional
composite bodies.

Keywords: contact problem, rigid inclusion, non-convex set, pointwise contact, non-penetration
condition.
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