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В работе выведены точные формулы, содержащие ряды по степеням ( l - 2 f ) , 
где v - коэффициент Пуассона, для перемещений и напряжений в упругом прост­
ранственном клине, на одной грани которого действуют нормальные и касательные 
сосредоточенные силы при разных граничных условиях на другой грани. Возмож­
ность такого представления предсказывалась еще в [1]. В частном случае из этих 
формул получаются известные решения задач Буссинеска и Черрути для полупрост­
ранства [2]. Ранее подобные задачи были точно решены для v = 1/2 [1, 3, 4 ] , когда 
происходит распадение краевых условий для определения трех гармонических функ­
ций в представлении Папковича-Нейбера. При v Ф 1/2 приближенные решения, 
построенные, как правило, только для четвертьпространства, имеются в [5 -8 ] . Эф­
фективный метод решения первой краевой задачи для пространственного клина, 
заключающийся в сведении ее к обобщенной по И.Н. Векуа краевой задаче Гиль­
берта, предложен в [9,10] и развивается в настоящем исследовании. 

Используя цилиндрические координаты r,tp,z, где ось z направлена по ребру 
клина, рассмотрим нормальные и направленные по оси т касательные сосредоточен­
ные усилия Р и Q, действующие на грань <р = а пространственного упругого клина 
в точках г = х, z = ±у. На грани <р = 0 предполагается либо а) отсутствие напряжений, 
либо б) скользящая заделка, или в) жесткая заделка. Граничные условия запишем 
в следующем виде. При <р = 0: 

а) Оу = тгч> = Туг = 0; 

(Г) б) v = Tr{f = TlfZ = 0; 
в) и = и = w= 0; 

при if = а: 
о{р = РЬ(г-х)Ь(\г\-у), 

(1") Tr{p = -Qb(r-x)b(\z\-y), V = 0. 
Выразим напряжения и перемещения через три гармонические функции по 

известным формулам [9]. Разыскивая эти гармонические функции в форме интег­
ралов Фурье и Конторовича—Лебедева в комплексной плоскости, придем от гранич­
ных условий (1) к обобщенной по И.Н. Векуа краевой задаче Гильберта [10], в 
которой функциональные уравнения со сдвигом с использованием методики, раз­
витой в [9, 10], могут быть сведены к интегральным уравнениям Фредгольма второ­
го рода относительно вспомогательных функций Ф„(и),и = 1, 2, 3, 4, входящих 
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затем в выражения для напряжений и перемещений в клине (0 < и < °°, ßx > О) 

QSn (и. «) 

(2) 

Ф„(и)-(1 -2v)f L„(u, у)Фп(у)ау-
0 

/> + 
2(l-- i»)( l - 2i0 

sh7rf Л 

xru 
ch—-л: / Иозх)-

2 
О яи °° 

- 7Г, 7 ch~T S h„(t,a)Ktt(fiK)- ; 
2(1-»») 2 о dint - chiTU 

тти тту °° shirtg„(t, а) dt 
Ln{u, у) = 2 c h — sh — W„ (y, а) f ; 

2 2 о (chirt + chTTU)(chiTt + chiry) 

a) Wl<2(u,a) = ± 
chau + cosa 

sh аи ± и sin а 

cthau/2Ï sin2 а 
gi,2("' a ) ~ i th au/2] chau + cos 2a 

/ l ,2 («.<*) = 

Ä i ,2 (« , a) = 

±U 2(1 -i»)(l - 2^)sina 

^ i , 2 ( " . a ) chau + cosa 

(l-2i>)shau + и sin а 
ch au + cos а 

(3) 

6) W3(u, a)= И/,(и, 2a), g3(u, a) = gl(u, 2a), /3(u,a)=/,(u, 2a),/i3(u, a)= Ä,(u, 2a); 

2«sh2au - 2u sin 2a 
в) W4 (и, а) = 3 - 4t-, 

2K ch 2 a u + 2u2 - 2u2 cos 2a + к2 + 1 

g4(u, a) = -g2(u, 2a) + i sin2a(g-s (u)[2#6(u) - ugn(u)] + 
+ ft(a)[2*7(«0 - "Sé(")] /ch а и - 2(1 - v) sin afe 5 (u) X 
X (sin 3a - sin2a ch 2 au ) - gt (u) cos 2ash 2au)\jg9 (u), 
gs(u)~ « s h 2 a u cos2a - u sin 2a, g6(u) = ch 2au cos 2a - ch 3au - c h a u cos 4a, 
gn (u) = sh 2 au sin 2a + sh au sin 4a , gt (и) = (к ch2 au -1) sin 2a, 
g*(") = [g2s(") +g& («)] (sh2 2aи + cos2 2a), 

/4 (", a) = 

Л* («, <*) = 

4( l - f ) ( l - 2 v ) u s i n 2 a 
W4(u, а) к sh 2au - и sin 2a 
K(l -2v)(ch2au- l ) -2u 2 s in 2 a 

Ksh2au - usin2a 

Интегральное уравнение (2) вырождается в выражение для функции Ф„(и) 
при v = 1/2 или a = я, когда задача может быть решена более простыми методами. 

Ядро интегрального уравнения (2) зависит от граничных условий при <р = О, 
а правая часть еще и от вида нагрузки на другой грани клина. В [9, 10} получено 
уравнение (2) для задачи б) и симметричной по z нормальной нагрузки, приложен­
ной к грани <р = a, и доказано, что если эта нагрузка такова, что правая часть уравне­
ния (2) принадлежит пространству L 2 (О, °°) , то для решения такого уравнения 
применим метод последовательных приближений. В нашем случае при Q = О, Р Ф О 
правая часть уравнения (2) не принадлежит L2 (0, °°) , но лежит в пространстве 
непрерывных ограниченных на полуоси функций 0 / ( 0 , °°) . 

П р е д л о ж е н и е . При всех a G [0,2ir], t>0, y>0 
^э ( * a) • ЕГэ ( ' ,<* )<( !+у*) / (20>) . 
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Из этого предложения и оценки 
7гы°°~ shn у/2 sh IT t(l +у*) dy dt 

sup c h — / / — - L J - < 1,1182 
o < u < ~ 2 oo / J ( chn t + ch7ш)(сЬnt + chny) 

следует, что в случае задачи б) соответствующий интегральный оператор в левой 
части уравнения (2) для всех a G [0, 2ir] есть оператор сжатия в пространстве 
Qf(0. °°) хотя бы при v > 0,053. Для задачи в) Оценки и вычисления показыва­
ют, что при а = тгк/12,к = 1, 2, . . . , 24, и = 0,25, v = 0,30, v = 0,35 решение, интег­
рального уравнения (2) тоже можно построить методом последовательных прибли­
жений. Численным интегрированием с точностью до 1% для задачи а) найдены 
значения норм в См(0, °°) интегральных операторов в уравнении (2) при и = 1,2, 
равные(1 -2v)en, a = пк/4: 

1 
0,4944 
1,148 

2 3 s 
0,4408 0,2936 0,1323 
1,301 0,04231 0,02134 

6 
0,1010 
0,08913 

7 
0,05234 
0,01524 

Отсюда следует, что, например, при а = я/2 решение уравнения (2) при и = 2 
можно представить рядом Неймана, если выполнено условие (1— 2'v) • 1,301 < 1, 
т.е. только при v > 0,116, а в случае а = Зя/4 уже для любого v G (0, 1/2]. 

Интересно, что для задачи а) при а -*• 0 метод последовательных приближе­
ний применим при v > 0,092. Для фиксированного угла a G [0, 2п\ в задачах а) и в) 
соответствующие ряды Неймана сходятся, как правило, при всех практически зна­
чимых коэффициентах Пуассона. 

Если же Р = 0, Q Ф 0, модуль правой части интегрального уравнения (2) растет 
при и -> °° как \/м. Разделим обе части уравнения (2) на непрерывную функцию 
/(и) , равную 1 при 0 < « < i V - e H равную \^7при u>N, N> 1, 0 < е < 1, и введем 
в (2) новую искомую функцию Ф̂  (и) = Фя(«)//(и). Поскольку функция L„(u, y) 
экспоненциально убывает при и -> «> или у -»• °°, а N — сколь угодно большое число, 
то процесс последовательных приближений будет сходиться в пространстве (7^(0, °°) 
практически в тех же диапазонах v, что и для случая Q = 0, Р Ф 0. 

Приведем выражение для нормальных перемещений на грани у = а клина, 
содержащее решение интегрального уравнения (2) в виде ряда Неймана и пред -
ставляющее большой интерес для приложений (z > 0) : 

4 1 - v <»~ nu Qrb(r - x)S(z -v) 
v= — ffaL—W{u,a,ßx)Kto(ßr)a№ßycosßz dßdu '—K-—^ 

ff3 G о о 2 2 ( 1 - 2v) G 

а) W(u, a,ßx) = И/,(и, a)B\\G^y, ßx)\- W2(u, a)Bu
2 {G2(j, ßx)\; 

б) fr = 3), в)(и = 4) W(u,a,ßx) = 2W„(u,a)BuJGH(y,ßx)\; (4) 
П 

Bu
n= 2 (l-2*>)m04„u)m, A"niGn(y,ßx)\ = fLn(u,y)Gn(y,ßx)dy. 

n m = 0 0 

Здесь через Gn(u, ßx) обозначена правая часть интегрального уравнения (2), а 
5-функции, входящие в выражение (4), как следует из формул (3), сокращаются. 
Для случая а) при а = п из формулы (4) после взятия квадратур получим 

Р{\-
V-

\R+ Ä _ / 4ITG \Rl + R2_)' 2TTG 

R±=sf(r-x)2+(z±y)2, 
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что с учетом четности задачи по г совпадает с решениями задач Буссинеска и Черру-
ти [2]. 

При v = 1/2 формулы (4) дают функции Грина для несжимаемого клина из 
работы [4]. Если же правую часть формулы (4) для перемещений умножить на 
cos ez, проинтегрировать по г от 0 до « и затем совершить предельный переход 
е -*• О, то придем к соответствующим формулам плоской задачи для клина, которые 
имеются в [11] для нормальной нагрузки и могут быть получены при помощи интег­
рального преобразования Меллина [12] для касательного сосредоточенного усилия, 
что также свидетельствует о достоверности полученных результатов. 

Формулы (4) могут найти применение при решении пространственных кон­
тактных задач теории упругости для клина, в том числе с учетом трения и износа, 
актуальных, например, при расчете на прочность зубчатых передач. До последнего 
времени рассматривались, как правило, только плоские [11] или антиплоские [13] 
контактные задачи для упругого клина произвольного угла раствора. Используя 
формулы (4), нескложно выписать интегральное уравнение пространственной кон­
тактной задачи для клина с учетом трения. Особая часть ядра этого уравнения пол­
ностью содержится в первом члене разложения (4) перемещений по степеням 
(1—2J>), т.е. при (l-2f) в нулевой степени. При решении интегрального уравнения 
контактной задачи можно, используя результаты Койтера [14], ограничиться вы­
числением M членов ряда Неймана, входящего в символ ядра W (и, а, ßx) (4), где 
M зависит от нормы соответствующего интегрального оператора. Как правило, при 
M = 2 или 3 уже достигается удовлетворительная точность. Например, для задачи а) 
при Р = 1, Q = 0, v = 0,3 ниже даны значения W(u, Зя/4, 1) в некоторых узлах и квад­
ратурных формул Лагерра: 

и 0,0933 0,493 1,216 2,270 5,425 
WM=2 0,7635 0,2510 0,3388 0,3162 0,1934 
WM=7 0,7709 0,2525 0,3393 0,3164 0,1934 

Однако следует иметь в виду, что при а < я/2 для задачи а) сходимость ряда 
Неймана может замедляться. В этом случае в уравнении (2) полезно сделать замену 
искомой функции Фи (и) = Ф* (и) + G„ (и, 0х), выделяя особую часть ядра интеграль­
ного уравнения контактной задачи, а функцию Ф£ (и) можно найти методом меха­
нических квадратур. 

Явный вид ядра интегрального уравнения, полученного на основе формул 
(4), позволяет применить для решения различные аналитические методы [14]. 
При этом существенным образом может использоваться именно равномерная схо­
димость в Qf(0, °°) функциональных рядов по степеням (1—2f ) в формулах (4). 
Заметим также, что функции (Wi (и, а) - W2 (и, а))/2, W„(u, а),« = 3, 4, совпадают 
с символами ядер соответствующих интегральных уравнений плоских [11] и прост­
ранственных при v = 1/2 [4] контактных задач для клина. В [15] при помощи асимп­
тотического метода решено интегральное уравнение пространственной контактной 
задачи без учета трения о вдавливании эллиптического параболоида в грань упругого 
клина. 
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