
Имеет место следующая теорема.

Теорема. Следующие утверждения верны.
1) Функционал J(u) определён в каждой точке пространства

H(Ω).
2) Функционал J(u) дифференцируем в любой точке u ∈ H(Ω)

и gradJ(u) = u−G(u), где G(u) ∈ H(Ω).
3) Функционал J(u) является возрастающим в H(Ω).
Из пункта 2) теоремы следует важное следствие.

Следствие. Множество критических точек функционала J(u)
совпадает с множеством обобщённых решений задачи (1), (4).

Тогда [1] функционал J(u) имеет точку абсолютного миниму-
ма на H(Ω) являющуюся обобщённым решением задачи (1), (4).
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Рассмотрим уравнение

{
ẋ(t) = a0x(t) −

∑n
k=1 akx (t− rk(t)), t ∈ R+,

x(ξ) = 0, ξ /∈ R+,
(1)

где ak (k = 0, 1, . . . , n) — вещественные постоянные, а ненулевые
функции rk : R+ → R+ измеримы по Лебегу.

Решением уравнения (1) назовём [1] абсолютно непрерывную
на каждом конечном отрезке функцию x : R+ → R, удовлетворя-
ющую уравнению почти всюду.
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В данной работе приводятся условия на коэффициенты ak, при
выполнении которых для любых запаздываний rk, удовлетворяю-
щих неравенствам

0 6 rk(t) 6 ωk, k = 1, 2, . . . , n, (2)

решения уравнения (1) являются знакопостоянными и асимпто-
тически устойчивыми.

Зафиксируем набор положительных чисел {ωk}n
k=1 и обозна-

чим через Dω множество векторов (p0, p1, . . . , pn) ∈ R
n+1, облада-

ющих следующими свойствами:
a) pk > 0, k = 1, 2, . . . , n;
б) p0 <

∑n
k=1 pk;

в) существует такое ξ0 > p0, что ξ0 −
∑n

k=1 pke
(ξ0−p0)ωk = 0.

Теорема 1. Пусть (a0, a1, . . . , an) ∈ Dω и выполнены усло-
вия (2). Тогда:

– любое нетривиальное решение уравнения (1) сохраняет знак
на R+;

– существует T > 0 такое, что при t > T все нетривиальные
решения уравнения (1) являются монотонными;

– при всех t > T для любого нетривиального решения уравне-
ния (1) справедлива оценка

0 < x(t) 6 Ne−γ(t−T ), если x(0) > 0,

0 > x(t) > Ne−γ(t−T ), если x(0) < 0,

где N > 0, а γ = −a0 +
∑n

k=1 ak > 0.
Чтобы сделать применение теоремы 1 эффективным дадим

геометрическое описание области Dω.

Теорема 2. Область Dω есть подмножество пространства
R

n+1, ограниченное в координатах (a0, a1, . . . , an) гиперплоскостя-
ми ak = 0 (k = 1, 2, . . . , n), гиперплоскостью a0 =

∑n
k=1 ak и ги-

перповерхностью, заданной параметрическими уравнениями





ξ −
n∑

k=1

ake
(ξ−a0)ωk = 0,

1 −
n∑

k=1

akωke
(ξ−a0)ωk = 0,
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где параметр ξ пробегает множество [a0,+∞).

Пример 1. Пусть n = 0. Тогда Dω = {a0 ∈ R : a0 < 0}.
Пример 2 [2]. Пусть a0 = 0, n = 1. Тогда Dω = {a1 ∈ R :

0 < a1ω1 6 1
e}.

Пример 3 [3]. Пусть a0 6= 0, n = 1. Тогда Dω = {(a0, a1) ∈ R
2 :

0 6 a1ω1 < 1, a0ω1 < a1ω1 6 ea0ω1−1}.
Пример 4. Пусть a0 =0, n=2, ω1>ω2. ТогдаDω ={(a1, a2) ∈ R

2 :
a1 > 0, a2 > 0, a1 + a2 > 0, a2 6 ϕ(a1)}, где кривая p2 = ϕ(p1) за-
даётся параметрическими уравнениями

p1 =
ξω2 − 1

ω2 − ω1
e−ξω1, p2 =

ξω1 − 1

ω1 − ω2
e−ξω2, ξ ∈

[
1

ω1
,

1

ω2

]
.
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