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§ 1. ВВЕДЕНИЕ 

1.1. История вопроса и вводные замечания. Теория сетей 
массового обслуживания (СеМО) является сравнительно новым 
и быстро развивающимся разделом теории массового обслу­
живания (TMO). Ее появление и развитие стимулирует мно­
гочисленные приложения, особенно в области анализа произ­
водительности вычислительных систем (ВС) и их компонент, 
сетей передачи данных и сетей ЭВМ. Вместе с тем, математи­
ческое ядро теории СеМО привлекает все большее внимание 
профессиональных вероятностников, в первую очередь — специ­
алистов по теории массового обслуживания, о чем свидетель­
ствует обзор Д. Кёнига, В. В. Рыкова, Ф. Шмидта [27], вышед­
ший в 1981 году, а также двухтомный справочник по ТМО 
[106, 107], подготовленный большим коллективом авторов из 
СССР и ГДР под редакцией Б. В. Гнеденко и Д. Кёнига. 

Результаты ТМО, напечатанные до 1970 года, вошли в об­
зор И. Н. Коваленко [31]. В дальнейшем обзоры составлялись 
только по отдельным разделам TMO (см. В. В. Рыков [44], 
Д. Кениг и др. [27]). 

Цель настоящего обзора — отразить многообразие подхо­
дов к описанию СеМО, изложить с общих позиций полученные 
до 1982 года результаты, а также привести и прокомментиро­
вать соответствующую библиографию. 

Понятие СеМО было введено Дж. Джексоном [121] в 
1957 году. Введению СеМо предшествовала работа Р. Джексо­
на [123] по многофазным системам массового обслуживания 
(CMO), а также частные модели замкнутых систем с конеч­
ным числом источников заявок, удобных, например, для опи­
сания информационно-справочной телефонной службы, дейст­
вующей внутри крупного универмага (см- гл. 3, 4 в [55] и гл. 5, 
6 в'[321). 

В 60-е годы теория СеМО стала применяться для анализа 
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производительности вычислительных систем, так как их под­
системы (процессор, оперативная память, внешняя память, 
АЦПУ и др.) стали работать в значительной степени автоном­
но. Поэтому описание функционирования ВС ОДНИМ ресурсом 
обслуживания, т. е. отдельной СМО становится недостаточным. 

В 70-е годы область применения теории СеМО еще больше 
расширилась. Это объясняется дальнейшим развитием аппара­
туры, операционных систем и программного обеспечения ВС, 
появлением сетей ЭВМ, сетей передачи данных новых типов 
и т. д. [29, 30, 52]. Кроме того, появились работы по примене­
нию теории СеМО в медицине, на транспорте и других об­
ластях. 

Особенности применений теории СеМО вызывают необхо­
димость учитывать в этой теории различные виды взаимодей­
ствия отдельных СМО, называемых узлами СеМО. Взаимодей­
ствие узлов является следствием того, что каждая заявка 
требует обслуживания от нескольких узлов. Основной вид 
взаимодействия узлов — поэтапное обслуживание заявок, a 
именно: обслуживание заявки в СеМО состоит в последова­
тельном прохождении этапов обслуживания в разных узлах. 
Другие виды взаимодействия могут заключаться в зависимо­
сти длительностей обслуживания на последовательных этапах; 
в одновременном занятии заявкой на "некотором этапе обслужи­
вания двух или нескольких узлов сети; в блокировках работы. 
узла, когда нет возможности передать обслуженную в нем заяв­
ку на следующий этап и т. д. 

Теория CeMO представляет собой удобный язык для адек­
ватного описания функционирования больших систем, посколь­
ку в терминах этой теории можно формализовать достаточно 
сложную модель. Нас будут интересовать только те аспекты 
теории СеМО, которые поддаются аналитическому ИЛИ вычис­
лительному анализу, хотя бы и приближенного характера. По­
этому о примерах использования теории СеМО при имитаци­
онном моделировании мы только упомянем. 

Основы теории СеМО, некоторые методы вычислений их 
характеристик и многие применения этой теории при анализе 
функционирования сложных информационно-вычислительных 
систем освещены из ряде книг [30, 52, 1, 35, 103, 133]. Есть так­
же специальные выпуски журналов, посвященные теории СеМО 
и ее применениям [89,51]. 

1.2. Определение основных понятий и обозначения. Прежде 
чем дать определения основных ПОНЯТИЙ, введем необходимые 
обозначения. Примем, что произведение (сумма) по пустому 
множеству равно 1(0), и пусть E{-} -—символ математического 
ожидания. 

(1, если i—u ,, 
ёи-\0, если i^j - -имвол Кронекера, 
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1 \ J ' -•.•""И л^->^>1 
e W = \ 0 , если x < 0 —функция Хевисайда, 

%{•} — функция-индикатор события, указанного в скобках, 1.~-
вектор, i-я компонента которого равна 1, а остальные нулю, 
причем размерность вектора определяется из контекста, 

cAn-=min(c, /г). 
Пусть d и п —два вектора одинаковой размерности. Тогда 

d > n , если и только если d , > n ; при всех i, a 

сГ = П<<. 
i 

В самом общем смысле теория СеМО изучает взаимодействие 
некоторого множества узлов и потоков заявок. Введем теперь 
основные понятия и обозначения теории СеМО. 

Г Узел (node, service centre)—система массового обслу­
живания, состоящая из с однородных приборов l:gc{le}{infty} и на­
копителя для заявок емкости г, Osg;r{le}{infty}. Если с=оо, то г = 0. 
При с-=1 узел называется однолинейным или 5S (Single Ser­
ver) , при с = оо — бесконечнолинейным или /5 (Infinite Server). 

2. Если не оговорено противное, то сеть состоит из конеч­
ного множества Ж узлов. Обозначим: М— \ Ж\— количество 
узлов, 3R = 2-*- — множество всех подмножеств из Ж. 

3- Заявка (request, message, customer) — объект, который 
подвергается обслуживанию в узлах. 

4. Статистическое поведение заявки в сети (трудоемкость 
или длительность обслуживания в узлах, выбор маршрута) мо­
жет, вообще говоря, зависеть от ее типа (type). Пусть 52 — 
множество типов, R—\$,\ —количество типов. Заявку типа г 
будем кратко называть г-заявкой. 

5. Обслуживание заявки в сети заключается в последова­
тельной отработке заданий (task). Пусть 9? — множество зада­
ний, 1=\2?\ —количество заданий. Термин «заявка с задани­
ем /» означает заявку, требующую отработки задания I. Здесь 
и в дальнейшем термин «отработка» будет обычно связан с 
заданием, а «обслуживание» — с заявкой. 

6. На множестве заданий определена функция соответствия 
/ : 3?-*-Ш со значениями из множества подмножеств узлов. 

7. Совместное занятие узлов (overlap) заключается в одно­
временном занятии, по крайней мере, двух узлов i и / для от­
работки некоторого задания l:f(l) = {i, / } . Но обычно областью 
значений функции соответствия f является множество одноэле­
ментных подмножеств из Ж, т. е. f: 3-**Ж. Когда не оговорено 
противное, будем считать, что выполняется последнее предпо­
ложение. В этом случае прообразом i'-узла является подмно-
жество заданий, выполняемых в i-узле: 3?, = f~l(i), i~\,M. 

8. Маршрут (route) заявки — последовательность заданий 
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по обслуживанию заявки в сети. В предположении предыдуще­
го пункта функция соответствия индуцирует и последователь­
ность узлов, которые обслуживают заявку. Эту последователь­
ность узлов также будем называть маршрутом, если это не 
может вызвать недоразумений. 

9. Трудоемкость (work requirement, work demand) — коли­
чество работы, которое должно быть выполнено при обслужи­
вании заявки (отработке ее задания). В приложениях количе­
ство работы измеряется в различных единицах, в зависимости 
от характера рассматриваемой информационно-вычислительной 
системы. 

П р и м е р 1. Пусть заявка — это программа, узел 1—про­
цессор, узел 2 — оперативная память- Задания 1 и 2 выпол­
няются на узле 1 и состоят, соответственно, в выполнении 
арифметических или логических операций, а задания 3 и 4 
выполняются на узле 2 и состоят, соответственно, в считыва­
нии и записи данных. B этом случае трудоемкость заданий 1 и 
2 измеряется числом соответствующих операций, а заданий 3 
и 4 — длиной блока данных-

П р и м е р 2, Пусть узел 1 — сетевой процессор, узел 2 — 
дуплексный канал связи, заявка — пакет (часть сообщения), 
задания 1 и 2 выполняются на узле 1 и состоят, соответственно, 
в контроле независимости и определении маршрута, задание 3 
выполняется на узле 2 и состоит в передаче пакета по каналу. 
В этом случае трудоемкость заданий 1 и 2 измеряется числом 
соответствующих операций, а задание 3 — длиной пакета в 
битах или байтах. 

П р и м е р 3. Пусть множество Ж узлов описывает АТС и 
каналы связи, заявка — телефонный вызов. Часть заданий со­
стоит в установлении соединения и их трудоемкость измеряется 
в соответствующих операциях, а одно задание состоит в пре­
доставлении канала от вызывающего до вызываемого абонента 
на все время разговора, а его трудоемкость измеряется в се­
кундах или минутах. 

Поэтому введем общую для различных СМО единицу изме­
рения количества работы — ед. раб. и будем измерять трудоем­
кость заявки в ед. раб/заявка. 

10. Быстродействие (work rate)—количество работы, вы­
полняемой узлом в единицу времени и измеряемое в ед. раб./с. 
Быстродействие узла определяется количеством приборов в уз­
ле и может зависеть от количества заявок в узле или группе 
узлов. 

11. Номинальной длительностью обслуживания заявки или 
отработки задания в узле называется отношение трудоемкости 
задания к быстродействию, когда он обслуживает только соот­
ветствующую заявку. Единицей измерения служит с/заявка, но 
фактически чаще используется с. Номинальной интенсивностью 
обслуживания заявки (задания) называется величина, обрат-
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пая к ее средней номинальной длительности, как и для интен­
сивности потока, ее единицей измерения служит заявка/с. 

12. Сеть называется открытой (open) относительно заявок 
типа г, если г-заявки могут поступать в сеть извне и после об­
служивания покидают ее. Сеть называется замкнутой (closed) 
относительно г-заявок, если в ней постоянно находятся NT (po­
pulation size) г-заявок. 

13. Сеть в целом называется открытой, если она открыта от­
носительно всех типов заявок; замкнутой, если она замкнута 
относительно всех типов заявок; смешанной (mixed), если она 
открыта относительно некоторых типов заявок и замкнута 
относительно остальных ТИПОВ. 

14. Сеть называется однородной, если все заявки принадле­
жат только одному типу. 

1.3. ДИСЦИПЛИНЫ обслуживания. Следуя Келли [127, 82], 
опишем теперь параметрическое задание дисциплины обслужи­
вания заявок в произвольном узле. Состояние (state) узла в 
момент t характеризуется дискретной и непрерывной компо­
нентами. Определим сначала дискретную компоненту. Если в 
узле находится п заявок (п^О) , то примем, что заняты п по­
зиций (position, station), причем на каждой позиции находится 
одна заявка с заданием 1(т), т — \,п. Дискретная компонента 
называется детальным состоянием (detailed state) узла и обо­
значается 

((J(l), ...,t(n)), l(m) = 1, L, т = Т7И, если n > 0 , 
" lO, если п = 0. 

Пусть Хт — положительная величина невыполненной в мо­
мент t работы по отработке задания заявки, находящейся 
на m-ой позиции, fft—l, п. Тогда состояние узла в момент ( 
задается вектором: 

7 [ C . v , Xi,...,xn), если л > 0 , 
п-- — \0, если п = 0. 

Пусть теперь 6 (m+_1v,/)--вероятность того, что вновь 
п 

поступившая заявка займет позицию т, ^ 6(/ra|n_-v, t) — l, если 
m = l 

она требует выполнения задания I и застает в узле «.-—1 
заявку и детальное состояние „_1v, n > 1 . При этом заявки, 
ранее занимавшие позиции от т до я— 1, передвигаются, соот­
ветственно, на позиции от /71+1 до п. Далее, пусть у(п) — 
суммарное быстродействие узла с п. заявками, а y(tn\ni)—доля 
суммарного быстродействия, приходящаяся на занятую пози-

цию т, т = \,щ в состоянии узла „v, причем ^у (т\пу)==1. 
m = l 

-Поэтому величина хт невыполненной трудоемкости для заявки 
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на m-й позиции в результате обслуживания убывает со ско­
ростью у (и) у(т\„у)\ 

^ - - Y ( n ) Y ( m | „ v ) , т=Л7п. 
Примем, что y(0)==0, y(l)==1, y(n)>0 при n > 0 , и обозна-

чим Г (k)-=lly(ft). Заметим, что обычно у(п) является неубы-

вающей функцией своего аргумента, но возможны случаи, ког­
да суммарное полезное быстродействие узла уменьшается с 
ростом п. Например, если узел моделирует работу процессора 
в мультипрограммном режиме, когда обслуживается до k за­
явок одновременно, то суммарное полезное быстродействие мо­
жет уменьшаться с ростом п, из-за необходимости выполнения 
вспомогательной работы на переключение. 

Детальное состояние „У узла содержит также информацию 
о количестве п{1), 1=1, L, заявок с /-заданием в узле. Вектор 
(п{1), t—l,L) называется состоянием занятости (occupancysta­
te) узла. 

Приведем теперь несколько типичных примеров, подтвержда­
ющих, что большинство известных дисциплин обслуживания 
можно задать посредством введенных выше наборов параметров. 

1. Однолинейная СМО (55) с обслуживанием заявок в по­
рядке поступления (First Come First Served -=FCFS) получает­
ся, если 

8 (т. I-.1V, I)---=бю„; у (т |,,v) = fiffll, т. = 1, п; у (п) — 1. 
Подмножество однолинейных узлов множества узлов Ж сети 
обозначим i j - , 

2. .--линейная CMO из одинаковых приборов с дисциплиной 
обслуживания FCFS получается, если 
с/ i /\ с / i \ [(.^An)"1 при /га<сЛя. / . 
«(mU-iV. t) = 6Mn; Y(/tt|,.v).= {5 £ р и т> с Л д ;?(л)=-сЛл-

3. Однолинейная СМО с равновероятным выбором заявки из 
очереди на обслуживание 1192] (дисциплина — RANDOM) мо­
жет быть задана посредством равновероятной постановки вновь 
поступившей заявки на любое место среди п—2, п>2 уже ожи­
дающих: 

S(-wU-iV, 0—=(s(m —1)/(Л_1) при е > 1 ; 

y(m.\nv)=8m, /и..= 17/Г; y(n)=l. 
4. Однолинейная СМО с обслуживанием в обратном порядке 

с прерыванием и обслуживанием прерванной заявки (Last Come 
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First Served Preemptive Resume = LCFS PR) 

6(OT|„-^, Oe"Y(«|/»v)=--6ml, m=l, ti; y(ti) = l. 
5. Однолинейная СМО с дисциплиной обслуживания «раз­

деление процессора» (Processor Sharing-PS), когда каждая 
заявка независимо от ее положения в очереди обслуживается 
с быстродействием, обратно пропорциональным количеству 
заявок в узле: y(m|„v) = l/n, Y(n)—1. Здесь способ расположе­
ния вновь поступившей заявки в системе может быть любым. 
Из соображений симметрии удобно принять, что 5(//i|„_iV, /)=--
= 1/п, т= 1, п. 

6. Обслуживание бесконечным числом одинаковых приборов 
(IS), т. е. обслуживание без ожидания: y (m |,. v) •= \/n, y(tt) = ti 
при любой функции S. Здесь способ расположения вновь по­
ступившей заявки в системе также может быть любым, но из 
соображений симметрии удобно принять, что 6 (m+._. v, I) = 1//", 
т = \,п. Подмножество таких узлов обозначим Mis-

7. Однолинейная СМО с абсолютным приоритетом причем 
чем меньше номер задания, тем выше приоритет соответствую­
щей заявки: 

i 

6(m|„_-v, i) = 6ml +{sum} n(k); 

y(m|„v)=-6m-, •*№.---T7»; Y(-*)--=-• 
i 

Здесь _ n(k) — количество заданий в системе приоритета 

не ниже, чем вновь поступившее, так что сначала располагают­
ся 1-задание в порядке поступления, затем — 2-задания и т. д., 
а вновь поступившее /-задание ставится сразу после ранее по­
ступивших /-заданий. Если вновь поступившее задание имеет 
более высокий приоритет, чем то, которое обслуживалось, то 
оно сдвигает все ранее поступившие задания на одну позицию-
вправо, а само занимает позицию 1, которая обслуживается 
прибором. 

8. Однолинейная CMO с относительным приоритетом: 

6(tfi|„_.v, /)-= 

(6mi при n==1, 

бя-2 +2n ' (&) ПРИ ' г > 1 ' 
&-1 

yH„v) =&mt, m=\,n.\' y<«-)== 1 . 
i 

Здесь 2 n'(k) — количество заданий не в системе, а в очереди. 
ft-i 



приоритета не ниже, чем вновь поступившее, так как в отличие 
от предыдущего примера задание на приборе (в первой пози­
ции) не прерывается до завершения его обслуживания. Штрих 
•означает, что задание в первой позиции не учитывается. 

Таким образом, вектор занятости в рассматриваемом при­
мере состоит из произвольного задания на первой позиции и 
заданий с возрастающим приоритетом, упорядоченных в поряд­
ке поступления по группам с одинаковым приоритетом, на по­
следующих позициях. 

Отметим теперь, что предложенное описание дисциплин с 
помощью только дискретных компонент не может охватить все 
известные дисциплины обслуживания. Например, чтобы описать 
.дисциплину обслуживания «кратчайшая заявка — первой», нуж­
но учитывать непрерывные компоненты величины хи ..., х„-1 
невыполненных трудоемкостей ранее поступивших заданий, а 
также трудоемкость вновь поступившего задания. 

Укажем еще на то, что параметрическое задание дисципли­
ны обслуживания с помощью дискретных компонент не всегда 
является однозначным. Так, в примерах 5 и 6 из физических 
соображений очевидно, что вновь приходящую заявку можно 
ставить на любую позицию в системе. В параметрическом за­
дании этому отвечает произвол в выборе правила б. 

Наконец, дисциплину LCFS PR можно описать параметрами 
-6(/n|„_iV, 1) = у(т\пv) = Sm„, m=l,n. Это означает, что прибор 
всегда обслуживает вновь поступившую заявку, которая зани­
мает последнее место в очереди. Таким образом, физической 
эквивалентности определенных процедур соответствует свобода 
выбора определенных параметров. 

Если параметры б (/?г|л_г v, /) и y(m\nv) зависят только 
от количества заявок д, то обозначим эти параметры, соответст­
венно, 6(m|n) и у(т\п). Дисциплины обслуживания, описыва­
емые такими параметрами, называются не зависящими от об­
служиваемых заданий. Первые шесть примеров дают образцы 
таких дисциплин. Большую роль в теории СеМО играют так 
называемые симметричные дисциплины обслуживания, у кото­
рых 6(m|n)=-Y(m|n), например дисциплины PS, IS, LCFS PR. 

1.4 Дополнительные замечания. I. Ранее в большинстве ра­
бот по теории СеМО явно или неявно предполагалось, что тру­
доемкость (количество работы) измеряется в секундах, так что 
трудоемкость называли также абсолютной или номинальной 
(absolute, own) длительностью обслуживания заявки (отработ­
ки задания). Однако это отождествление различных понятий в 
ряде случаев оказывается неудобным, так что в настоящем об­
зоре под номинальной длительностью обслуживания мы пони­
маем промежуток времени, затрачиваемый на отработку тру­
доемкости задания с единичным быстродействием. Если трудо­
емкость измеряется в секундах, то единичное быстродействие •— 
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это одна секунда трудоемкости за секунду. В телефонии эта 
единица называется эрлангом и служит для измерения интен­
сивности нагрузки [55]'. 

До появления сложных дисциплин обслуживания обычно 
длительность обслуживания связывали с быстродействием при­
бора (опер/с или байт/с), мы же будем связывать трудоемкость 
в ед. раб. с заявкой, а быстродействие в ед. раб/с с обслужи­
вающими приборами, что позволит провести единообразное опи­
сание различных систем. 

Фактическая длительность обслуживания является функцио­
налом от случайного процесса, описывающего работу СеМО. 
Для пояснения введенных понятий рассмотрим два примера. 

П р и м е р 1. Пусть в момент t0 на узел из с приборов с оди­
наковым и постоянным быстродействием v{ поступает некоторая 
заявка а с трудоемкостью та. Тогда быстродействие узла при 
п заявках в нем составит у(п) — (n/\c)vu а номинальная дли­
тельность обслуживания заявки равна ta=%Jv{. При этом дли­
тельность пребывания заявки в системе равна wa+ta, где wa — 
длительность ожидания начала обслуживания. 

П р и м е р 2. Рассмотрим однолинейную СМО с дисциплиной 
PS и быстродействием y(n)—vi. Пусть в момент to поступает 
некоторая заявка а с трудоемкостью та; m<-(-) —номер позиции 
заявки в момент t; t\(t) —количество заявок в узле в момент /. 
Тогда номинальная длительность обслуживания заявки, 
ло-прежнему, равна ta=xjv{. 

Поскольку в момент t заявка обслуживается с быстродейст­
вием Viy(ma{t)\i\(t)), то величина фактической длительности Та 
обслуживания этой заявки равна 

или^после^замены переменной 

to 

Отметим, что Ta>ta, причем Ta = ta, если и только если заявка 
все время обслуживается одна, т. е. т](£)---1 на всем протяжении 
ее обслуживания. 

2. К сожалению, нам неизвестно доказательство достаточно 
общей теоремы существования и единственности стационарного 
распределения для класса марковских процессов, охватываю­
щих все рассматриваемые в теории CeMO марковские процессы. 
Довольно общая эргодическая теорема для марковских процес­
сов, описывающих функционирование сетей, доказывается в ра­
ботах A. Н. Рыбко [42, 43]. Мы всегда будем предполагать вы-
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полнение условий, обеспечивающих эргодичность рассматривае­
мых марковских процессов. 

3. Подавляющее большинство результатов теории СеМО по­
лучены для непрерывного времени и для стационарного режима 
функционирования сети. Только они и рассматриваются в 
настоящем обзоре. Немногочисленные работы по сетям в дискрет­
ном времени представляют несомненный теоретический и при­
кладной интерес и могут стать предметом отдельного рассмот­
рения (см. Р. Л. Добрушии, В. В. Прелов [15], М. Я. Кель-
берт [23Ь Бхарат-Кумар [701, Моррисон [164] и др.). 

§ И. ОТКРЫТЫЕ ОДНОРОДНЫЕ ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНЫЕ СЕТИ 

2.0. Вводные замечания. Развитие теории сетей массового 
обслуживания (СеМО) началось с изучения экспоненциальных 
сетей, которые и сейчас находятся в центре внимания много­
численных исследователей. Это объясняется, во-первых, тем, 
что основные результаты, полученные для экспоненциальных 
сетей, остаются справедливыми и в более широких предположе­
ниях. Во-вторых, алгоритмы расчета характеристик экспонен­
циальных сетей действуют и в более общих случаях. И, нако­
нец, в-третьих, экспоненциальные сети, с методической 
точки зрения, являются естественным введением в общую тео­
рию СеМО. 

Сеть называется экспоненциальной, если входящие потоки 
заявок — пуассоновские, а трудоемкости каждого этапа обслу­
живания, реализуемого на любом из узлов, имеют экспонен­
циальное распределение. Предполагается, что трудоемкости не­
зависимы между собой и не зависят ни от входящего потока, ни 
от состояния сети, ни от маршрутов заявок. 

2.1. Способы задания открытых сетей. 
2.1.1. Открытые однородные э к с п о н е н ц и а л ь ­

ные сети типа Джексона (Jacksonian networks). Пусть 
интенсивность Я (и) поступающего извне в сеть пуассоновского 
потока заявок может зависеть от количества п заявок в сети, 
причем с вероятностью бо; вновь поступающая в сеть заявка на­
чинает свой маршрут с задания I, 1=1, L, и 

2во,-1. 
i-i 

Маршрут заявки в сети типа Джексона задается как марков­
ское блуждание по множеству заданий X (см. 1.2.6 —1.2.7). 
По выполнении задания /' независимо от предыдущей части 
маршрута и от состояния сети заявка или с вероятностью Qrt 
мгновенно переходит к заданию I, или с вероятностью 8.-'о — 

= 1— 2 9 / ' - мгновенно покидает сеть, I, V = 1, L. Динамику 
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перемещения заявок в сети можно задать с помощью стоха­
стического вектора fr0 = (бел,.. • > 6oi) и квазистохастической 
матрицы вероятностей переходов © = (Ql,I)r / =—, называемой 
маршрутной матрицей (routing matrix). Сумма элементов каж­
дой строки матрицы 0 не превосходит 1 и существует, по 
крайней мере, одна строка, для которой она меньше \. Если 
принять внешний источник заявок за новый узел с индексом О, 
то маршруты заявок в расширенной сети Ж0 = Ж + {0} можно 
задать с помощью одной стохастической матрицы вероятностей 
переходов ®° = (6/'/)..j/!=0— > которая получается из матрицы 0 
добавлением нулевой строки (0, 0О1 , . . . , 0ох) и нулевого столб­
ца (0, е,о,.. . , бло). 

У с л о в и е A. Примем, что стохастическая матрица 0° 
является неразложимой. 

Предположим, что порядок обслуживания заявок в каждом 
узле не зависит ни от выполняемых заданий в этом узле, ни от 
трудоемкостей, ни от предыдущего и последующего частей 
маршрутов этих заявок. Для определенности будем предпола­
гать, что заявки обслуживаются во всех узлах в порядке по­
ступления (FCFS), хотя для большинства утверждений это и 
несущественно. Предположим, что трудоемкости всех заданий, 
выполняемых в узле I, имеют одинаковое экспоненциальное 
распределение с параметром у,{1\ — щ, t&2'i=f'~i(i), i = \,M. 

Обозначим среднее количество обращений к выполнению 
задания некоторой заявки за время пребывания ее в сети М 
через е(1), 1 = 0, L, причем естественно принять, что е(0)== 1. 
Величины е (t) иногда называют коэффициентами передачи. 
Нетрудно показать, что вектор-строка этих величин удовлет­
воряет следующему уравнению 

(1, с(1),..., e(L)) = (l, е(1),..., е(£))0°. (2.1.1) 
В силу условия A, существует единственное решение уравне­
ния (2.1.1). 

Функционирование сети описывается марковским процессом 
на пространстве 9> со счетным числом состояний. Состояние 
сети задается вектором v=- (vi , . . . , VM)- Здесь v, описывает 
детальное состояние i-узла 

V j = = ( n j , 1ц> • • . , 'гиг)1 

где /г; —количество заявок в i-узле, а 1Ш, т=\, щ—-номер 
задания, которое будет выполняться у заявки, находящейся на 
m-ой позиции в i-узле. 

В этой модели не требуется дополнительной информации 
для законченного описания состояния узла, поскольку трудоем­
кости заданий экспоненциально распределены. 

Т е о р е м а 2.1. Вероятности стационарного распределения 
•состояний сети типа Джексона имеют мультипликативный вид 
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(product form) 
м 

.P(v)-=G~-A(«)II/f<v(). 
t—i 

Здесь 

/ . ( v ^ n ^ H U / M , i—T7M, {2l2} 
n 

A (ft) — 11.1(A), 

а О-нормирующий множитель, получающийся из условия 

SPoo-1-
Суммирование проводится по множеству .5̂  всех допустимых 

состояний. Напомним, что существование стационарных рас­
пределений всегда предполагается. 

Обозначим теперь для каждого узла i и состояния v; через-
п(1) количество заявок в г-узле с отрабатываемым заданием /, 
-б/ - 1 (i). Количество разных состояний vi с одинаковым набо­
ром выполняемых заданий п(1) в i-узле равно nt\ I I I п(1)\. 

^ / -б -̂'О 
Обозначим состояние занятости сети через n = (n-, i = l, M),, 

где П; = («(/), .-'б/-1(i)) — вектор занятости г-узла, i = l, M~ 
С л е д с т в и е 2.1. Вероятности стационарного распределе-. 

ния для введенных состояний занятости имеют вид: 
м 

р Д = 0-1Л(л)П/,*(п,), 

где 

Г((я)-=П^(А)-
л—i 

Нас может не интересовать, какие именно задания выпол­
няются в узлах, а только количество заявок в каждом узле. 
Просуммируем вероятности состояний с одинаковыми количе­
ствами заявок в узлах и введем обозначения .з* = 2 е (0—* 
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среднее количество попаданий заявки в i-узел за время обслу-
.живания ее в сети. Тогда 

d. = 6i/^. (2.1.3) 
— математическое ожидание суммарной трудоемкости, предъяв­
ляемой заявкой .-.-узлу, i==l, М. 

Пусть n = (n., i = l, M) — макросостояние сети, описываю­
щее количество заявок в каждом узле. Обозначим через D(n) 
или D (М, п) множество векторов размерности М с неотрица­
тельными *целочисленными координатами 

D{n) = D(M,n)== n : n > 0 , 2 f t j B = / i 1. (2.1.4) 

Пусть D = 2 - 0 ( n ) . 
С л е д с т в и е 2.2. Стационарное распределение макро-

состояний имеет следующий вид: 
м 

/J(n)-=G--A(/i).IIrf?i/r,(ft1), neL>. (2.1.5) 

Рассмотренные выше вероятности стационарных распреде­
лений существуют, если 

G^A{k)G(k)<oo, (2.1.6> 

где 
м 

G(k) = G(M,k)-= 2 Пй"'/Гг(/гг), k > 0 . (2.1.7> 

2.1.2. Сети Д ж е к с о н а (Jackson networks). Эти сети 
введены Джексоном в работах [121, 122] и являются частным 
случаем описанной выше сети типа Джексона. Для сети Джек-
сона функция соответствия /(I) взаимно однозначна: /==/_1(i), 
i —1,M. Поэтому количество заданий совпадает с количест­
вом узлов и можно считать, что маршрутная матрица 9° за­
дана на множестве узлов Ж0. Следовательно, в отличие от 
сети типа Джексона, маршрут заявки в сети Джексона за­
дается как марковское блуждание по множеству узлов Ж, а 
не по множеству заданий X, что значительно упрощает форму­
лировки всех результатов. Сеть Джексона / можно задать-
в виде ./•= < Ж, ©°, %, {[it}, yi(/i), i==l, M, /г-=0, 1, . . . > или 
кратко J= < Ж, G0 > . 

Функционирование сети Джексона описывается марковским 
процессом x\(t) со счетным числом состояний, принимающим 
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значения на пространстве D из неотрицательных целочисленных 
M-мерных векторов п. Каждая компонента этого вектора задает 
количество заявок Б соответствующем узле. Пусть Р(п;.^)== 
= Pr{r](f) =-n} —вероятность того, что сеть находится в макро-
состоянии п в момент t. Эти вероятности должны удовлетво­
рять следующей системе прямых дифференциальных уравнений 
Колмогорова: 

м 
+.2^(«-1)0ог-э(п — 1г; Ов(йЛ + 

м 
+ 2^(^+-)^в,0Я(п + 1,;0 + 

1 — 1 
М 

+ •y%4i0il+l-8lJ)№jP(n + li-h'*)*(*])' пб^. (2-1.8) 

с начальным распределением Р (п, 0). 
Так как марковское блуждание заявок происходит на мно­

жестве узлов Ji°, уравнение (2.1.1) переписывается в виде: 
(Ге1 , . . . ,еж)-=(1,е1 , . . . ,еж)©о. (2.1.9) 

Если _2-/Л (k) О (к) < со, то стационарное распределение мар-
ковского процесса существует и имеет вид (2.1.4) в тех же 
•обозначениях. 

2.1.3. Открытые однородные Экспоненциальные 
с е т и Келли. В этом пункте опишем СеМО, следуя работе 
Келли [128]. От сети типа Джексона (пп. 2.1.1) эта модель 
•будет отличаться только способом задания маршрутов заявок 
в множестве узлов Ж. Зададим случайный маршрут заявок 
посредством произвольной меры на множестве последователь­
ностей узлов ограниченной длины. Перенумеруем все маршруты 
целыми числами от 1 до С. Тогда произвольный выборочный 
маршруту, являющийся вектором длины |и. | , |« t , |<k<oo, 
проходится поступившей в сеть заявкой с вероятностью ас, 

2 ^ —.1. Скажем, что заявка принадлежит классу с, если она 
.0 — 1 
проходит по маршруту %0, соответствующему номеру с. По­
скольку входящий поток — пуассоновский, можем считать, что 
поступает С пуэссоновских потоков заявок разных классов 
с фиксированными маршрутами длины |и . | : 

и с = [ - ; с , Ь ' . •! fc,|«c|J. 
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Здесь i-,-, s—1, | х с | , —номер узла, на который поступает за­
явка класса с на S-OM этапе своего маршрута. Интенсивность 
каждого потока зависит от количества заявок в сети и равна 
Х(п)-ас. В остальном сеть Келли совпадает с сетью типа 
Джексона. В частности, трудоемкости, приносимые заявкой в 
i-узел, экспоненциально распределены с параметром \ii: не 
зависящим ни от маршрута заявки, ни от номера этапа, на 
котором заявка попала в i-узел, i = \, M. По прохождении 
всего маршрута заявка покидает сеть. 

Функционирование такой сети описывается марковским про­
цессом на пространстве со счетным ЧИСЛОМ состояний, подобно 
описанию в пп. 2.1.1. Но для сети Келли детальное состояние 
узла описывается вектором v., i = l, M, вида: 

v. — (n-; Сц, s . i , . . . , с/яг, Sin^i 
где си указывает класс, а значит, и маршрут заявки, находя­
щейся на /-ой позиции в г-узле, a sn указывает номер этапа 
соответствующего маршрута для этой заявки. 

Очевидно, что для допустимого состояния выполняется 
условие iclt,sa~i- Действительно, заявка класса cib проходя 
этап .s,, своего маршрута в сети, находится именно в i-узле. 

Пусть 
[ас, если ic,s = i, е, (с, s) = \ „ 1К ' [0, если 1с,5ф1, 

и 
KI С 

Как и в пп. 2.1.1, ei означает среднее количество попаданий 
заявки в i-узел при обслуживании ее в сети. 

Т е о р е м а 2.2. Вероятности стационарного распределения 
для описанной сети имеют вид: 

м 
P(v) = G-IA(n)IIAf(vi), 

где 
"' 1 Ai(Vi) = H—,щ• ei (cib slk)ipt. 

Как и ранее, Л(п) задано в (2.1.2), a G — нормирующий мно­
житель со значением, получаемым из формул (2.1.3), (2.1.6), 
(2.1.7). 

Как следствие этой теоремы получаются сначала вероят­
ности стационарного распределения состояний, описывающих 
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количество п1с заявок в г-узле, проходящих по каждому марш­
руту ^п==(п . , i = l , M), где n, = (пк, c=l, С). 

С л е д с т в и е 2.3 
м 

Pfnl^.G-'A^II/iW, 
i—i 

где 

В заключение отметим, что в сетях Келли для вероятностей 
стационарного распределения макросостояний n=(ni , i=\,M) 
также справедливо Следствие 2.2. 

При сравнении трех моделей открытых однородных экспо­
ненциальных сетей можно сделать следующий вывод. Если 
трудоемкости обслуживания заявок в каждом узле экспоненци­
альны с параметром, зависящим только от номера узла, то ве­
роятности стационарного распределения заявок по узлам сетн-
совпадают независимо от того, как именно задается случайный 
маршрут блуждания заявки по сети. 

Стационарное распределение полностью определяется зада­
нием интенсивности %{п), п>0, поступающего потока; быстро­
действия yt(ti), i — l,M, n>0, каждого узла; суммарной сред­
ней трудоемкости dt, предъявляемой заявкой узлу i, i = \,M, 
до того, как она покинет сеть. 

2.1.4. З в е з д о о б р а з н ы е с е т и . Обычное предположение 
о независимости трудоемкостей заявки на разных этапах ее 
обслуживания в сети не для всех приложений является обосно­
ванным. Особенно это относится к сетям связи. Предположение 
о независимости можно снять для узлов сети с дисциплинами об­
служивания определенного типа (см. п. 4.4), но его нельзя 
снять даже при экспоненциальном распределении трудоемко­
стей обслуживания в узлах с ДИСЦИПЛИНОЙ FCFS. 

В качестве примера рассмотрим многофазную СМО с ре­
куррентным потоком на входе и независимыми одинаково рас­
пределенными трудоемкостями на каждой фазе. Сравним ее 
с аналогичной многофазной СМО, отличающейся только тем, 
что трудоемкости обслуживания заявок на всех фазах совпада­
ют и разыгрываются только один раз— при поступлении заявки 
на первую фазу. Оказывается, средняя длительность пребыва­
ния заявки в многофазной CMO в первом случае меньше, чем 
во втором [24]. 

В работе Р. Л. Добрушина, Ю. M, Сухова [16] исследуется 
звездообразная сеть связи, в которой М абонентов связаны 
друг с другом двусторонними (дуплексными) однотипными ка­
налами связи через центральный узел коммутации (см. рис. 2.1). 
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Здесь трудоемкость обслуживания совпадает с длитель­
ностью ввода в канал, которую мы для простоты будем назы­
вать длительностью передачи. При постоянной скорости канала 
длительность передачи определяется длиной сообщения и по­
этому не изменяется при передаче по другому каналу. Из фи­
зических соображений длительностью коммутации в центральном 
узле можно пренебречь. Эту сеть связи естественно описать в 
терминах сети Келли, состоящей из 2-М однолинейных узлов с 
дисциплиной обслуживания FCFS и маршрутами вида [t'l.ts], 
h = l,M, i2=M+\,2M, ^фМ^Й (см. рис. 2.2). 

Рис. 2.1. Функциональная модель Рис. 2.2 Сетевая модель Келли 
звездообразной сети связи звездообразной сетм связи 

Пусть на каждый из узлов 1, 2, . . . , M сети Келли поступа­
ет М—.1 независимых пуассоновских потоков с интенсивностью 
X/ (М—1) каждый, а длительность обслуживания в каждом уз­
ле имеет экспоненциальное распределение со средним 1/ц. При 
этом длительности обслуживания в обоих узлах маршрута 
[ii, i2] совпадают, так что суммарная длительность обслужива­
ния на любом маршруте (без длительностей ожидания) имеет 
экспоненциальное распределение по средним 2/\i, а не двух-
этапное распределение Эрланга, как это было бы в случае не­
зависимости. 

В'работе [16] доказано, что при Х<\х длительность пребы­
вания заявки в звездообразной сети — собственная случайная 
величина. При M{to}oo она слабо сходится к сумме трех незави­
симых случайных величин. Одна случайна величина имеет 
смысл длительности пребывания заявки в сети, если в ней нет 
других заявок, а вторая и третья — длительности ожидания на­
чала обслуживания заявки на первом и втором этапе маршру­
та. Первая случайная величина экспоненциально распределена 
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с параметром \х/2. Распределение длительностей ожидания на­
чала обслуживания на каждом из двух этапов маршрута совпа­
дает с соответствующим распределением в СМО М|М|1 с па­
раметрами Я и |л. При М-->оо совпадение трудоемкости заявки 
на двух этапах обслуживания в сети не влияет на среднюю 
длительность пребывания заявки в сети, так как вклад каждо­
го потока в нагрузку узла i2, i2=M-\-l,2M, становится пренебре­
жимо мал. 

Описанная сеть является моделью сложной системы связи с 
коммутацией сообщений. В последнее время в системах пере­
дачи данных часто разбивают сообщение на пакеты стандарт­
ной длины, которые передаются как отдельные сообщения (под­
робнее см. п. 5.4). Пребывание заявки (сообщения) в такой 
сети оканчивается, когда передан последний ее пакет. Поэтому 
в работе [25] изучена модификация рассмотренной выше звез­
дообразной сети, соответствующая случаю пакетной коммута­
ции сообщений. Пусть квантующий оператор разбивает заявки 
трудоемкости £ на пакеты стандартной длины s > 0 . Если g/s — 
целое число, то получаем g/s пакетов, иначе получаем [l/s] 
пакетов стандартной длины и еще один пакет длины {g/s}.s 
(здесь, [х] и {х} — соответственно, целая и дробная части от­
ношения x=l/s). Доказано, что при Я < ц длительность пребы­
вания заявки в такой сети — собственная случайная величина. 
Как и ранее, при М-->оо она слабо сходится к сумме трех неза­
висимых случайных величин, первая из которых имеет прежний 
смысл, но почти наверное меньше, чем в сети с коммутацией 
сообщений. Вторая имеет прежний смысл и такое же распреде­
ление, как и раньше. Третья случайная величина имеет смысл 
суммарной длительности ожидания начала обслуживания пер­
вого пакета заявки на втором этапе ее обслуживания и дли­
тельности обслуживания всех пакетов других заявок, вклинив­
шихся между обслуживанием первого и последнего пакетов. Не 
удается найти явной формулы для ФР этой величины. Доказа­
но, что суммарная длительность пребывания заявки в сети с 
пакетной коммутацией при Af-voo меньше, чем в сети с комму­
тацией сообщений. Высказано предположение, что это справед­
ливо при любом М. Приведена оценка средней длительности 
пребывания заявки в сети с пакетной коммутацией 

По-видимому, монотонна по длине пакета s не только оценка, 
но и сама величина V. 

2.2. Потоки в однородных открытых сетях. Будем рассмат­
ривать однородные открытые сети с пуассоновским ВХОДЯЩИМ 
ПОТОКОМ заявок постоянной интенсивности X. Основным резуль­
татом при изучении потоков в таких сетях является утвержде­
ние о пуассоновском характере как выходящих из сети пото-
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ков, так и некоторых внутренних потоков. Для непуассонов-
ских потоков в сети представляет интерес оценка близости 
этих потоков к пуассоновским. В этом параграфе трудоемкости 
обслуживания заявок будем связывать с системами обслужива­
ния, т. е. с узлами сети. Дадим здесь основные понятия и 
сводку результатов. 

2.2.1. С о в е р ш е н н ы е СМО и с е т и . Келли [127—129] 
первым положительно решил вопрос о пуассоновости выходя­
щих из сети потоков, пользуясь методом обращения времени в 
стохастических процессах. Введем необходимые понятия. СМО 
назовем совершенной (complete), если при пуассоновском вхо­
дящем потоке интенсивности Х<„\0 (для некоторого А,°>0) ее 
функционирование может быть описано зргодическим марков­
ским процессом X,, ^ 0 , принимающим значения на счетном 
пространстве X со следующим свойством: в стационарном ре­
жиме для всех t^O состояние системы Xt и прошлое выходя­
щего процесса независимы. Выходящий поток совершенной 
СМО является пуассоновским. Обозначим инфинитезимальную 
матрицу процесса Xt через Q= {qxy)xmx, стационарное распре­
деление— через Рх, xGX, И выберем это распределение в каче­
стве начального. 

Пусть дх= — дХх — £Яху Компоненты вектора Рх удовдет-

воряют системе уравнений Pxgx=2jPygyx и уравнению норми-
Уфх 

ровки 2 Р..-•== 1 • Обращенный (reversed) процесс х/, i > 0 , 
Х£Х 

определяется тем же начальным распределением Рх и инфини-
тезимальной матрицей Q.' = (g'xu)> где Чху = Ру^ух1Рх^ х< У&Х. 
Обращенный процесс является марковским стационарным про­
цессом. Как для сетей Джексона, так и ДЛЯ сетей Келли 
справедлива 

Т е о р е м а 2.2.1 [129, 206]. Обращенный процесс, получен­
ный из процесса функционирования сети в стационарном ре­
жиме, соответствует некоторой сети массового обслуживания. 

Из этой теоремы непосредственно следует утверждение о 
пуассоновости выходящих из сети потоков. Выходящие потоки 
из каждого узла сети Джексона соответствуют потокам заявок, 
поступающих извне в узлы сети, описываемой обращенным 
процессом. Поэтому они являются независимыми в совокупно­
сти пуассоновским потокам. Кроме того, состояние исходной 
сети в произвольный момент времени не зависит от прошлого 
выходящих из этой сети потоков, т. е. сеть в целом является 
совершенной системой массового обслуживания. Аналогично, в 
сетях Келли выходящие потоки заявок, прошедших по одина­
ковым маршрутам, также независимые в совокупности пуас-
соновские потоки. 
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Все СМО, из которых конструируются сети в аналитической 
теории СеМО, являются совершенными. Это — системы с 
экспоненциальными трудоемкостями, а также системы с дис­
циплиной обслуживания вида PS, LCFS PR, IS или с некоторы­
ми обобщениями этих дисциплин (см. [57]). В работах Геленбе, 
Мантца [104], Волранда .[203] приводится общее утверждение 
о совершенных СМО. 

Т е о р е м а 2.2.2. Если узлы сети являются совершенными 
СМО, то стационарное распределение открытой сети имеет 
мультипликативный вид 

а стационарное распределение замкнутой сети — 
Px = G-*PXt.....PsM, 

где Pj.., i= 1, М, —вероятности стационарного распределения 
отдельных СМО при подходящей интенсивности входящего 
потока и G —нормирующий множитель. 

2.2.2. П у а с с о н о в с к и е п о т о к и в с е т я х Д ж е к с о н а 
и ее к а н о н и ч е с к о е р а з л о ж е н и е . Следуя работам 
Бейтлера, Меламеда [69], Меламеда [157 — 159], рассмотрим 
сеть Джексона . / = < Ж°, 9°Д, [х„ у; (п.), jf ----= 1, M, n > 0 > и 
применим к ней некоторые понятия из теории ориентированных 
графов [33, 46]. С этой целью сети / поставим в соответствие 
(ориентированный) граф О = ( Ж0, 9° > и назовем маршрутом 
[i0, ij, . . . , i„] заявки упорядоченное множество узлов, после­
довательно посещаемых заявкой за время пребывания в сети. 
Тогда 8/^ , > 0 при s = 0 , r t - l . Примем i0, iu . . . , ..„.---= ITM, 
i„ = 0, n>\. Будем называть путем часть допустимого 
маршрута, причем путь называется простым, если все входя­
щие в его состав узлы различны. Длиной пути [г0, г., . . . , im] 
называется число /га .входящих в его состав дуг. Простой путь, 
у которого совпадают начальный и конечный узлы, называется 
контуром. Любая дуга (i, j) является путем из i в j длины 1, 
а петля (г, г') —контуром длины 1. Говорят, что узел j дости­
жим из узла i или что i предшествует / , если i — j или 
существует путь из Ь в j длины я > 1 . Отношение предшест­
вования обозначим i —/. Узлы г и у называются сообщающимися 
(i-^-j), если г---/, у — i. Отношение сообщаемости является 
отношением эквивалентности на множестве Ж0 и, следователь­
но, разбивает Ж0 на классы эквивалентности {0}, Ck, k—l, т. 
Непересекающиеся подмножества Ск, k—l,m, из сообщаю­
щихся узлов назовем сильно связными компонентами сети 
У— ( жо, @о) , а разбиение g = {Ci, . •., Ст) множества узлов Ж 
на сильно связные компоненты назовем каноническим разложе­
нием сети. Отметим, что некоторое отличие от стандартных 
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определений Теории графов связано с тем, что y нас путь 
не может начинаться из узла 0, но может в нем заканчиваться. 

Назовем дугу (i, / ) , i —1, М, j = 0,M, невозвратной 
(exit arc), если i нельзя достичь из /, т. е. j - - - i . Невозвратные 
дуги соединяют узлы из разных компонент или ВЫВОДЯТ заявку 
из сети, т. е. повторное прохождение заявки по невозвратной 
дуге имеет нулевую вероятность, а остальные дуги являются 
возвратными и соединяют узлы только внутри одной из компо­
нент. Поэтому возвратная дуга (i, j) всегда является началом 
хотя бы одного контура [t, /, ь>,. -. , ik-u - ] • Следовательно, су­
ществуют контуры минимальной длины. В частности, при 6, .>0 
длина минимального контура равна 1. 

Заявка, проследовавшая по невозвратной дуге (i, / ) , никог­
да не вернется IB i, т. е. не окажет в будущем никакого влияния 
на i. Отсутствие обратной связи упрощает исследование потока 
по невозвратной дуге, причем наиболее простой для анализа 
является дуга типа (i, 0), i = 1 ,-М, по которой заявка навсегда 
покидает сеть. 

Назовем множество VczM узлов сети Джексона нев зврат 
ным (exit), если ди = 0 для Vi-.fi/, vygV, и пусть Vе — 
= (J£\V){J{0} (см. рис. 2.3). Следовательно, заявка, покинув­
шая невозвратное множество V, не может в него вернуться, 
так что вход в V возможен только из 0. Более того, дуга (i, j) 
•является невозвратной, если и только если G ( ;>0, igV, jQVc, 
для некоторого невозвратного множества V. 

Рис. 2.3. Конденсация 
графа маршрутного 
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Пусть снова r\(t) — марковский процесс функционирования 
сети Джексона; k^^t), t>0, —считающий процесс для пото­
ка заявок по дуге (г, / ) , т. е. общее количество заявок, про­
шедших по этой дуге за (0, t]; kti —поток по дуге (г, У), 
г — 1 , М, у = 0,M. 

Т е о р е м а 2.2.3 '[69]. Если V •—• невозвратное множество се­
ти Джексона в стационарном режиме, то случайные величины 
11.(0» ku(t)> -6^> i&Vc> независимы в совокупности для всех t^ 
^ 0 . При этом kij(t). имеет пуассоновское распределение с па­
раметром Xe{Q{]t, t'6V, /6 Vе. 

Т е о р е м а 2.2.4 i[69]. Выходные потоки k{), t6V, /6VC, из 
невозвратного множества V в стационарном режиме являются 
независимыми в совокупности пуассоновскими потоками с 
интенсивностями Хе$ц, i£V, /6Vе. 

Из этой теоремы следует, что вся сеть Джексона является 
невозвратным множеством и что потоки ki0,..., kMo уходов из 
сети являются независимыми в совокупности пуассоновскими 
потоками с интенсивностями %e{6i0, i=l,M. Последнее утвер­
ждение является прямым обобщением классического результа­
та Берка [75] о пуассоновости потока, обслуженного СМО 
М|М|1|оо в стационарном режиме. 

Заметим теперь, что каноническое разложение 3 = {Си... 
..., Ст} сети соответствует единственному разложению состо­
яний цепи Маркова на неразложимые классы .[26]. Отношение 
---•можно применить и к 3 в том смысле, что Сд {to} С,, если i {to}/ 
для некоторых iGCq и jeCr. Очевидно, что отношение {to} на 3 
является частичным порядком со свойствами рефлексивности, 
антисимметричности и транзитивности, что позволяет построить 
новый граф с узлами Q Ст, являющийся конденсацией 
исходного. 

Пусть i£Cq{i), где CqW — одна из компонент g. Тогда 
JZi = {j:jeJ£, У {to} i}= l)cs 

s:Cs~*c<Hi) 
—множество узлов предшествующих узлу i. Ясно, что Cq^aJti И 

что JCi = Mj, если i, /бС-(,-). 
Строение невозвратных множеств и невозвратных дуг опи­

сано в следующем утверждении. 
Т е о р е м а 2.2.5 [69]. I. Множество всех невозвратных 

ДУГ (-> /) имеет вид 
{{i, / ) :е ( ->о, ; ес - ( 0 , yeGr, ?(/)=?*•/•} и {(*, 0).e ;o>o}. 

2. Mt и Vi = Жi\Cф) являются невозвратными множест­
вами узлов. 

Из теорем 2.2.4 и 2.2.5 вытекает 
Т е о р е м а 2.2.6. Для Vq=l,m ПОТОКИ ktJ при igV, jW 

или при iQMi, у<$1#г — независимые в совокупности пуассонов-
ские потоки с параметром кегв^. 
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Таким образом, каноническое разложение % = {Си ..., Ст] 
сети Джексона в стационарном режиме обладает следующими 
свойствами: 

1) Для Yq=\, т все входящиеb/ec- потокиfy(t) == {sum} ktj (t), 

t > 0 , из CQ
C = (-1 \ С - ) [J {0}—независимые в совокупности 

пуассоновские потоки. 
2. Входящие потоки &.,(!.), /€Сд, не зависят от процессов об­

служивания и от процессов перехода заявок в множестве уз­
лов Cq. 

Итак, каноническое разложение сети Джексона J=(JD раз­
бивает ее на подсети Джексона <Ci>,.. . , <Cm>. 

В работах Аламеда [158, 159J изучен характер считающих 
потоков на любых дугах, а не только на невозвратных, что поз­
волило ему доказать утверждение об отсутствии других подсе­
тей Джексона, кроме <Gi>,... , <Cm> и некоторых их объедине­
ний. Приведем теперь основные утверждения Меламеда. Пусть 

М ' > - 1 1 , Ti£(t)>0, 

— процесс-индикатор состояния г-узла. 
Т е о р е м а 2.2.7. Для некоторой фиксированной дуги (a, b) 

t 

E { W m = !AA.b$-°{M«)==1}^. ^>0-
0 

С л е д с т в и е . E{kab{t)}=^abt для некоторого Хаь>0, если и 
только если / а(^) , t>0, — стационарный процесс. В частности,. 
kab{t), t>0, является однородным по времени пуассоновским 
процессом, если L(t), t^O, — стационарный процесс. 

Т е о р е м а 2.2.8. Величина kab(t) распределена по пуассо-
новскому закону для всех Г^О, если и только если ia(t) и kab(l) 
независимы для всех t. 

В стационарном режиме функционирования сети Джексона 
исключим вырожденный случай замкнутой сети, состоящей из 
одного узла. 

Т е о р е м а 2.2.9. Если (а, Ь)—возвратная дуга, то kab{t), 
t^-0, — непуассоновский процесс. 

Итак, для открытой сети Джексона в стационарном режиме 
справедлив следующий критерий: считающий процесс ka!l(t), 
t>0, является пуассоновским, если и только если дуга (а, Ь) не 
является частью некоторого контура. Из хода доказательства 
теоремы 2.2.9 можно сделать ряд косвенных выводов относитель­
но отклонения процесса kab{t), i^O, от пуассоновского: 

1. Это отклонение зависит от топологии сети, оно увеличи­
вается при увеличении количества минимальных контуров. 
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2. Отклонение уменьшается с увеличением длины минималь­
ного контура, 

3. Отклонение уменьшается с уменьшением вероятности 
P{[i, i-, . . . ,!„_!, i]} = QUi . . . е.я_,. контура [i, iv .. .,i„-u i]. 

4. Отклонение зависит от нагрузки узлов в минимальных 
контурах. Оно уменьшается как с увеличением занятости в уз­
лах минимального контура, так и при уменьшении нагрузки 
а-узла. 

В следующем пункте приводятся количественные оценки от­
клонений внутренних потоков от пуассоновских. 

2.2.3. А п п р о к с и м а ц и я п у . а с с о но в 'ск и м и п о т о к а ­
м и [73]. Для изучения н'епуассоиовских потоков в сетях при­
меняют теорию фильтрации в рамках теории мартингалов. По­
токи или считающие процессы отождествим с понятием точеч­
ного процесса. Это понятие отличается от введенного в [27, 98], 
так что приведем его определение. Пусть (Й, F, Р) — полное 
вероятностное пространство и ( F ( t ) , t > 0 ) — расширяющееся, 
непрерывное справа семейство сг-алгебр. Точечным процессом 
назовем (F( t ) ) -измеримый, непрерывный справа, кусочно-по­
стоянный, возрастающий единичными скачками стохастический 
процесс l(t), t ^ 0 , . c | (0)- - -0 . Предположим, что существует 
условная плотность n(s) процесса l(t), t^O, 

[i(t) = llmE(£{t + h)-l(t)\P{t))/h. 
/i-Ю 

Вводится расстояние d(P, Q) ==• sup | Р (5) — Q(B)\ для вероят-
в 

ностных мер Р и Q на пространстве непрерывных справа, огра­
ниченных слева функций / : [ 0 , z.]{to}R. Если § (г!) —точечный 
процесс с условной плотностью \i(s) и П(г?)-—пуассоновский 
процесс с интенсивностью К (s) = £{mu}(s), то 

t 

rf(E(0. И (--))-< J (var p. (.s))V2^. (2.2.1) 
о 

Пусть для открытой сети gy(t) —количество заявок, пришед­
ших в /-узел за интервал времени (0, t]. Тогда 

-•2' 
i 

и 

E^j{t)=%ej. 

В нашем случае оценка (2.2.1) приводит к неравенству 

Р} (0 = № 0 ,+2 j 1-iY* Oli (0) Qij 

d(lj(t), ^ ( O X t 1/2- (2.2.2) 
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Рассмотрим сначала случай, когда все Y.(n) = 1, i = l , M, n > l . 
Тогда все т), независимы и имеют геометрическое распределе­
ние с параметром pl = lkei/\xi — интенсивность нагрузки (traffic 
intensity) г-узла, а значит, все yt (т)г) — независимы c математи­
ческими ожиданиями рг и дисперсиями р - (1 — Pt)- После под­
становки в (2.2.2) получим 

d$j(t), ПУ(0)<^Е6?;^2Р'(1-РОТ/2- (2-2-3) 
- I 

Этйт результат легко проинтерпретировать. Определим интен­
сивность потока по дуге (£,/), когда узел I занят: -7г3 — щв,> 
Из вида неравенства (2.2.3) ясно, что расстояние между мера­
ми, соответствующими точечному процессу gj (/) и пуассоновско-
му процессу Tij(t), будет мало, если каждый член суммы первой 
части неравенства будет мал, по сравнению с М~'. Таким обра­
зом, если для каждого i выполняется одно из следующих усло­
вий: 

1) «7.;=0(M-1/2); 
2) Р г - = 0 ( ( М ^ П ; 
з) 1-Р/=о((лад--), 

то входящий в /-узел поток хорошо аппроксимируется пуассо-
иовским потоком. Наглядный смысл условий 1)—3) можно 
охарактеризовать следующим образом. Хорошая аппроксима­
ция пуассоновским потоком получается в сети из большого ко­
личества узлов с незначительным отклонением от равновероят­
ности переходов между узлами и умеренными трудоемкостями 
обслуживания в каждом узле, либо в сети с большой или малой 
нагрузкой в узлах. Эти выводы основаны на интенсивностях 
внутренних потоков %е+, не являющихся исходными параметра­
ми сети. Но неравенства 

ЯЭог + 2 Mafljt < %е i < Х0ог + 2 V-flji 
J J 

позволяют получить качественные результаты в терминах ис­
ходных параметров сети. Хорошая аппроксимация внутренних 
потоков сети пуассоновскими потоками достигается либо при 
малой интенсивности внешнего входящего потока и больших 
средних трудоемкостей jj.i_I обслуживания заявки в узлах, либо 
при насыщенном внешнем входящем в сеть потоке. 

Неравенства (2.2.2) позволяют оценить качество аппрокси­
мации пуассоновскими потоками и при произвольном быстро­
действии Yi(n) i-узла. 

2,2.4. О д н о с в о й с т в о в н у т р е н н и х п о т о к о в в 
с е т и . Недавно было замечено [141], что* потоки в сетях Джек­
сона обладают интересным СВОЙСТВОМ. В стационарном режиме 
промежутки времени между двумя последовательными входя-
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щими в узел заявками и промежутки времени между двумя по­
следовательными выходящими из этого узла заявками распре­
делены одинаково. Найден вид преобразования Лапласа— 
Стилтьеса этого преобразования. Это утверждение распростра­
няется на сети типа Джексона и на сети Келли [201]. В связи 
с ЭТИМ возникло предположение, что сами потоки, входящий в. 
узел и выходящий из него, могут быть эквивалентны. Но в ра­
ботах Волранда [201, 202] приведены два контрпримера. До­
казано, что эти потоки ii(/) и | 2 ( 0 не эквивалентны в СМО с 
обратной связью (см. рис. 2.4). Предположение, что причиной 
неэквивалентности потоков является наличие обратной связи 
опровергается примером замкнутой сети из двух узлов, один из 
которых неоднолинейный (см. рис 2.5). 

Доказано, что в стационарном режиме функционирования 
этой сети, потоки l\(t) и | 2 ( 0 эквивалентны, если и только если 
•v(n) не зависит от п при n > 0 , т. е. когда 2-узел — однолиней­
ный. 

* е) 

V. ШП-СНт: 

р . 1 - 1 

1) * 

f,w 
Рис 2-4- Схема потоков в узле- Потоки: 

а) поступающий; Ь) входящий; с) выходящий; 
а) обслуженный; е) возвратный 

Рис. 2.5. Неэквивалентность 
потоков в простейшей сети 

2.3. Иерархические сети с блокировками. Эффект блоки­
ровки узлов возникает, когда накопители узлов ограничены. 
Обычно говорят, что заявка блокирует узел, в котором она об­
служивалась, если следующий в ее маршруте движения по се­
ти узел заполнен. Блокировка заканчивается, когда заполнен­
ный узел завершает обслуживание заявки и может принять 
блокирующую заявку на освободившуюся позицию (см. Бокс-
ма, Конхейм [71], Конхейм, Рейзер [136], [58]). Когда в узле 
есть единственная позиция, рассматривают и другой вариант 
блокировки. По завершении обслуживания заявки в предшест­
вующем узле, заявка блокирует его до завершения своего об­
служивания в следующем узле. Такое поведение заявки естест­
венно описывается в терминах совместного занятия узлов. 
A именно, по завершении обслуживания в узле, блокировка его 
означает переход к приоритетному заданию, требующему отра­
ботки одновременно в двух узлах — в том же самом и в некото­
ром другом, • 

2.3.1. Д в у х у р о в н е в ы е с е т и . Рассмотрим открытую-
экспоненциальную сеть, состоящую из M — m-f-1 узлов, с ny-
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ассоновским потоком заявок интенсивности А, [95 — 97]. Марш­
рутная матрица ^—(бг;'),,,'----— имеет вид е0/ = 1/яг и Qi,m+i = 
= 9т-н,о = - при 1—1, т; 6.г = 0 в остальных случаях. Зада­

дим функцию соответствия: 
(I, если I<те, 
l{^ - w . m + 1 } , если от-f-l < i<2m.. 

Другими словами, поступившая извне заявка сначала обслужи­
вается на первом уровне—в одном из т узлов с неограничен­
ным накопителем, а затем обслуживается на втором уровне, од­
новременно захватывая два узла — тот, в котором обслужива­
лась до этого, и единственный узел второго уровня сети. После 
обслуживания на втором уровне заявка покидает сеть. Итак, 
маршрут заявки состоит из двух заданий {/Ь У , где iiG 
6 { l , . . . , m } и l2 = / i+m. 

В каждом узле i, i — 1, » i + l , дисциплина обслуживания в 
порядке очереди (FCFS) для заявок, обслуживаемых на одина­
ковом уровне, но заявки с заданием т-\-1, даже ожидающие 
освобождения (/га. + 1)-узла, имеют приоритет перед заявками 
с заданием I, 1 = 1, т. Поэтому мы говорим, что i-узел блоки­
рован, когда в сети есть заявка с заданием wt+ i . Все узлы 
однолинейные, а трудоемкости / и т-\-1, 1=1, т, независимы 
и экспоненциально распределены со средними а, и р, соответ­
ственно. Будет рассматриваться только симметричный случай 
с одинаковыми а1 = а. Описанная сеть схематически представ­
лена на рис. 2.6. 

Рис. 2.6. Двухуровневая сеть с бло- Рис. 2.7. Двухуровневая сеть с об» 
жировкой ратной связью 

Функционирование сети качественно зависит от величин а 
и р. Пусть р=-А,р<1. Введем /?» —среднюю длительность бло­
кировки некоторого i-узла, i = l, т. Тогда средняя эффектив­
ная длительность занятия этого узла равна а* =а,-{-Щ. Вели­
чина ^« — функция от т, а и р. Пусть 0<а,<оэ0 , где а- — гра­
ница средних значений трудоемкости а, выше которой очереди 
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-(l—p0)/p, и P----1-
-1 

Из этого соотно-

в узлах насыщаются в стационарном режиме. Зафиксируем т 
и р и определим Щ при значениях а — а0 и cs=0. 

При а > а 0 все узлы первого уровня насыщены. Пусть 
а = fS/os; а0-==р/а0 и рк — вероятности того, что количество бло­
кированных узлов в стационарном режиме равно k, k== 0, /ге-
При а>а - известно стационарное распределение 

Pk=P(Pktn\i(m — k)\, k=\, m, 
т 

рй=[^окт\1{т~Щ\\~\ 

Пусть X'-= 2 kpm^k \\ а —интенсивность потока заявок на вто­
рой уровень сети. При а > а 0 справедливо неравенство %'<^,. 
а при а — а0 — равенство. Но интенсивность выходящего из-
сети потока заявок равна (1 — /?0)/р. Значит при а = а0 и А,— 

Г т. ~ * 
2 Gu

km\i(m--k)\ 
. / . •--о 

шения можно численно получить а0 и, значит, граничное значе­
ние а0. 

Определим /?°ч Пусть L2 —сРеДнее количество заявок в 
(яг.-1-1)-узле. При а = ай,%' = (т — 12)/-.о—^>от--УДа---2—--- —•'-«о-
По формуле Литтла ^ ' = is/l, или Д%° — т/Х — а0. 

Определим Rz°. Поскольку р<1, наша сеть при а=--0 отож­
дествляется с системой М|М|1 в стационарном режиме, где 
каждая заявка с равной вероятностью Iftn имеет свой тип. 
Вероятность того, что в сети пустует произвольно выбранный 
узел из первого уровня, равна 

00 

•7о=2 ((^--)/^) f tP f t(l--p) = ( l -P) / ( l -p(m—l)/m). 
Среднее количество занятых узлов первого уровня: 

Z1 = m(l—^0)-=р/(1—p(m —1)/от), 
и по формуле Литтла 

^2о--=11/х = р/(1-р(д а-1)/то). 
2.3.2. Д в у х у р о в н е в ы е сети с возвращением. Эта 

модель является обобщением предыдущей модели. Теперь после 
отработки задания с индексом l = m-j-i, i = l, m, заявка может 
с вероятностью 6 вернуться для отработки задания 1 = I, при­
чем возвратная заявка имеет приоритет перед прочими в г-узле. 
Матрица теперь имеет вид: 0О,— 1/m; Qlim+[ = l; еш+,,.—6 и 
6т+/,о — 1 — 6 при / = 1, т; Qir=0 в других случаях. В осталь­
ном модель совпадает с моделью пп. 2.3.1 и представлена на 
рис 2.7. 
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В работах Перро [168, 169] изучается сначала случай т = 
= 2, а ПОТОМ общий случай- Пусть некоторая заявка обслужи-
лась в узле первого уровня. Длительность пребывания ее на 
втором уровне сети зависит от активности прочих узлов, что 
очень затрудняет исследование модели в целом. При анализе 
обращаются к изучению фиксированного узла. Влияние осталь­
ных узлов учитывается только приближенно. В [168, 169] 
приводятся приближенные формулы для производящих функ­
ций стационарного распределения количества заявок в от­
дельном узле. 

2.3.3. Т р е х у р о в н е в ы е с е т и с д и с ц и п л и н о й 
FCFS. Определим трехуровневую сеть. Пусть количество узлов 
сети M = m-\-s-\-\, где т узлов первого уровня разбиты на .? 
групп по m-i узлов в каждой, второй уровень содержит s узлов, 
а третий уровень — один. В работе [97] рассматривается только 
симметричный случай при -s== 2; тг = т2 = г и с экспоненциаль­
но распределенными трудоемкостями обслуживан-ия заявок на 
каждом уровне со средними значениями соответственно а, р и у.. 
Маршрутная матрица ©- = (б.-,-)- ...J-—; имеет вид: Во.-—1/^. 
6/,т.+/ — 6 т + Л 2 т + ; — в 2 т + / , 0 — - При 1=1,171] 0 , г — О В ОСТЭЛЬНЫХ 
случаях. Функция соответствия задается так: 

I, если <?<т, 
{1 — т,т-\-Ц, если m,<Z<3m/2, 

/ ( / ) • = - Ш _ т , т-у2}, если Sm/2<t<2m; 
{t — 2т, m-fA, m-f3}, если 2m-<£<5m/2, 
. { / - 2 т , т-\-2, т-\-Щ, если 5 m / 2 < £ < 3 m . 

Маршрут СОСТОИТ из трех этапов {l\, h, к}, где 1\£{\,..., т},. 
h — m + li, 1%=2т + 1\. Как и в случае двухуровневой сети, каж­
дый следующий этап маршрута имеет приоритет перед преды­
дущими, а заявки с заданиями одинаковых этапов обслужива­
ются в порядке очереди. Описанная сеть схематически пред­
ставлена на рис. 2.8. В рассматриваемом случае удается по­
лучить только приближенное значение величины i?3° — средней 
длительности блокировки некоторого узла первого уровня 
сети. 

•^з°--=(Р + ( -+п)7) / ( -—(•" - - ) (Pi + Pa)/-~'----({cdot}r--l)np2/wi). 
Здесь Р..----2Ф, р2-= Ъу, а я = (l — ̂ ( 1 —• р2

2)/Рг) —вероятность 
того, что третий уровень обслуживания занят, когда заканчи­
вается обслуживание некоторой заявки на втором уровне. 

2.3.4. Т р е у р о в н е в ы е с е т и с д и с ц и п л и н о й ч а ­
с т и ч н о р а з д е л е н н о г о о б с л у ж и в а н и я (partially 
shared servicing). Рассмотрим сначала симметричную сеть, но 
с произвольным количеством s узлов второго уровня, m — s-r. 
Узел первого уровня блокируется обслуженной в нем заявкой 
до тех пор, пока заявка не покинет сеть. Все заявки, блоки-
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Рис. 2.8. Трехуровневая сеть с блокировками 

рующие узлы первого уровня из одной группы, обслуживаются 
в соответствующем общем для них узле второго уровня с дис­
циплиной PS, пока ни одна из них не требует обслуживания 
на третьем уровне. Обслуживание заявок в узле третьего уров­
ня также происходит с дисциплиной PS. Пусть Ъ обозначает 
среднюю длительность блокировки некоторого узла первого 
уровня. Тогда среднюю эффективную длительность обслужива­
ния заявки узлом первого уровня определим как.а+6. Фикси­
руем некоторую заявку, закончившую обслуживание в неко­
торой группе первого уровня и назовем ее меченой заявкой. 
Пусть /• — среднее количество блокированных узлов в этой 
группе при условии, что меченая заявка блокирует свой узел. 
Пусть /2 — среднее количество всех блокированных узлов при 
том же условии, а сг — вероятность того, что узел первого уров­
ня блокирован в произвольный момент времени. С помощью 
эвристических рассуждений Фостер, Перро [95] получили вы­
ражение 

6 =-/$ + /-Y, 
где 

/ — 1 + (г —1)а, У- — Jr\-(m—-r)o\ a = %b, 
d 

и показали, что интенсивность нагрузки т-=^(а-|-6) на узел 
первого уровня имеет вид: 

T = p + (Pl + p2)/[l —( г — i ) p l / m _ (т—1)р2/т}. 
Здесь р — А-а, р,—-Я ,̂ p2-=.V\>. 

Далее рассматривается несимметричная сеть с группами 
S 

по nti узлов первого уровня, 2d^i = m> в предположении сим-
1 - Х 

метричности узлов внутри каждой группы, т. е. as-—а (г) для 
всех k-узлов из одной группы. Примем, что меченая заявка 
блокирует узел первого уровня из г-ой группы. Пусть р; = 
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= Xa(i), p^i)----^, и T(i)==a,(a(i) + b(i)), где b (i) — средняя 
длительность блокировки любого узла из t-ой группы. Анало­
гично случаю полностью симметричной сети, получено, что 

T(i) — P* +(p1(i) + p 2 ) / [v ( l -p jC i )^ -1 ) / /» + pa//»)I, 
где 

S 

V = l - p - J - i / I " - — ( / r e /-1)Pl(^ + P2l-
1=1 

§ 3. ЗАМКНУТЫЕ ОДНОРОДНЫЕ ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНЫЕ СЕТИ 

3.1 Аналитические результаты. 
3.1.0. Вводные замечания . Как и открытые сети, 

замкнутые сети можно было бы описать разными способами. 
Опишем их в рамках модели Джексона с марковскими маршру­
тами заявок по узлам сети. Такие сети первоначально изучены 
в статье Гордона и Ньюелла [ПО]. В замкнутой сети ис­
ключается нулевой узел, служащий моделью внешней сре­
ды, и • вместо параметров (Х(п), п>0; (%и ..., вам)), опи­
сывающих входящий поток заявок, и его распределение по 
узлам 1,2, ...,М задается постоянное количество N заявок 
в сети. Матрица G-= (ег.). у=—-, задающая случайные мар­
шруты заявки по узлам сети, теперь предполагается неразло­
жимой и стохастической: 

м 
2 e ; y - = i , j = i ,M. 
/-=1 

Поэтому заявки с вероятностью 1 не покидают замкнутую сеть 
Уравнение (2.1.1) переходит при этом в систему уравнений 

м 
ву---12е--'У' j=r^M- ( з л л ) 

t—i 
В предположении, что © — неразложимая стохастическая мат" 
рица, ранг системы уравнений (3.1.1) на единицу меньше числа 
неизвестных, так что различные решения системы отличаются 
только коэффициентом пропорциональности. Пусть г* —выде­
ленный узел. Возьмем в качестве решения такой вектор 
(еь . . . , ем\, у которого ei* = h. Назовем h шкалирующим мно­
жителем. Тогда при h=\ каждое значение et, i = \, M, имеет 
смысл среднего количества посещений заявкой i-узла в интерва­
ле времени между последовательными посещениями выделенно­
го 1*-узла. 

В' замкнутых сетях величины d<.= ei/{mu}< имеют смысл среднего 
значения суммарных трудоемкостей, предъявляемых заявкой 
каждому узлу в указанном интервале времени. 
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Функционирование сети описывается марковским процессом 
i\(t), t>Q, на пространстве СОСТОЯНИЙ D(iV). Система прямых, 
дифференциальных уравнений Колмогорова для марковского 
процесса r\(t) имеет вид: 

м 
dP(n;() д = _ | > ( п ) Р ( П | i)+ 2 e ( ^ ) Y i ( » * + l - M M « / X 

ХЯ(п + 1 г -1 / , 0 . ^>0, neD(N). (3.1.2) 
3.1.1. Вероятности с т а ц и о н а р н о г о р а с п р е д е ­

л е н и я . Приравнивая нулю значение производной dP(n; t)fdt 
в уравнениях (3.1.2), получаем систему уравнений для вероят­
ностей Р(п) стационарного распределения марковского процес­
са i\(t): 

м м 
-°(n).2^YyN--- _e(/-y)Y«('-< + ---«7)l-«ei;P(n + l«-b)» 

1-х J , / - i 

neL» (N). 
Решение этой системы с нормирующим условием 

2>(n)=i 
ngD(-V) 

приводится в теореме Гордона-—Ньюелла; 
Теорема 3.1.1. Вероятности стационарного распределения 

вектора чисел заявок в узлах сети задаются выражениями: 
м 

P(n) = P(n,N) = Q-i(N)T[dn
l
iiri(tii), neL>(iV), (3.1-3) 

где G (iV) — нормирующий множитель (2.1.7): 
3.1.2. Нестационарный режим. Для удобства предпо­

ложим, что 9<i = 0, i—l, M. 
В статье Харрисона [113] предлагается следующий итераци­

онный подход к решению системы уравнений Колмогорова 

Пусть Ph(n; t), k>0, — приближение k-vo порядка, а 
-°A+i(n; t)— решение для функции P(n; t) системы уравнений 

м 

dt ~ 

(Яу) H-iYi (n 

= -[x(n)P(n; 0 + 

*+-) 6^(11 + 1..-
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Поэтому 

Pw(n; 0- -5-^>Ф (п; 0)+e-»-(«.o Jeu(a)-X 
о 

x{2;(*y)l4Y* (/1г + 1)е/у./-А(п + 1г-1 .; * ) W (3.1.4) 

где {P(n; 0), ne.O(iV)}—начальное распределение вероятностей. 
В качестве приближения нулевого порядка выберем вероят­

ности г 

Po(n;t) = P(n) (3.1.5) 
стационарного распределения из теоремы 3.1 Л. 

Подставляя Р0(п, t) из (3.1.5) в (3.1.4). получаем приближе­
ние первого порядка: 

P. (n; t) = е-*ы*Р (n; 0) + {1 -е-и.»* }jo (n). 
По индукции доказывается утверждение, что для всех поло­

жительных k и Vn6D(/V): Р*(п; 0) — Р(п; 0) и PA(n; t){to}P(n) 
при t{to} оо . 

В работе доказана теорема о СХОДИМОСТИ последовательности 
Pft(n; t) при k->oo к искомому нестационарному решению урав­
нений вида (ЗЛ.2.) с произвольными начальными условиями. 

Теорема ЗЛ.2. Определенная выше итеративная последо-
тельность F/i(n; t) при целых &Х), n€D(N) и действительных 
/S-0, сходится при &{to}oo к решению системы уравнений (3.1.2).. 

Теорема 3.1.3. Для всех целых k^O, n6D(N), P-.(n; t} 
можно разложить в ряд 

оо 

P*(n, t)=-2e*m(n)i"-' 
m-=0 

с бесконечным радиусом сходимости. Здесь коэффициенты акт(п) 
удовлетворяют итеративным соотношениям 

^,4n)=-^f(n;0)-|^f^-Hn)|j m>i, 
где 

м 
Аы (п) = 2J е (nj) !-1^г ("-i + 1) eJ;a,v (n + 1 , -1,-), 

с начальными условиями ah+u o(n) -=P(n; 0) и нулевым прибли­
жением a0m(n)-=P(n)6m,o. Представленный метод численного 
решения системы уравнений (3.1.2) предпочительнее, чем пря­
мой метод численного интегрирования этой системы. 

ЗЛ.З. Стационарный режим сети во вложенные 
моменты времени. В работах А. Л. Толмачева [49], 
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Г. П. Башарина, A. Л. Толмачева [11] изучается стационар­
ный режим для цепи Маркова, вложенной по моментам поступ­
ления (ухода) заявок в фиксированный i-узел. Пусть {tik}k>o 
и {iik}k>o —. соответственно, последовательности моментов по­
ступления и ухода заявок из г-узла. Состояние сети в моменты 
i/ft+0, k > 0 , т . е . сразу после поступления заявки, в i-узел, 
описывается расположением остальных N — 1 заявок по всем М 
узлам сети: 

V ( k , N ) = Pr{7j(^ f t+0)-=k+1 /}, k e D ( N - l ) . 
Аналогично, для состояния сети в моменты t'ik—0, k > 0 , TM 
есть непосредственно перед уходом заявки из i-узла, имеео 

пГ(к, N) = Pr{ri(t'ik-0) = k + li}, k€E>(N- l ) . 
Т е о р е м а ЗЛА Для замкнутой однородной экспоненциаль­

ной сети с N заявками вероятности стационарных распределе­
ний цепей Маркова, вложенных по моментам прихода и поступ­
ления заявок в i-узел, совпадают и не зависят от номера выде­
ленного узла: 

щ+(к, N) = щ-(к, N) = P (к, N-l), k6E>(-V-l), 
i= 1, М. (3.1.6) 

Здесь Р (k, N — \) — стационарные распределения марков­
ского процесса vj (t) рассматриваемой сети, но с .У —1 
заявками (см. теорему 3.1.1). 

В дальнейшем будем использовать обозначение ' 
я (к, Л0 = я.+ (к, .Л0 — яг (к ,Л0 , ' кб£>(ЛГ — 1), i—T,~/W. (3.1.7) 

3.1.4. С т а ц и о н а р н ы е х а р а к т е р и с т и к и с е т е й . 
Определяемые в пп.'3.1.1 распределения Р (n, N), n6D (N), и 
распределение по вложенной цепи Маркова л(k, N); k6D(N—1), 
позволяют получить ряд стационарных характеристик замкну­
той однородной экспоненциальной сети. В дальнейшем, если 
это не вызывает сомнений, будем опускать параметр N сети. 
Во-первых, можно получить стационарную вероятности марги­
нального распределения случайной величины г\ч характеризую­
щей количество заявок в ..-узле: 

Л (ft) = Рг {%•=-/*}= 2 P(n). n = 0 ^ (3.1.8) 
nQD(N) 

Эти вероятности позволяют вычислить все моменты маргиналь­
ного распределения, в частности, среднее количество заявок 
в i-узле 

L.L^nPtin). (3.1.9) 
Л>1 
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Пусть iV(n) — ̂  Pi(k)— вероятность ТОГО, что в i-узле на-
ходится не менее п заявок. Тогда вероятность того, что 
i-узел работает, равна 

P+Lp + (\) = l-Pt(0). (3.1.10) 
Введем еще понятие среднего быстродействия (utilization) 

i-узла: 

а*»2^ (л)> , (й) . ( з л - п > 
л>1 

Для однолинейных узлов с единичным быстродействием ха­
рактеристика совпадает по величине с вероятностью занятости 
узла: Wi=Pi+, i&J(ss- Для узла c обслуживанием без ожидания' 
она совпадает со средним количеством заявок в узле, а значит, 
и со средним количеством занятых приборов при единичном бы­
стродействии каждого прибора: «i — Li, ie.#iS. 

Во-вторых, можно получить средние характеристики пото­
ков заявок, проходящих через узлы сети. В стационарном ре­
жиме интенсивность потока заявок, поступающих в произволь­
ный i-узел обозначим через Х'г- Очевидно, что Xi/Xf ---ei. Интен­
сивность поступающего в i-узел потока равна интенсивности 
выходящего из этого узла потока. Поэтому величину интенсив­
ности Xi можно определить из выражения: 

^ = 2 mi{n>)Pi(n). (3.1.12) 

Из формулы Литтла следует, что средняя длительность Vi 
пребывания заявки в i-узле равна 

Уг = 1гАг. (3.1.13) 
Все введенные характеристики получаются из вероятностей ста­
ционарного распределения сети. 

В-третьих, для с-линейных узлов с дисциплиной обслужива­
ния FCFS из вероятностей л(п) стационарного распределения 
вложенной марковской цепи можно вычислить все моменты 
длительности пребывания заявки в i-узле. Например, второй 
центральный момент Vi(2) равен: 

При этом независимо от формулы Литтла находится значение V,, 
так что, например, для однолинейного узла 

N-1 

^ Л 0 Ц Г + 2 «dn)n±-=±V+Lt{N-l)]. (3.I.14) 
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Пусть ttj— средние значения длительности промежутка 
времени от момента попадания некоторой заявки в ..-узел до 
ближайшего после этого события момента попадания этой 
заявки в /-узел, i,y----l,M. Совпадение стационарных распре­
делений вложенных цепей Маркова в моменты поступления 
заявки в i-узел и в моменты окончания обслуживания в i-узле 
(3.1.7) (см. теорему 3.1.4) позволяет вывести систему уравне­
ний, которой удовлетворяют величины tl}\ 

м 

* ! ; - ^ + 2 ! e«t*y, 1>; = 1>м- (ЗЛЛ5) 

Существует единственное решение матрицы, удовлетворяющее 
системе уравнений (3.1.15), причем ее диагональные элементы 
имеют наглядный смысл: 

-н=1>АУе- < З Л Л 6 > 
J . 

или 
*„ — -£-. (Злл7) 

Поясним сначала соотношение (3.1.16) на примере выделенного 
/*-узла, tin'^^ejVj. Длительность tm* цикла состоит в сред-
нем из в] обращений к каждому узлу, в котором заявка про­
водит в среднем интервал времени Vi. Соотношение (3.1.17), 
записанное в виде l/tu—Xi/N, объясняется тем, что, ввиду рав­
ноправности заявок, интенсивность потока, образованного мо­
ментами поступления в i-узел фиксированной заявки, в N раз 
меньше интенсивности общего потока заявок, поступающих в 
/-узел. 

Если i-узел играет роль конечного источника (terminals) за­
явок для остальной части сети, то среднее время V реакции мо­
делируемой системы имеет значение V=N/Xi—V*. 

3.2. Рекуррентные вычислительные алгоритмы. 
3,2.0. Количество состояний пространства D (M, N) марков­

ского процесса ц (t), описывающего функционирование замкну­
той сети, равно(М + Л̂ —1) С увеличением параметров М и N 

N 
эта величина быстро растет, так что для нахождения вероятно­
стей стационарного распределения необходимо применять ре­
куррентные методы счета. Первая статья Мура, посвященная 
алгоритму вычисления вероятностей Р (п), появилась в 1972 го­
ду [163], но более эффективными оказались алгоритмы сверт­
ки из статей Бузена [79] и некоторые модификации и дополне­
ния, предложенные в работах Рейзера, Кобаяси [176] и Виль-
ямса, Брандивада [207] (см. также методически очень 
интересную книгу Бруель, Бальбо [74]). 
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В последнее время появилось несколько новых алгоритмов. 
Главной целью большинства алгоритмов яляется вычисление 
нормирующей константы G {N), но только один алгоритм ис­
пользуется для непосредственного вычисления средних значе­
ний случайных величин, характеризующих поведение узлов. 
В настоящее время известно 6 различных методов вычисления 
константы G(N): 

1. Алгоритм свертки (convolution algorithm) [79, 144, 175, 
.178, 207]. 

2. Алгоритм локального баланса (local balance algorithm) 

3. Метод соединенных вычислений (coalesce computation) 
[207, 84]. 

4. Метод разложения на элементарные дроби (partial frac­
tion approach) [148, 163]. 

5. Метод перечисления Пойа (Polya enumeration) [134]. 
6. Алгоритм анализа средних значений (mean-value analysis) 

[172, 173, 63, 177, 178, 198]. 
Четвертый и пятый алгоритмы мы не будем приводить, так 

как метод разложения разработан только для SS- и IS-узлов и • 
имеет плохие вычислительные свойства, а метод перечисления 
Пойа пригоден только для сети из однолинейных узлов, недо­
статочно разработан и вряд ли будет конкурировать с методом 
соединенных вычислений. 

Как и в случае открытых сетей, можно разными способами 
задавать случайные маршруты заявок в замкнутой сети. Веро­
ятности стационарного распределения количества заявок в уз­
лах сети не зависят от конкретных вариантов задания марш­
рута заявок. Они зависят только от средних суммарных трудо-
•емкостей, d-, i = l , M , предъявляемых заявкой каждому узлу, 
и от функций y;(n), i = \, M, / г>0 , быстродействия узлов. Для 
вычисления интенсивности потоков понадобятся еще величины 
•аг, £ =-= 1, М, относительных частот попадания заявки в каждый 
узел. 

3.2.1. А л г о р и т м с в е р т к и . Введем векторы хг = (t i0, 
~п. • •.. т..у). гАе 

xu-=tf.-/I7(i), i = r77w, /--=6ГЛГ. (3.2.1. 
I М 

В частности, х,0=1, t n = d,. Введем D (т, п) = \п:п>0, 2 , , ^ = 1 ' -

множество m-мерных целочисленных векторов. Назовем т-иер-
ный вектор к сужением вектора п. большей размерности, если 
ki = tii, i — \,m, и обозначим его n l m I . Пусть 

G{m, «.)-= 2 П xint, /л--»-, М, л - 0 , N . (3.2.2) 
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Введем векторы 
Q(m) = (l,Q(nt,l) G(m,N)), m=\,M. 

Так как при любом п=0, N 
п /м-г \ 

c(/i)=o(M,/l)-=2 2 П ц Ъ = 
- - - - • • • - • . . п 

=-20(-м-1'№-*)тл«.'- (3-2-3> 
k-=0 

то получаем соотношение свертки двух векторов О (Ж— 1) и 
*м: G(M) = G(M — 1)*^. Поэтому G(M)-=-.-*-.2 хм. Опи­
раясь на это представление, можно вычислить величину 
Q (M, iV) рекуррентно, воспользовавшись многомерной схемой 
Горнера с граничными условиями: 

G(0, tt)=0, ti=\,N; 
G(m,0)-=1, m = 0~M. 

Эта схема реализуется следующим образом: 
Шаг 1. Заполняем 0-ой столбец (/ra=-0,M) единицами, а 

0-ю строку (n-=1, N) — нулями. 
Шаг 2. Для каждого m, т=1, М, последовательно вычис­

ляем т-ю строку: 
п 

G (т, п) = ^хткО{т—1, n — k), n=l,N, 
/1=0 

Если некоторый i-узел —однолинейный, т. е. xll = (di)l
i то 

вычисление i-й строки О (i, п.) значительно упрощается и вместо 
•шага 2 можно применять 

Шаг 2'. G(i,n) = G(i — l,n) + dlG(i, n— 1), л=*1, N. 
Количество выполняемых арифметических операций при рас­

чете общей сети имеет порядок MNZ, а при расчете сети из од­
нолинейных узлов — порядок 2MN. 

Аналогичным образом можно рассмотреть сеть с узлами ог­
раниченной емкости. Б такой сети заявка, попавшая в заполнен­
ный узел, мгновенно переходит в следующий узел, в соответст­
вии с маршрутной матрицей. Пространство состояний такой се­
ти имеет вид: 

D (M, N, r)= n : 0 < n < r , i V < _ r, , 

где г,- — емкость .--узла. При этом Р/(п) сохраняет мультипли­
кативный вид (3.1.3), а вычисление нормирующей константы 
опирается на следующее утверждение. Для однолинейных узлов. 
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функции G (m, n) с прежними граничными условиями (ем. шаг 
1) удовлетворяют следующим рекуррентным соотношениям: 

О (tn, /l)-=sl 2 r . " — / ~ № ("- — !> n) + dmG (от, n—1)] — 

- 8 ( n - r m ) d r
n f + 1 G ( / n — l , n - / - m — l ) , /г-=1,ЛГ, OT=1,M. 

Этот результат [101 обобщает ряд примеров анализа буфер­
ной памяти сложной структуры в узлах коммутации [120, 126., 
142] и может быть распространен на более сложной сети. 

3.2.2. В ы ч и с л е н и е х а р а к т е р и с т и к с е т и . Из фор­
мул (3.1.3) и (3.1.8), (3.2.2) можно найти значения вероятно­
стей маргинального распределения количества заявок в послед-, 
нем узле: 

PM(n)~xMnG(M-\,N-n)lQ(M, N), n=07AT. (0.2.4) 
Маргинальное распределение количества заявок в любом узле 
можно получить из этой формулы, если при вычислении величин 
G(/n, п) предварительно перенумеровать узлы, сделав t'-ый 
узел последним, и наоборот. Отметим рекуррентную формулу,. 
связывающую вероятности маргинального распределения коли­
чества заявок в произвольном ..-узле с соответствующими веро­
ятностями при условии, что количество заявок в сети на едини­
цу меньше. Она получается из формул (3.2.1) и (3.2.4): 

P i(^,Ar) = P i(n — l,A/ — l ) ( d , / y i ( ' i ) ) G ( ^ - 1 ) / G ( j V ) . 3-2.5) 
Из формул (3.1.11) и (3.1.17), (3.2.3), (3.2.4) можно найти 

значение среднего быстродействия i-узла, не требующее для 
своего вычисления перенумерации узлов: 

tt.--d;G(.V-l)/G(;V). (3.2.6) 
Среднее количество заявок в M-узле, по определению, равно 

LM — 2 mMnG {M — 1, iV - п) / О (М, N). 

В случае однолинейного узла 

хг—^а(ж+1,л^-i)/o(M, N), 
где G(M+1, N—1)—результат формального применения шага 
2 к вектору G(M) и величине dt в цикле по " от 1 до N—1. 
В этом случае справедливо рекуррентное соотношение: 

•Zi(.A0 = d , [ 1 + M W - 1 ) ] G ( - - V - l ) / G ( A 0 , - e^ss . (3.2.7) 
В случае УУ-линейного узла общее выражение для среднего 
количества'заявок в узле также упрощается: 

1г-=^а(я-1)/а(л/), te^rs. (3.2.8) 
Вероятность занятости узла в общем случае определяется до-. 
вольно сложно [207], но для ^-линейных узлов и для одноли-
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нейных узлов справедливы, соответственно, следующие простые 
формулы: 

P/-««(A0-diG(.-V-1)/G(.W). i 6^ s s . 
Аналогично справедливы соотношения: 

Р№)*=*№ (N-k)iO (N), ieJlss, 
J>+j = РГ{т,г>0, .т|->0, i, j^T7M}=did!G{N-2)/G(N), i e^ss . 

Стационарная интенсивность потока заявок, проходящих 
через произвольный i-узел, получается из формулы (3.1.12)' 
•аналогично вычислению среднего быстродействия ut и равняется) 

Xl{N)^eiQ{N-\)/Q(N). (3.2.9 
3.2.3. Анализ средних значений. Этот алгоритм не 

•требует предварительного определения нормирующей константы 
G(N) при вычислении основных характеристик сети (см. Рейзер 
[173], Рейзер, Лавенберг [177]). Как и алгоритм свертки, алго­
ритм анализа средних значений существенно легче реализуется 
для сети, состоящей из однолинейных узлов. Откладывая рас­

смотрение общего случая до следующего раздела, приведем 
только простейший вариант этого алгоритма. 

d 
Пусть Х(п) -=Xi* (n) —интенсивность потока заявок через вы­

деленный 1*-узел. Заметим, что Xi(n) =%(n)e(> Пусть V<*(n)=-=i 
= V. (n)е. — средняя длительность пребывания заявки в. i-узле за 

один цикл ее обслуживания в сети, т. е. в интервале времени 
лиежду двумя последовательными попаданиями в выделенный 
г*-узел. 

Перепишем теперь в этих обозначениях соотношения (3.1.14)' 
и (3.1.17) с учетом (3.1.16) и (3.1.13): 

V,*(n) = di(l+ L,{ti-1)), 
I м 

».(»)-»/2^* (я), 
.Lf(/t)=^(/t)\/i*(n)-

Полагая вначале L((0) =0, i=l,M, и выполняя в цикле по пот 
1 до N необходимые вычисления по приведенным формулам, 
находим основные характеристики сети. 

3.2.4. А л г о р и т м л о к а л ь н о г о б а л а н с а . В статье 
Чэнди, Сойера [84] вводятся ненормированные величины 
pi (ft, N) маргинальных вероятностей количества заявок в каж­
дом узле и среднего количества U (N) заявок в каждом узле: 

p,(k,N) = Pt{k,N)Q(N), ..|(Л0—1,(^)О(ЛГ). 
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Рекуррентный алгоритм нахождения нормирующего множителя 
О (N) получается из следующих соображений. Полагая 
pi (0, 0)--= 1, i = \,M, покажем, как работает этот алгоритм вы­
числения О (/V) при увеличении количества заявок в сети 
•от п— 1, до п, n = l , N. Считаем уже известными ненормиро­
ванные маргинальные вероятности pt(k, n—\), k=0, n—1-
Из (3.2.5) следует, что при любом n > l справедливо соотно. 
шение: 

p,(^n)--=p^k—l,n~l)d./Y/(k), k=TTn. (3.2.10) 
После вычисления величин pt{k, n) находим 

л 

h {п) - - = 2 ^ , (k,n). (3.2.11) 

М 

Далее, поскольку {sum} 1г(/г)-=ге, то справедливо равенство 
i-i 

м 
G(n)=2i,(n)/ / i . (З.2.12) 

i—i 
п 

В заключение, учитывая равенство {sum} Pt (k, n)==l, можем вы-
числить оставшуюся компоненту ненормированного маргиналь­
ного распределения 

п. 

pl{Q,ti)^G{n)~"2iPl{k,ti). (3.2.13) 

Применение в цикле по п от 1 до N формул (3.2.10) — (3.2.13) 
обеспечивает вычисление на последнем этапе нормирующего 
множителя G(-V). 

Если в сети есть однолинейные узлы и узлы, обслуживаю­
щие заявки без ожидания (IS), то, расположив их за прочими 
узлами, можно упростить процедуру вычисления величин G(N). 
Действительно, для однолинейных узлов вместо формул 
(3.2.10), (3.2.11) и (3.2.13) достаточно применить соотношение: 

U(n)=d{[G{n— 1_)+/-(/1—1)1. (3.2.14) 
которое получается из выражения (3.2.7), а для оставшихся 
узлов типа IS достаточно применять соотношение 

i4(n)-d.jO(n—1), (3.2.15) 
которое получается из выражения (3.2.8). 

3.2.5. Метод соединенных в ы ч и с л е н и й . Этот ал­
горитм предполагает наличие в сети только однолинейных или 
••бесконечно линейных узлов, т. е. JC—JZ$&\]MT&. Введем функ-
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цию F.-(tt) отдельно для узлов разных видов: 'Г 

-^*(л)-=-{оЛ л<о! если/б-зз, 

F;(n) = {o" JJ-! 6СЛИ i6*IS' 
С помощью математической индукции можно объединить соот­
ношения (3.2.14) и (3.2.15) в одно: 

п 

Mft) = 2 F . ( £ ) G ( n - £ ) , я > 0 . (3.2Л6> 
• 4 — 1 

М 

Пусть c(1)-={sum}d. и с(я)-=- 2 •-'("' n > l . Очевидно, что 
Af 

{sum}F, (•"*) = <? (n). (3 .2 .17> 
/ -=1 

Из (3.2.12) при n~=N, (3.2.16). и (З.2.17) следует, что спра­
ведлива 

Теорема. Пусть G(0)—1. Для 7V>0 

G(A0=2 G(N-n)с(n)/N. 

Этот метод, в отличие от всех предыдущих, не требует одно­
временного запоминания всех d., i = 1,M, так что его удобно 
применять, когда М велико, а N существенно меньше, чем M-

3.3. Дополнительные исследования замкнутых сетей. 
3.3.1. Границы значений о с н о в н ы х х а р а к т е ­

ристик . На начальной стадии проектирования некоторого ре­
ального технического объекта, когда для анализа его произво­
дительности применяется теория СеМО, обычно известны лишь. 
диапазоны изменений исходных параметров сети. Поэтому и 
для исследуемой системы часто бывает достаточным получить 
лишь ^оценку диапазона изменения ее производительности. 
В этих случаях вместо точных рекуррентных методов можно 
воспользоваться гораздо более экономными, с вычислительной 
точки зрения, методами оценки границ некоторых характери­
стик (см. Захарьян и др. [209], Деннинг, Бузен [93], Клейнрок 
[30ЬИгер,.Севчик [94]). 

Пусть Ъ — максимально загруженный узел, т. е. db= max diT 

или один из них, если их несколько. Покажем, что верхняя 
граница для интенсивности потока заявок через выделенный. 
£*-узел имеет вид: 

X(N)=%i*(NXmm. 
м -1 1 / d 4 , - Y {sum}d, 

i=i 
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Действительно, из соотношения 'kl(N)=%(N)eliei* и (3.2.6)> 
,(3.2.9) следует, что ul{N)=%(N)di, так как tti(N)<.\, 
i = 1, M, то %{N)<l/db 

С другой стороны, %(\) — \ / jjj^di. Кр 
м 

оме того, для сети 
с однолинейными узлами взаимодействие заявок приводит 

I М 
к оценке %(N)<NX(l), так что %(N)<N / 2 d '-

Из формулы (3.1.17) получаем нижнюю границу для средней 
.длительности цикла обращения заявки в сети: 

L i 

Полученные оценки для %{N) и t(N) довольно грубые и только 
односторонние. 

Рассмотрим другой подход к получению этих характеристик, 
называемый «границы для сбалансированной сети». Если зам­
кнутая сеть из однолинейных узлов сбалансирована, т. е. di=d, 
i=[,M, то из формул (3.1.15) н (3.1.16) получаем, что интен­
сивность потока через любой узел равна 

i м 

Ч-У)---У 2 еУ^Ы). 
TaK как di = eibi, то из соотношения (3.1.14) следует равенство 
% = Nl(M + N — l)d. Воспользуемся этим соотношением для 
несбалансированной сети. Пусть а и Ь, соответственно, —номе­
ра узлов с минимальной и максимальной нагрузками: d a < d / < 
<dft, i— \,M. Сохраняя маршрутную матрицу сети, увеличим 
все необходимые трудоемкости обслуживания заявок в узлах 
так, чтобы получилась сбалансированная сеть Ж' с максималь­
ной нагрузкой узлов di' = db, i = \, M. Аналогично получим 
•сбалансированную сеть с минимальной нагрузкой, d" = da, 
i = l , M. Тогда справедливы двусторонние оценки 

и, следовательно, 
(N-\-M—l)da<t{N)<(N+M—l)d6. 

Эти оценки могут быть улучшены: 

^di + dbXN—1) y ^dtU + W-n/M] 
i I 
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и 

ld;[1+(Jv-l)/M]<^(N)<{sum}d;+du(N-i), 
причем правая часть последнего неравенства сохраняется, ког­
да выделенный узел типа 1S моделирует набор терминалов. 
В [209] отмечается, что пессимистические границы (нижняя 
для 1{N) и верхняя для t(N)) являются более точными, чем 
оптимистическая. 

3.3.2. Ч у в с т в и т е л ь н о с т ь х а р а к т е р и с т и к . При 
анализе реальных систем важно знать, как влиет ошибка при 
выборе исходных значений параметров на интересующие нас 
характеристики [109, 207]. Эластичностью характеристики от­
носительно некоторого' параметра назовем отношение относи­
тельного приращения характеристики к относительному прира­
щению параметра. Будем считать независимыми параметрами 
сети величины di = e,-/,ui, причем |Xj можно варьировать, а е. 
будем считать постоянными. Так как произвольному й-узлу 
всегда можно присвоить индекс М, то изучим эластичность ха­
рактеристик относительно им- Легко видеть, что 

Поэтому эластичности среднего быстродействия узлов и ста­
ционарной интенсивности потока заявок через узлы равны, 
соответственно: 

,&--^---№.W---<.---» 
И 

Для сети из однолинейных узлов величина LM(n)—LM{n—1)6 
6(0,1) и, следовательно, 

dM dui (n) 
«г (и) M l 

< 1 , 
dM dlt(n) 

h (n) ddn <- • 
В этом случае, если относительная погрешность выбора пара­
метра dM равна р, то при р—>-0 относительная погрешность рас­
сматриваемых характеристик также не превосходит р. 

В работе [109] рассматриваются чувствительность харак­
теристик в зависимости от многих параметров и доказан сле­
дующий результат. 

Т е о р е м а 3.3.1. Пусть относительная погрешность выбора 
всех параметров dt, i — l,M, заключена Между — р и q, 
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то есть-—p<(dr—di)/d.<.7. Тогда относительная погрешность 
оценки tt. (n) заключена в пределах 

(p + ^)/(- + -7)<(^-K i) / t t r<(p + ? ) ( l - p ) , 
а относительная погрешность оценки %t (п) — 

•7/(- + < 7 ) < & - ^ ) A < < M 1 - p ) . 
Чувствительность среднего количества заявок в однолинейном 
узле можно сравнить с чувствительностью среднего быстродей­
ствия в этом узле. Пусть относительная погрешность при оцен­
ке Ui(n) при всех ft от 1 до N не превосходит снизу р, а сверху 
д. Пусть a=l/( l— p) и 6=1/(1+9). Тогда относительная по­
грешность при оценке Li(n) заключается в пределах 

JV(1 —e) "** £/(.V) ^ " 6 ( 1 — ^ ) " 

3.3.3. А с и м п т о т и ч е с к и е результаты. Рассмотрим 
Ci-линейные узлы и исследуем асимптотическое распределение 
Р (и) при Л/->оо. Пусть среди d,/c;, t=l,M, есть единствен­
ное наибольшее число. Перенумерацией узлов и выбором под­
ходящего шкалирующего множителя h добьемся, чтобы d\lC\ — 
— 1 >di/c. , 1-7--1. Тогда при Л/{to} оо 

t l /и м 

о(лч^П2[<-/г.^)]<«>. 
1 2=2 и,=0 

Из (3.1.3) при этом следует, что .°(п)-->0 для любого состояния 
п с ni<oo. Предельное маргинальное распределение заявок по 
остальным узлам определяется соотношением 

т I M со 

P(n2,...,nM)^E(dn
l4Tl(nl)) Л 2К' /Г,(» | ) ) . (3.3.1) 

i-,2 I г-2л,=-0 
т. е. совпадает со стационарным распределением открытой сети 
из узлов 2, 3, . . . , М, с входящим потоком заявок интенсив­
ности Ci\xx и с соответствующей маршрутной матрицей. Если 
среди di/Ci, t — 1, М, имеется более одного, но менее М наи­
больших чисел, то соотношение, аналогичное (3.3.1), справедливо 
для набора узлов с di/C;<maxd//cy. (см. [НО] и подробнее 
в работе [20]), 

Теперь рассмотрим случай, когда величины dj/Cj, /==1, Мг 
близки, a N и М велики, так что все заявки распределяются 
более или менее равномерно по узлам сети. Не фиксируя пока 
шкалирующий множитель /г, уменьшим его так, чтобы 
maxd , / c .<L Тогда все 

J 

О г - = 2 ^ п / Г И " Х " ' 
л-=0 
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я 
gifad^dflTtWQt, i = 1,M, 

—распределение вероятностей некоторой случайной величины т)г 
при фиксированном значении d;. Набор величин 

м 
Ом(п,й)= 2 П<'/ОД\(я,), n>0, 

ц , " (я ) 1=1 
есть распределение вероятностей суммы М независимых слу­
чайных T]j, , , . , r ) r Так как Er\t монотонно возрастает с увели­
чением dh то и E ( 2 T l 4 = 2--'T{cdot}' м о н о т о н н о зависит от шкали­
рующего множителя h. Поэтому можно выбрать единственное h, 
лри котором выполняется равенство: 

п=0 V I J 

"Итак, мы нормировали величины еь i = 1, М, так, чтобы матема­
тическое ожидание распределения Ом(п, d), n>0 , равнялось N-
Обозначим дисперсии распределений gi(tt,dt), /г>0, через а.2. 
i = l, М, а дисперсию распределения Qn(n, d) ч'ерез о — J^e?-

i 
Выберем теперь К узлов, например, первых. Тогда для 

маргинального распределения в этих узлах получим следующее 
-очевидное соотношение: 

к Рг |2^ = ̂ —Цп4 
Р^ , . . . , nK) = Ugl(nl, dt) U>K

 M -i-^-i. (3.3.2) 
/= I Pr Xli = w 

Для «хороших» распределений gt (n, dt), ti>0, и при М—/<>1 
можно воспользоваться центральной предельной теоремой. к к 
Пусть NK={sum}n, и N/c—^E1")/. Тогда 

/=-1 i = l 

Pr(2^—^ — ̂ U f 2 n 2 ^ ~ 1 / 2 e x p ( ~ ( ^ — ̂ ) - /22^ 2 l 
off ] V off / | o f f 

м 
P r „ ^ i i = N «(2TOT2)-V2. 

В этом случае выражение (3.3.2) принимает вид: 

Р(пи..., ftir)»n.g,(«/, dd/.tfl^A^X 
t-l \ / O f f / 
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Х е х Л - ( Л Г * - В Д / 2 2ст . 2 1 (3-3-3) 

Так как все а? сравнимы по величине, то при К<^М отноше­
ние дисперсий в (3.3.3) близко к 1. При этом условии и 
(NK —- NK) < 2^ ai2 Для почти всех значений NK (кроме экстре-

1>К 
мальных). Поэтому 

к 
Р(пи..., nK)^\l,si{n.i, dt) 

i*~\ 

и, в частности, Pt (n ;)«y ( (n., d,) для любого i = l, M. 
3.3.4. Потоки в з а м к н у т ы х с е т я х '[73]. Хорошо 

известно, что потоки заявок в замкнутых сетях имеют сложную 
структуру. О совпадении ФР длительности интервала времени 
между последовательными скачками во входящем и выходя­
щем из узла потоках в стационарном режиме смотри в 
пп. 2.2.4. Ниже приводятся количественные оценки величины 
отклонения входящего в /-узел потока £,•(/) и пуассоновского 
потока П,(/) интенсивности )Ч(М), причем часть необходимых 
определении будет заимствована из пп. 2.2.3. 

Пусть сеть состоит из однолинейных узлов, а (̂  (ТУ) — 
T=Xj(N)\ij]==ul(N)— интенсивность нагрузки У-узла, j = \,M. 

Т е о р е м а 3.3.2. В стационарном режиме 

(3.3.4) 

d(l,(t), lI](t))<t\%j(N)(l](N~l)-
м 

-h (-v)) + 2 ®Ъ^ W 0 -P' W-1» 
Для представления этой оценки в терминах исходных парамет­
ров введем величины 

a~min<2,, A— max б,, 
p-—mlnji/, P — max\x.t. 

Отношения a/A и pfP есть, соответственно, меры различия для 
частоты посещения узлов и интенсивностей обслуживания за­
явок в узлах. Из определения нормирующей константы (2.1.7) 
в нашем случае имеем: 

//V + M - П ш + М — V 
(а/РГ[ N )<G(N)<(A/Pr-^ N 

Отсюда, учитывая (3.2.9), получаем: 
%](N)<ej{P/a)"(A/p)»~iN/(N-\-M-l). 

Говорят, что сеть обладает максимальным подобием (maximum 
similarity), если в стационарном режиме все узлы имеют оди-
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наковые интенсивности входящего потока и все интенсивности 
{mu}i7t(rc), n^O, обслуживания заявок в разных узлах совпада­
ют. Это усиление свойства сбалансированности (exchangeabi­
lity) сети, при котором стационарные распределения количества 
заявок во всех узлах совпадают. 

Свойство максимального подобия сети удобно для усиления 
смысла неравенства (3.3.4). Так как при этом Xj(N) =\xN/(N + 
+М—1), то 

d(lj(t), Пу(0)< 
< . . -I--Y. 

• M+N~\ 
(M-l)(N + M-l) / у д - 1_ 

N(M + N—2) •*-•• •-' N + M — 1 
1/2 

Для временного интервала (0, t], соизмеримого по длине 
t со средней трудоемкостью l/{mu}, оба потока близки в каждом 

• из следующих случаев: 
1. Малая интенсивность нагрузки (light traffis), т. е. при 

Л4>1 яЫ = о(М). 
2. Большая интенсивность нагрузки (heavy traffic), т. е. при 

N > 1 иМ = о(Л0-
3. Сбалансированные потоки (balanced traffic), когда N и 

М велики и вероятности переходов близки, так что величины. 
i e n Э2у, /==1, М, —малы. 

В частном случае оценка обращается в 0 либо для вырож­
денной сети из одного узла (M = l), либо для сети с Вц — 1/М, 
i,J=\,M и N = \. Во втором случае мы имеем независимое 
прореживание пуассоновского потока. 

В случае, когда каждый узел имеет достаточное количество-
приборов (IS): 

d (g; (t), {prod}; (0)< t \h (N) (kj (N-l)-Kj (N)) + 2 tfpfti (N)V. 

Если предположим, что [л- —ц,, l = \,M, a 9—-дважды стоха­
стическая матрица, так что сеть обладает максимальным подо­
бием, то hj{N) = ^N /M и 

d(lj(t), Rj(t))<^\(NlM) [ 2 е?,-1/м)11 /2 
'и 

i 

Если t соизмеримо с р.-1, то потоки близки на временном интер­
вале [0, t) в следующих случаях: 

1. Малая интенсивности нагрузки, т. е. при М~^>1 
и N = o(M). 

2. Сбалансированные потоки, когда величины "У 0̂  

j = l,'M, близки к 1/M. 
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Перейдем теперь к большой интенсивности нагрузки замкну­
той сети. Назовем ..'-узел узким местом (bottleneck), если 
Pr{Ti.(0{le}»}->-0 при N->-oo для всех конечных п. Будет ли 
/-узел узким местом, зависит от радиусов сходимости произво­
дящих функций 

оо 

Фу («) = .2 "-"(«у/1-//Гу (rt), / - 1 7 M . 
«.--о 

Радиус сходимости ПФ Фу (г) имеет наглядную интерпретацию 
величины \>уК обратной к максимально допустимой интенсив­
ности нагрузки этого узла. Если у;(п) сходится при п-> оо 
и радиус сходимости (.»-• наименьший, т . е . рт1<р^1, кф], то 
/-узел будет узким местом при N{to}{infty}, и стационарное распре­
деление количества заявок в остальных узлах стремится к ста­
ционарному распределению в соответствующей открытой сети. 
Интуитивно ясно, что это происходит потому, что выходящий из 
узкого места поток заявок стремится к пуассоновскому. Это 
утверждение тоже доказано Брауном, Поллетом [73]. 

Т е о р е м а 3.3.3, Пусть в замкнутой сети 1-узел имеет мак­
симальную интенсивность нагрузки, т. e. p,<pi при г>1, а 
•y.(n) сходится при я.--»-оо. Тогда поступающий в t'-узел поток 
заявок A(t), t^O, и обслуженный в t'-узле поток заявок D(t), 
f^sQ, сходятся при N—УОО к пуассоновскому потоку П(0 с ин­
тенсивностью fii/pi, причем для всех Г^О: 

d(_ ( 0 , 1 1 ( ^ X ^ 1 ^ 1 (4i(0)-ei/Pi|. 
rf (Л (О, И (t)) -< ^Я | ^,71 (л1 (0) — -51/Р11. 

Отсюда вытекает следующий вариант критерия контура для 
замкнутых сетей. Пусть сеть удовлетворяет условиям теоре­
мы 3.3.2, а /г,,(/), t^Q, — поток заявок по дуге (t, / ) , i, }ф\. 
Тогда этот ноток сходится к пуассоновскому, если и только ес­
ли заявка не может дважды пройти по дуге (£, / ) , не посещая 
1-узел. 

Доказана и теорема о сходимости к пуассоновским незави­
симым потокам обслуженных в нескольких узлах потоков в 
случае, когда эти узлы имеют одинаковый минимальный ради­
ус сходимости. 

3.3.5. О п т и м и з а ц и я з а м к н у т ы х с е т е й . Рас­
смотрим замкнутую экспоненциальную сеть с однолинейными 
узлами и с дисциплиной обслуживания FCFS. Примем, что 
стоимость сети в зависимости от интенсивности обслуживания 
в каждом узле p,= (|Xi |.w) задается следующим образом: 

м к 
-5-.2 2 е'*--4 (3-3.5) 

(—1й—1 
Здесь сik — стоимостные коэффициенты, a alh—некоторые не-
отрицательные коэффициенты нелинейности. Будем считать 
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заданными количество узлов в сети, количество заявок и коэф­
фициенты передачи eL, i = \,M. Надо максимизировать интен­
сивность потока заявок, проходящего через некоторый (напри­
мер, первый) узел ^(ц) при стоимости сети, не превосходящей 
5* [197]. Так как et фиксированы, то вместо вектора {-• 
в качестве независимой переменной можно использовать 
вектор d, поскольку dt — e./p.„ i = l ,M. Так как .Md) — 
= e1G.v-i(d)/Giv(d), то задача 1 формулируется следующим 
образом: 

Минимизировать 2(d) = G.v(d)/G.v-.i(d) при условии 
м к 

S(d) = 2 2 c ; / ; d 7 a ; f t и d;>0, i = r77W. Здесь G.v(d)/Gyv-i(d)-
выпуклая функция от переменной d, а S(d) при а / й >0 —тоже 
выпуклая функция. Поэтому локальный минимум задачи 1 
является и глобальным минимумом и его можно найти методом 
множителей Лаграижа. 

Т е о р е м а 3.3.4. Условия 
^ + , ^ = 0 , * - Г Д S ( d ) = S * , d>o , 

являются необходимыми и достаточными для того, чтобы точ­
ка d была глобальным оптимумом для задачи 1. 

В работе В. Н. Каминского [21] стоимость задается функ-
м 

.." ~. "" интеи-
сивность потока зависит только от узкого места в сети. Это 
приводит к выводу, что оптимум надо искать для сбалансиро­
ванной сети, когда d;—const: 

м 

Если коэффициенты нелинейности ai зависят от j , то возможно 
только численное решение, а если a—a, j = \,M, то 

I М -I1/-4 

и-- = е' s* / .2-ve" ' * = 1TM-
- / ; = i 

При произвольном N указанное в [21] дополнительное пред­
положение приводит к приближенному решению, которое при 
a—a, j = \,M, находится в явном виде: 

-V No, I М N Na -ц/g 

!*,= (S*icl)c?+ne'?+al,2lc4+aelt+a 

Это решение является точным при N=1. 
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Аналогично решается обратная задача минимизации стои­
мости сети при заданной интенсивности потока, а также при­
водятся эвристические итерационные алгоритмы решения по­
ставленных задач и обсуждается оценка погрешностей прибли­
женных решений в случае линейной функции стоимости. 

§ 4. АНАЛИТИЧЕСКИЕ РЕЗУЛЬТАТЫ ОБЩЕЙ ТЕОРИИ СеМО 

4.0. Вводные замечания. Во введении приведены термины, 
необходимые для описания общей сетевой модели. Если сто­
хастический процесс, описывающий функционирование сети, 
допускает аналитическое представление вероятностей стацио­
нарного распределения, то это представление, как будет пока­
зано в дальнейшем, имеет мультипликативный вид (product 
form). Такие сети назовем мультипликативными. В этом пара­
графе изложены два подхода к описанию мультипликативных 
сетей. Один из них представляет собой обобщение подхода 
Джексона —так называемые ВСМР-сети, второй — обобщение 
подхода Келли. По традиции, когда хотят иметь описание 
сети со счетным пространством состояний, пользуются 
ВСМР-сетями. Будут разобраны и сопутствующие пробле­
мы — аналогично случаю экспоненциальных сетей. В частности, 
мы рассмотрим потоки заявок, проходящих через узлы; алго­
ритмы вычисления стационарных характеристик и т. д. Здесь 
же мы охарактеризуем те свойства, которыми должны обладать 
узлы, чтобы составленная из них сеть была мультипликатив­
ной. К сожалению, есть много видов узлов с широко распрост­
раненными дисциплинами обслуживания заявок, которые 
нельзя включать в мультипликативную сеть. Это — узлы с 
приоритетными дисциплинами обслуживания, неэкспоненци­
альные узлы с широко распространенной дисциплиной FCFS и 
даже экспоненциальные узлы с трудоемкостями, зависящими 
от типа заявки. Сначала приведем аналитические результаты 
для однородных сетей с произвольно распределенными трудо­
емкостями и обслуживанием в порядке поступления. 

4.1. Однородные сети с дисциплиной FCFS. Известна одна 
статья, посвященная теоретическому исследованию сети с про­
извольно распределенными трудоемкостями и обслуживанием 
заявок в узлах в порядке поступления [85]. В этой работе изу­
чается среднее быстродействие и. t-узла в стационарном режи­
ме. Рассматривается замкнутая однородная сеть, в которой об­
служиваются N заявок, состоящая из многолинейных узлов ти­
па FCFS. Пусть ci — количество одинаковых приборов в t-узле, 
t= l , М; в —неразложимая матрица вероятностей перехода за­
явки от одного узла к другому; е., t = l, М, — решение уравнения 
(2.4.1); в » (.8.(•), . . . , -Зж(-)). где .8 ,(0— ФР трудоемкости, 
предъявляемых заявкой i-узлу, со средним значением bi, a 
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Э"—последовательность таких наборов ФР; Wi(t)—трудоем­
кость, отработанная • i-узлом в интервале времени [0, t\. 

Теорема 4.1.1. Для каждого г-узла при i = l, M: 
1. и —lim "7, (t)it существует с вероятностью 1; 
2. ai/ai = elbiielbl для всех }ф1\ 

d _ 

3. Ui<.elbijmax(ejbj/Cj)^ui; 
4. ut (TV) — неубывающая функция числа заявок в сети и 

lim Ui{N)r=tti. 
J V - > - O -

Через кг ($) обозначим зависимость величины ut от набора 
ФР Д.(.), i = Tj\4. Если 

М со 

lim 2 J" I -V {x)-Bl (x) | dx~О, 
«->-<--г-=10 

то 
5. lim и. (--5")=--^ (§8). 
4.2 ВСМР-еети. 
4.2.1 Определение ВСМР-сет е й . Есть два отличия 

ВСМР-сети от сети типа Джексона, описанной» в пп. 2.1.1. 
Во-первых, маршрутная матрица 0°= (8.7').vg,g-ij{0} м о ж е т быть 
разложимой. Предположим, что нет несущественных классов, 
так что 9° можно представить в блочно-диагональном виде с 
неразложимыми блоками. Тем более матрица 0, не учитываю­
щая влияния внешней среды, после соответствующей перену­
мерации заданий представляется в блочно-диагональном виде 
из R неразложимых матриц: 

- \ О &(R)J 
Снова предполагаем, что нет несущественных классов и за­
метим, что число блоков у 0 может стать большим, чем у 0°. 
Во-вторых, допустимо неэкспоненциальное распределение тру-
доемкостей заданий /G.2%, выполняемых в i-узле, если этот узел 
имеет симметричную дисциплину обслуживания. 

Если матрица 0 (г)— стохастическая, то сеть замкнута 
относительно r-заявок. Если 0 (г) —квазистохастическая, то 
сеть открыта относительно r-заявок. В этом случае будем 
предполагать, что в сеть извне поступает пуассоновский по­
ток r-заявок и задан вероятностный вектор (Qoi(r))i(;&{r), 
в соответствии с которым поступившая в сеть r-заявка на­
правляется для выполнения задания I, l££ (г). 

Перечислим необходимые новые обозначения. 
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•3?i ($.2) — множество ТИПОЙ заявок, относительно которых 
•сеть замкнута (открыта); 

Nг, г%.Ях — постоянное количество r-заявок в сети; 
N — (yVr, г^Мх) — вектор числа заявок разных типов в замк­

нутой сети; 
Х(г) — множество заданий для г-заявок; 
Ж;-—множество заданий, выполняемых в i-узле; 
.ВД-^ПЗД; 
/* (г) — произвольно выбранное фиксированное задание из 

множества £{г), г%Мх\ 
(е-(г))/с^.(Г)—векторное решение системы уравнений 

e/ = 0oz(r) + {sum} erQri{r), leX (r), если rQtf2, 

или системы 
\е,= 2 erQrt{r), l&(r), если re^ i , 

1е/*(г> =-= hr 
Здесь hr — шкалирующий множитель, причем если не оговоре­
но противное, то Л..— 1; 

bi — средняя трудоемкость обработки задания ..; 
i(l) — номер узла, в котором обрабатывается задание I; 

' г(/)—тип заявки, которая может требовать отработки за­
дания /; 

п(/) •—-количество заявок с заданием / в соответствующем 
узле, целочисленная неотрицательная величина; 

«1 — количество заявок в t-узле; 
i-i-=(nn> •••• ttlR) —состояние популяции г-узла, где п1г — 

количество заявок в i-узле; 
п-—(п1, . . . , Пд-) —состояние популяции сети; 
D (N) — пространство допустимых состояний популяции сети; 
п.г—-количество г-заявок в сети; 
///.—номер задания, отрабатываемого в t-узле на позиции к; 
rik—-тип заявки, находящейся на позиции к в i-узле; 
n;=- (n.(l), lQ%t) — состояние занятости i-узла; 
п-=~-(п(, i — 1, M) —состояние занятости сети; 
Ж(Ы) = /п.тГ>0, 2 1 (•.)="-V-, rgJ?Л— пространство до-

1 /еги J 
пустимых состояний занятости сети; 

у.==(7П, , , . , i,,,,) —детальное состояние г-узла; 
v==(v,, ieJf)—детальное состояние сети; 
g>=iv: ^ ti{l)—Nr, г£МЛ — пространство допустимых 

1 -esw / 
детальных,- состояний сети. 
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Предположим, что неэкспоненциальные распределения тру­
доемкости имеют ФР Bt (t) типа Кокса, т. е. с рациональным 
преобразованием Лапласа — Стилтьеса (ПЛС), зависящую от 
номера задания. Условно можно считать, что трудоемкость за­
дания разбита на случайное число 'этапов. Трудоемкость зада­
ния I на 1-ом этапе распределена по экспоненциальному зако­
ну с параметром ц1п, а вероятность того, что количество 
этапов не менее то, обозначим аш. Предполагаем, что при не­
котором конечном mt a/,m.+- = 0. Итак, 1>ап>.. .>ccimt^> 
~>а.[,т1+ — 0. Схематически такая трудоемкость представлена 
на рис. 4.1. 

Рис. 4.1. Распределение Кокса 

• Поступающий в сеть поток заявок предполагается nyacco-
новским и представляет собой суперпозицию R2 независимых 
пуассоновских потоков заявок каждого из типов, относительно 
которых сеть открыта. Различают потоки двух видов. Интен­
сивности потоков первого вида зависят от общего количества 
заявок в сети. Поскольку количество r-заявок, rG.3?b постоянно, 
то можно не учитывать заявки тех типов, относительно кото­
рых сеть замкнута. 
Итак, суммарная интенсивность общего потока %(п') = 
= £кг(п'), г д е n ' — 0 > -1 • • • > и обозначает суммарное коли-

чество в сети заявок тех типов, относительно которых сеть 
открыта. Интенсивности потоков второго рода зависят только 
от количества заявок своего типа в сети Xr = Xr(n.r). Подчерк­
нем, что в обоих случаях потоки не зависят от других функ­
ционалов марковского процесса функционирования сети. 

4.2.2. ВСМР-теорема . Функционирование ВСМР-сети 
описывается марковским процессом на пространстве с не бо­
лее чем счетным числом состояний. Каждое состояние пред­
ставляется вектором 

S = (S1, . . ., SAf)> 
где St полностью описывает состояние i-узла, i = l, M. Под­
множество узлов с дисциплиной обслуживания FCFS и экспо­
ненциально распределенными трудоемкостями отработки заданий 
обозначим через Жх. Для таких*узлов Si = (ln, . . . , i(„,) —деталь­
ное состояние i-узла, когда в нем находится /г. i-заявок, ЩМХ* 
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Подмножество1 узлов с дисциплинами обслуживания, не разли­
чающими позиции, например, PS и 1S, обозначим через Ж2-
Детальное состояние узла знать не обязательно, так что 

где n/m—-количество заявок в t'-узле, требующих отработки 
задания I на m-ом этапе. 

Оставшееся подмножество узлов с симметричными дисцип­
линами обслуживания обозначим через Мг- Состояние такого 
узла задается набором 

S. —(-п> mi\-> • • •• чп^ mm), 
где от(ft — номер этапа трудоемкости, отрабатываемой t-узлом 
на &-ой позиции, k=l, rii. Сформулируем теперь теорему 
ВСМР [68]. 

Теорем а 4.2.Г Стационарное распределение марковско­
го процесса существует, если G<oo. Оно имеет мультиплика­
тивный ВИД: 

м 
P(S) = G-1A(S)r[/i (S;), (4.2.1). 

где 

/<(-?|)Н 

I[ei{ltk)lv.i, i£Mv ri (ni) 

1 
Vi{ni) П (et (lin) aii^nlklV4lkmi^ i&^a, 

A(S)-

H%(k), если сеть открытая или смешанная и поток 
А ".-О 

первого вида, 
л.. .-1 

П Пя r(k), если поток второго вида, 
Г£&г ft-0 

1, если сеть замкнутая, 
м 

G = {sum} Л (S) И /,(5г)--нормировочный множитель. 
s *---i 

4.2.3. С л е д с т в и я из В С М Р - т е о р е м ы . В большинст­
ве практически важных случаев нам не нужно такое подробное 
описание состояния сети. Например, несущественным может 
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быть знание порядка расположения заявок в узле или конкрет­
ный этап обслуживания заявки. Поэтому выпишем некоторые 
маргинальные распределения. 

Следствие 4.1 [104]. Стационарное распределение СОСТОЯ­
НИЙ занятости сети также имеет мультипликативный вид: 

м 
P(n)=G-l&Hft*(nt), neE>(N), 

1=1 
где О и Л определены в теореме 4.2.1, а 

/ г * Й = ----Ш- П eA^/zifl.).. 
Здесь 

&,= 

1ГЦ 

2aimV" 
^ 

— 1 . an -для заданий, обрабатываемых в узлах, 
1ьм% U ^ а . 

-для /6«S3(. tg^i. 
Заметим, что вероятности состояний занятости сети инвариан­
тны относительно вида ФР трудоемкостей заданий в узлах с 
симметричной дисциплиной обслуживания. Этот факт дает воз­
можность распространить полученные результаты на сеть с 
произвольно распределенными трудоемкостями заданий, отра­
батываемых в узлах второго и третьего вида, так как распре­
деления Кокса всюду плотны в пространстве вероятностных 
распределений [60]. 

Можно рассмотреть еще более общие характеристики. На­
пример, нас может интересовать расположение заявок по уз­
лам сети, учитывающее только их тип. Пусть п=(пь , . . , пм). 

Следствие 4.2 [104]. Вероятности стационарного марги­
нального распределения интересующего нас расположения за­
явок имеют вид; 

м 
Р(п) = 0--лПЛ(П/). 

где О и Л определены ранее, 
R , 

Величины dtr означают среднюю трудоемкость обслуживания 
заявки типа г, г<сМг, в г-узле за ' все время пребывания этой 
заявки в сети. Остальные величины dir, г£Ях, означают сред­
нюю трудоемкость обслуживания заявки типа г в i-узле в 
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интервале времени между двумя последовательными показате­
лями этой заявки в узел с номером i (I* (г)) для отработки 
выделенного задания I* (г), для которого е/*(г) — 1. 

Для открытой ВСМР-сети оказывается справедливым след­
ствие-2.2 из пп. 2.2.1 о маргинальном распределении макросо­
стояний сети, т. е. количественного расположения заявок по 
узлам сети безотносительно к типу заявок. 

Использование понятия задания может быть очень разно­
образным. Самое непосредственное, как в работе [146], где 
один и ТОТ же узел выполняет разные по существу задания. 
Или для введения более сложного блуждания заявки по узлам 
сети [104, 135]. Пусть теперь блуждание описывается h-шаго-
вой марковской цепью, т. е. следующее задание определяется в 
зависимости от h предыдущих заданий. Тогда любой возмож­
ный набор (/ь . . . , /,,_!, lh) будем считать обобщенным задани­
ем I из множества 3?. Для обобщенных заданий введем функ­
цию соответствия f:3?-*-M, где f (7) — f(k)- Блуждание заявки 
по 5? определяется уже одношаговой марковской цепью. След­
ствие 4.2 показывает, что вычисление вероятностей стационар­
ного распределения количества заявок в каждом узле с учетом 
их типа остается прежним, только сложнее будет предваритель­
но определить величины dir, так как количество обобщенных за­
даний примерно в h раз больше количества L заданий. 

ЭТОТ пример, как и подход Келли к описанию сети, показы­
вает, что по существу маршрут заявки по узлам сети может 
задаваться достаточно произвольным образом. При функциони­
ровании сети в стационарном режиме для получения усреднен­
ных характеристик с помощью следствия 4.2 достаточно знания 
суммарных средних величин трудоемкостей обслуживания зая­
вок каждого типа во всех узлах, быстродействия узлов и либо 
интенсивностей входящего потока, либо количества заявок тех 
типов, относительно которых сеть замкнута. 

Сети Келли являются частным случаем ВСМР-сетей. Если 
каждая маршрутная матрица в (г) состоит из нулей и единиц, 
то заявка каждого типа г будет иметь фиксированный маршрут, 
как в сетях Келли. Мы увидим дальше, что верно и обратное. 

Сети Келли, в которых допускается возможность счетного' 
множества различных маршрутов конечной длины, содержат в 
себе как частный случай ВСМР-сети. 

4.2.4. О б о б щ е н и я В С М Р - с е т и . В той же работе [68] 
•авторы дают примерные обобщения своей схемы. 

1. Быстродействие узлов, в которых поступающая заявка 
•сразу начинает обслуживаться, может зависеть не только от 
общего количества заявок в системе, но и от количества зая­
вок каждого типа. Обозначим через y-r(k) произвольные поло­
жительные функции целочисленного аргумента, 1^Ж2, г6.#. 
Когда в i-узле находится по п1г заявок каждого типа г, быстро-
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действие узла равно yt {fit) Ilyir (nir)- Тогда в выражении для 

fi (SO теоремы 4.2.1 величина Ti(nt) заменяется на 
п1г 

Г4(л,)П1Ь,г(*)-
2. Пусть теперь задана произвольная положительная функ­

ция целочисленного аргумента y/(k), и быстродействие каждо­
го i-узла из некоторой группы узлов 1аЖ задано в виде 
Yi (n.) У г (tii), где Пг -= 2i Щ—-количество заявок в группе 

узлов I. 
ТТ " 

Тогда выражение 11/г (SO в теореме 4.2.1 заменяется на 

Ii.fi (SOillY/W]-1-
3. Возможен одновременный учет разных влияний. Пусть 

{Ж% qQQ, —фиксированный набор подмножеств ,'множества 
узлов Ж, ЖдаЖ, и nQ= {sum}tii— количество заявок:*в группе 

узлов Ж4. Зададим быстродействие yt (ni) как величину 
И у4 (п4), где каждая уа (k) —положительная функция цело-

q-jQjt" 
численного аргумента. Тогда выражение И / * (Si) заменяется на 

i 

litfiiSdTiinMliliiyHm-1-
l qQQ k—1 

4. Аналогично можно обобщить поток заявок первого и вто­
рого видов .'[128]. 

5. Можно учесть и зависимость вероятностей перехода заяв­
ки из узла в узел от количества заявок в группах узлов для: 
некоторых сетей частного вида '[196]. 

6. Для существования стационарного распределения мульти­
пликативного вида оказывается не принципиален и конкрет­
ный вид пространства допустимых состояний сети. 

B работах f [22, 142] даны примеры сетей, отличающихся от 
,ВСМР-сети только видом пространства состояний {S}. В обеих 
работах изложение структуры пространства допустимых со­
стояний происходит из-за предположения, ЧТО описание заявки 
может иметь еще один параметр, скажем, длину, зависящую 
от типа заявки. Примем, что у сети ограничена длина общего 
накопителя. ЭТО накладывает ограничение на принятие в сеть 
поступающей извне заявки в зависимости от ее типа. Формаль-
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но, рассмотрим открытую ВСМР-сеть. На множестве R-мерных 
целочисленных неотрицательных векторов заданы два набора 
-функций L-(-) и Тг(-), 1{le}r{le}iR, со значениями в множестве 
{О, 1}. Функции Lr(.) называются функциями потерь (loss 
function) и управляют принятием в сеть вновь поступивших за­
явок типа г. Пусть сеть находится в состоянии S с соответству­
ющим вектором п,= (п,ь . . . , п.л) и в нее поступает извне заяв­
ка типа r,r=l,R. Тогда она принимается в сеть, еслиLr(n.) =1, 
•и теряется, если Lr(n.) =0. B последнем случае можно счи­
тать, что Яг(п.)=0, т. е. интенсивность входящего пуассоновско-
го потока r-заявок обращается в ноль. Функции Тг{-) называ­
ются функциями триггера (trigger function) и управляют по­
следействием заявок типа г. 

Пусть в сети закончила обслуживание заявка типа г. Она 
покидает сеть без последействия, если Тг (п.) •= 1, или мгновен­
но в сеть добавляется новая заявка этого типа из внешнего 
потока, если Г,(п,)-=-0. В последнем случае можно считать, 
что интенсивность потока заявок типа г становится равной 
бесконечности: Хг(п. — 1г)--= -о. В пространстве всех неотрица­
тельных целочисленных векторов {п.} направленные дуги 
(п., ri. — 1г) при ~,.(п.)=--1 и (п.,п. + 1г) при L r(n.)= 1 задают 
ориентированный граф. Обозначим через Y сильно связную 
компоненту этого графа. Множество допустимых СОСТОЯНИЙ 
сети с фиксированным количеством заявок каждого типа п.=-= 
----(/г.ь ...,п.я) обозначим через {S}n.. Пусть {S}j-= LH-SV. Тогда 

n.gF 
справедлива следующая теорема [142]: 

Т е о р е м а 4.2.2. Пусть марковский процесс t\ (t) функцио­
нирования сети на пространстве {S}y ее допустимых значений 
эргодичеи, функции потерь и триггера удовлетворяют следую­
щему условию: r r(n.) = l для каждого rg. - , если и только 
•если Lr (п. —1Г)=-1 для всех пар п. и п. — \г из Y. Тогда 
вероятности стационарного распределения имеют мультиплика­
тивный вид (4.2.1) для S.6{S}r, где нормировочный множитель 

м 
<?= _ Л(5)П/г(5()-

S6{S}3- 1-1 
7. В работе [170] также обсуждаются сети с ограничениями, 

но теперь ограничения накладываются на количество заявок 
в некоторых группах узлов. Пусть блуждание заявки каждого 
типа является марковской цепью на-множестве узлов. Рассмот­
рим замкнутую сеть, определяемую величинами М; R; 6;Дг), 
z, у-=Т7Ж r = \,R; biT\ Nr; yt(k), k>0. Чтобы задать огра­
ничения, рассмотрим наборы узлов ЖчсМ. и целые числа 
N9>Q, <7gQ, такие, что пространство допустимых состояний 
занятости сети имеет вид: 

-D = / n : n > 0 ; n.T = Nr, r&L\ /i«--={sum}n,<^, чФ\. 

61 



ei/r.i-o-' 

Остается определить поведение заявки типа г по окончании 
обслуживания в некотором t-узле, №J(, res?. Пусть непосред­
ственно перед этим моментом состояние занятости сети было 
neD. Обозначим множество узлов Ж, (п) таких, что при перехо­
де заявки из t-узла в один из этих узлов состояние занятости 
сети после перехода оказывается допустимым. Рассматривают­
ся два варианта сети, удовлетворяющие выписанным ограни­
чениям. 

М о д е л ь 1. Обслуженная заявка выбирает следующий 
узел в соответствии с вероятностями дц{г). Если при этом 
состояние занятости сети допустимо, то переход совершается. 
В противном случае, заявка возвращается в t'-узел и состояние 
занятости остается прежним. Можно выписать элементы. 
маршрутных матриц 9./С, п) для этой модели: 

О, если /($„-#.(11), 
ви(г), если / e ^ ( n ) , /----г, 

вн (Г) + 2 9-7 (г)' если г' = J-
М о д е л ь 2. Обслуженная в г'-узле заявка блуждает по се­

ти, не затрачивая времени на переходы, в соответствии с исход­
ной маршрутной матрицей © (г) до тех пор, пока получающееся 
состояние занятости сети не станет допустимым. Элементы 
маршрутных матриц для этой модели определяются из систе­
мы уравнений: 

р*у—е*дг)+ 2 Ъкк'(г)рьЧ, кеж, j6*i(n) 

и 

fi' (г п\-(Рч* еСЛИ /е^Гг (П), 
ии У • и> \0, в противном случае. 

Эту модель можно получить при дисциплине обслуживания 
LCFS PR, если соответствующие величины Y-(-/V- + 1) из 3 об­
ращаются в бесконечность. 

Пусть для модели 1 исходные маршрутные матрицы удов­
летворяют условию реверсивности 

et(r)Q,j(r) = ej(r)ej,(r), i, j&JZ, re®. 
Тогда стационарное распределение состояний занятости для 
обеих моделей имеет следующий мультипликативный вид: 

М R 

Питтель анализирует асимптотическое поведение этого стацио­
нарного распределения при всех ./V..{to}oo, гб52. 
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8. Если, как и в 1 этого раздела, сеть состоит из симметрич­
ных узлов, в которых быстродействие на каждой позиции по­
ложительно и Уг(п)—п, то обслуживание каждой заявки типа 
г происходит с быстродействием yir(nir) при nir заявках типа 
г в t'-узле. Предположим теперь, что заявки типа г приходят в 
сеть, в соответствии с пуассоновским потоком с интенсивностью. 
Хг(п), зависящей от количества заявок каждого типа, находя­
щихся в сети '[19]. Если существует стационарный режим функ­
ционирования сети и ФР трудоемкости обслуживания заявки 
типа г в ('-узле равна Bir(x) со средним значением б,.,., то спра­
ведлива 

Т е о р е м а 4.2.3. Вероятности Р(п), пб-О, при фиксирован­
ных bit ие зависят от вида ФР Blr(x), i£M, г^Я, если и 
только если для любого целого п, , любого упорядоченного 
набора натуральных чисел (г,, . . . , г„), где гк—\, /?, k=\,n, 
и любой перестановки а ЭТОГО набора (faW, . . . , r c J выполня­
ется равенство 

и / А - 1 Л.-1 

" / "--
— 11 Kp{ll)\ _ ->l,rff(„0. 

/ ( • - -1 \»f--l ш=1 
В работах '[18, 19] изучены условия подобной инвариантно­

сти для сетей еще некоторых видав. 
9. Мы упоминали во введении, что при параметрическом 

описании некоторые дисциплины можно задавать разными 
функциями y(k, n) и 8[k, n). Например, так как при дисцип­
лине обслуживания PS на любой позиции быстродействие оди­
наково, то для стационарного распределения состояния занято­
сти сети не играет роли, на какую именно позицию ставить 
вновь приходящую заявку. Рассмотрим класс дисциплин, учи­
тывающих ТОЛЬКО порядок поступления заявок, находящихся в 
узле. Пусть все узлы имеют дисциплины обслуживания из это­
го класса. В работе [167] описывается дисциплина LBPS (Last 
Batch PS), необходимая и достаточная для того, чтобы стацио­
нарное распределение состояния сети имело мультипликативный 
вид. Дисциплину LBPS можно задать параметрически. Пусть 
V(n)—произвольная положительная функция, а §{k, n)— 
= 6к,п- Зададим строго возрастающую последовательность це­
лых чисел {/711 == 1, тч,... } конечную или бесконечную. Пусть 
P(n) =max{/: ms^.n}. Тогда функция 

определяет дисциплину LBPS. При этой дисциплине равномер­
но обслуживаются заявки из некоторой группы заявок, посту­
пивших последними. 
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4.3. Свойства ВСМР-сетй. 
4.3.1. П о т о к и в с е т я х [160, 203]. Напомним, что в 

наших определениях открытые экспоненциальные ВСМР-сети 
являются сетями типа Джексона. Оказывается, что предполо­
жение об экспоненциальности распределений трудоемкостей не­
существенно для результатов раздела 2.2. Основным из них 
является следующее утверждение [204]: 

Т е о р е м а 4.3.1. В стационарном режиме все входящие по­
токи заявок, покидающих сеть после завершения обслуживания 
разных заданий, — независимые друг от друга и от детального 
СОСТОЯНИЯ сети пуассоновские потоки. 

В работе [204] приведены примеры простейших сетей с не-
пуассоновскими потоками. 

П р и м е р 1. Анализ системы M 2[M 2 |1 |FCFS показывает 
необходимость совпадения интенсивностей (.11 = ^2 обслуживания 
заявок каждого типа для того, чтобы общий выходящий поток 
заявок из СМО был пуассоновским. 

П р и м е р 2. Рассмотрим сеть из 2-х однолинейных узлов 
•с дисциплиной FCFS, с маршрутной матрицей 

/ 0 1 / 2 0 0 1/2\ 
/ 0 0 1 0 0 \ 

е°= - о о о о 
' \ 1 0 0 0 0 1 

\ 0 0 0 1 0 / 
и функцией соответствия f(1) =f(3) = 1 и /(2) =-f(4) = 2 (см. 
рис. 4.2). Поток заявок по дуге (1.2) непуассоновский. 

л/г 
Рис. 4. 2 

4.3.2. С т а ц и о н а р н ы й р е ж и м во в л о ж е н н ы е 
м о м е н т ы в р е м е н и [49, 188, 147, 160]. Рассмотрим 
ВСМР-сеть в момент поступления заявки некоторого типа г в 
фиксированный узел в стационарном режиме. Надо различать 
два случая. 

Т е о р е м а 4.3.2. Если сеть открыта относительно заявок 
типа г, то распределение состояния сети, учитывающего только 
остальные заявки, совпадают со стационарным по времени 
распределением (4.2.1). Если сеть замкнута относительно за­
явок типа г, то распределение состояния сети, учитывающего 
только остальные заявки, совпадает со стационарным по вре­
мени распределением состояния сети с уменьшенным на еди­
ницу количеством заявок типа г. 

Если рассматривать более редкие моменты, когда заявки 
поступают в некоторый узел для обслуживания фиксирован-
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ного задания, то утверждение теоремы 4.3-2. оказывается не­
справедливым. Однако и в этом случае справедлив ослаблен­
ный вариант утверждения о совпадении соответствующих рае-' 
пределений СОСТОЯНИЙ занятости сети '[147]. 

4.3.3. Д л и т е л ь н о с т и п р е б ы в а н и я з а я в к и на 
ф и к с и р о в а н н о м пути. Лемуан [149] выписал систему 
уравнений для ПЛС длительности пребывания заявки в откры­
той сети Джексона из однолинейных узлов с дисциплиной об­
служивания FCFS:. |M|1|FCFS. В результате дискуссии [151, 
162, 191] выяснилось, что его результат, основанный на пред­
положении о независимости длительностей пребывания заявки 
в каждом узле маршрута, справедлив ТОЛЬКО для сети с марш-

§ рутным графом в виде дерева. Однако математические ожида­
ния длительностей пребывания заявки в сети можно опреде­
лить [11, 88]. Например, пусть BCMP-сеть функционирует в 
стационарном режиме и в некоторый момент времени 
появилась посторонняя заявка, которая пройдет по маршруту 
и — [ii, . . . , i|M|] и от каждого гт-узла, потребует трудоемкости 
обслуживания хт, т=\,\%\. Тогда математическое ожидание 
длительности v времени, проведенного посторонней заявкой 
в сети, определяется выражением 

м 
E{V\K, хт, то=1, |«|} = 2 ХтЕ{Ът(т\1т+Ч- (4.3-1) 

Здесь т|j — случайная величина, равная общему числу за­
явок в /-узле. Этот результат основан на теореме 4.3.2 пред­
шествующего пункта. 

В работах [92, 161, 205] для ВСМР-сети и для сети Келли 
находится ПЛС длительности пребывания заявки на некотором 
пути при условии, что данный путь 'является частью маршрута 
этой заявки. Рассмотрим ВСМР-сеть, описанную в пп. 4-2.1 с 
однолинейными узлами, с дисциплиной FCFS и одинаково эк­
споненциально распределенными трудоемкостями заданий _ в 
каждом узле. Скажем, что /-узел следует за t-узлом (-•—/), 
если существуют задания l&S'i и I'b&j такие, что 9гг>0- Обо­
значим множество путей из i-узла в /-узел {кц} — {%=[h = i, 
k, ••-, im-j] • i --is. • • • > im-i.W для некоторого m > 1; i, k, . .. 
. . ., im_b jQJK}. Для неоднородной сети возможно и не сущест­
вует такого маршрута заявки, частью которого является кон­
кретный Путь %ц. 

В примере 2 последовательность узлов [1, 2, 1] является пу­
тем, так как 6(1,2) > 0 и 0(4,3) >0 . Однако ни одна заявка не 
проходит по этому пути, а множество всех маршрутов по узлам 
есть {[1,2], [2,1]}. 

Пусть {х*у}={[х, и']:ие{»-£й}, и'6{и*;}}--множество путей из 
i-узла в у*-узел, проходящих через k-узел. 
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О п р е д е л е н и е . Назовем путь x==[ii, . . . ; im]e{«i„im} сво­
бодным от обгона (overtake free), если 

KO^fe}' ДЛЯ -<«<'°<'№-
П р и м е р 3. Пусть граф открытой сети из трех узлов пред-

ставлен на рис. 4.3. Путь [1, 3] свободен от обгона, а путь 
[1, 2, 3] не свободен от обгона. 

Пусть теперь путь [1,...,К] из узлов типа . | М j I | FCFS 
свободен от обгона и пусть заявка типа г проходит по этому 
пути. Для открытой сети доказано, что при этом условии: 

длительности пребывания и., i==l, К, этой заявки в каждом 
z-узле независимы и имеют тоже распределение, что и длитель­
ности пребывания заявки в СМО М | М | 11FCFS с параметрами 
Я;— А. ^ et и JJ.,. При этом остальные узлы могут быть произ-

вольными совершенными узлами. В сети с маршрутным графом 
в виде дерева все пути свободны от обгона. Поэтому результат 
Лемуана является частным случаем. 

Доказано также, что если путь [\,...,К] не свободен от 
обгона, то при достаточно низкой нагрузки на узлы (р., — ма­
ло) не все .длительности пребывания независимы. Пусть в при­
мере 3 заявка проходит по пути [1, 2, 3]. Тогда vx и а3 неза­

висимы, иг и О'з'тоже независимы, так как отдельно пути [1, 2] 
и [2, 3] свободны от обгона. Но V\ и и3 — зависимые случай­
ные величины. 

Рассмотрим сеть из примера 2. Хотя поток заявок типа 1 
между 1-узлом и 2-узлом непуассоновский, длительности пре­
бывания V] и и- заявки типа 1 в этих узлах независимы, так: 
как путь [1,2] свободен от обгона. 

П р и м е р 4. Предположения об однолинейности и дисцип­
лине обслуживания FCFS существенны. Без этих предположе­
ний поступившая в узел заявка могла бы обогнать предшест­
вующую в самом узле. Б работе [75] показана зависимость 
длительностей пребывания заявки в узлах многофазной системы 
M|M|l{to}|M|£>l{to}|M|l. 

Рассмотрим теперь замкнутую ВСМР-сеть с узлами вида 
- JM111 FCFS и путем к—[1, 2,..., К], свободным от обгона. 
ПЛС длительности от момента поступления заявки типа г в. 
1-узел до выхода ее из /С-узла при условии, что эта заявка про­
ходит по маршруту, содержащему путь %, дается формулой: 
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м к п +1 

4.3.4. Свойства узлов в и з о л я ц и и . Мы уже отме­
чали, что трудоемкости отработки заданий в узлах не обяза­
тельно должны представляться в виде суммы случайного числа 
экспоненциально распределенных слагаемых. В работах [8, 88, 
179] допускаются произвольно распределенные трудоемкости с 
ФР Bi(-). Пусть В-(0+)=0 и существуют плотности распреде­
лений bi(t)==.dBi(t)Jdt, t^O. Рассмотрим в этом пункте произ­
вольный узел сети в изоляции от других узлов. Иначе говоря, 
пусть М=1 и поступает R независимых пуассоновских потоков 
с интеисивностями A.r, r=\,R. Детальное состояние v-уэла в 
этом случае при п заявках в узле есть 

Г 0 , если п = 0, 
v==\(r„...,rn), rm = l,R,. m = l , / i , если /г>0. 

Состояние (полное) узла получается добавлением оставшихся 
трудоемкостей г т > 0 обслуживания заявок в каждой позиции 

f 0 , если /г-=0, 
z==\{v, z1, ...,««), если -п>0. 

Удобно писать zm-=0+, если заявка в позиции т заканчи­
вает обслуживаться и готова покинуть узел. 

Для любого состояния z будем кратко записывать: 
v + (m, r) = (rv .. -,rm.v г, гт, ..-, гп), 

2 + ( / П , Г, t/) = (V•+-(W, Г), 21, ...,Zm-V У, Zm, . . . , 2 л ) , 
d ч 

V—-Ш = = ( r i , • • •> г т - 1 > Гт+\, • • ••, Гп)' 

z^.m=(v — m, z{, . . .i zm.\, zm\, •. ...г-.). 
о.,.., . , , / „ , r „\ есть состояние, получившееся из z после 

ш й г р М _ j -(-)П<г-„. Так как для всех допустимых 

баланса 

sf^H-2^+ 1 ^ ( / 7 i ' v + ( / n , r ) ) / ? ( 2 + ( , 7 t , r , 0 + ) ) 
от=1 
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= 2 [•Ч-а(да- v~m)P(z-m)'°rm(^J + y('l)y(^ i) "fif](4.3.2) 
для всех г. 

Скажем, что p(z) удовлетворяют локальному балансу (lo­
cal balance), если выражения в квадратных скобках в левой 
части уравнений (4.3.2) обращаются в нуль, и правая часть 
уравнений (4.3.2) обращается в нуль для всех состояний г и 
заявок типа г. 

Локальный баланс означает совпадение интенсивности вы­
хода системы из состояния z из-за поступления заявки типа г 
и интенсивности входа системы в состояние z из-за окончания 
обслуживания заявки типа г. 

Скажем, что p(z) удовлетворяют позиционному балансу 
(station balance), если выражения в квадратных скобках в 
правой части уравнений (4.3.2) обращаются в нуль для всех 
состояний z и занятых позиций т. 

ПОЗИЦИОННЫЙ баланс означает совпадение интенсивности 
выхода системы из состояния z из-за обслуживания заявки на 
позиции т и интенсивности входа системы в состояние z из-за 
поступления заявки соответствующего типа на позицию т. 

Скажем, что р (г) имеет мультипликативный вид, если 
п 

p(z) = Cq(у)Л%гт0- —Вгт(гт)) для всех z, где С—нормирую-

щий множитель, q(0) = l и q(v) алгебраически не зависит от 
значений zm и .V, 

Т е о р е м а 4.3.3. Плотности р(z) вероятностей стационар­
ного распределения СМО имеют мультипликативный вид, если 
и только если либо дисциплина обслуживания в СМО является 
симметричной, т. е. у(т, и) = .5<(т, и), либо все ФР экспонен-
циальны с общим параметром Br (x) — l - е--"*, r = \,R. При 
этом плотности р (z) удовлетворяют локальному балансу, 

позиционному балансу и q(v) — l I l ly(m.) . 
/ m=-l 

Свойство локального баланса играет исключительно важ­
ную роль. Доказано, что выходящие потоки из СМО с пуассо-
новскими входящими потоками, удовлетворяющие этому свой­
ству, являются пуассоновскими. Применительно к сетям инте­
ресна 

Т е о р е м а 4.3.4. Пусть i-узлы удовлетворяют свойству ло­
кального баланса в изоляции и pi (zi) - плотности стационар­
ного распределения 2. этого узла. Тогда ВСМР-сеть, состав­
ленная из этих узлов, имеет мультипликативный вид: 

м 
p{z)^Q-1Tipi{zi). 
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Здесь z— ( z i , . . . , zM) — допустимое состояние сети и G — нор­
мирующий множитель. 

Свойство локального баланса систематически изучено в ра­
боте [185] в рамках теории обобщенных полумарковских схем. 

4.3.5. О б о б щ е н н а я п о л у м а р к о в с к а я с х е м а . Мат-
тес [156] в 1962 году ввел понятие обобщенной полумарков-
ской схемы (Generalized Semi-Markov Scheme = GSM.S), кото­
рая впоследствии [137,' 185] была расширена настолько, что 
стала^ включать в себя замкнутые СеМО. Теория GSMS дает 
общий подход к изучению свойства инвариантности стационар­
ного распределения соответствующего процесса от вида неко­
торых ФР при их фиксированных средних значениях и связи 
этого свойства с выполнением условия локального баланса. 
Хотя до сих пор все результаты теории СеМО получены неза­
висимо от теории GSMS, мы дадим описание этой схемы и пе­
речислим полученные в ее рамках результаты. Обозначения 
этого пункта не связаны с используемыми в остальном тексте. 
GSMS задается четверкой (G, S, р, С), где S=(sj)jSsl — счет­
ное множество; G—счетный набор множеств, согласованный 
с S так, что для каждого gBG множество g[\S не пусто и ко­
нечно; р обозначает набор {p(g, s, -):gGG, s6g(]S} вероят­
ностных распределений на G, удовлетворяющих условию 
P(g, s> S) =0i е с Л И н е выполняется соотношение 
g r K S M ^ - g ' f l S . C = (c(s, g):g6G, segnS) — набор неотрица­
тельных действительных чисел, удовлетворяющих неравенству 

2 c(s, g ) > 0 для всех geG. 
s£g[}S 

Физическая интерпретация такой схемы заключается в сле­
дующем. Множества g из G обозначают возможные состояния 
системы, в которой элементы sGgflS представляют компоненты, 
активно влияющие на будущее поведение системы, в то время 
как остальные элементы пассивны и обычно хранят информа­
цию о поведении системы в прошлом. c(.s, g) означают быст­
родействие, с которым отрабатываются трудоемкости (lifeti­
mes) компонентов s, когда система находится в состоянии g. 
Пусть трудоемкость компоненты s исчерпывается в момент, 
когда система находится в состоянии g. Тогда p(g, s, • )—за­
дает распределение вероятностей на G нового состояния g'. 

Очевидно, что описание системы неполно без правила, со­
гласно которому назначаются трудоемкости новых активных 
компонент. Если происходит переход системы из состояния g 
в состояние g' из-за отработки трудоемкости компоненты s, то 
оставшиеся трудоемкости элементов множества (gnS)\{--'} н е 

изменяются, а для каждой новой компоненты s 'eg ' f lS выби­
рается трудоемкость в соответствии с ФР FV, независимо от 
состояния системы и от ее прошлого. Предполагается, что ве-
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роятность одновременной отработки трудоемкостей двух и 
более компонент равна 0. Главной чертой рассматриваемых 
GSMS является независимость от вида ФР Fs при их фиксиро­
ванных средних Xj\ s6S. Предположим сначала, что все 
Fs(x) = \ — e~^sX, s&S. Пусть X (t) обозначает состояние g си­
стемы в момент i. Процесс X (t), t > 0 , будет марковским. 
Предположим, что он 
1) неразложим, т. е. для каждой пары g, g'6G существует ко­
нечная последовательность g0=g, Si„ gi, sio ...,gn> sln, g'— 
-=g„+1 такая, что 

n 

Hp[g],sir gj+i)c(Si., gj)>0; 

2) регулярен, т. е. количество переходов процесса между со­
стояниями за любое конечное время конечно с вероятностью 1. 

Предположим, что существует и единственно вероятностное 
стационарное распределение, пй, g6G, удовлетворяющее систе­
ме уравнений глобального баланса 

я_ 2 V ( - . g)= 2 - V 2 ^s'C{s',g')p{g', s', g), 

gee (4.3.3) 
Процесс X (t) назовем локально сбалансированным по отно­

шению к компоненте s, если выполняются уравнения локально­
го баланса 

nfac(s,g)<= 2 % ' 2 x^c(sf, g')p(gf, s', g)-\-
«'€°* *'e~"ns 

+ 2 ntKc(s,g)p(g', s,g), geG„ 
где Qs=={g:sQg}. 

Для произвольных распределений Fs процесс X (t) немар­
ковский. Дополнив состояние процесса X(^) оставшимися тру-
доемкостями Y компонент, получим марковский процесс Z(t) = 
=•(.*(*). К(0), где X(t)eQ и если X (t) fl S — {SA- • • •> Sj\ 
c j\<J2<...<jm, Tor ( t ) = (F1(0, ...,Ут{*)). 

Т е о р е м а 1. Пусть (О, S, p, С)— неразложимый и локаль­
но сбалансированный по отношению к компонентам %s, sQS' И 
S'czS. Для каждого seS пусть Fs имеет среднее значение А-1 

и предположим, что Fs экспоненциальны для всех s$S'. Пусть 
Q —вероятностная мера на пространстве СОСТОЯНИЙ процесса 
.Z(t), определяемая выражением 

т 
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т 

где g£G, g n S = {syi s j , В = П[0 ,у й ] , я-вероятност-
Л---1 

У 

иое решение системы (4.3.3) и Fs(y) = %{ (l _F s(t))dt. Если 
o 

процесс Z(t) регулярен и Z(O) имеет распределение Q, то 
Z (t) — стационарен [76, 114, 185]. 

Кроме того, будем предполагать, что процесс Х(г!) 
эргодичеи. 

Обозначим среднюю длительность между двумя последова­
тельными возникновениями s через vs и среднюю длительность 
между возникновением и исчезновением s через ц.. Эти величи­
ны находятся по формулам 

V- — -V1 ( 2 ngc(s, g))'1 

и 
[X - ^ 2 ЯГ 

g£Qs 

Пусть при возникновении компоненты s ee трудоемкость 
получила значение х. Тогда через v. (x) обозначим математиче­
ское ожидание интервала времени до следующего возникнове­
ния s, а \х,(х) — математическое ожидание интервала до исчез­
новения s. Тогда \xs(x)=X„ixl)x и v8(x) =л>а—ц-. + р.-Дя) [62]. 

УСЛОВИЯ слабой сходимости таких процессов Xn(t) и Zn(t) 
изучены в [116]. 

'В работах 461, 62, 125, 166] приведены примеры описания 
ряда СМО, а также сети Келли в терминах обобщенных полу­
марковских схем. Получено выражение для средней длитель­
ности пребывания заявки в сети Келли, аналогичное резуль­
тату Коэна (4.3.1) для ВСМР-сети. 

4.4. Сети с зависимыми трудоемкостями. В литературе нет 
достаточно подробного изложения этого вопроса, но постановка 
его и некоторые подходы к решению намечены [50, 60, 186]. 
Один частный случай зависимости — полумарковское блужда­
ние заявки по сети — изучается в [47, 115]. Поэтому изложим 
этот вопрос более подробно. 

4.4.1 Ф о р м у л и р о в к а задачи . Предположим, что сеть 
состоит из узлов с симметричной дисциплиной обслуживания. 
C каждой заявкой типа г свяжем траекторию регенерирующего 
процесса на множестве узлов Ж. Предположим, что траекто­
рии с вероятностью 1 непрерывные справа, имеющие предел 
слева функции. Пусть для каждого фиксированного типа г есть 
набор независимых, одинаково распределенных, регенерирую­
щих процессов с точкой регенерации в нулевой момент, 
{i{

k
r), t>0}ft=i,2,..,. Обозначим через Т{г) цикл регенерации про-
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цесса г-го типа и введем g[r) (t) = Pr{iin(t) = i, Т ( г ) > t) для 

t > 0 . Пусть d ( r )==E{r ( r )} и tfj'-Я\\%{i{r){t) = i}dt , r = iTM. 

Определим по индукции случайные величины i{
s
r) и t{/\ 

s= 1,2, . . . , на цикле регенерации процесса i{r) (t) 

t\r)^irt{t:t<T^,i^{t)^i[r)) 
И ДЛЯ S > l 

.{r)litr)№). ^ли ^ < Т ( Г ) . 
[неопределено, если ty>fK'. 

Если 4+i определено, то 
tift = inf {t: tir) < t < T(r), i(r) (0 =£ iir)}. 

Положим |x|--=max{s:ij'')-- определено} и пусть 

Х ( - ) = = И Г ) ПРИ s = 1 > 
[tj r ) —til'l при 1 < 5 < | и | . 

В TMO представляют интерес такие регенерирующие процес­
сы, траектория которых на цикле регенерации с вероятностью 1 
описывается конечной последовательностью д = (г.,. . . , ih, 
xv...,xk), где % = [ix,..., ik ] — маршрут заявки н а 1 , | и | — 
длина маршрута, a x — (x , , . . . , xk)—-вектор трудоемкостеи на 
каждом этапе маршрута xg (/?+)|и|. Регенерирующий процесс 
можно задать мерой |л. на пространстве {К) конечных траекто­
рий с . плотностью распределения Ьг (и, х). Пусть 
&r= \ br(%, x)dx. Определим класс заявки как пару, состоя-

щую из типа заявки и ее маршрута, с = (г, ч). Заявка типа г 
с вероятностью Ь* является заявкой соответствующего клас­
са с. Обозначим через С не более чем счетное множество клас­
сов заявок, а через Ст — множество классов заявок одного ти­
па г. 

Если сеть открыта относительно заявок типа г, т. e. г .3.55,2, 
то задан поток заявок ЭТОГО типа, который предполагается пу-
ассоновским с постоянной интенсивностью А-. Для поступающей 
в сеть заявки выбирается траектория К на цикле регенерации 
по мере ц,г. По окончании последовательной отработки всех 
трудоемкостеи заявки на цикле регенерации она покидает 
сеть. Если сеть замкнута относительно заявок типа г, т. е. 
г£&\, то траектория заявки является траекторией соответству­
ющего регенерирующего процесса. 

.72 



Итак, каждая г-заявка в начале своего цикла регенерацию 
определяет свой класс и, будучи заявкой класса с, имеет сле­
дующую плотность распределения трудоемкостей: 

bt (xv.... x|K|) = 6r (%, хи..., *,„,)/#?. 
В сети постоянно находятся Nr заявок типа г, гв&и и можно 
считать, что в сеть поступают заявки разных классов с интен-
сивностями K=Xrbr

K, cdCr, rms, причем их маршрут %- = 
= [-e.i 1'=,*(с)] уже фиксирован. Марковское блуждание за­
явки по сети с независимыми трудоемкостями, определяющее 
поведение заявок ВСМР-сети, очевидно, является частным слу­
чаем регенерирующего блуждания, описанного в этом пункте. 

Обозначим среднюю трудоемкость заявки класса с на s-ом 
этапе ее маршрута через ba(s). Тогда средняя трудоемкость, 
приносимая заявкой класса с в i-узел за цикл регенерации,. 
равняется 

Н") 

..=-1 

4.4.2. С т а ц и о н а р н ы й р е ж и м сети о б с л у ж и в а ­
ния . Рассмотрим для простоты открытые сети. Зададим кусоч­
но-линейный марковский процесс Z(t), описывающий функцио­
нирование сети. Состояние либо является нулевым, либо со­
держит две компоненты — дискретную v и непрерывную г". 
Здесь v=(n; ch, sh, mh, /e=l,n), где п —количество заявок в-
сети; Сц — класс заявки с номером k; sh — номер этапа маршру­
та, на котором находится эта заявка; mh — номер позиции, ко­
торую она занимает в соответствующем узле. 

Обозначим узел, в котором находится заявка с номером k,, 
d d 

через ik=ick,sk- Пусть if — ick,sk~\ — номер узла, в котором 
находилась заявка с номером k, на предшествующем этапе 

d П 

своего маршрута, если s , .>1; HI—ZJ 6^,.—-количество заявок 
в i-узле ДЛЯ фиксированной дискретной компоненты v. 

Непрерывная компонента zv является многомерным вектором 
из оставшихся трудоемкостей zks каждой заявки на еще не-
пройденных этапах ее маршрута. Итак, Z = ( v , 2iv)--=(v, zhsV 
k=l, n, s=sk, s(ck)). 

Если в сети было п—1 заявок, то вновь поступающая за­
явка получает с равной вероятностью номер k, k=l, п. При 
этом заявки с номерами меньше k не меняют свой номер, а 
остальные — увеличивают свой номер на единицу. 

Фиксируем состояние Z. Обозначим через (Z—k) состоя­
ние, получающееся удалением из исходного состояния Z заяв­
ки с номером к При этом заявки с номером больше k получа-
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ют номер на единицу меньше прежнего и в ift-узле происходит 
обычная перенумерация позиций. Через (Z+ (k, с, s, m, ZhS= 
=т)) обозначим состояние с добавленной заявкой с присвоен­
ным номером k, класса с; на этапе s своего маршрута; стоящей 
на m-позиции в соответствующем узле; при этом оставшаяся 
трудоемкость обслуживания ее на этапе равна х. Через (Z 
° (k, m, Zu., sk~l —т)) обозначим состояние, при котором заявка с 
номером k находится на предшествующем этапе, занимает по­
зицию т в соответствующем: узле и оставшаяся трудоемкость 
обслуживания в нем равна т. 
/ Предположим, что существует единственное стационарное 

/распределение марковского процесса Z(t) и обозначим его 
плотность через p(Z), где Z — любое допустимое состояние, 
Ze{Z}. Функции p(z) удовлетворяют системе уравнений: 

2 Kp{Z)-^ 2 J°(Z + (A. o\ s(c), m, z„Me)=0+))X 
c g C . - A-=l И-.— 1 

X4icMc)en, ft,eiJ(e)+ ! ) ]= • 

= 2 в.*.^^—*)ч---'*(да*'л-*)т.м^.'.'ч zks(ctl))+ 
/.=i 

nlk+l 

+( i-4i)2/7(z°(A' m> 2Mri=o+))vfm' v + 1 ) x 
/Я.--1 * V 'ft / 

X a<A (от,., л,4) + ЦИ-) уг/. (wA, n*ft) 1. 
•"ft J 

Принято считать, что p(Z) удовлетворяет локальному ба­
лансу, если члены в квадратных скобках в левой части урав­
нения и правая часть уравнения отдельно обращаются в нуль. 

Решением системы уравнений глобального баланса является 
-функция состояния 

p(Z) = G-1iin--^-p(;ft(2:/,v..., zks{4)), 
где 

М</;> •••. Уцс)) = 

==J • • О J bD(x\>-' •> x)-v xy> У/+1>..-) ys(c))dxx.. .dXj, 
0 0 if, 

•а коэффициент G получается из нормировочного условия: 

_ J p ( v , 2v)dz —A. v M 
74 



Плотность вероятностей p(Z) удовлетворяет локальному 
•балансу и, кроме того, поэтапному балансу: 

тб®«.,(«.. . . J -
p(Z~k)%akaik{mll, tiik)~b(zkb---, Zbs(ck)) при -sA==l, 
n _ + l 

' A 

2 P(z°(k, "i, 2ft- i = 0+))y.„fw, п- + 1)а{.{тк, tit) 

при s f t>l. 
4.4.3. М а р г и н а л ь н ы е р а с п р е д е л е н и я . Назовем v 

дискретным состоянием сети. Стационарное распределение ве­
роятностей дискретного состояния имеет вид: 

П л 

• • P ^ - G - 1 - - - ] ! Т-тЬеМ. 
nl

 й = 1 % («ft) k 

Мы видим, что и в такой сети справедливо свойство инвариант­
ности распределения P(v) от вида плотности Ь-(х) при фик­
сированных средних значениях &-(s). При фиксированном v 
пусть 

• «в (•-)•---2 Ч'-6-*'-' /-e--"2fte(S) 

и v = (nc(s); сеС, s —I, s (c)>. 
Тогда соответствующее стационарное распределение имеет вид. 

p(v) -o- - fnСЛП тгЙл-ПП (M-0)"'-w/(«.<*))-
\с£С j г-i - - ^ " cgc.»---i 

Это выражение соответствует следствию 4.1 из ВСМР-теоре­
мы. Следовательно, справедливы следствия, приведенные в 
пп. 4.2.3 для дальнейших укрупнений состояний сети. 

4.4.4. Сеть из б е с к о н е ч н о л и н е й н ы х узлов. В ра­
боте [112] изучается функционирование замкнутой и открытой 
сетей, все узлы в которых имеют бесконечное ЧИСЛО одинако­
вых приборов, а траектории трудоемкостей заявок описаны в 
пп. 4.2.1. В такой сети процесс обслуживания заявки не зави­
сит от расположения остальных заявок в сети. Для замкнутой 
•однородной сети доказано, что 

м 
P { 7 j ( 0 — n } { t o } ^ I I n\i п р и *{to}0O. 

Здесь jii — dtld и п= (nb . . . , пм) —• (АГ) — макросостояние сети, 
описывающее расположение N однотипных заявок по узлам 
сети. 
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Для открытой однородной сети с пуассоновским потоком 
входящих заявок с функцией интенсивности {%(t), t.s-0} полу­
чено нестационарное распределение заявок по узлам сети: 

м 
Р{Ч(*)=--.а}=е-р<->П [р*(*)Г-/«.I. 

1-Х 

где 

и 

Pt(t) = §b(y)gi(t-y)dy 

м t 

i-i О 
Пусть пуассоновский поток—-периодический с периодом 1» 

т. е. X(r~\-s)=>X(s) для г = 1,2, . . . , 5б[0,1). Обозначим 
. со 1 М 

Р-* ( .-0=2 JM-+-•- - - ) &(*+«)-*#. p*(s) = ^Pi(s). 
А--.00 1 = 1 

Заметим, что pi(r-\-s)^p* (s) при г->оо. Доказано, что 
м 

P{1J(r + 5)-=n}=<3-P*wII [pi* (S)]"'/№ii При Г->оО 

для каждого s<-[0, l). Отметим, что свойство инвариантности., 
в случае периодического потока, не выполняется. 

Схема анализа замкнутых сетей, в которых один или не­
сколько узлов включаются периодически, приведена в [108]. 

4.5. Рекуррентные вычислительные алгоритмы. 
4.6.1. Алгоритм свертки. Самая общая модель СеМО 

(см. пп. 4.2.1 и 4.4.1), с точки зрения расчета основных харак­
теристик, сводится к учету только состояний популяции п сети. 
Будем ориентироваться на ВСМР-сеть и считать, что суммар­
ная интенсивность входящего потока постоянна [144, 171, 173, 
175]. Стационарное распределение состояния популяции сети 
приведено в следствии 4.2. Перепишем его в виде: 

м 
P N O O - C V I I | У ^ т ( П №) (П d^/mM, neL>(N). 

Введем производящие функции (ПФ) Oi(x) = ^ixk/Yi(k), ха-
*>0 

рактеризующие быстродействие узлов, и обозначим их радиусы 
сходимости через Gi0. Для однолинейного г-узла Qt (x) = 
= 1/(1— х). Для бесконечнолинейного г-узла Gt (х) = е~х. [ 
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Поскольку предполагается существование стационарного 
распределения состояний сети, должны выполняться неравенства 

2 Mi-<G«>. i = h~M. 

Выберем шкалирующие множители йг, г£Щг, так, чтобы ВЫПОЛ­
НЯЛИСЬ и неравенства 

.2 V-V+ 2 dir<Gto> *-=--7Ж 
Введем обозначения 

{'kirdir е С Л И Г б"2 . 
Pir—\dir, если re**-. 

Рассмотрим вспомогательную открытую сеть с параметрами р.г. 
Выпишем для нее при п > 0 ненормированные «вероятности»: 

м 
Р*(п) — П Pi*(nt), (4.5.1) 

i—1 

где 
' ' • М - Т & Д (Р̂ /ЛтО-

гея 
Вероятности стационарного распределения исходной сети 
связаны с величинами (4.5.1) соотношением: 

где 

Пусть 

/Vn)=p*(n)/GN, n6L»(N), 

GN=2>*(n). 
ngO(JV) 

z = (2:ir; i = l,M, r = l, J?), 
Z-=(Z f ,r.= U ) , 

P< = (P/r, • " -» - - . j ? l ) . 

Введем ПФ 

IP(z, Z) = . 
ft. IKN Г/М \ f M R \ f Ri у 
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G(Z)-.2GNZN. 
N>0 

Они соответственно равны следующим выражениям.. 
м 

и 
Л1 

0(2)-=Г[Ог(р/о + Р^). 
i = l 

Маргинальное распределение количества заявок в t-узле 
определяется как 

p.(£/N)i 2-°N(n). 
ng£>(N) 

Я - - * 

ПФ этого распределения имеет следующий вид: 

^ ( 2 | К ) — 2 ^ ( ^ ) ^ - = О г ( 2 [ р ; о + рД)0 ( г_) (Z)GNr, 

где 
/И 

о(;_)=Пог(рго+ргг). 

Проблема вычисления нормирующего коэффициента GN за-
м 

ключается в обращении ПФ Q (Z) = l l G^p.o + P/Z). Прямой под-
/»-1 

ход приводит к алгоритму с плохими вычислительными свойст­
вами. В частном случае сети из узлов типа IS и однолинейных 
узлов этот подход использован в [143]. Другой подход заклю­
чается в обращении ПФ G;(p.0 + Pi--.) и последующей свертке 
полученных векторов {С;(к), 0<k<N} , i — l, M, т. e. GN — 
= (С.®С2®... ®Сл.) в точке k = N . Здесь знак ® обозначает 
Rj-мерное дискретное преобразование свертки. При этом мы 
должны вычислять свертку только для векторов с индексами к, 
0 < k < N . 

Разложением функции G; (Рш + Р/.--) в ряд Тейлора ОКОЛО. 
ТОЧКИ pi0 она представляется в виде 

G*(P/o + P*Z) = 1-MP.z). 
где 

Поэтому, с точки зрения сложности вычислений, достаточно. 
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проанализировать только замкнутые сети. Пусть /?=--.#, м * 
и G(Z) —II Ог(рД). Возьмем два массива с и g с одинаковыми 
границами [ —1:Ау, , . , ; _ 1 ; ^ ] , Известны р/г и Г.(£), 
i= - l ,M, / — 1 , "\ Jfe.—1, E.Wr. 

Алгоритм I. Вычисление GN. 
Шаг Г (Инициализация) g-<--0, с-«-О (все элементы). 

. Ш а г 2. Обращение G. (p1Z) и запоминание результата в g. 
Шаг 3. i<-2. 
Шаг 4. Обращение G;(p;Z) и запоминание результата в с. 
Шаг 5. (Свертка) g-t-g®c. 
Ш а г 6. (Цикл по i) i-«-i-f-l; если £>M—стоп; иначе 

перейти на шаг 4. 
После завершения работы алгоритма константа GN нахо­

дится в конце массива g. Попутно мы получили все норми­
рующие константы для меньших векторов популяции к, 
0 < k < N . 

Это может быть использовано, если вектор популяции 
является параметром, варьируемым при расчетах. Уточним 
теперь, как выполняются обращение ПФ •C7i (pi.Z) (шаги 2 и 4) 
и свертка (шаг 5). Легко видеть, что {с.(к), 0 < k < N } опреде­
ляется рекурсивно:. 

с,(0)-1, с;(к)==2р;.с,(к-1,) ДЛЯ к > 0 ' к ^°-
г -=1 
ft..-7-O 

Алгоритм 2. Обращение Ог(P/Z), подробности шага 4 
предыдущего алгоритма: 

Шаг 4. Г (Инициализация) с (0) -г- 1. 
Шаг 4.2. (Цикл по k). Для k = l , 2, . . . ,S-V r выполняем 

шаг 4,8. 
R 

Шаг 4.3. (Цикл ПО k1, k2, ...,kR и г), с (k)-^2pirc(k —lr) 
для всех к таких, что |k | —k и k<N. 

Шаг 4.4. (ЦИКЛ пак). Для k = 0 , 1, . . -, UN, выполняем 
шаг 4.5. 

Шаг 4.5. (ЦИКЛ ПО kx, К • • •. Ы . с (к)-<-с (к)/Гг {к) для 
всех к таких, что |k|-=k и k < N . 

Алгоритм 2 требует (R + l ) ] ! / ^ . . операций умножения и 
г 

(R — 1)П/•/.,•—сложения или всего О ( / ? П А О операций. 
Для выполнения операции свертки необходим дополнитель­

ный массив h размерности R — 1 с границами [0:NY, . . . 
. . .;0:.V.,_i]. 
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Алгоритм 3. Свертка c<S>g. 
Шаг 5.1. (Цикл по ku ...,kR). Для k I=N'i, Л/1---1, . . . 

— , 0; . . . ; kji — NR, N#~1,...,0 выполнять шаги 5.2, 5.З 
эй 5.5. 

Шаг 5.2. (Цикл по /. , . . . , yVi и А). 
** 

А(Л> •••.j.R-i)-*-2-?^-' "'•' J R-ъ k) с {k\ — j v . . . 

. . . i k .-?-l— / Л - l ) k # — •&) 
для 0<j<k I i ? _ 1 1 . 

Шаг 5.S. (Цикл по г). Для .-.=-/? —2, . . . , 1 выполнять 
шаг 5.4. 

Шаг 5.4. (Циклопо /1 , ;'2> •••• ./г и Ф-

АСЛ, . . . , / r , 0 , . . , ,0)-fr-2-4(ji. •••• Л. А. 0, . . . . 0 ) . 
й - О 

Шаг 5.5. g(k)-^-A(0). 
Алгоритм 3 требует H[(Nr-j-l) Nr/2] = О (TLN*I2 \ опе­

раций умножения и сложения. В частном случае однолинейных 
узлов свертка выполняется значительно легче, как и для одно­
родных сетей. Подробности вычисления характеристик сети, 
анализа ошибок округления и приемы устранения возможности 
переполнения и обращения величии в машинный нуль можно 
найти в [144, 171]. Последнее достигается за счет динамически 
го выбора шкалирующих множителей hr, r=\,R, в процессе вы­
числений. 

4.5.2. Анализ средних з н а ч е н и й . Этот метод дает 
возможность вычисления маргинальных распределений коли­
чества 'заявок в узлах без предварительного получения норми­
рующего множителя GN. Вычисляются также средние значе­
ния таких характеристик сети, как количество заявок в узлах, 
длительность пребывания заявки в узле, интенсивность потока 
заявок через узел [173]. Причем для однолинейных и беско-
яечнолинейных узлов не требуется даже предварительного вы­
числения маргинальных распределений. Рассмотрим замкнутую 
ВСМР-сеть. Метод основан на последовательном применении 
двух рекуррентных формул: 

Pt(k, N ) = — ^ 2 . V ( N ) ^ / M £ - - > N - l , ) (4.5.2) 

и 

« , r ( N ) ~ * i , _ T - W - ° ' ( * ~ 1 , N - U (4.5.3) 
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Рассмотрим алгоритм анализа средних значений в наиболее 
распространенных случаях. Формула (4.5.3) примет следующий 
вид: для однолинейного узла с дисциплиной обслуживания PS 
или LCFS PR 

^r(N) = M - + - M N - 1 - ) ] , (4.5.4) 
для бесконечнолинейного узла 

*>,-(N) = *„ (4.5.5) 
и для сглинейного узла c дисциплиной' FCFS и экспоненциаль­
но распределенными трудоемкостями заявок, не зависящими 
от типа заявки 

. (4.5.6) l + M N — 1 r ) + 2 (ci-1 -m)P!(/л,N-l r) 

Введем для удобства вычислений величины 

Сначала рассмотрим алгоритм, не требующий вычисления мар. 
гинальных распределений (4.5.4), (4.5.5). 

Алгоритм 1. 
Шаг 1.1. (Инициализация). L*(0)+-l для всех i — l, M. 
Шаг 1.2. (Основной цикл по к). Для £.=0, 1, . . . , N{,...; 

k# = 0, 1,...,NR (&. изменяется быстрее) выполняем шаги 1.3, 
1.4, 1.5. 

Шаг 1.3. 

1г 

|d,re(jfer), если r,(k) = k3 k - 0 , IN!, 
v: 

d ( rL;*(k-1 r), если Гг(£)=1, k—1, |N| 
для всех г = 1 , /? и i == 1, М. 

Шаг 1.4. (Формула Литтла для г-заявок). 
%r^kr / 2 "°*IT ДЛЯ в с е х г = 1> R' 

Шаг 1.5. (Формула Литтла для узлов). 
L* ч-1 + _ %rv)r для всех i = \, M. 

Алгоритм требует порядка 4MR операций для каждого 
шага основного цикла и I I Л/г шагов. При этом требуется па-

г 
МЯТЬ порядка MilNf, что сравнимо с объемом памяти поряд-

г 

ка 2П/УГ> необходимой для алгоритма свертки. Алгоритм ана-
Г 

лиза средних значений не требует дополнительных усилий на 
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динамическое шкалирование. Рассмотрим теперь алгоритм,. 
работающий с- с-линейными узлами (4.5.6). 

Алгоритм 2. 
Шаг 2.1. (Инициализация).Ц*<-1, P/(0, 0)«-1, Pt(m, 0)ч-0 

для г-—= 1, М, т=\, с,-1. 
Шаг 2.2. (Основной цикл по к). Такой же, как в алгоритме 1. 
Шаг 2.3. 

~; V ( k — 1r)+ 2(с,-1-да)Р,( /», k-1r) 
'171=0 

для r = \,R и каждого сглинейного узла такого, что е1гф0. 
Для остальных узлов применяем шаг 1.3. 

Шаг 2A и шаг 2.5, как в алгоритме 1 шаг 1.4 и шаг 1.5. 
Шаг 2.6. (Дополнительный шаг в основном цикле для вы­

числения маргинальных вероятностей). Для всех сГлинейных 
узлов и m — 1. С;-1 

Pi (т, Ю-*--.2 V-V5* (/и-1, k - U 

/-,<0,Ю- . 1 - 1 
Ci 

c . - l 

кг+ 2 ( c i - m ) p i ( m - k ) 
4.5.3. Приближенные мет оды на основе а н а л и з а 

средних значений. Введем корректирующую величину 
л 

е«. (N) = Z,;, (N)- Llr ( N - \q). На основе алгоритма 1 предла­
гается итеративный метод, который возможно применять 
в случае очень большого количества типов заявок (порядка 
сотен, что бывает при анализе сетей передачи данных) и при 
больших числах Nr, г - 1, R. В этих случаях точные алгоритмы 
не справляются с проблемой. Предполагаем, что есть процедура 
вычисления величины e,Jr (N) по средним величинам сети. Опуская 
для упрощения записи параметр N, запишем систему нелиней­
ных уравнений: 

<-?, ' --/(I,-.; r' = U , y = 1,M), 

\ <7-l / 
M 

R 
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Эту систему уравнений можно решить итеративным способом. 
Чтобы оценить величину &]г, делают два предположения: 

1. Сокращение общего количества заявок ОДНОГО типа 
в с е т и на единицу пренебрежимо мало влияет на среднее 
количество заявок других типов в узлах, е? , -=0 для цфг. 

2. Величина efr слабо зависит от количества заявок осталь­
ных типов в сети, 

sb = Zi(Nr)-Ll{Nr-l), 
где L , — среднее количество заявок в i-узле в сети c един­
ственным типом заявок и модифицированным параметром 

[О, если « f r-=-0. 
Д р у г о й подход к оценке величин e-j. заключается в пред­

положении, что 
[О для дфг, 

E.r = | — - L . r ( N ) д л я - g — r . 
ЭТОТ подход применяется Бардом в [64] . Идейно аналогичные 
методы расчета средних характеристик даны в [83] . 

Применение метода средних значений для приближенных 
расчетов сетей с приоритетами, блокировками и одновременным 
занятием узлов можно найти в [63] . 

Подробное изложение алгоритмов для расчета характерис­
тик сетей больших размерностей и описание соответствующего 
пакета прикладных программ содержится в работах Ю. И. Мит­
рофанова и др. [12, 37] . 

§ 5. О ПРИБЛИЖЕННЫХ МЕТОДАХ В ТЕОРИИ СЕТЕЙ 
МАССОВОГО ОБСЛУЖИВАНИЯ 

5.1. Вспомогательные точные результаты для экспонен­
циальных сетей. 

5.1.1 Пусть .Я1»-';--- <{1, 2> •••> m*h 6Imi> я . !.i,ml> — 
== < 6lml, n) —замкнутая урезанная экспоненциальная сеть, 
образованная ее первыми /и-узлами, m«=l,M. 

Т е о р е м а 5.1 [199]. Стационарное распределение в сети 
f\m-\\= (Q-.'."-i], n.} совпадает с условным распределением 
заявок в узлах {1,2, . . . , /те—1} в сети #-[»-• = < elml, к) , k>n, 
при условии, что в m-узле находится к—п заявок, если и 
только если е.'"-1. субпараллелеи е-т-. 

Здесь е-т- == e.^o-'"1, m—1,M, и вектор- называется суб-
параллельным другому вектору большей размерности, если все 
координаты йектора меньшей размерности пропорциональны 
соответствующим первым координатам вектора большей раз­
мерности. 
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Например, если в сети #-imi--= <6 [ m , ,k> в /n-узле обслужи­
вание Заявок сделаем мгновенным, то заявки будут, по сущест­
ву, блуждать в первых т— 1 узлах с матрицей переходов 
glm-l], Г д е 

в!7-11-=е17,+в15,вЙ/,(--е4т
я1)"1, и y-T7¥=i . 

При этом соответствующий собственный вектор е."»-1! будет 
субпараллелен вектору е-"1-. 

На теореме 5.1 основана теорема 5.2, являющаяся аналогом' 
теоремы Нортона из теории электрических цепей, к изложению • 
которой мы и переходим [80] (см. также обобщение в [59] и 
[138]). 

Для любого узла с номером i введем двухузловую сеть (ко­
торую будем называть эквивалентной), состоящую из i-узла и 
дополнительного узла с экспоненциальным обслуживанием с 
параметром \х,(п), зависящим от числа заявок в нем. 

Т е о р е м а Н о р т о н а 5. 2. Маргинальное распределение 
числа заявок в i-узле для исходной сети совпадает с соответст­
вующим распределением для эквивалентной сети, если пара­
метр \х(п) равен интенсивности A,i(n), n > 0 , поступления заявок 
в i-узел в исходной сети, обслуживающей п заявок с мгновен­
ным обслуживанием в i-узле. 

Такое же утверждение справедливо и для маргинального 
распределения числа заявок в i-узле для марковской цепи, вло­
женной по моментам поступления заявок в i-узел. Из этого сле­
дует, что для многолинейных узлов с обслуживанием в порядке 
поступления совпадают и распределения длительностей ожида­
ния в исходной и эквивалентной сетях. Если исходная сеть яв­
ляется открытой, ее можно заменить на эквивалентную (одно-
узловую) СМО с входящим пуассоновским потоком с интенсив­
ностью, зависящей от количества заявок в СМО. 

Когда надо исследовать сеть с широким диапазоном изме­
нения параметра длительности обслуживания в одном узле, це­
лесообразно воспользоваться этим подходом, определив харак­
теристики дополнительного узла, не зависящие от изменяемого 
параметра. 

5.1.2. На основе введения эквивалентной сети разработан 
итеративный эвристический алгоритм расчета стационарных 
характеристик замкнутых однолинейных сетей с произвольно 
распределенной длительностью обслуживания в каждом узле. 
Ищутся характеристики типа среднего количества (L,) заявок 
в каждом узле, интенсивности (Х() потока заявок, проходяще­
го через узел, среднего времени пребывания заявки в узле. 

Для сети должны быть справедливы условия: 
м 

2 L / — -V (5.1.1) 
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и 
• d 

r ^ k j / e . ^ - c o n s t (5.1.2) 
(сравни утверждение 2 теоремы 4.1.1). 

d M 

Пусть г j^r^M, и выберем некоторое е > 0 (обычно е 
t—\ 

порядка Ю"2). 
Суть предлагаемого метода заключается в следующем. Ис­

пользуя теорему Нортона 5.2, потоки, возникающие между 
узлами в заданной сети МО, аппроксимируем соответству­
ющими потоками экспоненциальной сети с однолинейными узла­
ми с подходящим образом подобранными параметрами дли­
тельности обслуживания в каждом узле. После этого для каж­
дого узла отдельно вычисляются искомые характеристики. 
Процесс повторяется нужное число раз, пока не будут с задан­
ной точностью выполнены условия (5.1.1) и (5.1.2). 

А л г о р и т м в ы ч и с л е н и й . 
Шаг 1. Присваиваем нуль счетчику числа I итераций и 

задаем начальные условия: интенсивность обслуживания p..— bj > 
i = l, M, для сети ?0 с экспоненциальным обслуживанием. 

Шаг 2. При каждой итерации I, 1 = \, 2, . . . , для каждого 
узла с номером i, i - = l , M , 

2.1. определяются параметры дополнительного узла \х(п), 
n = 0,N, в сети f i, который будет играть роль входного потока 
в следующем пункте; 

2.2. любым методом вычисляются искомые характеристики 
для замкнутой системы М(п.)/G/1/7V с ©ходящим потоком, за­
висящим от числа п заявок в ней. 

Ш а г 3. Если выполняется условие 
м 

{sum}L.>N(l+e), (5.1.3) 
( - 1 

то для всех i, для которых выполняется условие г . < г ( 1 — е), 
положим |У _ = v-fiir. Если же таких условий нет, то для всех г 
положим {mu}, — n,JV / 2 А- П о с л е Э Т 0 Г 0 в о б о и х слУч а я х п е Р е " 
ходим к выполнению шага 6. При невыполнении условия (5.1.3) 
переходим к шагу 4. 

Ш а г 4. Если выполняется условие 
м 

2 1 , < Л Г ( 1 - е ) , (6.1.4) 
i-i 

то для всех i, для которых выполняется условие j - , > r ( l + e ) , 
положим у, —|*jr,/r. Если же таких узлов нет, то для всех i 
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положим \х/ = [itN / 2 ^ - ' -~-0сле э т 0 Г О в обоих случаях пере­
ходим к выполнению шага 6. А 

Шаг 5. При невыполнении условий (5Л.3) и (5.1.4) для всех I 
положим ^/--=(Л;Гг/г, i = \,M. После этого, если для всех I 
справедливы неравенства (Х;(1—е) < ц/<(х ; (1 + 6), то вычисле­
ния заканчиваются, если же хотя бы одно из неравенств не 
выполнено, то переходим к шагу 6. 

Шаг 6. Для перехода к очередной итерации положим 
l.ii==ji/, i = 1, M. 

Увеличиваем на единицу счетчик итераций и возвращаемся 
к шагу 2. Сходимость метода к точному решению не доказана, 
но его пригодность подтверждается сравнением с результатами 
статистического моделирования [81, 181, 182]. 

5.1..З. Несколько ИНОЙ эвристический метод поиска стацио­
нарного распределения предложен в статье Мари [153, 154]. 
Длительности обслуживания предполагаются распределенными 
по закону Кокса. По этому методу потоки, возникающие меж­
ду узлами заданной сети аппроксимируются соответствующими 
потоками экспоненциальной сети, у которой в каждом узле па­
раметр Vi(&) длительности обслуживания зависит от количе­
ства k заявок в этом узле. Параметры -v.(/e), i---l,M, k = Q,N, и 
вероятности стационарного распределения Р(п) находятся из 
системы нелинейных уравнений 1°—6°. 

•м 
ioP(n)=G-4^)IIe" //A iW; 

п 
2° .A,(ft) = IIv,(A); 

eiGt{N-k) Qi(k-l) 

м 
4° G(-V)= 2 lb"'/.A, (ft,); 

M 
5o Qt{k)= 2 Rel'iAjnfr 

ng®(ft) /-1 ( 

6° Qi {•) — вероятность стационарного распределения состоя­
ния системы M(k)/Cail/N с интенсивностью пуассоновского 
входящего потока 

, /м— eiGi(N—k—l) 
м « ; Gi(N-k) 

и распределением длительности обслуживания типа Кокса с а 
этапами.-
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Показывается, что маргинальное распределение заявок в 
— {cdot}-- - ^ ( Г - - | 

i-узле Р.(&)= 2i -°(n) совпадает с распределением Qt(k), 
"j — k 

Jfe-=0, N, i=-T77W. 

Для решения этой системы уравнений справедливо соотно­

шение: У / - , = iV. Кроме того, Г l — Qi(Q) я в л я е т С Я констан-
той (сравни 5.1.2). 

Система уравнений 1 ° - 6 - решается итеративным методом: 
О, если k = 0, 

.(л, если k > 0 , 
A!(0)(k) — 

etQ(i~V(N~k) Qj . - - ) (k_i ) 

Итеративный процесс продолжается до выполнения условий 
м 

w - 2 - i _ м 
i p i _ < е и ^ — <8, i - 1 , M, где г = - - ^ 2 г ( . 

i= i 
Автор работы указывает, что в типичных случаях для е по­
рядка 10"'3—10~4 требовалось не более 5 итераций, а в наибо­
лее неблагоприятных случаях до 18 итераций. 

Анализ СеМО различными методами декомпозиции отражен 
в работах [90, 139, 140, 155, 200]. 

6.2. Диффузионные методы в теории сетей массового обслу­
живания. Метод диффузионной аппроксимации впервые при­
менен для анализа количественного распределения заявок по 
узлам СеМО в статье Кобаяси [131]. Сущность метода состо­
ит в аппроксимации дискретного случайного процесса, описы­
вающего количество заявок в каждом из узлов сети непрерыв­
ным диффузионным процессом. Для частного случая двухуз-
ловой сети этот метод рассматривается в работах [99, 100], 
причем аппроксимируется коэффициент использования узла. 

5.2.1. В работе [131] сначала производится анализ одноли­
нейной СМО. Число заявок IQ (t) в системе в момент времени t 
аппроксимируется диффузионным процессом X(t) на положи­
тельной полуоси с отражающей границей в нуле. СМО задается 
параметрами рекуррентного потока со средним и дисперсией, 
соответственно, (Цо-1, Оо2) и такими же параметрами длитель­
ности обслуживания (ц-Г1, o*i2)-

Функция плотности распределения вероятностей (ПРВ) про­
цесса Х(0 в момент времени t при условии, что начальным 
значением было xo, удовлетворяет диффузионному уравнению: 

д
тр(х0, х\ t ) -=- - ja -^p(xo- *.; 0 -Р -£ -* (*> . х> - ) ' С5-2'1) 
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где а==ц0%0
2-]--1х1

3а1
2,' р==р.0-—ц^ и оказывается равной 

p(x0, х; t) = ±{<S((x-x0-pt)/(at)V*)-
-exp(2px/a)®(-(x-x0-p^)/(a01 / 2)}- (5.2-2> 
Z 

где Ф(2)-= § (2n)-v2exv(x*/2)dx. 
При Р<0 существует стационарная ПРВ 

d 

р(х)=р(х0, х; оо)=— уё<х, где y = 2p/a. (5.2.3) 
Теперь можно получить стационарное распределение веро­

ятностей для числа заявок в системе, полагая 

Рп= j p(x)dx = (l— p)p", n > 0 , (5.2.4> 
п 

где p = gv, Так как известно, что p-=-~~P. гДе Р—= M-o/H-i- TO' 
можно «подправить» решение: 

П — р, я.-—О, 
A i = { p ( i - P ) P « - 1 , n>o. ( 5-2 '5 > 

Физический смысл такого исправления обсуждается в статье 
1174]. 

5.2.2. При диффузионной аппроксимации многолинейных уз­
лов используется неоднородный в пространстве диффузионный 
процесс X(t), функция плотности которого в стационарном ре­
жиме удовлетворяет прямому уравнению Колмогорова: 

?-£r{«(x)f(x)}-jL®(x)f(x))=0, (5.2.6) 

где P(x) и а(х), соответственно,—среднее и дисперсия мгно­
венного изменения процесса X{t) в точке х: 

At->-0 - " 

Основная трудность при аппроксимации с-линейного' узла за­
ключается в определении подходящих а(х) и P(x). В рабо­
те [Ш] обосновывается выбор этих величин в виде: 
Р(л)----ц0 — (c/\x)Pv x>0; a(x) = i>.oW+(cAx)\i1

3al
2, x>0. 

Такая аппроксимация лучше работает, когда p.0/."{mu}i — интен­
сивность нагрузки узла—-меньше единицы и близка к ней.. 
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В точке х—0 предполагается отражающая граница, так что. 
1 / 2 ^- { а(0) / (0 )} -р (0) / (0) . -0 . 

В бесконечности выполняются условия: /(оо) = 0, -—1-—--=0. 
Решение уравнения (5.2.6) при этих граничных условиях 

имеет вид: 

Учитывая разрыв производных p(x) и a(x) в точке х = с, мы 
выберем представление f(x) в виде композиции решений урав­
нения (5.2.6) — одно решение в области 0{le}x{le}c и второе ренте-
ние в области х^с: 

lH2g2 (•*-), х>с. 
При этом 

gl (-«)-»[|io-cfo-+Jqii8a1
2]--1 exp ( - - - ~ ) , 

g2(x)-=exp(-2xc^;;:w), 
где 

(-18<-1- \ ' \ Had / I 
Коэффициенты Я- и Н2 получаются из условий 

С со 

Hi \ gi (х) dx+H2 jj g2 (x) d.x = 1 
О с 

И 

Hlg l (C) — H2g2(C)-
Последнее можно заменить на условие 

е-Н/2 с+1/2 
Hi \ gx{x)dx = H2 [ g2(x)dx. 

c-l/2 е-1/2 
5.2.3. Другой подход к диффузионной аппроксимации одно­

линейной СМО предложен в работе Гелеибе [101]. В ней пред­
лагается другое граничное условие для диффузионного процес­
са X(t): при попадании процесса в точку 0 частица задержи­
вается в ней на экспоненциально распределенное время со. 
средним цо"1, a затем мгновенно прыгает в точку 1. Такое гра­
ничное условие точнее описывает поведение аппроксимируемо­
го процесса. 

89k 



Стационарное распределение плотности вероятностной мао 
<сы имеет вид: 

Гр(1 — еУ*) при 0 < x < l 
р№=\р(е-у-1)еУх п р и л > 1 , 

а т 0=1—р — ДОЛЯ вероятностной массы,, приходящаяся на гра­
ницу в нуле. Переходя к дискретным значениям числа заявок в 
системе, принимаем: 

п 

р0=т0, Я-=- jj p(x)dx, n>0. 
л - 1 

В замкнутой системе, допускающей не более N заявок, до-
•бавляется граничное условие в точке N такое же, как и в О, 
со средним [л-1 и прыжком в точку N—1. 

Соответствующие величины стационарного распределения 
имеют вид: 

m o - ( l_p)( l_p-eY("- i ) ) - i , mi==mQPey("-v, 
( — (\х0т0/а)[1—ечх] при 0 < л : < 1 , 

р(х) = \— (\ь0Щ1а)[е-ч — \]еч* при 1<.x:<7V — 1 , 
{ — (^mja)[e<.*-N)v — Ц при Л/—1<x<A^. 

Здесь mi-—доля вероятностной массы, приходящаяся на 
границу в'точке N. В данном случае не удается естественно 
перейти к оценке вероятностей дискретных значений числа 
заявок в системе. 

5.2'.4. В упомянутой работе [131] изучается однородная сеть, 
состоящая из однолинейных узлов с марковскими переходами 
заявок. Сеть задается следующими параметрами. Длительностью 
•обслуживания в t-узле, задаваемой средним значением и диспер-' 
сией (р.—1, ст£

2), вероятностями перехода заявки от i-узла 
м 

к /-узлу 6;/, ^^./{le}-' средним-и дисперсией длительности 
времени между поступлениями заявок в сеть (р~-, а0

2) и вероят­
ностями б<н попадания пришедшей заявки в i-узел, i, j = \, M. 

Пусть ki = Vt2ai
2

t i-=0, M. 
Приращение M-мерного дискретного процесса, описываю­

щего количество заявок в каждом узле за большое время А, 
приближенно распределено по M-мерному нормальному закону 

A Q ( t ) - Q ( t + A ) - Q ( t ) ~ N ( P , «) 
со средним р.---^, ...,§М)Т, где 

м ' 
Pi-B-.2iMyi—!*''•• ' - - О i i (5-2-7) 

/ - 0 
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и матрицей ковариации *----(а,у), i, ;-=1,M, где 
м 

а ч = 2 {(А">- -) и»»} e m ; e m ; + 
m=-0 

+ -VI + 2 'QmtV-m\blj — k^iQij — kj^jQjt. (5.2.8) 
I m.-»0 J 

При 8 I I = 0 , г = 1,Ж, выражение (5.2.8) упрощается и имеет 
вид: 

м 
* = w2kOT(VmV^), (5.2.9) 

-71--0 

г." где V ==( 0т1, . . . , —0т, т_х, 1, —8т, т+1, . . •> —бтлг), а W — 
неотрицательно-определенная матрица размером МхМ с эле-
ментами 

" i y -

20 '-i(1-6m;)l~m При i = / , 
•л=-0 

— 2 - в * ' в « ^ л . ПРИ *-£>• 
т---0 

Дадим физическую интерпретацию выражения (5.2.9). Член W 
•есть ковариационная матрица M-мерного процесса AQ(z-) для 
сети, у которой длительности обслуживания во всех узлах-— 
константы и поступающий поток регулярен: а;==0, t=0 ,M, 
так что вторые моменты появляются только благодаря случай­
ности пути каждой заявки. Дисперсии исходных параметров 
сети a,2, i = 0 , M, входят только в добавочный член. 

Вместо М-мерного процесса Q(t), принимающего значения 
на целочисленной решетке, изучаем .М-мерный непрерывный 
диффузионный процесс X(t). При начальном значении х0 неог­
раниченный процесс X{t) в момент t имеет ПРВ 

/7(х0, х; t)--(2jtdet |at |r1 / 2X 

Xexp{-4-i(x-Xo—POr«--(x—Хо—РО}. 
которая удовлетворяет многомерному диффузионному уравнению 

мм 
• jt-p(Xo,x; - )=-т22 а -У5-^-^ х °> х ^)-

« - 1 . / - 1 ' 

м 
-%Ь ЪРЬЬК*)- (5-2-10> 
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Если а —сингулярна, то под а"1 будем понимать псевдообрат­
ную матрицу [2]. Введем M отражающих гиперплоскостей:. 
х —0, i = \, М. Если все элементы вектора ч — 2<гг1$ отрица­
тельны, то существует стационарная плотность распределения, 
удовлетворяющая уравнению (5.2.10) и соответствующим гранич­
ным условиям: 

м 
p(x) = n(~-Y^*-). 

Трактуя вероятность пребывания диффузионного процесса 
в единичном M-мерном кубе со сторонами [rtj, ny+1), j=l,M, 
как вероятность пребывания процесса Q(^) в точке с координа­
тами пр у = 1, M, получим приближенное решение исходной 
задачи: 

м 
р(Пи ...,Яж) —IIp;(n;). (5.2.11) 

1=1 

где pi(n) = (1 — рг)рД а рг = еу'. Вероятности р(пх , Пм) 
можно «подправить» как в пп. 5.2.1. 

5.2.5. Для замкнутых сетей получаются аналогичные резуль­
таты. Теперь вместо параметров |х0, а0

2 и 6o*> i-=l,M, задает­
ся постоянное количество /V заявок в сети, а матрица G тако-

м 
ва, что 20-,----1, "== -i-^-. 

Сохраняя прежние обозначения, за исключением того, что' 
в формулах (5.2.7) и (5.2.8) суммирование будем проводить 
от 1 до М, получим аппроксимацию для дискретного распреде­
ления вероятностей 

м 
p(n1,:..,nA1)=KlIpn

i
l,-ne33(N). (6.2.12). 
i - 1 

Здесь, по-прежнему, рг = е7-, а К—нормирующий множитель. 
5.2.6. Во второй части работы [132] ищется диффузионная 

аппроксимация нестационарного решения. Поскольку прибли­
женное решение при диффузионной аппроксимации, как и из­
вестные аналитические решения, имеет мультипликативный вид, 
то по существу достаточно рассматривать отдельные узлы. При­
ближенное нестационарное распределение для однолинейной 
СМО с рекуррентным, входящим ПОТОКОМ, произвольным рас­
пределением длительности обслуживания и неограниченным на­
копителем основывается на формуле (5.2.2). 

Рассмотрим замкнутую систему, вмещающую не более ЛГ 
заявок, с параметрами \i^\ a0

2, | j , -- , с̂ 2 ИЗ ПП. 5.2.1. 
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Найдем решение диффузионного уравнения (5.2.1) с двумя 
отражающими границами х=0 и x=N-\~l. Мы ставим грани­
цу в точке .V + 1, так как единичные интервалы / i < x < n + l , 
,n=0, N, соответствуют количеству заявок в системе равно­
му п. 

Делая замену переменных у =х/\а/$\, т—t/|a/p2 | , перей­
дем к диффузионному уравнению 

^p(yo> у; т) = fapP(yo. у; т)-ьГир(у0, у, -с). 
Граничным условием при J-—=0 и у--=6=-=(.Л/ + 1)/|а/р| служит 
выражение ---• -p(f/0i У> т)—6p(t/0> У, т)—О, где 

1 при а < 0 , 
.5== 0 при а = 0 , 

-—1 при a>0. 
Применяя метод разложения по собственным функциям, по­

лучим следующее решение: 
26е-Л"/(е2-»-1) + ехр [6 ((/-г/--6т/2)]Х 

оо 

Р{УФ У, *) — х 2 ф » Ы < Р « Ы е х р 1 — V T / 2 ] , 0< j /<6 , (5.2.13) 
О, в противном случае, 

где фп (^ — собственная функция, соответствующая собствен­
ному значению %n = nnib.l п>1: 

Ф„ (y)*=--[2K2/b (V + l)1/2{c°s КУ + {ЫК) sin-V/}. 
Первое слагаемое (5.2.13) есть стационарное распределение, а 
второй член отражает вклад переходного режима. 

5.2.7. В работе [174] приводится метод приближенного уче­
та взаимосвязи узлов в сети для диффузионной оценки стацио­
нарного распределения заявок по узлам сети. Поскольку для 
открытой сети как в классической постановке задачи [68], так 
и при приближенном решении [131] вероятности стационарного 
распределения заявок представляются в мультипликативной 
форме, предлагается анализировать каждый узел отдельно. 

В г-узел поступает суперпозиция внешнего потока и пото­
ков с остальных узлов (предполагаем для простоты, что б*/ —0. 
i-=l, M). Поэтому суммарный поток можно приближенно харак­
теризовать средней длительностью Xj"1 между поступлениями 
заявок, где 

м 

Я-1--2 и№п> (5.2.14) 
j-o 
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и квадратичными коэффициентами вариации 
м _̂ 

^ ° = ^ Г 1 2 [ ( ^ - 1 ) ^ + 11мЛ8-"- '=Д-M. (5.2.15) 
У---0 

Здесь, по-прежнему, Uj = e}\i,0\xjl — коэффициент загрузки 
/-узла, /-= 1, М, и и 0 =1. 

Имея характеристики, задающие поведение диффузионной 
модели каждого узла, воспользуемся формулами пп. 5.2.1 
в новых обозначениях: 

1— и-i, я — О, 
Pt("-)-\Ul{i^9y9>[-\ n>o, 

P^^Pf^.T'Il) (5.2.16) 
где 

°™ k^Xi + kmt 

(можно было бы использовать и подход п. 5.2.3). 
Вероятности стационарного многомерного распределения 

заявок теперь получаются применением формулы (5.2.11). 
5.2.8. В работе [108] при определении коэффициента ka

{ 

предлагается вместо коэффициента вариации k. длительности 
обслуживания заявки в t'-узле использовать коэффициент ва­
риации с. смеси случайных величин: длительности обслужива­
ния с вероятностью и{ и суммы ее со случайным интервалом 
между поступлениями заявок в г'-узле с вероятностью (1—и.). 
Рассматривается приближение, согласно которому все потоки 
считаются рекуррентными. 

Тогда с. является решением следующей системы уравнений: 
м 

•К с(=-^-(^+1)+(1-^) 
j-o 

/.-=-l,M. 
Здесь для удобства записи положили с0 = k0- См. также [Ю2]. 

5.2.9. В замкнутых сетях коэффициент загрузки определяет­
ся с точностью до коэффициента пропорциональности (утверж­
дение 2 теоремы 4ЛЛ). Uj^he^j1, j = l,M, где /г —общий 
множитель для всех узлов. Нет простого способа определения 
константы 1г. Из утверждения 2 теоремы 4.1.1 следует также, 
что можно получить все значения и-р /== 1, М, если одно из 
них ii]„ будет найдено каким-либо способом. Например, при 
статистическом моделировании для этого удобно выбрать узел 
у0 с максимальным значением ejQ>e , так как для этого узла 
быстрее набирается статистика, и положить h^Uj^j^ej Если 
предположить, что один из параметров ej/\ij больше других,* 
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тогда узел с этим номером окажется «узким местом» СеМО., 
В этом случае при большом N коэффициент загрузки для этого-
узла приближается к единице и поэтому Л — ет1^^.-

Маргинальные стационарные вероятности для всех узлов. 
находятся по формуле: 

о Г/П — J 1 — и " / г ' = 0 ' 
ж я- ;-и(1-р,)р».- . , / z . -W, г-=Т7Ж 

Теперь вероятности стационарного совместного распределения 
определяются по формулам (5.2.12) с р. из формулы (5.2.16), 
где X, и К\,п задаются формулами (5.2.14) и (5.2.15) с суммиро­
ванием от 1 д о М . 

B статье [91] метод диффузионной аппроксимации приме­
няется для анализа сетей, включающих в себя системы обслу­
живания, работающие в режиме приоритетных дисциплин 
обслуживания. 

Более подробное изложение теоретических и прикладных. 
вопросов диффузионной аппроксимации содержится в книгах 
П, 103, 133, 150]. 

§ 6. ПРИМЕНЕНИЕ СЕТЕЙ МАССОВОГО ОБСЛУЖИВАНИЯ 
ДЛЯ АНАЛИТИЧЕСКОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ 

ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫХ СИСТЕМ 

6.1. Вводные замечания. Аналитическое и имитационное мо­
делирование ВС разных типов широко применяются при ик 
проектировании, комплектовании, эксплуатации, расширении 
и модернизации. На этапе проектирования — моделирование 
единственный способ оценки производительности будущей сис­
темы. Моделирование часто применяется для выбора конфигу­
рации ВС, соответствующей специфическим требованиям за­
казчика; для оперативного управления функционированием ВС, 
особенно в реальном времени; при планировании расширения 
системы для снятия узких мест при ожидаемом увеличении на­
грузки; при модернизации системы или принятии решения о ее 
полной замене. 

ВС можно рассматривать как множество компонентов, каж­
дый из которых обеспечивает определенное обслуживание. На­
пример, процессор выполняет арифметические и логические 
операции, канал связи передает данные, устройство ввода-вы­
вода запасает и передает данные. Заявка или транзакт, пред­
ставленный системе, может рассматриваться как набор зада­
ний, которые должны быть выполнены компонентами системы 
в определенном порядке. Когда заявка требует обслуживания 
от внешнего устройства, оно может оказаться занятым обслу­
живанием других'заявок. Транзакт должен тогда встать в 
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очередь и ожидать освобождения этого компонента. Дисципли­
на обслуживания в центральном процессоре может быть более 
«ложной. • 

При моделировании мультипрограммных ВС для оценки их 
производительности также часто используются сети массового 
•обслуживания. В этом случае узлы СМО представляют модель 
ресурсов ВС, а заявки соответствуют программам, требующим 
тех или иных ресурсов по вероятностным законам. 

Причины широкого использования моделей типа СеМО сле­
дующие: 

1. Естественность описания поведения программ при выпол­
нении их в ВС. 

2. Возможность быстрого получения аналитического реше­
ния, включая такие характеристики, как производительность 
ВС для различных режимов работы и при широких диапазонах 
изменения параметров ВС. 

3. Доступность метода имитационного моделирования для 
более точного, хотя и существенно более медленного, изучения 
поведения ВС в рамках теории CeMO [180]. 

Производительность системы определяется быстродействи­
ем компонентов, трудоемкостью каждого задания и правилом 
управления переходами заявки от одного компонента системы 
к другому. Быстродействие является технической характери­
стикой соответствующих устройств. A трудоемкости заданий и 
правило управления переходами зависят как от прикладного, 
так и от системного математического обеспечения. Получить 
параметры нагрузки системы гораздо сложнее. Точность оце­
нок характеристик ВС определяется скорее точностью пара­
метров нагрузки на систему, выбранных при моделировании, a 
не адекватным отражением деталей конфигурации системы. 
Поэтому одним из методов моделирования является включение 
в модель наблюдаемых в реальной системе маршрутов заявок 
[87]. 

Моделирование ВС содержит оценку значений характерис­
тик системы при данной конфигурации системы и рабочей 
нагрузки. Наиболее часто определяют такие характеристики 
ВС, как время реакции при обслуживании заявки; интенсив­
ность потока или производительность системы (количество за­
явок, завершивших обслуживание в системе за единицу време­
ни); среднее быстродействие системных компонентов, или, в 
частности, для компонента из одного прибора — доля времени 
занятости; длины очередей, или количество заявок, ожидающих 
обслуживания в различных компонентах системы. В зависимо­
сти от используемых методов моделирования возможно полу­
чение характеристик с различной степенью подробности от 
средних значений до полного распределения вероятностей. 
С точки зрения программиста-пользователя системы, наиболее 
интересной является характеристика «время реакции системы». 
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С точки зрения администратора системы, важны характеристи­
ки интенсивности потока и среднего быстродействия основных 
узлов, например, центрального процессора. Знание длин очере­
дей важно при выборе конкретной конфигурации системы. 

6.2. Методы моделирования. Наиболее часто для оценки 
характеристик ВС используются аналитические модели и моде­
ли, приспособленные для имитации поведения системы. Анали­
тические модели состоят из уравнений, которые приближенно 
отражают основные аспекты поведения системы. Эти уравнения 
иногда имеют точное решение, но чаще их решают с помощью 
численных методов. Основные достоинства аналитического мо­
делирования характеристик ВС — сравнительная простота со­
ответствующих программ и малые затраты машинного времени 
на вычисления. Однако большинство аналитических моделей 
позволяет получать только средние значения нужных характе­
ристик в стационарном режиме функционирования. При этом, 
как было показано в предыдущих параграфах, модели, имею­
щие аналитическое решение, не допускают возможности ис­
пользования в СеМО следующих узлов: 1) с дисциплиной 
FCFS и произвольно распределенными трудоемкостями; 2) с 
приоритетными дисциплинами; 3) с одновременным занятием 
разных узлов одной заявкой. Аналитические сети массового об­
служивания обеспечивают подходящий компромисс между 
требованиями к точности модели и сложностью получения чис­
ленных результатов. Точность оценок достигает 5—10 процен­
тов для среднего быстродействия и для интенсивности внутрен­
них потоков в замкнутых моделях и 20—25 процентов для. дли­
тельности пребывания заявки в системе, а также количества 
заявок в узлах. При этом для вычисления оценок требуется 
обычно не более нескольких секунд работы центрального 
процессора ЭВМ средней мощности. 

Когда аналитическое моделирование не достигает цели, 
можно применить имитационное моделирование. Имитацион­
ная модель — это машинная программа, созданная для имита­
ции структуры и некоторых аспектов поведения реальных 
систем. При имитационном моделировании отслеживается мар­
шрут прохождения каждой заявки или транзакта через различ­
ные компоненты ВС и накапливается статистика нужных ха­
рактеристик. Имитационное моделирование находит широкое 
применение при оценке характеристик ВС, а также для под­
тверждения адекватности выбранной аналитической модели и 
реальной ВС. 

Основной акцент при имитационном моделировании делает­
ся обычно иа определении наиболее трудно поддающейся ана­
литическому моделированию характеристики— времени реак­
ции системы '[117—119, 189, 36]. Используется метод регене­
рирующих процессов, с помощью которого находятся 
доверительные интервалы оценок искомых характеристик ВС. 
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В работе i[190] применяется имитационное моделирование обоб­
щенных полумарковских процессов, описанных в п. 4.3.5. 

Имитационная модель позволяет отразить гораздо больше 
деталей, чем аналитическая, и в принципе позволяет достичь 
очень высокой точности результатов. Однако ряд факторов за­
трудняет широкое использование имитационного моделирова­
ния. К ним относятся: 

1) сложность построения имитирующей программы и про­
верки ее корректности; 

2) необходимость использования специальных статистиче­
ских методов для правильной обработки и интерпретации дан­
ных, получаемых при прогоне модели; 

3) большие затраты машинного времени для достижения не­
обходимой точности для каждого набора параметров модели-

4) необходимость анализа огромного числа вариантов 
структурных и нагрузочных параметров, особенно при решении 
задач синтеза ВС и др. 

Для облегчения использования имитации создается большое 
число проблемно-ориентированных пакетов прикладных про­
грамм (ППП). В СССР ряд пакетов уже создан и продолжает 
создаваться в академических и отраслевых организациях, а 
также ряде вузов (см., например, {37, 35, 1] и ссылки в них).. 

Среди зарубежных отметим пакет программ, ориентирован­
ный на моделирование СеМО и использующий метод регене­
рирующих процессов {183]. Для описания таких явлений, как 
одновременное занятие узлов одной заявкой, в пакете исполь­
зовано понятие пассивной очереди. Оно хорошо отражает си­
туацию занятия ресурсов оперативной памяти на время, зави­
симое от требований к другому узлу — процессору. Дальнейшее. 
развитие Этого пакета отражено в обзоре -[67]. 

6.3. Модели одновременного занятия ресурсов ВС. В по­
следнее время большое внимание уделяется моделям ВС, учи­
тывающим одновременное занятие заявкой ресурсов несколь­
ких видов. В моделях с ограниченным уровнем мультипрограм­
мирования с постоянным или переменным числом задач заявка 
должна занять раздел памяти прежде, чем начнется ее обра­
ботка в активных ресурсах, например, на процессоре. В моде­
лях подсистемы ввода-вывода считывание или запись на диск 
разбивается на три операции: подвод головки, поиск начала 
данных и передача данных. Последняя или две последних опе­
рации требуют одновременного использования диска и канала , 
для передачи данных. Одновременное занятие ресурсов прихо­
дится учитывать в моделях распределенных систем и механиз­
мов синхронизации. 

Пример 1. Рассмотрим сначала модель, возникшую при 
анализе ЭВМ серии СДС-6000 [180, 181!] (см. рис. 6.1.). Эта мо­
дель интерактивной ВС состоит из 1-терминалов, 2-разделов-
оперативной памяти (ОП), 3-центрального процессора (ЦП),. 
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Рис. 6-1. Сетевая модель интерактивной вычислительной системы 

4-накопителей на магнитных дисках (НМД). В этой модели за­
явка (вычислительный процесс) сначала выдает запрос на вы­
деление раздела ОП, а после его получения заявка выдает 
запрос на выделение ей процессора. После завершения обслу­
живания на процессоре выдается запрос на доступ к НМД, а 
после завершения обслуживания в подсети ЦП — НМД заявка 
освобождает раздел ОП. 

Рассмотрим случай двух типов заявок и полного разделения 
ОП между ними. Пусть Nr — число r-заявок, а Т,. — число до­
ступных им разделов ОП, / —1, 2; Т^Г-. + Тг — общий объем 
ОП. Пои этом каждая заявка занимает один раздел ОП. 

Для упрощения анализа воспользуемся теоремой Нортона 
(см. § 5.1). Для этого введем составной узел 5, моделирующий 

вспомогательную подсеть ЦП—НМД, в которой заявка, выхо­
дящая из этой подсети, мгновенно направляется на ее вход 
(см. рис. 6.2). Соответствующие интенсивности обозначим 
-ft-(nb "2)> где "-— количество r-заявок в подсети, п,.=0,Л/г, г= 
= 1,2, Исходная модель (рис. 6.1) после замены подсети ЦП— 
НМД (рис. 6.2) составным узлом 5 принимает вид, изображен­
ный на рис. 6.3. Интенсивности {mu}r(ni, n2) обслуживания г-за-

Рис. 6.2. Подсеть ЦП—НМД 
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явок в составном узле зависят от способа использования ОП, 
и в случае ee полного разделения. 

M«i. n2) = Rr(m\u(Tv щ), т!п(Г2, n2)), /--=1,2. (6.3.1) 
Возможны и другие способы использования ОП. Например, если 
1-заявки имеют абсолютный приоритет, то 

Ц,Г(Й1, /j2)==-Rr(mln(r, я1), min(7~min(r, пх), п2)), 
/••-1,2. (6.3.2) 

Таким образом, учет дисциплины использования ОП посред­
ством интенсивности Mrti> n2) составного узла позволяет пе­
рейти от модели на рис. 6.3 к модели на рис. 6.4. 
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Рис. 6.3. Модель ВС с составным Рис. 6.4. Модель ВС с составным 
узлом вместо подсети ЦП-НМД узлом вместо подсети ОП-ЦП-НМД 

Поскольку |xi(ni, rt2){ne}{mu}2(ni, n2), то сетевая модель с со­
ставным узлом не удовлетворяет свойству мультипликативно­
сти, но ее нетрудно описать с помощью марковского процесса 
и вычислить все необходимые характеристики посредством ре­
шения системы уравнений равновесия [193, 194] или рекур­
рентными методами [72,81,195]. 

Для оценки точности рекуррентного метода, основанного на 
теореме Нортона, полученные с его помощью результаты срав­
нивались с результатами имитационного моделирования исход­
ной сетевой модели (рис. 6.1). 

Для 63 наборов значений (Nb N2, Ть Т2) и других характе­
ристик почти все приближенные значения коэффициента ис­
пользования процессора, средние длительности реакции 1- и 
2-заявок попали в соответствующие 90% доверительные интер­
валы, полученные при имитационном моделировании. При этом 
расходы процессорного времени ЭВМ 1ВМ 370/168 на имита­
цию менялись от 300 до 1000 сек, а получение приближенного 
решения составляло менее 0.5 сек, т. е. на 3 порядка меньше. 

Пример 2. Рассмотрим теперь модель подсистемы ввода-
вывода (ВВ) '[124]. Модель состоит из ЦП, канала и нескольких 
НМД. На этом примере удобно рассмотреть приближенный ме-
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тод суррогатов (surrogate), служащий для анализа сети c од­
новременным занятием ресурсов. Этот метод можно применять, 
если заявка сигнала занимает один из узлов (первичный), а в 
процессе обслуживания занимает последовательность других 
ресурсов (вторичных). Например, в предыдущем примере ОП 
является первичным ресурсом, а ЦП и НМД — вторичными. 

В модели ВВ каждый НМД является первичным ресурсом, 
а канал —• вторичным. Для простоты рассмотрим конкретный 
пример. Пусть система состоит из 5 НМД (1—5), 1 канала (6), 
1 ЦП (7), уровень мультипрограммирования равен 10 (см. 
рис- 6.5). Каждая заявка в одном цикле обслуживания 
требует в среднем 15 ед. времени ЦП, 8 ед. времени на подвод 
головки в. каждом НМД и 3 ед. времени на поиск и передачу 
данных. При поиске и передаче одновременно заняты НМД и 
канал, причем неявно сделанное предположение о равновероят­
ности использования дисков необязательно. 
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Рис. 6.5. Модель подсистемы канал-

диски 
Рис. 6.6. Вспомогательная подси­

стема 

За цикл обслуживания заявка потребует в среднем 5 x 8 = 
= 40 ед. времени для подвода головок НМД, 5X3=15 ед. вре­
мени— для поиска и передачи данных по каналу. 

Шаг 1. На первом шаге алгоритма заменим подсистему ка­
нал-диски вспомогательной подсистемой (рис. 6.6), в которой 
1-узел является однолинейным и описывает канал со средней 
длительностью обслуживания 15 ед. времени, а 2-узел описыва­
ет диски и является СМО IS со средней длительностью обслу­
живания 40 ед. времени. При этом предположение о том, что 
2-узел типа IS, позволяет не учитывать совместное занятие уз­
лов 1 и 2 при передаче данных. 

Для вспомогательной подсистемы находится эквивалентный 
однолинейный узел с интенсивностью обслуживания ц(п), зави­
сящей от числа п заявок в узле, п=.1,5. Здесь |х(п) совпадает с 
интенсивностью потока заявок во вспомогательной подсистеме, 
а для я>5 полагаем, что |x(n) -=- jx (5). 
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