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О.Е.Тихонов 

СПЕЕСГРАНЬНАЯ ТЕОРИЯ ДЛЯ ПРОСТРАНСТВ 
С БАЗОВОЙ НОРМОЙ 

В работе продолжены исследования, начатые в [3] . В рамках 
некоммутативной спектральной теории Альфсена и Шульца [7] ,[8] 
для элементов пространства с базовой нормой ( Z)ЬК ), обладаю -
щего точным сдедом, доказана единственность "спектрального раз -
лакения" относительно следа (теорема 4.5). Предварительно иссле­
дованы свойства "проективных следов" из tf и интегралов по V*-
значной мере. В теореме 5.2 доказано свойство экстремальности 
спектральных мер в связи с шлуклыми функциями и на этой основе 
введен некоторый аналог пространств 1р(/ £р < оо . 

Насколько возможно используются терминология и обозначения 
работ [7], [8] и [3]. 

§ I . Обозначения и предварительные сведения 

Пусть ( Zf, К ) - пространство о базовой нормой, т.е. if. -
вещественное упорядоченное нормированное пространство с порождаю­
щим конусом ?J* и ввделенной в нем базой К , причем мншество 
conv(KU~K} радиально компактно, а норма задается функциона -
лом Минковского этого множества [6; гл. 2, § I ] . Сопряженным к 
{tf %К ) является пространство с порядковой единицей {£$е ) -
упорвдоченное банахово пространство, причем конус XI положитель­
ных элементов двойственен к Zf , порядковая единица € определя­
ется условием <е>р>~£ для любого ре/С , а норма на 4 удов -



летворяет соотношению| я Ц~ь*4\ Л>0 \ -Хе £Ле \ L 6; 
г л . 2, § I ] . Отметим, что| р\ - <&9р> для pctf* f и отскща 
нетрудно получить, что для монотонно неубывающей сети (/̂ У эле­
ментов • tf , ограниченной сверху элементом. petf % эквивалентны 
условия: 

Ci) рос It Р в смысле нормы, 
0$)р<& р в смысле слабой топологии, 

(iU>< < А / > •. 
Кроме того, если пространство 2^ банахово, то сходится любая мо­
нотонная ограниченная по норме сеть элементов if (см. [3 ; лемма!). 

Под проектором на XI понимается линейное положительное сла­
бо* непрерывное отображение Р'т-Л~**Л такое, что Р ^Р .Про -
ектор Р на Л называется гладким [ 7; § I ] , если условие 

р е , <<z,p>~0 при а е /сег*~Р = #*ff /еег Р> 

влечет 
< а 9р> ~0 при а е/ver Р . 

Проектор Q называется квазидополнением, проектора Р , если 
Ker^P^im^Q и &т+Р =*ег+6? [7; § I ] . Проектор Р шЛ 
называется / ? -проектором, если он по норме не превосходит I, 
гладкий и обладает гладким, квазидополнением с нормой, не цревос -
ходящей I [ 7 ; § 2]. Гладкое квазидополнение к Р -проектору Р 
всегда единственно, является Р -проектором и обозначается Р . 
Через Р обозначается множество всех Р -проекторов. Соотношени­
ем P^Q , если cm P<^im 6} , на Р вводится отношение порядка. 
Р-проекторы Р и $ называются ортогональными, если Р^>$' 
(обозначается: Р\ф ) [7 , § 4]. -

Грань F базы К называется выступающей, если Г «f ре К \ 
<а9р> =0\ для некоторого QeJf* % грань называется проек -

тивной, если она имеет указанный вид с г? = Ре для некоторого 
Р € Р . Далее в этом параграфе будем предполагать, как и в [8; 
§ I ] , что каждая выступающая грань в Ж проективна. В [8; след -
ствие 1.2] показано, что при Ьделанном предполш.еиии множество Р 
является полной ортомодуляркой решеткой. 

Р -проекторы Р и Q называются совместимыми, если Р$ = 



= 6jP [ 7 ; § о]. В [ о ] было введено понятие совместимости и би » 
совместимости Р -проектора Р и элемента р из Zf« Будем го­
ворить, что./? совместим с р , если Рр +Рр'•= р , и. Р 
бисонмоетим с р , если ^ совместим ори с любым -проекто­
ром, совместимым с у? . (Здесь . Р ' - сопряженный к проектор 
на . . , 

По аналогии с алгебрами Пейманд. элемент р е .if* назовем точ­
ным, если <аур>>0 при а etf*\\d\ . Элемент ГеА" называ -
ется следом, если он совместим с любым Р -проектором [ 8 ; § I ] . 
Для р е Z) через р * и р~ обозначим элементы Zf*% однознач­
но определяемые- условиями р.— р*~ р~ • я\р\ = \рАг\ "HI/7"! [ 8 ; 
предл. 1 . 3 ] ; сушу р **р~ обозначим через I р\ 

Опишем основной результат работы [ 3 ] , Пусть ( If 9 К ) - пол­
ное пространство о базовой нормой такое, что любая выступающая 
грань в К ироективна, и Ъ - точный след из К . Тогда для лю­
бого pet) существует семейство хе R Совместимых с р 
Р -проекторов, для которого выполнены условия: 

а) $л - Л Q„, для любого А е М ' 

o)<a.tp>^f kd<a,jQ^'t> .для любого a e£ -. 
- оо 

В [3]•исследовалось понятие несущего проектора Рр для 
р е Zf* , который дашо определить как наименьший среда Р -проек­
торов Р , удовлетворяющих условию Р р = р .Доказано, в ч а с т ­
ности, что Рр бисовместим. с р [ 3 ; предл, 14 ] . Отметим также, 
что для ре zJ*~ и Ре Р справедлива формула Рр^ ^(P^VP )4Р 
(ср. [ 8 ; формула ( I . I Q ) ] ) , из которой следует дая точного / 1 фор­
мула Рр*р ж Р . Элементы р и б из tf* будем называть орто­
гональными (и обозначать/?' id') 9 если PplPg [ 3 ] . Ясно, что 
для точного ре zf* и Р -проекторов Р и $ условия Рр 1(рр 
и Р lQ эквивалентны. 

§ 2. ^-значные меры и интегрирование 

Пусть ( Z) 9 К ) - пространство с базовой нормой, ) -
сопряженное к нему пространство с порядковой единицей. Через Ж -
=\Х(£)} будем в дальнейшем обозначать <5^-значную аддитивную 
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функцию множеств, заданную на d -алгебре Л подмножеств неко -
торого множества О ; дая ае Xf через <а,%> будем обозначать 
соответствующую Ж Я -зиачную функцию множеств, т*е.<а,Х>(7?)= 

Предложение 2 . 1 . Для t) -значной аддитивной функции мно -
жеств Ж , заданной на б -алгебре JZ , эквивалентны условия: 

(40Ж ^ -аддитивна в смысле нормы, 
(Ы) % б -аддитивна в смысле слабой топологии, 
(Ш)<е,Х> б -аддитивна на JZ . 

Д о к а з а т е л ь с т в о , Кмплжации (1)^(11} =*-(Ш) три­
виальны. 

Пусть выполнено условие ( III ) , {£;) - последовательность 

непересекающихся множеств из А и / - ^ i£ . То?да<е,Х{£)>-
-Z*i^£

<e* X(£f)> . Из аддитивности Ж следует, что%е^ XCfy^ 
£ Х(£) да любого п , поэтому справедливость импликации ( U i ) 

^ ' ( i ) вытекает из свойств пространств с базовой нормой, отмечен­
ных в начале § I . 

Определение. Аддитивную функцию множеств, для которой выпол­
нено одно из эквивалентных условий ( i ) - ( L U ) предложения 2.1,бу­
дем называть' tJ -значной мерой. 

Ясно, что любая V* -значная мера X на борелевской б - а л ­
гебре И>(Я) числовой прямой определяет на Я неубывающую не 
прерывную справа 71 -значную функцию /VfA)=X((-°°* А,]), причем 

йт М(Х)=0 и &пъ N(A) = ХСМ) . Обратная конструкция 
$-ъ~оо А-**00.. 
описывается в следующем предложении. 

Предложение 2 . 2 . Пусть ( V ,К ) - полное пространство с ба­
зовой нормой и Afi IR 1) - неубывающая ограниченная непрерывная 
справа функция. Тогда существует единственная £^-значная мера 
X на борелевской б -алгебре /5(Е) такая v что Х . ^ ^ А Л ) -
^М(Х)-&т N(/u) для любого A cjg . 

jU -* ~ °° J 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Отметим прежде всего, что 

iim М(А) к£пъ Х/(Ж) существуют (см. § I ) . Не ограничивая 
А~*»~Ф А-3»*00 

общности, будем считать,''что €&т Ж6А) . 

- , м- , 
Для любого а с п - t) вещественная непрерывная справа 

- 79 -



функция <а , fl/(A)> на Ж обладает конечной полной вариацией и 
поэтому однозначно определяет вещественную меру та на та-* 
кую, что mQ((-00^XYi=<a,/Y(X).> для любого ЛеЯ . Нетрудно про­
верить , что соотношение 

< а 9 Х(£) > (£) для любого а е 

корректно определяет б «-аддитивное в б (Л , Л) -топологии ото­
бражение X • Л** . Остается убедиться, что X(£)elf для 
любого Е е 3(К) . 

Пусть Х~{£еЯ5№)\Х{£) etf\ . Ясно, что С-°°,Л ] € <*: ,по~ 
этому(Лг̂ °°)е£ж (A?J%\е£ для любых Л^меМ . Следовательно,лю­
бое множество видаУ^( У(Ап^, оа) , где ~°°^Aa<juo<'•• 
<Jfy<...<jUn< & \ ею f принадлежит <ЙГ . Совокупность такте 
множеств образует булеву алгебру, а из замкнутости V относитель­
но операции перехода к пределу монотонной сети (см. § I ) следует, 
что - монотонный класс, поэтому аГ^ ( см . , например,[I; 
утв. 1 4 . 4 ] ) . 

Всюду в дальнейшем, вещественные функции, заданные на измери­
мом пространстве, будем предполагать борелевскими. 

Предложение 2 .3, Пусть ( t) , К ) - полное пространство с ба­
зовой нормой и Ж - ^ - з н а ч н а я мера на б -алгебре Л под­
множеств О , тогда для функции Cp-.Q^R эквивалентны условия: 

(I) д? интегрируема по Ж , 
( Ц ) ср интегрируема по вещественной'мере <а,Х> для любо­

го а е Л , 
(ill) д? интегрируема по мере <е,\> . 
Д о к а з а т е л ь с т в о , В некотором обсуждении нуждает­

ся лишь импликация (III ) ^ ( £ ) . Ее справедливость следует из 
того, что из интегрируемости функции по вариации меры следует ее 
интегрируемость и по самой мере, а вариация меры Ж совпадает с 
мерой < efX> . 

3 а м, е ч а н и е . Вдобавок к обычным свойствам, интегралов 
по векторной мере отметим, что если д? - интегрируемая по tJ*-
значной мере Ж неотрицательная функция, то fa? (XX принадлежит 

Q 
Следующее утверждение устанавливает связь с конструкциями 

работы [ 2] и дает возможность применять далее результаты этой 



работы. Его доказательство достаточно стандартно -и может быть 
проведено аналогично доказательству [ 2; предл. 3 . 3 ] . 

Предложение 2.4. Пусть ( t) , X ) - полное пространство о 
базовой нормой и р е К . Элемент б из Zl допускает представ­
ление вида 

6=1 CP dX ' ^ 
+ Q 

где X - И ""-значная мера, X{Q)-=p и ср - интегрируемая по 
Ж функция тогда и только тогда, когда б допускает представле­
ние вида 

г el &jrt (»). 

где р£ е К , а£ eR* ,ZcC. « / , 27 с£у?, -у? , Д- еЖ ,'• 
Z*! Д-|с^ < ^ , I конечно или счетно. Если функции^:^.^Л^«>У 
выпукла и б допускает представления вида (ж) и ( м ) , то 

Q ' геТ 

где z/z:/ в левой части равенства берется по всем представлениям. 
6 вида (э&), а в правой - по всем представлениям вида (зеО. 

§ 3. Проективные следы 

Всюду далее в этом, и следующих параграфах будем предпола -
гать, что (ZJ., К ) - полное пространство с базовой нормой такоо, 
что любая выступающая грань в К проективна, ( $ , е ) - сопря­
женное к ( Z) , К ) пространство с порядковой единицей. 

Предложение 3 .1 . Пусть Рр - несущий проектор длярeZJ , 
Р ж Q - совместимые с /^-проекторы. Тогда условие Рр ^ 

влечет ЦАРр . 
Д о к а з а т е л ь с т в о , Пусть ^ е /сег* f$ А Рр) , тог­

да 

* <(РЛРр а,р >~<а'.*(P/IPpj*f> = 

= <а Р*/7р>~<а , ру> * 

•« <а > = <С$ЛРЛ a9p>~Q , 



откуда<(РЛРр ) а9р>={? и, согласно [3; предл. 2\>(РЛРр)ае 
ei,m*~Pp . Но с другой стороны, (РА^)а =fyPa ест*Рр и, 
следовательно, (РАРр)а ~0 . Таким образом, игч?е? *f&A ) с 

и поэтому РАРр iQ/IPp . 
С л е д с т в и е 3.2. Для точного элемента р е Zf и 

проекторов Р \\ 6) условие ^ в л е ч е т P4Q 9 

Предложение 3.3. Для совместимых с у? с Z7 -проекторов /? 
и Q эквивалентны условия: 

{Ъ) Pf±61*f? , 
(it) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Если Р и 4̂  совместимы с 

то они совместимы и с ̂  [ 3; предл. 14], поэтому импликация 
Ш ^ (М) следует из предложения 3.1. Из [3; предл. 10] РАРр 
и QЛРр совместимы с р , поэтому условие РАРр ^QAPp вле-
чет (РАРр)р ±((?А pjfr 3; предл. 9]. Yb(PAffip=P*P*% = 

и, аналогично, Г$Aj^)р - *р , откуда и следует им­
пликация (а) (i). 

С л е д с т в и е 3.4. Для точного элемента^ у? е и сов­
местимых ср Р -проекторов Р и ^ условия Рр р шР4 

эквивалентны. 
С л е д с т в и е 3.5. Для точного элементар е V и сов­

местимых с р Р -проекторов Р и $ условия Рр*-фр ^р ж 
Р lQ эквивалентны. . 

Далее будем предполагать фиксированным, точный след ъ ш К& 

Определение. Элементы Zf* вида Р v с Ре Р назовем про­
ективными следами. 

Множество S проективных следов с порядком, 1адуцированным 
из Z) , обладает наименьшим элементом О и наибольшим Ъ . Снаб­
дим / операцией дополнения Р& Р & . И з вышеизложенного 
получаем следующее утверждение. ^ 

Т е о р е м а 3.6. Отображение Р *~+Р zr задает изоморфизм 
полных ортомодулярных решеток Р и Т . . 

Предложение 3.7. Р -проектор Р совместим с Р -проектором 
Q^гогда и только тогда, когда Р совместим с проективным следом 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Р совместим с d? . Тог-



т.е. P совместимо ^ 2- . 
Пусть Z7 ̂ совместим с , тогда совместим с несущим 

проектором , равнш $ . Отметим, еще, что, учитывая С 3 ; 
предл. 9 3, 'нетрудно проверить справедливость следующего утверж­
дения. . • 

Предложение 3.8. Монотонно неубывающая сеть \Ри ?\ проек -
тивных следов сходится к проективному следу /V P/Y& > монотон-
но невозрастающая сеть \ Р^ ?) сходится к (А Р^ ) ъ . • 

§ 4 . Спектральные меры 

Рассмотрим специальный класс ^^-значных мер - У-знач-
ные меры. Отметим превде всего, что если Т=\ РСЕ)\ -У-внач-
нал мера на б -алгебре Я подмножеств Q , то равенство ГСЁ) •= 
^Р(£)*? корректно определяет функцию множеств ^ Л^)} на # 
со значениями в Р . Приведем некоторые свойства У -значных мер 
и связанных с ними Р -значных функций множеств, справедливость 
которых легко следует из результатов предыдущего параграфа. Пусть 
далее Т=\Т(Е)\ ~ Т-значная мера на б -алгебре подмножеств 
О ^Р^\Р(£)\ - соответствующая ей Р -значная функция мно­
жеств, £ и £^ - шожества из # . 

а). Если Е£ с££ , то РСЕ£) 4 . 
в). Если ЕхР£е -=0 , то 772*) и PfEJlPCE,) . 
с). Если Ж 2 ) - г ; то РС£а)-Р(£У. 

Л d)9 Р -проекторы и /Vip совместимы (см. [7; предл. 
^•4]). о© о©' 

Если Х^ - -значная мера и РеР .f то для б̂ -̂знач 
ной меры [ А АУ2Г)^ будем, использовать обозначение Р*Х « 

Предложение 4 . 1 ; Пусть X - -значная мера на <7 --алге­
бре подмножеств Q\ ,g?:Q^Я - интегрируемая- по X функ­
ция и для любого Ее & Р -проектор Р совместим, с Х{£) а Тог­
да /7 совместим ъ^/ср dX . ' # /* 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как Р*Х(£)+Р Х(£) 



= X (£} для любого Ее ф , то 

Р*[ф dX±p'*l'q> dX~(q> dP*X+f'cpdP'*X = 
" Q Q О 

= fcfd(P*X+p'*X) = fcpdX, 
Q • Q 

т.е. P совместимо 
Q
 ' ••• ^ " ' " С л е д с т в и е 4.2. Пусть- T - J -значная мера на 

6 -алгебре Л подмножеств, & , Р - соответствующая ^-знач­
ная функция множеств и Ср\ О ^JR - интегрируемая по Г функ­
ция. Тогда Р -проектор Р(Ю совместим с f <f ^7* для любо­
го £е $£ . Q 

Предложение 4,3. Пусть /К'- Е - неубывающая ограничен­
ная непрерывная справа функция, X - ассоциированная с ней, 
согласно с предложением. 2 . 2 , 2^~-значная мера на 3 ( М ) .-• 

а). Если Р -проектор Р совместим с Л^Я) для любого 
ХеЕ, то Р совместим с ОД для любого £ е . 

в). Если А({Х) принадлежит £Г для любого Aeffi , то мера 
Ж У-значна. 

с). Пусть в условиях пункта в) =4д ^ ° $х€ ^ 9 ^ ~ 
соответствующая мере Ж -значная функция множеств и ^ сов­
местим с элементом pet) для любого JleJR . Тогда Z7*^) сов­
местим с р для любого £ е Л СЯ) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . а). Так как Р совместим с 
А/(Х) для любого 1 ^iP. ? то 

= ^ f Z7Vx)+ Р^Л/САУ) = ><0О / 

т.е. Р совместим с Ж^Д) , и аналогично Z7 совместим 

с <йт N(X) . Пусть Х-\Е.еЯ>(К)\Р совместим с 

Множества вща^СА^ ,pij\ U(AnAr£f -v со) , где - «> ̂ Ло<р^ < j| < 



<jux <.'..<jUn < \ ^ +00 принадлежат cfc. f и является мо­
нотонным, классом, поэтому <Х.ж&СЯ) V 

в). Из предложения 3.8 следует, что №(Л) Ж'йт 'MX)-

элементы Т . Пусть теперь <£^EeJ5(M)\ XfEJeff'*] V Из 
[ 3 ; предл. I I]-и следствии 3.5 следует, что все множества вдда 

^ / у А.,уй£] U(Xn^, + °°y принадлежат o f , аиз предложения 3.8 -

что X является монотонным, классом, поэтому « . 
' • • • • if if ' ' ' 

с ) . Пусть &т^(Х)*^.оо ^ и j^ere , где 4^ею» # U o е ^ . Из 1 3 ; предл. 9 ] следует, что # . и С < ю 
совместимы с у? . Пусть теперь £-\Ее 3(R) \ Р(Е) совместим с 

р]. Множества шт Х£ 9ju^] О (Хж^£ °о) ' принадлежат о£ и 

из [ 3 ; предл. 9 ] следует, что - монотонный класс, поэтому 

Предложение 4.4. Пусть Т "У-значная мера на дЪСЯ) , 
Т(Н) « V 9 Р - соотвётстврэдая / Р-значная функция мне -

жеств ж Ср: Я ̂ Я - монотонно возрастающая интегрируемая по Т 
функция. Тогда для любого борелевского множества.^ Р -проектор 
Р(Е) бисовместим с fq?dT'. 4-

' Я ' г 
Д о д а з а т е л ь с т в о. Пусть / Ср,аТ , ЛеЯ%:-

Ср(Х) и /fyf 1 * 7 , А ] ) - $л ; Докажем" что. <?д .бисовместим' с / . : 

Пусть ^ е &т*$л , тогда 

<а9р> - f.cpd<a]

9 r>={'tyd<(p-,a9 Г>= ' 
К Я л 

- fq?d<a9$*f o?d< d9Q*r> < 

В / 

Аналогично, < а.9 р>*уи'<а9&>щъ ..а'е:*т*фл\\о\ - Т а к 
как по следствию 4 .2 совместим, с р , то из [ 3 ; теорема 2] 
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следует, что 4V бисовместим с р . Из предложения 3.7 й пункта 
а) предложения 4.3 теперь следует, что ГР(£) бисовместим с р 
для любого .£ е . 

Через $ обозначим функцию fffA) •= Л для Л е R . 
Т е о р е м а 4.5. Для любого ре zJ существует единствен­

ная J -значная мера Т на 0bff£) такая, что ГШ)-г- и р ~ 
/ > ^ ' -
if 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Существование такой меры следу­
ет из [3; теорема 4] и пункта в) предложения 4.3. Покажем ее. 
единственность. , 

Пусть Р~').jf dT , где Г - некоторая Т-значная ме-
Ж 

ра на flb(K) такая, что Т{Ж)^С . Пусть ЛеЯ и T(f-°® % 

AJ) - ^ с ̂  е Р . Как и при доказательстве предложения 
4.4, показывается, что @ л - совместимый с р Д-проектор та­
кой, что <а,р>*Л<а9Ф> при aetm^tfyi и <a.f> <а9&> 
при # €£т*фд\\ • -Из [3; теорема 2 ] следует, что ̂  опре­
деляется этими условиями однозначно, поэтому, согласно предложе -
нию 2.2, однозначно определяется и мера Г . 

Определение. Ддя peZf через F с^ обозначим единственную 
^-значную меру н а ^ ^ ) такую, что 
Назовем Т^ спектральной мерой для -р\ Отметим., чаю если/ 7^ 
Я-значная функция множеств, соответствующая спектральной мере 

ддя pel) % то -проектор Р^(£) бисовместим с ̂  
для любого £ еЪ (Я). 

Предложение 4.6. Для Ре Р эквивалентны следующие уело -
В Е Я : ' . 

(i) Z 7 централен, т.е. Ра^Ра =а для любого aeXZ [7; 
§ 5]; 

(ii ) совместим с-любым. Р -проектором; 
(lib) Р совместим с любым реzf % 
(iv ) Р совместим с онобым проективным следом. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . При определении совместимости 

-проекторов в [7;. § 5] было отмечено, что условия PQ -=QP и 
PQe+Рце = 6}-в (P,Q е (Р) эквивалентны, откуда и следует им­
пликация (i) =^ (io). t ". • 

(hi) (i). Если Pife^-Рф для любого , 
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^ е Р и Л - € Я • Как показано при доказательстве [ 8; предл. 
1.7], множество conv \$е \ $е Р] слабо плотно в 1(7,е] , по­
этому &n\Qt \ QeP\ слабо4" плотно в X/ , и из слабой* непрерыв­
ности Р и Р* следует,что Ра^Ра^а для любого а е . 

(it.) ( Ш ) . Условие /$? р'а = <я для любого 
cte^i эквивалентно условию < Ра+-Ра9р>~<а9р> для любых 
ае$ ж ре $ ; но < /te Pa f р> = <а,Рр -*Р'р>> 9 поэтому 
второе условие эквивалентно тому, что Рр + Р р = р для 
любого у? е 

Эквивалентность условий (II) и (-cv ) следует из предложения , 
3.7, ' 

З а м е ч а н и е . Эквивалентность условий (ь), (Ы)9(Ш) 
в предложении 4„6 доказана без - предположения о существовании в К 
точного следа. 

Предложение 4.7. Пусть y?*?/f , # л ' - соответствующая 
спектральной мере Р -значная функция множеств. Тогда р 
является следом в-том и только в том случае, когда для любого Ее 
е ВСЕ) Р -проектор централен. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть р - след и £-е V 
Так как любой Р -проектор совместим с р , а РГР^СЕ) бисовместим. 
с р' 9 то Рг^(£)совместим с любым Р -проектором, и, согласно 
предложению 4.6, централен. } 

Если для/любого Е е $3 СЯ) /̂ -проектор Р (£) централен, 
то, согласно предложению; 4.6, любой Р -проектор Р совместим с 
Р^(£) /согласно предложению 3.7, Р совместим с E^fE) 
и, согласно предложению 4.1, Р совместим, с 
т.е. р - след. 

§ 5. Функциональное исчисление и пространства типа ' Lp . 

Рассмотрим, далее некоторые элементы функционального исчисле­
ния (сравни [7; § 3]). 

Определение. Пусть ре If \ (р: Я *-+ В - интегрируемая 
по спектральной мере Т ̂  функция. Через <pfp) обозначим 
элемент Z) , заданный равенством (р(р) ~ / д?" ci W ^ . Че­
рез с и яе обозначим функции с С А) =/ \ яе(Х)-=\ %\ дтЯеЕ 



Предложение 5.1. Пусть р е [I , тогда: 
i ) ^ / ) ^ , J ^ V , эеСр)~\р\ ; 

?bCcCCp*7f><f)(p}= dCCp(p)*f><p(p) f если функции <р ж $ 
интегрируемы по 7 ^ - и оС \ р е Н % 

с) если 6? интегрируема по и <р*0 > то д?(р) е &\ 
d). если - характеристическая: функция борелевского под-

шожества <̂  Л , то Х£Ср) = Гг^(£) ; 
е) если •/" - У-значная мера на ^ -алгебре ^ подмно­

жеств С> , T(Q) = , p^fqpdF <Х борелевская 
функция на I 9 то (f ° ср интегрируема по 7" тогда и только 
тогда, когда ^ интегрируема по спектральной мере 7 * ^ и в 
случае интегрируемости (f>(p) = f(foCf . 

О 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Утверждения пунктов а) - d ) 

легко следуют из элементарных свойств интеграла и конструкции 
спектральной меры. Доказательство пункта е) проведем, аналогично 
доказательству [7; лемма 8.4" и предл. 8.6]. 

Покажем прежде всего, что Т((р~*С£))^ 7~ Г^ (£) для лю­
бого £ е д5СЯ) • Для £=(- °°, Я] с А е Я равенство 
Т(ср'(£)) - frf}C£) доказывается аналогично тому, как было 
проделано при доказательстве единственности в теореме 4.5. Следо­
вательно, для любого £е Я5(Ю и любого а е rf* справедливо 
равенство <cz9 Г(д>~*(£)) >=<а, 7~г^£рж поэтому 
Из теоремы о замене переменных в интеграле Лебега следует тогда, 
что °Ср d< &, 7> для любого ае , что с 

R Q ' учетом предложения 2.3 и доказывает пункт е). 7 

Доказательство следующей теоремы вполне аналогично, проведен­
ным автором ранее доказательствам подобных утверждений в других 
ситуациях (см., например, [4; теорема I] и [5; теорема 2]). Эта 
теорема позволяет получить ряд утверждений аналогично тому, как 
проделано в 14] и [5]. В предложении 5.3 приводится одно из них, 
связанное с конструкцией пространств типа 1р . 

Т е о р е м а 5.2. Пусть X - ^/^-значная мера на б -ал­
гебре подмножеств Q *X(t?) , cpiQ^JZ - интегриру­
емая по X функция,p^fq>dX и функция ̂ : л 5 JR выпук­
ла. Тогда ° 



Ш Q • • . • _ • 
Д о к а з а т е л ь с т в о , Отметим., что из выпуклости ^ 

и интегрируемости Ср следует, что оба интеграла в (и) коррект­
но определены со значениями в RU\,*°®\ . Ясно, что при дока­
зательстве можно считать fcfi>°cp<d<eX> < + <ю 

Q 
a). Если функция ^ линейна, то справедливость неравенст­

ва (ж) .очевидна. . 
в). Пусть Cf^se в Обозначим, как обычно,ср"*= жал{9*>&\ 9 

Ср~^ -mitt {ср,&\ и пусть px~Jcp* ' , рл ~J <Р • Тог­

да Р^Рв е ^ • P^Px'Pz и 

(а о ср d<-icp^d<e9х> (Ф~d<-е9Х> = 

<<?./J > * > = 1 л 1 +IIp zII> Sр\ = 

я -. 
о). Пусть ̂ <01)=|Л--^| , да ^ е й \, Тогда 

Jty°<? сК*еХ>~(эе°(ср-$) d<-e,X> > . " 

о я 
d ) . Из пунктов а) и с) следует справедливость неравенства 

(ж) для функций вида 

где ^ , ̂  , <S е Я , <*. с Я . Отметим, что любую шпукдую 
кусочно-лшейную -функцию на Я с конечным числом, изломов можно 
представить в таком,виде. -

е>. Любую выпуклую функцию (ft на Я можно представить 
как поточечный предел возрастающей последовательности ( <рп ) вы-
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пуклых кусочно-линейных функций с конечным числом изломов. ' Ис -
пользуя пункт d ) и теорему Леви о монотонной сходимости, полу -
чаем * 

J(fi°cp aZ<€9X> = &m. )ф °cpd<e,X> > 

Теорема доказана 
Отметим, что если J SPd <0 , Т^>* то неравенство (э§) 

можно записать в виде ^£,ty(ft)>^ J ty°tyd< в,Х >. Пусть /?< 

I ^ . Из предыдущей теоремы, предложения 2.4 и 2; теорема 
4.1 получаем следующее утверждение. 

Предложение 5.3. Для р <оо функция p^lfilp является 
нормой на LpCЮ » относительно которой пространство LpCЪ) ба­
нахово. 
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И.А.Шахиров 

ОБ ОДЮМ ПОДХОДЕ К ИСШЩОВАНИЮ КВАДРАТУРНЫХ ФОРМУ! 
НМВЫСЖЙ СТЕПЕНИ ТОЧНОСТИ 

Рассмотрим квадратурную формулу (к.ф,) прямоугольников 
if i - Я ' . Л 
— / xfodsx—.ZjXfs^ . (х= xCs^e-C*)- (I) 

о 

по семейству равномерно распределенных на отрезке\0,2%\ узлов 

SK-sl~2&(9/tf Cs*~£%/c//V9 jc = 7rf 9ЖеЖ)9 (2) 
зависящих от параметра '& , где .^<г[#,/] ', С = С [ 0 -
множество непрерывных комплекснозначных 23Г - периодических 
функций действительного аргумента, Варьируя 0 в указанном про­
межутке (при фиксированном. /V ) , получаем всевозможные равноотс­
тоящие узлы на периоде. 

с Обозначим через Жп множество тригонометрических полиномов 
( т . п . ) степени не выше Ж . Известно tl,-с. 162]9 [ 2. с.119], что 
.к.ф. .прямоугольников по Ж равноотстоящим-узлам из отрезка\0 ," 
ВЖ] точна для любого полинома T C s ) , а также длянеко -
торых подмножеств т.пв степени /К при соответствующем, выборе 
этих узлов. Здесь эти результаты несколько усилены в'том 'смысле, 
что они являются .следствиями одной общей теоремы, в которой уста­
новлена связь меду точностью к.ф. прямоугольников для" т.п. "про-" 
извольнбй степени и расположением узлов квадратурной формулы на 
'периоде [0,2Я] . 

— yj. — 


