
Ф. Ф. Султанбеков 

К ВОПРОСУ О ПОПОЛНЕНИИ СЛУЧАЙНЫХ 
МЕТРИЧЕСКИХ ПРОСТРАНСТВ 

В работе будут рассмотрены более слабые условия на 
функцию треугольника, чем непрерывность сверху, которые 
обеспечивают реализацию пополнения равномерности случайно­
го метрического пространства в виде полной равномерной стру­
ктуры опять же случайного метрического пространства, но без 
сохранения первоначальной функции треугольника. Всюду мы 
следуем терминологии работ [Y] , [j2J, [j3J . 

В множестве IB значений случайной метрики рассмотрим 
топологию слабой сходимости, порожденную метрикой Леви: 

M*,ipeinf U>0:*(х+£)-£*7)(1)*$(х-«)+г (xe|R)} (?,т)бВ). 
Модифицируя доказательства соответствующих результатов в 
|_4 J , можно установить следующие свойства метрического 

пространства (IB,t) ' . 
Теорема 1 . (0 Пространство сепарабельно и полно. 

(Ц) Подмножество К с IB компактно тогда и только тогда, к о ­
гда К ограничено и замкнуто. 

Пусть (МЭ |Х) - случайное метрическое пространство 
(СМП) с функцией треугольника (фт) (X . Рассмотрим в этом 
пространстве равномерные структуры ОД{>^2 , определяемые 
окружениями вида Ue ~ { ( р » ^ ) € М х П - Ь ( р ^ , Л ) < ^ } 
и V£ ~{(р,<*)«М*М : ЗД£ l ( P V " P < * } (*>0) соответствен­
но. Как было показано в L 5 j достаточным условием существо­
вания равномерности 1Ц| является условие: отображение 
51—^рД£э?) пространства ( I B , l ) в себя непрерывно в точке 

Д У / i (X)sO (X>0). Топологии, порожденные этими равномерностза-
ми,обозначим через Т<,Та . 

Под изометрией одно СМП ( М , Ц ) в другое СМП (Mf,|x') 
будем понимать отображение f • М *" М , сохраняющее 
случайную метрику: f ( p ) f ( < P e P ^ . Если к тому же f 
является биекцией, то скажем, что СМП (М, |Х) и СМ, (X ) 
изоморфны. 

Определение. Пополнением СМП (М,|Х) относительно р а в ­
номерности ч! | , называется любая пара (f>(M / ,fA /)), где 
( M f j 4 / ) - СМП с полной равномерной структурой ЭД^ , а 
4 - случайная изометрия пространства М ' на некоторое 
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всюду плотное в топологии Tj , подпространство пространст­
ва М ' . 

Для дальнейшего нам понадобится следующая простая л е м ­
ма. 

Лемма. Если 5w S'Hn , Sir** , tjH-^T] в IB , то Ъ*Т\-
Теорема 2 . Пусть фт |Д* непрерывна сверху. Тогда 

любое СМП (М,)Х) обладает пополнением М относительно 
равномерности Ж | с той же фт |Х . Э т о пополнение ( М ' , | А ) 
единственно с точностью до изоморфизма СМП. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Поскольку отделимая 
равномерность ЭД| обладает счетной базой, то она метризуе-
ма £ б ] . Это значит, что существуют метрик»? i в М и 
убывающие последовательности чисел & n t O t $ R 4 0 такие , 
что { < p , q , ) : d ( p , ( p < e n * < } ^ 
Покажем, что для любой фундаментальной в чА{ последователь­
ности ( р п ) последовательность ( P n P i ) ограничена в Б . До­
пустим противное. Тогда существуют £©>0 и возрастающая по­
следовательность X K f + 00 ( К - * + « 0 т а ^ е , что МРРцМЯц)>38* 
для всех к . В силу непрерывности \\, сверху для этого £ 0 

существует 6о>0 , что В(£ ,Д)<8 0 влечет E ( | i ( S , T l ) , 1 l ) < &o-
Для этого 80 существует Ш0 такое, что В ( Р ц Р т # , Д ) < во 
для всех П > Ш 0 . Поэтому pnP^0 C + eo)-6e^H' (PiiPino»Pm ep4)( a c + £o)-" 

-e0<pm,p<(x)<n>m0,x6lR) или prlp4(x)fpfnep<(x-60)+£0 

( n > m 0 l X € | R ) . 
Пусть k0 такое, что б0 > Pm0Pl ( Х ц - IQ) ДЛЯ всех 

к * К 0 . Тогда P n P i ( ^ « ) < 2 8 0 при всех к > К0 , П > ГП0 . 
Если к1 такое число, что ,ЗД? т P * i P i ( X K ) < £ 0 при К > К | , 
то для K*tTKXX(K0,K<) имеем * SUP р„р< (0СК) < 2 б 0 . 
Противоречие. п 

а) Пусть ( Р п ) Д Ч п ) фундаментальны в ЧА| . Уста ­
новим, что (Рн^п) фундаментальна в (IB,В) . В силу нера­
венства P n t i i f H ' f r n P i . P i t L t l ' f r i i ) ( П € И ) последова -
тельносгь СраЦ,п) ограничена в В . По той же причине огра­
ничены семейства функций 
{Р»Рт '. п,т€И} ЛЧ'Лт • n,m€lN}. 

Покажем, что на ограниченном множестве A^IB фт (Л 
равностепенно непрерывна в Д , то есть I ( £ п , Д) —*• Q (£„€А) 
влечет $ЭД> t ( ^ ( f n , 1 ] ) , T ) ) —* 0 . Допустим противное. 
Тогда найдутся б > 0 , U „ ) C А , (^п) С А такие, что 
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fn —*-Д , tC>t(irl,4TJn>iT]t|
,> > е. для всех П . По тео­

реме 1 выделим из (Т|ц) подпоследовательность (^Пц) • 
сходящуюся к некоторой функции Ч\ € В . Тогда 

В силу непрерывности сверху фт |Х правая часть неравенст­
ва будет меньше £ при к достаточно большом. Противо­
речие. 

Теперь возьмем в качестве ограниченного множества А 
семейство, содержащее функции KPnProi^nfyn), рпЧ>п (п,П1€ 

€ N ) и пусть 

V€>o зв>о уг,т1€А(Кг,л)<б=>Ц[1(а,т1Хт1)<£). 
Пусть N такое, что для n,m>N будет ^г^РпРт'ЧчЛпДА)^ 
( в силу фундаментальности (р п ) , (Чи) и непрерывности |Л 
сверху этого можно добиться). Тогда имеем 

^n(x)<|i(jt(p l lpm^^B)>pm<vn iXx)«Pmq,m(x-£)+6 (Х€Ю. 
Взяв в этом неравенстве Х + £ вместо X , получим 

t(Pn<bi,Pm<hn)<s для a,m>N. 
б) В силу а) существует Kunpn°,n€|& 

для любых фундаментальных последовательностей (рп^СЧтО-
Убедимся, что отношение СРц)Я*(^ц) ^ Ф tWHPntyn^A 
равносильно отношению (PiO^C^n) ^ ^ till! ̂ р п > (^ , , ) в и . 
Пусть tlin pg<}K — Д . Это означает, что для любого 

6П существует число ЫЦ такое, что tCp**},*, Д) < £п 
для всех k > N n . Но тогда d(pKlC^ic)<6n , т. е. 

1ш1С1(РкДк) я0. 
Пусть М - пополнение метрического пространства (M,d) . 

Для p,q,€M положим p^stUnpn(^.n , где (p n )€ p , 
(<^n)€q, . Установим корректность этого определения. Пусть 
(Р«)«Р , (*{.)«$ • т °гда PnPi — Д .Ча^'п — Д , 
Pi4i —» W (П-»+«в) . Положим In* ^ Р к Р к . 
¥nn = | W J 4 - « q - K . C n B S t t p p i < . 

Тогда P n q,„< |ЛСр п р; ,p iq- l i .q rU»)<K(?«,1n .?n) 
при любом И и так как последовательности ({n),(l|n)»(C|i) 
монотонно убывающие, то Р ^ Ч щ ц * H f w . V b W ^ 
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при любых И и t . Так как ЦС^п+ьЯп+г) """* Д (£ ~"** + 0 ° ) , 
то используя лемму и непрерывность сверху JA» , получим 

Аналогично получим неравенство Р'^ '^рф» 
Докажем аксиомы СМП. В силу равносильности отноше­

ний эквивалентности введенных по метрике <t и случайной 
метрике рс^ имеем р(^я«Д^5> p e t y Аксиома симмет­
рии очевидна. Пусть (Рп)€р, (q,n)€q,, Olii)€X. 
Тогда имеем Pn^n^KCPn^n ,tnq,n)« М-(*ирркг1С,*ирг,сЯ,к). 
Снова используя лемму и учитывая непрерывность сверху |Х , 
получим 

Щ s to Рп<*п < |*<to sup ркгк , tiro sup г ^ ) = цЛргДя,). 
n ^ п к*п п к>п 

Таким образом, М является СМП с той же функцией треу­
гольника |л ^ 

в) Рассмотрим в СМП ( М ? Ц ) равномерную структу­
ру Чл \ • В силу непрерывности сверху [Л она существует. 
Покажем, что она совпадает с равномерной структурой попол­
нения метрического пространства (M,d) . Если ( p . q , ) € 

, то в силу того , что р ^ я 

stwR PIC^K д л я Данного числа &п~€п+1 существует N a 
такое, что 
при всех K>Nn . Тогда ((Рк<1к>&)<£|1 » 
а значит <АСРк>фк)^^п • Перехода к пределу по К, по­
лучим <&(р»ф)<5п • Итак, установлено включение 

{<рД>: e<fo, А)<£п + ,}с{(рД): * ( Р Д ) < 8 П } . 
Аналогично устанавливается включение 

{(рД):<1(рД)<бп + |>с{(рД): t(pqr, Д)<€„-4}. 

Итак, равномерная структура Ч*| СМП (М,|4,^ полна. 
Поскольку отображение р •—^(р,р,...) из М в (М,|х) со­
храняет случайную метрику, то существование пополнения от­
носительно 81 i установлено. 

Переходим к доказательству единственности. Пусть (M',|4) 
и (Mw,p.) пополнения (М^|х) » f и 9 случайные 
изометрии пространства М на всюду плотные в метриках 

РЧ' (р'.<*'€ М') и p V ( р ' . ^ б М и ) подпространст­
ва М0СМ# и Мр^М" соответственно. Пусть р '€ М*. 
Тогда существует последовательность (Ра) С М^ такая, 

- 71 -



что р ^ р ' — * Д (П—* + оо) . Следовательно, ( g o f 4 ) ( p A ) 
фундаментальна в М , а значит сходится к некоторому 
элементу р " . Положим Щ р О ^ Р " . Непосредственно 
устанавливается, что элемент р" не зависит от выбора по­
следовательности ( Р Ц ) , сходящейся к р ' . Наконец, пусть 
последовательность ( f y n ) c M 0

 т а к а я > ч т о ty'nfy'—•" Д . 
Тогда из неравенств 

и непрерывности сверху \1 следует, что Рп^и ~~* P 'q/ . 
По тем же соображениям 9 ° f ~*(Pn)9*f ^ V i t ) """*' Р*^" 
в IB . Поскольку g^f"* изометрия, то р ' У = h(p ' )h (q ' ) s pty . 
Сюрьективность отображения h можно установить обратив­
шись к отображению f©Q~* • Теорема доказана полностью. 

Используя свойства метрики Леви Ь , можно полу -
чить (как и в теореме 2 ) реализацию пополнения равномерно­
сти ЭД2 в виде СМП ( M , t O , где М пополнение метри­
ческого пространства ( M , d ) d(p 9<t)S $Щ> t C p l , ^ ) * 

Теорема 3 . Пусть фт Ц непрерывна сверху. Тогда л ю ­
бое СМП (М,|Х) обладает единственным пополнением относи­
тельно равномерности м г с той же фт Ц 

В нашей работе [_7J была установлена непрерывность 
сверху фт 

ujtt.tptos inf^ Tttftrt.TtCx"» (г,*|«в.) , 
зчХ,Х }\X 

В работе [jLj отмечалась непрерывность фт 
W.«(f,t|)lx)Bt|(*)-S«x-t)di((t) (5,T)elB) -
' О 

Поэтому справедливо следующее утверждение. 
Следствие. Пусть (M,|Lt) - СМП, в котором фт Ц » 

— И$ и л и И* " К * • Тогда утверждения теорем 2 и 3 
имеют место. 

Замечание. Теоремы 2 и 3 в другой редакции и отлич­
ным от предлагаемого нами способом доказательства устано­
влены в L 3 J . 

Существование пополнения относительно равномерности 
ЭД^ имеет место при более слабом требовании на функцию 

треугольника, но уже без сохранения исходной фт. Через 
£ X s £ I ( - c o x ] обозначим срезку функции £ € R в точке X . 

Скажем, что фт |Х непрерывна сверху на бесконечности, 
если для любых ?,Т| € В выполнено условие: 
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Vc>0 3.N-N(t,*,ii)>0 V*,,iW«BU,»* Л»*1). 

Если требование ? i ^ ? i 4 i ^ 4 в приведенном выше 
условии убрать (соотв. заменить на требование £ | ^ ? э t |^4T| ) f 

то получим определение непрерывной на бесконечности (соотв. 
непрерывной снизу на бесконечности) фт. 

Свойство непрерывности на бесконечности можно еще в ы ­
разить, сказав, что фт \Х мало зависит от достаточно дале­
ких значений своих функциональных аргументов. Нетрудно ви­
деть, что непрерывность, непрерывность сверху, непрерывность 
снизу функции треугольника влечет соответствующее свойство 
на бесконечности. 

Назовем функцию треугольника \1 предопределенной,ее-
ли 

Vxe|R+ У*ЛД V В U* = $*, i|* =т]* =* |U*,iiXtt=|itt,,i|,)tt». 
Если трактовать IR+ как ось времени, то можно сказать , 
что значения такой фт не зависят от будущего поведения ее 
функциональных аргументов. Примерами предопределенных фт 
являются функции треугольника Ц $ , введенные нами в 
[ 7 ] . Можно показать, что предопределенная фт непрерывна 
снизу на бесконечности. 

Теорема 4 . Пусть фт Ц непрерывна сверху на бесконеч­
ности либо предопределена. Допустим также, что семейство 
отображений £ •""• ^(ЕД1) (TJ6IB) из IB в себя непрерыв­
но в А . Тогда любое СМП (М э | я ) обладает пополнением 
(М1, |и/) относительно равномерности ftlj . Пополнение 

единственно с точностью до изоморфизма СМП. . 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим случай, ког ­

да \Л непрерывна сверху на бесконечности. Покажем, что с у ­
ществует непрерывная сверху фт Jul' такая, что |Д,<|дЛ 

Для произвольной функции ? 6 IB положим X^S|Tlux{x:f(X)s{|# 

а под обозначением " TJ У £ " будем понимать следующее: 
1 ) Т|€1В непрерывна и Х Т | >Х Е , 2) t l(X)>5(X) ( Х > Х * ) . 

Положим JLX'CCTI^^^\«^ ^ . ^ n H-Ct*,-n*> U , T ) € l B ) . Установим, 
что |х' непрерывная сверху фт. Свойство монотонности |Л# 

следует из того, что если Т| ̂  С , то С V С влечет t VTJ. 
В силу условий теоремы, ? - * Л влечет H'te.Tj)-*" TJ при любом 

1fJ€lB . Значит Ь нейтральный элемент и,' : 
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Теперь покажем, что ц/ непрерывна сверху. В силу монотон­
ности и коммутативности |х' достаточно установить непрерыв­
ность сверху по первому аргументу при фиксированном втором. 

Пусть ?n^t ttn"^fc (U""* + *°)t Т|61Б. Так как последо­
вательность £п сходится, то она ограничена в IB , т. е. 
существует функция ?€ Ь такая, что ?ц^5 (^«1,2,...). 
Пусть £ > 0 произвольно, a N<>0 такое, что H>'(t,fp(Nt)<&. 
Пусть X € [ X £ , N | ] . Согласно определению Ulf в 

В существуют непрерывные функции Е^ , 1Ц € IB , 
число Х { > 0 такие, что Х$<Х, £$>•£ » Чс *" Ч 
и H(5 i ,T | ; ) (x t ) -£< |x4? t t l ) (x ) . С другой стороны, 
для любых Л<х , {'„ V £„ , f|#*-f| имеет место неравен -
ство Hr'ttfl,1|)(X)< H-Ui,t | ' )<|p . Поэтому для 
любых ft и любых £п • £ц справедливо неравенство 

0<H'(5B,tlXX)-Ji'U.Tl)(X)< H.(5'n^p(X t)-^tt;,li;)(Xe)+6. (1) 
Пусть О число такое, что 0 < б < 6 и 

По 6 > 0 найдем число Na s N(6,(4 t^lg) » фигурирую­
щее в определении непрерывной сверху на бесконечности фт Ц. 
Положим N*max(N*,N2) . 

Пусть 0 , s l n f {<Т>0:1-6*1(3^-0)}, х ^ Х ^ - о б , . 
Тогда X{^X|<Xjj , Положим 

Убедимся в том, что 1щ,е>0 • Действительно, если 1ц»Ег0э 
то существует последовательность б к —*О (К —•+00) 
и последовательность Йк€[эсьм] такие, что £$(8к+бк)-
- б к ^ ? ( ^ к ) Для всех к . Выделим из (jj*) сходящую­
ся подпоследовательность )£кп —+ ^ [ X 1 y N ] . Из СЦ|̂ > 
можно выделить подпоследовательность (йк^,) такую, что ли­
бо У ^ — ^ Л - , либо Ук„е —*у+. Тогда в первом случае в 
силу непрерывности £$ будем иметь £fc(J|H £(ij-) s£(ipt 
во-втором - &'е(у)£ £(<}+)< Е(у). Оба случая про­
тиворечат условию Е£ >• Е . 

Пусть Пр такое число, что 
для всех П > П0 , а ?{, такая функция из lb , что £ ц ^ £ я 
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и К ^ ' т О ^ Ы е • Т о г Д а ^nCtt^HeCt) для всех 
t€[0,N] , Положим ? J s m a x U £ , ^ V . Тогда ^ V- 5 Л и 
значит из (1) 

o<|A'un,ii)(x)-^tt,nxx)<|A(5;,Ti;)(xt)-jite;,t]^(xe)+6- o> 
Поскольку срезки функций £ п

 и '£*, B точке Na равны 
( 0 M l e ( 4 i ) M t * т о п о У с л о в и ю теоремы t( | l(E£,t | t ) , ' 

,LU(^£ 'Пе}<^ ^ 3 э т о г о неравенства следует,что 

Таким образом, при Л>П0 из ( 2 ) , ( 3 ) , (4) получаем 
(WEn >fp(x)- jx4E,Ti)(x)<6+£+£ < Зг. 

Если же X<Xg , то так как |Х,(Ец,Т|)>|Х,(5>Т]) >1 , а 
НХ)**(Х*)*1 , то |Д.ЧСМ,1|)(90«|« |ЛЧЕЭЦКХ>. 

Если X>N , то 0<|i,Un,tl)(X)-»JL4l,t|>(X)^2^4C,'n)(N1)<2e. 
Итак, для любого Х6IR+ имеет место сходимость 
И^^лэЛ^Х) —•* p/(£,tO , что доказывает непрерывность свер­

ху функций р / 0 , • ) • 
Теперь мы можем доказать ассоциативность функции f t(y) . 

Для этого отметим, что в силу определения |Д* имеем |Д/^|Х. 
Пусть £,Т|,С6|В и S' ftl' f<'€lB таковы, что 
^ ' ^ t . ^ l ' V ^ . C ' b C • Тогда 

Это неравенство верно для любых ? *̂ t э Т\# >- Т| , С ^ С . 
Поэтому если Н'п Ь E-f TjJ V-TJ , ? п Ь С и Ъ'п «-* £ , 
Ц д —*Т | , An—** С ' т о и з непрерывности сверху функции |Х#(*,0 
и леммы получим |*ЧцЧМ)><>$ К ' ^ И - ' ^ О ) . 
Аналогично получается обратное неравенство и ассоциативность 

|Х установлена. 
Для предопределеннбй фт |Л доказательство существо -

вания непрерывной сверху фт |Х'э»|Д получается теми же рас­
суждениями. Изменения надо внести в определение N , по­
ложив N e N | и в соотношении (3) заметить, что для предоп­
ределенной фт \1 равенство H-(6j, t l i)(X s)

eH.(£^ t t l^)(Xe) 
следует из ЩУ^СЕ'е)1*. 

Теперь теорема 2 завершает доказательство. 
Теорема 5. Пусть для фт \Х выполняются условия тео­

ремы 4 . Тогда любое СМП (М,Ц) обладает единственным по­
полнением СМ'э |Я*) относительно равномерности ^ 2 . 
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Д о к а з а т е л ь с т в о проводится по схеме д о к а з а ­
тельства теоремы 4 с использованием теоремы 3 . 
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