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ОДИН КЛАСС ГИБРИДНЫХ ИНТЕГРАЛЬНЫХ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ 
(ФУРЬЕ-БЕССЕЛЯ-ФУРЬЕ-...-БЕССЕЛЯ- ФУРЬЕ) НА ПОЛЯРНОЙ 

ОСИ С 2п ТОЧКАМИ СОПРЯЖЕНИЯ 

Рассмотрим на множестве I2n={r:re (J (Rfe)Rfe+1); R0=0, ^/i+i^03^ сингулярную задачу 
ft=0 

Штурма-Лиувилля: построить решение сепаратной системы обыкновенных дифференциальных 
уравнений 

k k 
по краевым условиям 

и условиям сопряжения 

"2 = «№+$, V 0 ' V°» «J»*0' ^m*0' W."* 
.̂ - ~k Rk J1 Ф *n ĉ -0 ч2. / до ч2 .̂л D _ d . 2a+l d v -a 

Ci,k~ allPu-auPzi*°'- (а10} + W * 0 ' Bv,a" ^ 2 + —F" 3F - "7Г 

(v»a*-l/2) - оператор Бесселя [1]. 2 

Фундаментальную систему решений уравнения (—х +со ) v-О образуют функции coscor и 
drl 

sincor [2], а для уравнения (В +со2)и=0 - функции J (cor) - (cor)~aJv(cor) и Nva(cor)™ 

Введем в рассмотрение величины и функции: 
,2а +1 

а , , 2я С, n ( R. ,\2а +1 О, . 2п С, п / R. , \ 

h = - ^ П ̂  П Ь Н * ' *»-i - -г11 П «М П [-нМ 
1 a j i = l C2,J 5 = 1 ^ *2s J ^ * СС , s = 2fe-l ^ . s s = fcV л2я J 

а„ , 2п с. n /R„ ,л 

- - ^ П г111 П - Н 
ОС,. s = 2fe 2,s s = fe+lV " 2 s > 

г +1 1 
2fe „2 I I C . I l l K , I 2a .+1 ' 2n+l О- ., ' 

a . s = 2fc 2,s s = fe+l»- 2s > (R ) k 2n+l 

и'г1(со R„) «• V .со sinco i?>i8fe .cosco Rb, (4) 
IIJ S ft IJ S S k r LJ S ft' 

i)*2(co R J = ak .со cos© R +6* .sinco R., 
tj .s ft I J s s ft rij s ft' 

ukl ..(coRb) = (ak. Xf£ +ft)J ^R.)-a).m2R.J^.Aa>R.), 
v,a;ij s k tj Kb 'J v>a s k 'J s ft v+l,a+l я re 

ufe2 ..(»/?„) - (afe. £=2 +Bk.)N (со Rh)-ak .co2R.N ̂  ,.(coR.), 
v,a;ij s k v ij R. riJ v,a s ft ij s k v+l,a+l s ft 

Ф" (со x.co R ) = <2(co R )cosco х-и^Чсо R )sinco x, km s ' s n km s n s km s n s 

*n „ (со x,co R ) = unl . (со R )N (со x)-un2
 bJcoR)J (ax). 

v,a;ftm s ' s n v,a;hm s n v,a s v,a;km s n v,a s 
Непосредственно проверяется, что решением спектральной задачи (1)-(3) являются функции: 

s=2 s=l s= l^ / 
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(l,4fc-l),4fc+l;(l,4fc) (l,4ft);(l,4«) 
(5) 

(Kft*n-1), 

x[*2fe"1„(co,.r;ci)..R,. ,)B 1 v.a.;22 2ft 2л 2ft-l ft ft 

"^n^VVl^ 

- G ^ + l ) 

'я"*"* — ~ ~ • (l,4fe-3),4ft-l;(l,4ft-2) 

(l,4fc-2);(l,4ft-2) 
] (l«fe<n), 

(l,4n-l),4n+l;(l,4n) 

22 2n+l 2ml 2R ( T : 5 j ) s ( 1 _ ) J 

(v,a) = (v1,a1;v2,a2;...;vn,an). 

В формулах (5) принимают участие определители В , В 
угольной матрицы А размерности (4п+1)х(4п): 

( l j ) ; ( l , j ) U J - l ) . j + l ; U J ) 
прямо-
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2 n - l , l 2 n - l , 2 
v a ;12 v a ;12 

n n n n 
2 n - l , l м 2 п _ 1 ' 2 

v о :22 v a ;22 
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U 

n n 
2n , 1 
v о f l l n n 

2 n , l 
v о ;21 n n 

n n 

" 2 П , 2 „ 
v n V U 

a 2" ' 2 
v a ;21 n n 
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2fc,s 2fc,s/ D ч „,2fe+l,s__,2fe+l,s/ D \ ,,2m,s „,,2m,s / D \ V "V, . KW„..R-.), V.. ' =V. . ( № , . , К . , Л , U , , " U ..(CO-R- ) , ij ij 2R+1 2k tj tj 2fc+l 2fe+l ' v a ;ij v a ;ij 2m 2m ' J J m m J m m J 

u2m-1 ,s 2m- 1 ,s ( „ ч S . t J - 1 , 2 , 0 * f e « n - l , 1<Щ<П. 
v о ; i i v о; ; i / 2m 2m-l ' , J ' ' ' mm* mm 

Индекс ( l , j ) указывает, что в образовании данного определителя принимают участие строки 
(столбцы) матрицы с номерами от 1 до J, а индекс ( l , j - l ) , J+1 указывает, что J-я строка 
заменяется (j'+D-й. 

С помощью единичной функции Хевисайда В(г) [3] построим спектральную функцию 

^(,,о)(гД)-|^(у,а):/гД)в(г^..1)в(я.-г)^(ув);2п+1(гД)е(г-л2п). (6) 
весовую функцию 

<?(г) - I'aBir-R. .)B(R.-r)+o. Жг-R. ), (7) 
характеристическую функцию 

X(r) ^9(г -1? ._ 1 )в (1? . -г ) + а^ + 1 в(г-Я 2 п ) (8) 
и функцию 

п-\ п 2а М 

<р(г) ш ll-e(r-Ry)©(R2JH-r)-i-lr J e(r-R2 > 1)e(R2 J-r)+l-e(r-R2 R). 

Наличие спектральной функции V. Лг,Х), весовой функции о(г) и спектральной плотности 

а, ЛХ) - [<&В Ш-с&В U>] 2 «Li + 

+[^в __а)-^в__ __(А)]2н Ц'^ся)]2^^^) (Я)]2 

" (1,4п-1),4п+1;(1,4л.) " (XMhUM) ( ' ' ( ' ' 
позволяет написать на множестве I* интегральное представление меры Дирака [3]: 

-М&йх m I ГЧ Jr,X)V. Лр,Х) №. . (10) 
<p(r)oCpl s J 0 M (v,«) *" / 2 2—. 

со (Я)У Х'+у* 
v ,а ' 2п* 1 

Последнее порождает прямое Я_ и обратное Я" гибридное интегральное преобразова­
ние Фурье-Бесселя-Фурье-...-Бесселя-Фурье на полярной оси с 2п точками сопряжения: 

Я2 п[/(г)] - ff(r)V(va)(r,X)e(r)<p(r)dr = /(Я), (11) 

<<fW - I f 7(A)V(Vie)(r,A) ^ ^ F ^ Н /(Г)- (12> 

Имеет место утверждение о разложимости. 
ТЕОРЕМА 1. Пусть функция 

С.-1 п «.+1/2 Т 

y . e t r - ^ V r H l . e i r - ^ r eCr-J^fcO^-iOJ/Cr) 
определена на множестве i t , кусочно-непрерывная, абсолютно интегрируемая и имеет огра­
ниченную вариацию. Тогда для rel^n справедливо интегральное представление 

. о <•«> V, ,(r,A)AdA f°° 
i [ / ( r -0)+/ ( r+0)] - I — z = = = , | /< P )V </>,A)a(/»)f>(p)d/>. (13) 

' 2n+ 1 ( v , a ) 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Для функций 

И 
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Vl„>»<r'»' Vl„>»W ( fe-^> 
имеют место соответственно равенства: 

{-£+ "h^h^j^» -0; 

К .2 2а +1 w 0
 v2~a2v 

.2 2а,+1 2 2 vf-af-| f .2 za +1 . „ v:-a:\ 

(14) 

(15) 

(16) 

(17) 

Умножая равенство (14) на v
lvay2j*^r>^' а Р а в е н с т в о <15> " н а у<У,«);2./*/г'^ и 

вычитая из первого второе, получаем равенство 

VWr'A)v(v*w+i<r'0 - Ч и ^ -
- «4,+iW))-! Sr^(v^,A/+,<'-./»gy:V(rie)A/+1(r,A) -

V W ' ^ VW'W- (18) 

2a,+l 
ft 

2a t+l 
Умножая равенство (16) на г R ^^^);2к(гф), равенство (17) - на г * V{Vfa).^Sr^ 

и вычитая из первого второе, получаем равенство 
2a t+l V ^ ^ ^ v , * ) ^ , ^ 1 - <<</*>-<<*>)-» ^P+1(V(va);2fe(r^)x 

Зададим некоторое достаточно большое число Л>Я2п. Если умножить равенство (18) на 
а и проинтегрировать от /?2. до К2+1, а равенство (19) - на а й и проинтегрировать 
от i?2fe_j до R2k и просуммировать, то получим 

п - 1 
y2j+l 

J=0 
V2J 

2a.+l 
(v,a);2ft (v,a);2ft ' 2ft 

4 2 f t - l 
« = 1 -» 

R2ft 
A 

n - 1 

v2n 

2 J + 1 

R2J 

n 

fe = l 

2 a . + 1 ft 

^T^TTT^cv^^^^^cv.)^^-^-
L < < / » - » « < * > 
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-V, . ,b(r,A)$-V. , H(r,p)) 
(v,or);2ft ar (v,a);2ft , r 

2ft 

2 f c - l 

2 n + l 

W2n+lKP} Ъп^*' 
- V (v,a);2n+l (r,A)^:V(Vja);2n+1 <r,/0) 

2n 
2 n + l 

<+ i</»>4i+ i<*> 
^ ( v , « ) ; 2 , + i ^ ^ > ^ ( v , a ) ; 2 n + l ^ ' ; l ) -

Л^^у' '3r '(^)*t+iW./»)- ( 2 0 ) 

Для произвольных положительных чисел с и е / (c<d) и произвольной конечной функции /(А), 
заданной на сегменте [c,d], найдем величину интеграла 

fR lf/(Mv
(v,a)(P>»dX) Viva)(p,P)o(p)<p(p)dp. (21) 

Двойной интеграл (21) в силу равенства (20) представим как 

lim 
,4-хм 

/(A)c72n + 1 d 

15- (R-\Sj ТУ) ^V^,«h2n+M'^)'SrpV(v,a);2n^A'X)~ 

-V, . , ,U,A)4-V. ч„ ,(Л,5)]с/А. 
(v,a);2n+l ' a /3 (v,a);2n+l ' r J 

В силу структуры функции У „л^п+х^^^ имеем 
^ ( v . « ) ; 2 n + l ^ ^ > f e ^ v , « ) ; 2 n + 1 ( ^ ' ; l ) - V ( v , a ) : 2 n + 1 < ^ ; l > f e y ( v , a ) ! 2 n + 1 ( ^ ] 

< 4 K+1^>^i!a)<^« ,S!a)^--2a+1(^-!v!«)^4v!e,^>] -
xcos [ (<»2a+1W-co2n+ia)) (A-R2n)] [co^W+^a)] + 

4 Кн,</»>^*1 «>] K+i«>e";.)<A>e2!e)(/,>+ 

4^2n+.^>-'o2n+i^)nc02/l+1(^a.2n+1(A)a,j;;e)(A)W<;;a)(^-
^ L / « » | " / i » ] e t a [ ( A - i L ) ( ^ 1 a ) 4 « e - + 1 ( ^ ) ) ] . 

(22) 

l * M 

(23) 

Если функция /(А) непрерывная, абсолютно интегрируемая и имеет ограниченную вариацию на 
[c,d], то подстановка (23) в (22) с использованием лемм Римана и Дирихле [4] дает ра­
венства 

Jdpjdf(X)V{va)(p,X)V(va)(p,P)a(p)^p)dX 

-/да-^2<+1цп+1ф)Ц;;в )^)2
+ц;;в )^))2 ] , /ьыу, 

. о , №c,d]. 
Если функция / обладает указанными выше свойствами на множестве [0,»), то 
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О 4/1+ 1 

Пусть теперь Fir) - заданная при re[R ,oo) непрерывная, абсолютно интегрируемая 

функция, имеющая там ограниченную вариацию и представимая в виде 

Fir) - | /(А) ^^«L- AdA. (25) 

Умножим (25) на o(r)y>(r)a~^+1V ,(г,^8), где /3 - произвольное число, и проинтегрируем 
по г от R до оо. Тогда в силу (24) получим 

J nr)V{va)ir,($)oir)<pir)dr - ] \ 
V. Ar,X)V. ,(r,y5)A 

/(A) ( v - t t ) ( v ' a ) —- dXoir)<pir)dr - f(p). 
о vV+yL^V. _ч(А) О "о ' 2 n + l ( v , e ) 

Таким образом, если функция F(r) определена и непрерывна в промежутке [i?0,oo), аб­
солютно интегрируема там и имеет ограниченную вариацию, то имеет место интегральное 
представление 

Пг)-1\ ( v ' a ) ' \Fip)V(va)ip,X)oipMp)dP) 
Jo со, AXW X2+yl , IR„ 

AdA. (26) 
( v , a ) Л2я+1 О 

В случае кусочной непрерывности функции Fir) в точке г в правой части равенства (26) 
вместо Fir) должно быть ^Fir~0)+Fir+0)]. Из формулы (26) следует, что функция Fir) по 
своему образу 

00 

FiX) = J F(r)V{y a)ir,X)air)9ir)dr 
Ro 

однозначно восстанавливается по формуле 

Fir) = I f FiX) lv-a) dA. 
о V Xl+yi , . (о. ЛХ) 

' 2n+l ( v , a ) 
Замена в формуле (26) функции Fir) на функцию fir) завершает доказательство теоремы. 

С целью применения интегральных преобразований для решения соответствующих задач 
математической физики получим основное тождество интегрального преобразования диффе­
ренциального оператора 

<е =^в(г-л2 . )в(я2 .+ 1-г)-^ + Ieir-R2k.1)e(R2fe-r)BVfe^+e(r-v^ • 
ТЕОРЕМА 2. Если функция fir) дважды непрерывно дифференцируема на множестве 7* , 

удовлетворяет краевому условию 

lr=R0 

условиям сопряжения (3) и исчезает вместе со своей первой производной на бесконечности, 
то имеет место основное тождество интегрального преобразования дифференциального опера­
тора 

H2n[Z(r)JSP[/(r)]] - -A2/(A)-aJa1
 V<».«M(*o'*l ^ 

aio 
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R2J+1 R2fe 
-t/2J+l J f(r)V(vah2j4l(r,X)o2J+ldr -Ifi ] fW^^rMoJ'^dr 

R2j ~ R 2 * - l 

= 32^./,ч 2 / О Ч-1 • -ад^^-^дд^ш (vo; V,-). (27) 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Рассмотрим точку сопряжения r=R . Обозначим /(Я ) - lim / (г ) , 

М r-R -0 

находим соотношения 

(28) 

(29) 

+ 

f(R )= Hm / ( г ) . Из условий сопряжения в точке r*=R 
r-R +0 ™ 

m 

1 , т L J 

1 , m I- J 

Такими же равенствами связаны в точке r=R и функции V, , (г.Л) и V, , ,(г.А). 
r m ^J ^ (v,a);m ' (v,a);ni+l ' 

Непосредственным вычислением в силу соотношений (28) получаем равенство 

i h , . (гД)-/(Я )4-V, ч (К ,А) = 
ОТ (v,a);m ' ^ та Г (v,<*);m m' 

+ 
с, rdf(R ) + . т 
С. ar (v,a);m+l m' ^ т dr (v,o);m+l m' 

l,m I- J 
Интегрируя в равенстве 

R2j*l 2 

R2. 2 j 

R2j-l 

по частям, находим 
Я 2 п Ы г т / ( г ) ] ] = -A 2 7(A) -a 2 a 1 [ ^y ( v a ) ; 1 ( r ,A) - / ^ ( v a ) : 1 ( r ) A)] Ц 

•+ f { « X [^(v,a):m^m^>-/(^)^(v,0):m(R
m>;l>] -

m= 1 ч 1- J 

4+1%Xm+1[^(v,a) :m+1^m'A>-/^J^(v («) :m+1^m'A>]} - *n«>-
Поскольку в силу структуры a. 

J -, 2a +1 С, 
a cr = a ,0 .к _ , 

m m m+1 m+1 m C-
2, m 

то в силу тождества (29) слагаемые под знаком суммы исчезают. Слагаемое при г-со исчеза­

ет в силу условий на функции / и V{v а ).2п+1(гД)- В точке r~R0 в силу свойств функции 

V. . ,(г,Х) имеем (при а°,п*0) 
42 

A ^+ 1
 R-> dr' 

* • > • 2 J 

У гслх 
г J dr (30) 

j v „a .— ~ KV,a);ij LJ 
RIJ-X 

+ 
0 



+ + 

a io 

- y*-y (V>K # + f)L- ^[K^.h..w4J -
"10 r'Ko "10 r " V 

" ^"\^ы^М< U + fa) I „ <<*%r\v,a).SRo>X)°o-
r = K 0 

Последнее равенство завершает доказательство теоремы. Отметим, что при у =0 (m=l,2n+l) 

тождество (27) совпадает с известным тождеством в теории интегральных преобразований [5]. 
Наличие тождества (27) позволяет применять полученные интегральные преобразования 

для решения соответствующих задач математической физики по логической схеме следующего 
примера. 

ЗАДАЧА. Построить ограниченное в области D={(t,r): te(0,oo), rel* } решение сепа­
ратной системы уравнений в частных производных 

[ L_ а +у2 . а М и 

I <4+1 ^ X2k+l дг2)2 

Va2ft h hJ 

по начальным условиям 

краевым условиям 

V 

и условиям сопряжения (3). 
Запишем систему (31) и начальные условия (32) в матричной форме: 

32 

If + 4 * r ^2-К+1
(*'г>" W - r ) > r e < V W > k-°>n> 

(31) 

(32) 

(33) 

( l r ^ * 2 - a ! B , 1 . . 1 ) U
J 

(з . J „ 2 „2 а2 V, 

Га.л2 v2 __2 а2 V, 
| ЗГ а 2п-И*2п + 1 Q2n + 1 g r 2 j U : 

a\f^t,r) 

a'2f2(t,r) 

a]f3(t,r) 

alnhn^^ 

^ « • i W ' ' ' * 

ux{t,r) 

u2(t,r) 

u3(t,r) 

U 2 n ( t ' r ) 

U 2 n + l
( t ' r ) t=0 

9,(r) 

g2(r) 

g,(r> (34) 

Введем в рассмотрение операторную матрицу-строку 
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нгпил 
«0 Rl 

V...V. .Ar,X)o.dr . . . f ...V, • (r, 
J (v,a);3 ' 3 J (v,or);2n ' 
R2 R2n-l 

00 

I —V, „ ^(r,X)'a. ,dr\. 
J (v,a);2n+l ' 2n+l I 

2a +1 
A)a, r n dr 

In 

(35) 

Предположим, что 
2л 

f 2 2 2 2 2 2 2 2 l 2 2 
ш а х { а Л , a 2 X 2 — a 2 n ^ > a 2 n + l * 2 n + J - a 2n + l *2a + l -

В противном случае произведем перенумерацию. Так как для j - 1 , 2 n (а2
 +,х? + 1

- а^^)*0> т 0 

всюду положим у2 =0, y2.+a2.Y2=al ,у2 ,. ^ ' 2n+l ' ' j jA'j 2п+1Л2п+1 

Применим к задаче (34) по правилу умножения матриц операторную матрицу-строку (35). 
В силу выбора у. и тождества (27) в результате элементарных преобразований имеем задачу 
Коши [2]: J 

a?cr 

' ~ ~ ~ 2n+l R
cj 

u(t,X)\ - д(ЛУ, u ( t , A ) - E u;(^ r)^va)-; ( r 'A)a^;dr; 
Rj-1 

~ 2n+l r J 2n+l pj 
/(t,A)-_I j JjfjitfW^.irMapjdr, gU)-l J d(r)V{ViUhJ(r,X)aj9>jdr. 

(36) 

V l V i 
Непосредственно проверяется, что решением задачи Коши (36) является функция 

t t ' ' 2 ~ 2 -2 

g(A)+f e S(, ,« . в-(А°-^->*5<Л)+Га"(Л°-А">('->/<1Д)(<х-

'V (A"L,4.,>«-«'9o<t)dt. :A,..>;1<V> 
a 10 

(37) 

Обратный к оператору (35) запишем в виде операторной матрицы-столбца 

iJ~"v(v.«);i(r'A) c (v
d

tt)u; 

«ii-i (38) 

я ! •"У(У,СГ);2П-П(Г'Д) йГ ГГАТ 
J 0 ( v , о ) 

и применим по правилу умножения матриц к матрице-элементу (u(f,A)), где u(t,X) вычисля­
ется по формуле (37). В результате элементарных преобразований получим искомое решение 
задачи (31)-(33),(3): 
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um(t,r) - jV l m ( f -T , r )g o ( r )dT+ | 4 Г J ' GmXt,r,p)g.(p)oj9.(p)dp-i 

Г G Xt~r,r,p)f .(r,p)a .<p (p)d'pdx , m- l ,2n+l . 
J "V v' J ./ J 

+ a*. 
•t R . 

(39) 
O R . , 

В формулах (39) принимают участие компоненты 

G Xt,r,p) = ~ 
(«о / , 2 2 2 \ 

(r,a);m ' (v,e);j r ' 
dA 

со, -ТЯ7 
(v ,a) 

, m , > l , 2 n + l , 

функции Коши (фундаментального решения задачи Коши) и компоненты 

W.Jt,r)= -
2а\ох 

<u» / . 2 2 2 ч. 

тш 10 

dA 
(v , a ) 

функции Грина, порожденной краевым условием в точке r=R . 
Отметим, что: а) параметры, принимающие участие в формулировке задачи, позволяют 

выделить непосредственно из общих структур любое требуемое практикой частное решение (в 
рамках предложенной модели); б) вышеизложенная методика дает возможность выписать в 
замкнутой форме решения задачи и для случая неоднородных условий сопряжения. 
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