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Ж Е В Р Е — Л Е Р Е — О И А 

§ 1. Введение 

Пусть х х x k ) £Rl+k. Обозначим через X полосу, опреде­
ляемую неравенствами: 0 < т, где 0 < х < | Х\. Пусть 5 Т — гипер­
плоскость в X, уравнение которой t = %. Пусть 

m ^ D ^ , . . D ] ^ / Т

+ 1 Т ' Т . . Ы = Т | + . . . + Т , -

I k 
Настоящая работа посвящена изучению систем линейных урав­

нений с постоянными коэффициентами: 

P'(D,, Dx)u\t, *)-2<TU>,. Dx)u4t,x)+f(t, x), (1) 

где P v = P v (D,, Dx) = Y\Pi ~~- произведение строго гиперболических 

относительно / операторов, для порядков которых введены обозна­
чения: 

[Pv ] = т\ [Pl ] = ml (i = 1 , . . . , Г), m=ml + ... + т\ч , v = 1 , N . 

Операторы, стоящие в правой части (1), будем записывать в виде: 

I (Л tf)€Z^ 

Zv^{(r, ?): r + k l > 0 , г < ^ } . 

Задача Коши для системы (1) ставится в обычной форме: 

x)\t^0 = ?Jx) (/ = 0, 1 , . . . , / n * - l ; v = l , . . . , W ) . .(2) 

Цель настоящей работы — найти жевреевское пространство Gx (8)2, 
т. е. найти такой вектор §£R+, что из принадлежности функций/v 

и 9V. к жевреевскому пространству Qx{ty2 вытекает существование 
решения задачи (1)—(2), принадлежащего тому же про транству и 
едцнстцеццого в нем. 
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Системы вида (1) рассматривались в работах Ж. Лере и Ю. Ойи 
[2], [3]. Усиление результатов работ [2], [3] для систем вида (1) 
удалось получить в следующих направлениях: 

1) рассмотрением анизотропных пространств Жевре, т. е. введе­
нием 8^ R+ не обязательно кратного 1 = ( 1 , . . . , 1) вектору. Тем 
самым в работе учитывается специфика уравнений и систем по от­
дельным переменным, что значительно расширяет класс'пространств, 
над которыми разрешима задача; 

2) дальнейшее уточнение и развитие метода формальных рядов, 
предложенного в работе [2], позволяет расширить класс рассматри­
ваемых уравнений и систем. 

Например, для задачи Коши 

(Dt - DXi ) 4 ах (t,xx, х2) = их (/, хх, х2) + D%u2 хх, х2) + fx (t, хх, х2), 

(Dt — Dx% f и2 (/, хх, х2) DX2 их (tx хх, х2) + Dt и2 (t, хх, х2) + 

+ /г х\» ^ 2 ) » 

Oltttx\t^ = 0, * - 0 , 1, 2, 3; ^ / ^ 1 ^ 0 = 0 , 
-у = 0, 1, 2 / 3 , 4; от1 = /1 = 4;.да2 = '/2==5, 

методом В. А. Сочневой и В. Р. Фридлендера [5] получим разре* 
шимость поставленной задачи только в пространстве аналитических 
функций. 

В работах Ж. Лере и Ю. Ойи [2], [3] такого вида системы не 
рассматривались. 

Из теоремы 1 настоящей работы следует существование реше­
ния W задачи в пространстве Сх1^ (8)2, где 

8 > 0 и 6ЪХ + Ь2<9; /^Ох(8) 2 , Ь = 1 , 2; п>5. 

§ 2 . Ф о р м а л ь н ы е н о р м ы и к в а з и н о р м ы . О п р е д е л е н и е п р о с т р а н с т в 
Ж е в р е — Л е р е — О й я 

Положим 1 / 1 = sup \f(t, х)\, ||/, т|= Г [\f\2dx\l/2. Аналогично 
( Л *)€Х L ^J J 

для любого определим 

| / | й = sup \rftDVf\; | / , х | „ = sup \tftDVf\, 

k 

где (а, т) = SЛ /Т/ , #Т = faTi,... , ял)> 
1, если DHP*{ъ, \)ф0 хотя бы для одного v= l , . . . ,A / r ; 
0, если DHP\^ E ) s 0 для V v = l , . . . , M 

(Pv (т , Е) — характеристические полиномы операторов Pv(Dt, Dx)). 
Величина ||/, т | | Л является, вообще говоря, функцией от ^по­

этому будем называть ее квазинормой функции / порядка п. Вели­
чину \f\n назовем нормой функции / порядка п. 

Рассмотрим формальные ряды от S = ,. . . , ^) с н^отривдтедь* 
ньдои коэффициентами 
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aeNk °eNk 

которые будем называть формальной нормой и формальной квази-
нормои функции /порядка п. 

Пусть 8 > 0 . Обозначим через Л8 оператор, применяемый к фор­
мальным рядам по. следующему правилу: 

если Ф = = Ф ( т , - 6 ) = J Tr®aW. то Л Й Ф = Т\* 
oeNk *eN* 

Определение 1. Назовем формальным пространством Жевре 
Г (С\ 8) совокупность формальных рядов, для которых голоморфны 
no'S около Е = 0 равномерно по т£[0, То] ряды Л 8 /ХФ, г = О, 1 , . . . , / 
(Т0 — достаточно мало). Это условие равносильно тому, что 

sup 
М + 1 < о о , г = 0, 1 , . . . , / . (3) 

Определение .% Пространством Жевре—Лере—Ойя Gx(8)2 

назовем совокупность функций /:ЛГ—> С , формальные квазинормы 
которых I/, х||̂  принадлежат Г (С0, 8). Иными словами, принадлеж­
ность / к Gx(8)2 означает существование постоянной # > 0 такой, 
что 

\D'xfi x l < t f M + 1 a ! \ (Vo£N*) . 
Если в определении 2 квазинорму ||...,"*| заменить нормой | . . . | , 

то получим пространство Gx(8). 
Вектор 8 = ( S j , . . . , bk). будем называть жевреевским показателем 

пространства. 
Рассмотрим основные свойства норм и квазинорм. 
Лемма 1 (формула произведения). 

I/& Is-, Чп. (4) 
Доказательство формулы (4) следует из формул Лейбница и не­

равенства Гельдера. . 
Лемма 2 (формулы дифференцирования). 

IA/,*F«I/. (5) 
№Xjf, 4 I ^ « ^ . I I / ^ I I ^ (6) 

II/, *W + (1 + 4 )1 / . т 1 * > СО 

dj^O, то 

WXjf, 4n«\\f^f+i.- (8) 

Формулы (5)—(8) справедливы и при замене Ц..,г/с| на | . . . | v 
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Доказательство этих формул проводится непосредственным срав­
нением соответствующих членов в правой и левой частях при 17°!. 
Например, сравнивая коэффициенты в правой и левой частях в не­
равенстве (5), получим очевидное неравенство 

sup {D.DlDVDlf^K sup "|Ш)У/£/,*|.. 

§ 3. Основная теорема 

Рассмотрим операторы QV[\ стоящие в правой части системы (1). 
Для формулировки результата образуем множества ZV | X(r, сопо­
ставив каждому вектору (г, q)£Z^ вектор (р, *)£N 1 +* такой, что 
Р<г, х<<7, р+ |x| = max(0,.r+ \ q\ — {т? — Г)). Векторы (р, х) опре­
деляются неоднозначно. 

Определение. Квазихарактеристическим полиномом систе­
мы (1) назовем следующий полином от I и s 

s) = det 
Х ' . . . 0 

о . . Л1 

где / = /« + ... + / , ( Г = Qv^ (X , 5 ) = 2 (X + а Л + ... а Л ) р s \ 

Определение 4. 8 показателем Пюизе системы (1) назовем 
число 6 б, определяющееся следующим образом: 

6g — mm max 
P.X (/. a ) : c / e a^.o • / ' 

где min max берется по всем допустимым p, 
Теорема 1. Для разрешимости задачи Коши (1)—(2) в про­

странстве }Кевре Gxtm* (8)2 достаточно выполнения следующих 
условий: 

1) 8 > 0 , 2) 9 S < 1 , 3 ) / ^ 0 ^ ) 2 , <p v /ec? 0(8) 2 , .л>Л 

Зяго решение будет единственным в пространстве G^t™ (8)2. X" а 
aX'czX. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Мы начнем с некоторого изменения за­
дачи (1)—(2). Введением новых неизвестных функций по формулам 
а1 = и — w\ где $w*\w=*Dlit4\M, у = 0, l,...,ffi v + л — 1 , можно 
свести задачу (1)—(2) к следующей задаче: 

PV(A, Dx)Z*{t, x)^Q?*{Dt, Dx)u*(t, x)+f?{t, x), (9) 
i > . = i 

D&\t=0 = 0, i = 0, I,..., + n — \, (10) 

п р и ч е м / i v ( ^ , х)^Ох{Щг- ( Д а л е е м ы с н о в а б у д е м п и с а т ь и" в м е * 

с т о « v . ) 
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Построим для решения задачи Коши (9)—(10) последовательные 
оо 

приближения по формулам: и = 2 где ul = 0, и) находятся из 
следующих задач Коши: 

•P'til-ft, £UivUo = 0, i = 0, l,...,tf*v + / * - l , (90 

i = 0, 1 , . . . , /n+n-\, j=2,3,... (100 
Из предположений теоремы следует существование формальных 
рядов с ч (х , е)£Г(с°, 8) таких, что 4l«c v(^)> v = l,...,W. 

Индукцией по j докажем следующее мажорирование: 

\\и), х | " „<<а 0 Ф}(х , 1), 
/и +п— I 

DlDUh *Гк^^'«а№(1 +DX + LJФ?(*. 6), 7 = 1 , 2, 3 , . . . , (11) 

где L% = axD^ + ... + аиР^ а о а о~" константы, зависящие от коэффи­
циентов операторов P\Dt, Dx), v==l , . . . ,N. Ф } ( х , £) находятся из 
следующих формальных задач Коши: 

/) г; Ф; 5) = с' (., I), £>< Ф1 | х = 0 = 0, i < С. (12) 

Л С . Ф ; М ) = 2 2 К ( ^ + ^ + 1 ) Р Д ф ! / - 1 ^ (13) 

^ Ф ) К 5 ) 1 ^ = 0, / < Г ; 6 = max Л . 
V» {̂1 Л <у 

Рассмотрим случай У = 1 . 

P V (A , Ц ) « 1 & * W i v ( ' , л), Z)Ul|5 o = 0, i = 0, 1 , . . . , ^ + / г = 1 . (14) 

P*(Dt, Dx) = Pi (Dt, ... P * (Dt, Z)J — произведение строго гипер­
болических операторов. Из работ Ж. Лере и Ю. Ойи [2], [3] известно, 
что задача Коши (14) обладает единственным решением и\, для ко­
торого выполнено следующее мажорирование: 

п+т —I 

й U l • T C w + , ' « a o ( 1 + ̂  + А , + - + А / ф ^ > 9." (15) 
где 0 < ^ v < / v и Ф1 — решение формальной задачи Коши 

Z)<v
 Ф1 6) ~ (,, 5), £>t' Ф1 I) | т = 0 = 0, j < 1\ 

С помощью формул дифференцирования (5)—(8) уточним оценку (15). 
Применяя формулы (5)—(6), получим что 
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Оценим формальную квазинорму в правой части предыдущего мажо­
рирования 1 til, T l l ~ v + / 2 _ p + p • Из определения формальных квазинорм и 
формул (5)—(8) будем иметь: 

Далее, так как P^ul=fi, то, принимая во внимание, что 

1Н...,Ч1о~<<«••., 417, 
\Df+-*+'ult^«\\[P"-Df ] « , - , x i ; _ ; v + p x | ; + i v + p , 

где Pv — имеет нулевой первый коэффициент, так как Pv-нор­
мальные операторы. 

Из формул (4)—(8) имеем 

[[Р-&]и1,^+9 « ( 1 + l P ' U + p ) 0 + кШи • 

| P V | —норма оператора р \ Под нормой оператора с постоян­
ными коэффициентами будем понимать сумму его коэффициентов. >э4 

Три предыдущих мажорирования дают: 

^ = (1 + i / 5 V U + P )-
Отсюда индукцией по р > 0 устанавливается формула, очевидная 
для р = 0. 

т +п—1 я* +/г—i 

Используя формулу 13, 14 из работы Ж. Лере и Ю. Ойи 

получим 

Тем самым мажорирование для у = 1 показано. Предположим, что 
мажорирование выполнено для некоторого у, покажем его выполне­
ние для у + 1 . Для этого оценим формальную квазинорму правой 
части системы (10') 

II ( Г «У, *F « max Ьчт II 2 A r ^ , « 

« X * 2 A e ( i + D, + ^ ) P * H * , 6 ) . . 
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Отсюда для решения задач Коши (100 можно записать следующее 
мажорирование: 

| й } + ь т Г '• « а 0 Ф 5 + 1 ( * , 5 ) ; | | A p # U , W | r « 

< < X ( 1 + D t + Z e УОЩ+1(^ Е), 

где Ф } + 1 ••— решения формальных задач (13). 
Рассмотрим задачу Коши 

5).= 2 Ч 0 К . 1 + В , Ц ) ' Ф ^ 1 , Н ^ $ ) , • 

А Ф У | т = 0 = 0, * = 0, v = l , . . . , TV, ' (16) 

где с* (-с, 1)^Г (С0, 8), Ф* (т, £) = 2 Фу (т, S), 

Из теоремы о разрешимости линейных систем вида (16) над про­
странствами Жевре в работе Сочневой В. А. и Фридлендера В. Р. [5] 
получаем, что 2 Ф} сходится к Ф*£Т.(с1\ §), где 8-жевреевский по-

j 
казатель пространства удовлетворяет условиям 1), 2) теоремы 1. 
Отсюда 

l im|DiD\2 и), тГ, . =р?D %

x и, хГ, v 

s-+oo /=о rn +n—l т +п—1 

Из теоремы вложения Соболева следует, что 2 сходится равно-
мерно и и . £ Q^fm" (S ) 2 — решение задачи Коши (9)—(10). Единствен­
ность решения задачи Коши (9)—(10) следует из единственности 
решения формальной задачи Коши (16). Тем самым теорема 1 дока­
зана. 
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