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ВВЕДЕНИЕ 

В настоящем обзоре рассмотрены работы по группам пре­
образований римановых многообразий и их приложениям, пред­
ставленные в реферативном журнале «Математика», начиная 
с января 1971 г. по август 1989 г. Дальнейшие ССЫЛКИ можно 
найти в обзорах и монографиях [54], [56], [88], [95], [115], [264], 
[266], [275], [388]. Работы, рассмотренные в этих публикациях, 
как правило, не включались в настоящий обзор. 

Учитывая большое число и разнообразие приложений, мы 
поставили своей целью перечислить в этом обзоре основные 
направления и методы прикладных исследований. Их содержа­
тельное описание требует более широких рамок. 

За рамками обзора остались многочисленные работы по 
группам автоморфизмов комплексной, келеровой и контактной 
структур, а также работы по группам преобразований финсле-
ровых многообразий, которые должны стать предметом специ­
ального рассмотрения. 

§ 1. ГРУППЫ ИЗОМЕТРИЙ 

1.1. Размерность группы изометрий. Пусть М— (поевдо)ри-
маново многообразие с (псевдо)римановой метрикой g и рима-
новой связностью V. Диффеоморфизм многообразия М на себя 
называется изометрией, если он сохраняет метрический тен­
зор g. Каждая изометрия в М есть аффинное преобразование 
относительно V (см. § 3). 

Группа /(-М) изометрий риманова многообразия М есть груп­
па Ли преобразований относительно компактно открытой топо­
логии. Для каждой точки xn=M подгруппа изотропи 1Х(М) (т. е. 
подгруппа преобразований, оставляющих на месте точку x) 
компактна. Если М компактно, то 1{М) также компактна 
(Майерс, Стинрод, 1939 г.). 

7—4119 97 



Размерность группы 1(М) изометрий n-мерного риманова 
многообразия не превосходит п(п-\-1)/2. Если dim/(M) =• 
---=n(n-f-l)/2, то М изометрично одному из следующих прост­
ранств постоянной кривизны: (а) n-мерному евклидову прост­
ранству R"; (Ь) n-мерной сфере Sn; (с) п-мериому проективно­
му пространству Pn(R); (d) n-мерному односвязному гипербо­
лическому пространству [264, гл. 2, § 3]. 

Векторное поле X на М называется инфинитезимальной изо-
метрией, или киллинговым векторным полем, или также (изо­
метрическим) движением (и. д.), если локальная 1-параметри-
ческая группа локальных преобразований, порожденная полем 
X в окрестности каждой точки х^М, состоит из локальных изо­
метрий. X есть инфинитезимальная изометрия, если и только 
если Lxg=Q, или, в локальных координатах, Ь,}+Ь.г==0, где 
запятая означает ковариантную производную, а Ьх — производ­
ную Ли вдоль X ==.;'(д/дх*), 

Множество i(M) всех инфинитезимальных изометрий в М 
образует алгебру Ли, размерность которой для связного рима­
нова многообразия М не превосходит n ( n + l ) / 2 . Если 
dimi(M) ~~=n(n-|-1)/2, то М есть пространство постоянной кри­
визны. 

Если поле X порождает (глобальную) 1 -параметрическую 
группу изометрий, то оно называется полным. Множество всех 
полных киллинговых векторных полей образует алгебру Ли 
группы 1(М) изометрий в М. 

В полном римановом многообразии М (т. е. в римановом 
многообразии с полной римановой связностью, для . которой 
каждая геодезическая в М может быть продолжена до сколь 
угодно больших значений ее канонического параметра) каждое 
киллингово векторное поле полно. Поэтому если М полно, то 
алгебра Ли г'(М) всех и. д. в М изоморфна алгебре Ли группы 
1(М) изометрий в М. 

Если G есть полная С'-замкнутая псевдогруппа [266, т. 1, 
гл. 1, § 1] локальных изометрий риманова многообразия М, 
то G есть псевдогруппа Ли в следующем смысле: существует 
локально постоянный пучок g конечномерных алгебр Ли кил­
линговых векторных полей на М такой, что всякий достаточно 
близкий к id элемент из G имеет вид ехр £, где £ — близкое 
к 0 сечение пучка g [333]. 

Манн [291] нашел лакуны (пропуски) в распределении по­
рядков групп изометрий римановых многообразий. 

Н- С. Синюков и С. М. Покась [96] определили лакуны в 
распределении порядков групп Лч движений второй степени в 
ассоциированных римановых пространствах. О свойствах кил­
линговых векторных полей в таких пространствах см. [89]. 
В. И. Паньженский [87] исследовал три типа движений в каса­
тельном расслоении с метрикой Сасаки и установил максималь­
ные размерности групп движений для каждого типа. 
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О представлении групп изометрий в собственных подпрост­
ранствах лапласиана см. [151]. О группах изометрий левоинва-
риантных метрик на группах Ли см. [320], [337]. 

1.2. Изометрий и секционная кривизна. Группа 1{М) изо­
метрий компактного риманова многообразия М с отрицательно 
определенным тензорным полем Риччи конечна (Бохнер,. 
1946 г.). Хубер [240], Им Хоф [245], Кацуда [254] и Маеда [289] 
установили верхние оценки для порядков этой группы, завися­
щие от диаметра (d) и радиуса инъективности (6) многообра­
зия М, а также от чисел, ограничивающих секционную кривиз­
ну ka и кривизну РИЧЧИ. Приведем оценку Маеды [289] для 
n-мерного компактного СВЯЗНОГО риманова многообразия непо-
ложительной секционной кривизны (—e2{le}&o{le}0, s > 0 ) с отри­
цательно определённым тензором РИЧЧИ в некоторой точке 
xe=M: dim/(A-f) <**, где k= ( l+[4d/S]) {l-\-[2R/a])n+\, a R 
и а удовлетворяют условиям 

chftp-ch!-/<*£ a - t h £ / 4 
l 

£> = 2а/(\-аЩ, a = { ~ ( 1 - c o s ^ j } * . 

Для конечной группы G k+1-го порядка существует рима­
нова метрика на сфере Sh-\ группа изометрий которой изо­
морфна G [131]. 

Для я-мериого односвязного полного 0,93-защемленного 
(0,93<&-{le}l) риманова многообразия М и компактной группы 
Ли G, действующей на М изометриями, существуют диффео­
морфизм F: M-+Sn И гомоморфизм ф : G{to}0(n-|-l) такие, что 
F эквивариантно относительно ер [246]. 

Если трехмерное полное односвязное многообразие М, сек­
ционная кривизна которого заключена между двумя отрица-
тельными постоянными, допускает дискретную группу Г изомет­
рий такую, что факторпространство М/Т имеет конечный объем, 
то либо М имеет постоянную кривизну, либо полная группа 
1(М) изометрий в М дискретна [208]. 

Если диаметр компактного риманова многообразия с сек­
ционной кривизной k, 0<A{le}l, меньше я/2,.то ранг его группы 
изометрий меньше двух. Отсюда следует, что диаметр однород­
ного риманова пространства не меньше я/2, если его размер­
ность больше трех [354]. 

1.3. Структура группы изометрий. Д. В. Алексеевский [7] из­
учил структуру просто транзитивных групп изометрий римано-
вых пространств неположительной кривизны и использовал по­
лученные результаты для классификации однородных прост­
ранств Эйнштейна размерности n{le}5. 

Байере [155] исследовал разрешимые подгруппы изометрий 
односвязного многообразия отрицательной кривизны и с по-
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.мощью полученных результатов доказал, что группа изометрий 

.универсального риманова накрывающего пространства контакт­
ного многообразия отрицательной кривизны является дискрет­
ной или полупростой. 

В. Е. Мельников [74] установил, что приводимая группа Н 
вращений в n-мерном евклидовом пространстве Е размерности 

. Гп —112 1 + ( — 1)" 
m>N~~J + 2 

является «распавшейся»: Н=КоУ(,Кп E=---E0+E1, где EoJLEi. 
«Нильмногообразия», т. е. однородные связные римановы 

многообразия М, на которых транзитивно действует нильпо-
тентная подгруппа Н полной группы изометрий G, исследовал 
Вилсон [377]. Он доказал, что связная компонента N единицы 
группы Н действует просто транзитивно на М и является нор­
мальным делителем в G. Алгебра Ли группы N является ниль­
радикалом в алгебре Ли группы G. Для любой точки xe=M 
группа G является полупрямым произведением N и стационар­
ной подгруппы точки x. 

О «разрешимых» римановых многообразиях, на которых 
транзитивно действует разрешимая подгруппа R полной груп­
пы изометрий, см- [206]. 

Пусть Н — полное односвязное риманово многообразие не­
положительной секционной кривизны, D — подгруппа группы 
изометрий этого многообразия. Говорят, что D удовлетворяет 
условию двойственности, если для любой геодезической у в Я 
существует последовательность {Ф„} элементов из D такая, что 
для каждой точки р<=# последовательности {Ф„(р)} и 
{Фп~:(р)} сходятся соответственно к -у(--f-oo) и у(—{infty}). Чен и 
Эберлейн [164] исследовали связь между алгебраической струк­
турной группы D и геометрией многообразия Н (см. также 
|189]). 

Если псевдориманово пространство (М, g) допускает двух-
лараметрическую группу изометрий G, которая имеет 1-пара-
метрическую циклическую подгруппу Н°: 50(2)ХЛГ->-Л1, с нену­
левыми орбитами во всех точках х&М, то подгруппа Я- пере­
становочна с любой однопараметрической подгруппой HczG 
.[193]. 

Н, A. Громов [51] нашел закон преобразования образующих 
ж структурных постоянных при предельных переходах между 
группами движений и их алгебрами Ли для n-мерных прост­
ранств постоянной кривизны и привел явные выражения для 
образующих и структурных постоянных этих групп. 

Г. Г. Михайличенко [78] определил с точностью до подобия 
все трехмерные алгебры Ли движений плоскости. К. Рийвес 
[92] перечислила все связные подгруппы Ли группы движений 
•пятимерного евклидова пространства с трехмерными орбитами 
максимальной размерности. 
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В. А. Попов [91] доказал существование и единственность-
канонического продолжения для ростка римаиова многообра­
зия, алгебра Ли киллинговых векторных полей которого не 
имеет центра, и установил, что любая локальная изометри» 
Ф : и**У многообразия М продолжается до глобальной изомет-
рии ф : Мс^М при каноническом продолжении. 

В работе Шмидта [335] найдены необходимые и достаточ­
ные условия для того, чтобы алгебра Ли могла быть реализо­
вана как кратно транзитивная алгебра Ли киллинговых вектор­
ных полей на однородном римановом пространстве. 

1.4. Изометрии специальных римановых многообразий. Пусть-
52, S3 — сферы, стандартным образом вложенные в R3 и R4 со-
соответствено. Сёлер и Сегуин [351] определили киллинговы 
векторные ПОЛЯ для многообразий S2, S2XR c метрикой ds2-= 
=—c2dt2-\-a2du2-\-a2sin2udv2 и S3XR c метрикой, которая яв­
ляется прямым произведением стандартных метрик на S3 и R-

Киерес [261] нашел алгебру Ли полных киллинговых вектор­
ных полей и соответствующую ей псевдогруппу изометрии в-
пространстве R+3= {(л:1, х2, х3)|Х'3>0} с метрикой ds2—> 

--= (jc3)"2 (dx3* — dx2* — dx^). 

Вещественная функция f, определенная в римановом про­
странстве Vn, называется строго выпуклой, если она является: 
строго выпуклой на каждом геодезическом отрезке как функция 
естественного параметра геодезической. Пусть Vn допускает 
строго выпуклую функцию f и Н — группа изометрии в Vn. Ес­
ли f достигает минимума в V«, то каждая компактная подгруп­
па GczH имеет неподвижную точку. Если /• не достигает мини­
мума в V„ и прообразы f_1 (7) компактны, то группа Я изомет­
рии компактна [380]. 

Если группа изометрии полного римаиова многообразия М 
со строго выпуклой функцией ср некомпактна, а прообраа 
Ф-1(а) компактен при любом вещественном а и ф не достигает; 
минимума в /И, то М изометрично прямому произведеник> 
-VXR компактного римаиова многообразия N и вещественной 
прямой R [210]. 

Полные односвязные аналитические псевдоримановы суб­
проективные пространства Vn, n ^ 3 , с нетранзитивными группа-, 
ми движений G размерности п(п—1)/2 исследовал Н. Р. Камы-
шанский [66]. Вблизи неизотропной орбиты метрика пространст­
ва V" приводится к виду d-s2-=e(dp-—-f (p)dSv2(9i,. . . , {phi}n-i))-. 
где e = 4zl, f(p)—положительная вещественная аналитическая 
функция, dsv

2 —метрика постоянной кривизны v = l, — 1 , 0 (см^ 
также [65]). 

A. E. Тралле [98] построил контрпример для гипотезы Ко­
вальского о включении 1(М, < ))с(М, V) между связной: 
компонентой полной группы изометрии неприводимого обоб-
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-щенного симметрического риманова пространства и группой 
всех аффинных преобразований относительно канонической 
связности V. Об обобщенных симметрических римановых про­
странствах с разрешимой группой изометрий см. [145]. 

Р. Б. Чинак [109] доказал, что всякая конечная группа Г 
сохраняющих ориентацию изометрий шара Въ с полной метри­
кой g неположительной секционной кривизны сопряжена с под-
группой группы Ev3 евклидовых вращений шара. 

Степей и Миллман [353] установили ряд свойств киллинго-
вых векторных полей и их алгебр Ли для пространств Киллин-
га, т. е. римановых многообразий, допускающих параллелиза-
циго киллинговыми векторными полями. 

О несимметрических однородных римановых пространствах 
•с унитарной группой движений и неприводимой стационарной 
подгруппой см. [67]. 

О клиффордовых изометриях (d(x,g(x)) = const) компакт­
ных однородных римановых многообразий см. [160]. 

1.5. Изометрий лоренцевых многообразий. Лоренцевым мно­
гообразием называется риманово многообразие сигнатуры 
(— + . . . + ) (ИЛИ ( ; + , - . . . — ) ) . 

Группа изометрий компактного односвязного аналитическо­
го лоренцева многообразия Vn компактна [177]. 

ЕСЛИ связное лоренцево многообразие М размерности п ^ 5 
допускает связную группу G изометрий размерности п 
{п—-1) /2—f-1 такую, что для каждой точки хВМп подгруппа изо­
тропии Gx компактна, то ОНО принадлежит к одному из следую­
щих типов: 1) -M---RX-V с метрикой —dt2-\-dsN

2, 
G = R+P(N); 2) M=SlXN с метрикой — d02+ds.-A 

G = S\-\-J°(N); 3) M = RXP с метрикой —dt2+dsP\ 
G = RX/ 0 (P) ; 4) M = SlXP с метрикой —de-+dsP

2, 
G = 5 1 +/° (F ) ; 5) M = [ / n + = { ( « I , . . . , « n ) | t i r i > 0 } 

с метрикой ds+2= (diii2-\- ... -\-dun-i2—dun
2)lcun

2, c > 0 , G = 
\=I°(Un

+), где N есть (n—1)-мерное риманово многообразие с 
метрикой dsjf-2 постоянной кривизны, Р есть (n—1) -мерное ве­
щественное проективное пространство со стандартной метри­
кой dsP

2, R — вещественная прямая, S1 — окружность, /°(.) — 
связная компонента единицы группы изометрий пространства 
(.) [300], [301]. 

Если полное односвязное лоренцево многообразие (М, g) с 
неотрицательными кривизнами времениподобных сечений до­
пускает времениподобное киллингово векторное поле, то оно 
является прямым произведением пространства (R, —dt2) и ри­
манова многообразия (# ,h) ([139], [140]). 

О четырехмерных лоренцевых пространствах, допускающих 
•однопараметрическую группу движений с изолированной осо­
бой точкой, см. [80], [103] и [107]. 
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Об инвариантах групп движений трехмерных лоренцевых 
пространств см. [69]. 

1.6. Специальные киллинговы векторные поля. Пусть М — 
.полное связное «-мерное риманово многообразие неположи­
тельной кривизны, X — киллингово векторное поле на М, 
{фг, t6R} — порожденная этим полем 1-параметрическая груп­
па изометрий и D—распределение, ортогональное к X. Если 
длина поля X ограничена, то оно параллельно, а распределение 
D интегрируемо. Листы S(x) соответствующего слоения явля-
ся вполне геодезическими подмногообразиями в М. Если S (xo) 
компактно для некоторой точки х0£М, а М некомпактно, то М 
изометрично S(x0)XR- ЕСЛИ орбита Г = {cpt(xo), *6R} является 
периодической и ГП-S (xo) =xo Для некоторой точки x0GM, то М 
является расслоенным пространством со слоем S(x0) и базой 
51 [242]. 

Если кривизна Риччи полного риманова многообразия М 
неположительна и на М существует киллингово векторное поле 
Х=11д/дх1 с конечной глобальной нормой (.fM.|i.iid.-'<oo), то 
объем М конечен. Если кривизна Риччи отрицательна, то на М 
не существует (нетривиальных) киллинговых векторных полей 
c конечной глобальной нормой [395], [396]. 

Векторное поле u-=x-ui, где oi — базисные векторы, на ори­
ентированном римановом многообразии М называется финит­
ным киллинговым векторным полем, если dii (dik-\-xi,h) (6У+ 
+x3',e) =dhe. Если кривизна Риччи многообразия М отрица­
тельна и v = 0 на дМ, то t> — 0 на М [358]. 

Если алгебра Ли киллинговых векторных полей на римано-
вом многообразии М транзитивна и ковариантная производная 
любого киллингова векторного поля является конформным кил­
линговым тензорным полем, то кривизна многообразия М по­
стоянна [165]. 
• И. А. Ундалова [100], [101], И. А. Ундалова и В. Н. Маркова 

'[105], И. А. Ундалова и Л. Ю. Осипова [106] детально исследо­
вали псевдоримановы пространства, допускающие однопарамет-
рические группы движений (статические, с изотропными траек­
ториями и т. д.). 

О римановых многообразиях с несколькими единичными 
взаимно ортогональными КИЛЛИНГОВЫМИ векторными полями см. 
|247], |[364]. См. также [207], [284], [285], [356]. 

1.7. Действие группы I {M) изометрий на М. Пусть М — 
компактное риманово многообразие строго положительной кри­
визны, G — компактная группа изометрий размерности г_5-1, 
действующая на М с ОДНИМ орбитным типом G/H. Если линей­
ное представление Я на T(G/H) не имеет неподвижных векто­
ров, то действие G на М транзитивно [283]. 

Пусть М — четномерное компактное ориентируемое римано­
во многообразие положительной кривизны, G — компактная 
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СЕЛзная труппа Ли его изометрий и а : G~X_M~.иМ — ее действие 
на М. Если коразмерность объединения главных орбит дейст­
вия а не больше единицы, то все подгруппы изотропии действия 
а имеют максимальный ранг (см. [361], [362]). 

М. А. Малахальцев [72] исследовал свободные действия груп­
пы изометрий на компактных римановых пространствах знако­
постоянной кривизны и на римановых пространствах с различ­
ными собственными значениями тензора РИЧЧИ. 

О действии группы изометрий на односвязном симметричес­
ком римановом многообразии неположительной кривизны с 
присоединенным к нему множеством бесконечно удаленных то­
чек см. [336]. 
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§ 2. ГРУППЫ КОНФОРМНЫХ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ. 
ГОМОТЕТИИ 

2.1, Размерности группы конформных преобразований и 
группы гомотетий. Диффеоморфизм f риманова многообразия 
(М, g) на себя называется конформным преобразованием, если 
f*8 = P§> где Р е с т ь положительная функция на М. Если р по-', 
стоянна, то f называется гомотетией. При р=1 гомотетия есть 
изометрия. 

Векторное поле X па М называется инфинитезимальным кон­
формным преобразованием, или конформным (киллинговым) 
векторным полем, или также конформным движением (к. д.) 
(соответственно инфинитезимальной гомотетией, или гомотети-
ческим движением (г.д.)), если оно порождает в окрестности 
каждой точки х&М локальную 1-параметрическую группу кон­
формных преобразований (соответственно гомотетий). X есть 
к.д. на М, если и только если Lxg=ag, где а постоянно для 
г.д. , 

Группа С(М) конформных преобразований (соответственно 
группа Н(М) гомотетий) связного «-мерного риманова многооб­
разия М есть группа Ли преобразований размерности 
dim C(M){le}(n+l) (п+2)/2 при условии гС^Ъ (соответствен­
но dim Я ( M ) > n ( n + l ) / 2 + l ) . 

Доказательство этого утверждения основывается на сле­
дующей теореме Пале [266, т. 1, прим. 9]. Пусть G — группа 
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дифференцируемых преобразований дифференцируемого много­
образия М, g'— множество всех векторных полей X на М, ко­
торые порождают (глобальную) 1-параметрическую группу 
преобразований, принадлежащих G, g — подалгебра Ли, по­
рожденная множеством g' в алгебре Ли векторных полей на М. 
ЕСЛИ g конечномерна, то G допускает структуру группы Ли (та­
кую, что отображение ОУ^М-^М дифференцируемо) и g=g'. 
Алгебра Ли для G естественно изоморфна g. 

Из условий интегрируемости,уравнения Lxg — ag следует, что 
размерность алгебры Ли к.д. не превосходит ( n + l ) (n+2) /2 . 
Так как любая r-мерная алгебра Ли г.д. содержит подалгебру 
Л И И.Д. размерности r i>r—l [201] и ri{le}n(n+l)/2 (см. п. 1.1), 
то r{le}ri-fl{le}.̂ (n-+1)/2+l{cdot} Но теореме Пале, группа конформ­
ных преобразований и группа гомотетий есть группы Ли преоб­
разований. 

Лакуны в распределении размерностей групп конформных 
преобразований римановых пространств исследовал Д. Молдо-
баев [81]. И. Микеш и С. М. Покась [77] определили лакуны в 
распределении размерностей групп конформных преобразова­
ний ассоциированных римановых пространств. 

2.2. Признаки изометричности и конформности сфере. Пусть 
М — связное n-мерное риманово многообразие, Р(М) иС°(М) — 
максимальные связные группы изометрий и конформных пре­
образований в М соответственно. Пусть С°(М) ФР(М). Тогда 
если М — полное риманово многообразие размерности п ^ З с 
параллельным тензорным полем Риччи, то М изометрично сфе­
ре (Нагано, 1959 г.). Если М компактно и однородно, то М 
изометрично сфере при условии п > 3 (Гольдберг и Кобаяси, 
1962 г.). Для n-мерной сферы М dim С°(М) = (n+1) (n+2)/2 
[266, т. 1, прим. 11]. 

Если М компактно, dim.M.>3, а группа С°(М) некомпактна, 
то М глобально конформно сфере [136]. 

Эйири [191] привел пример компактного n-мерного римано-
ва многообразия М постоянной скалярной кривизны, не изомет-
ричного сфере 5" ( n > 2 ) при условии /°(М) ФС0(М). 

Если компактное риманово многообразие М размерности 
п > 2 допускает негомотетическое к. д. vh такое, что Lvg{j= 
=—---РёГу- V<VjF= (1/2) (27-Cp-f-L^) gij для некоторой функции F 
на М, то М изометрично сфере [390]; о признаках изометрично­
сти и конформности сфере см. также [236], [391], [392], [118]. 

Необходимый и достаточный признак конформности сфере 
компактного риманова многообразия, допускающего конформ­
ное векторное поле v, которое оставляет инвариантным скаляр­
ную кривизну K(LvK—0), нашел Сгон [239]. О достаточном при­
знаке изометричности сфере компактного риманова многооб­
разия при условиях L../-C-7--0, LDpK¥=0, Lvg=2pg¥:i0 см. [117] 
(Dp — векторное поле, соответствующее 1-форме dp). 
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Пусть М — ориентируемое риманово многообразие, X — кон­
формное векторное поле на M, Lxg" = 2pg. Интегральные нера­
венства \(LxLx{Wht.kWW*)-c[X,Df>]K)dv>Ot (с > 0) [126] и 

i 
4п jj 9*ZljHZWdv < § LxLx (ZijktZ'W) dv-c<\ [X, Dp] Kdv, (c = 

M M M 
= const, p=7--const), [249] переходят в равенства, если и только 

•если М изометрично сфере (Wni/fl и ZiJkl выражаются через ком­
поненты метрического тензора и тензора кривизны). См. также 
[367] и обзор [388]. 

2.3. Существенные группы конформных преобразований. 
В 1963 г. Р. Ф. Билялов [43] доказал теорему: группа конформ­
ных преобразований, действующая в неконформно плоском по­
ле тяготения (четырехмерное лоренцево пространство), являет­
ся группой движений или гомотетий пространства, конформного 
данному. 

Группа G конформных преобразований риманова многооб­
разия (М, g) называется тривиальной, или несущественной, или 
также по существу изометрической, если существует положи­
тельная функция / на М такая, что G есть группа изометрий 
риманова многообразия (M,fg). В противном случае группа G 
называется нетривиальной, или существенной. 

Непосредственным обобщением теоремы Р. Ф. Билялова [43] 
явилась следующая теорема A. П. Чупахина [111]. 

Риманово пространство Vn нормального гиперболического 
типа допускает нетривиальную конформную группу G тогда и 
только тогда, когда его метрика приводится к виду 

ds2=2dx[dxn+gafi(xn)dxadxSi (а, р = 2 , ..., п— 1), 
det(£aiO>0. 

Группа G является группой гомотетий Н2п-2 или Н2п-и есл--
пространство V„ не является конформно плоским, и собственно 
конформной группой размерности (n+1) (n+2)/2 в противном 
•случае. 

Можно ли обобщить теорему Билялова на римановы прост­
ранства произвольной сигнатуры и размерности (гипотеза Би­
лялова—Mopo30Ba)? Этот вопрос остается пока открытым. 

Связная компонента группы конформных преобразований 
связного компактного риманова многообразия М размерности 
п>2 является собственно конформной, т. e. Be сводящейся к 
подгруппе изометрий или гомотетий, если и только если М кон­
формно евклидовой п-сфере [319]. 

Если группа G конформных преобразований компактного ри­
манова многообразия несущественна, то она изоморфна прямо­
му произведению векторной группы и компактной группы Ли. 
Если транзитивная группа G конформных преобразований ри­
манова многообразия изоморфна прямому произведению век-
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торной группы и компактной группы Ли, то она несущественна 
[235], см. также [355]. 

Всякое связное риманово пространство М класса С°°, до­
пускающее существенную группу конформных преобразований, 
конформно либо евклидову пространству Еп, либо сфере Sn 

(теорема Д. В. Алексеевского [4], [5]). О теореме Алексеевского 
см. [400] и [196]. См. также [180]. 

2.4. Конформные преобразования специальных римановых 
многообразий. Д. В. Алексеевский и Б. Н. Кимельфельд [8J 
определили с точностью до конформной эквивалентности все 
конформно плоские римановы многообразия, допускающие 
транзитивную группу конформных преобразований. Если такое 
многообразие односвязно, то оно имеет постоянную кривизну 
либо является произведением n-мерного пространства Лобачев­
ского и прямой (или /п-мерной сферы), 

О конформных преобразованиях римановых пространств, ас­
социированных с конформно плоскими римановыми пространст­
вами Vn ( n > 3 ) , см. [90]. 

Всякое конформно-симметрическое псевдориманово многооб­
разие (т. е. многообразие с параллельным тензорным полем 
конформной кривизны Вейля), допускающее негомотетическое 
конформное движение, является конформно плоским [331]. 

Казн и Кербрат [157], [159] исследовали связные псевдори-
мановы симметрические пространства размерности n.s.3, допус­
кающие негомотетические конформные движения. Определены 
все лоренцевы симметрические пространства, допускающие не-
изометрические конформные движения [158]. См. также [134]„ 
[258]. 

Об однородных лоренцевых паракомпактных связных много­
образиях V, у которых связная компонента H0(V) группы 
гомотетий нормальна в группе конформных преобразований, 
см. [133]. 

Если конформное преобразование метрики изотропно пол-, 
ного лоренцева многообразия V„ (ns.3) не увеличивает значе-. 
ние формы Риччи на каждом изотропном векторе, то это пре­
образование есть гомотетия [99], 

Пусть X, У, Z—-абелевы группы Ли. Закон умножения 
(х, у, z)(x', у', z') =•• (x+x', у+у', z+z'+B{x, у)), где В: XX 
XY-+-Z — непрерывное ненулевое Z—билинейное отображение,. 
задает на произведении G== XXYXZ структуру группы GB~ 
Пусть Г — произвольная дискретная подгруппа группы GB, a 
gij — риманова метрика, индуцированная на M=GB\T левом-.. 
вариантной метрикой на группе GB. Многообразие (М, g{j) не 
является конформно плоским, и любое конформное преобразо­
вание в нем есть изометрия [277]. 

Примеры групп конформных преобразований римановых про­
странств привел Г. Б. Абакиров [2i]. О. С. Германов [48] пере-

108 



числил все типы трехмерных римановых пространств, допускаю­
щих группу G конформных преобразований размерности 
dim G{le}3. 

Г. Б- Абакирова [3] доказала, что в четырехмерном псевдо-
.римановом пространстве не существует негомотетических групп 
конформных преобразовании, действующих на двумерных вы­
рожденных поверхностях. См. также [9]. 

Э. И. Галярский [47] указал типы конформных преобразо­
ваний проколотых евклидовых пространства и плоскости. 

Пусть Ж" —замкнутое подмногообразие риманова простр ан 
•ства Nm постоянной секционной кривизны k, {ех}, л: = 1 , . . . 
. . . , т — п — ортобазис нормального пучка к Ж", kx„..., kXn — 

главные кривизны Мп, соответствующие направлению ех. Если 
k\ > k ( t i — l ) / m для всех х= 1,.. ., т—п\ i = \,..., п, то на 

xi 
Мп не существует ненулевых конформно киллинговых и проектив-
но киллинговых (см. § 4) векторных полей. Если неравенства не­
строгие, то каждое конформное векторное поле на Мп парал­
лельно [341]. 

Об инфинитезимальных конформных преобразованиях в 
касательном расслоении и в расслоении реперов см. [385], [386], 
[310]. См. также [293], [332], [334] и [372]. 

2.5. Специальные конформные векторные поля. Концирку-
лярные преобразования. Если кривизна Риччи некомпактного 
ПОЛНОГО риманова многообразия V„ неположительна и на Vn су­
ществует конформное векторное поле £ с конечной глобальной 
нормой (см. п. 1.6), то Vn имеет конечный объем [398]. 

Векторное поле X на связном n-мерном псевдоримановом 
многообразии М называется замкнутым конформным вектор­
ным полем, если VX—f-id, где / = —div X. Пусть F — простран­
ство таких полей. Я—пространство инфинитезимальных гомо­
тетий. Если d i m E S n и F(]H=={0}, то многообразие М эйнштей­
ново [373]. 

Пусть Vn(g)—риманово многообразие класса Ср (p----3) 
размерности n.2-2. Конформное векторное поле | на Vn(g) на­
зывается инфинитезимальной трансляцией, если глобальные 
траектории 1 -параметрической группы exp t% являются геодези­
ческими. Необходимым и достаточным условием замкнутости 
1-формы, ассоциированной с собственной инфинитезимальной 
трансляцией (т. е. с трансляцией, которая не сводится к изо-
метрии в какой-либо области многообразия Vn(g)), является 
отсутствие в Vn(g) нулей второго рода (в смысле А. Лихнеро-
-вича) скалярного квадрата g d , £) [324]. 

Татибана [365] исследовал конформные преобразования, со­
храняющие точку О и проходящие через нее геодезические, в 
римановых пространствах ПОСТОЯННОЙ кривизны и постоянной 
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скалярной кривизны, а также в гармонических римановых про­
странствах. 

Д. Молдобаев [82] показал, что группа конформных преобра­
зований сохраняет тензор Эйнштейна R{j—(R/2)g{), если и толь­
ко если она сохраняет тензор Риччи R{1. Конформно плоские 
пространства непостоянной кривизны, допускающие такую 
группу преобразований, являются субпроективными простран­
ствами особого типа. 

В 1940 г. появилась серия статей Яно, объединенных общим 
названием «Конциркулярная геометрия» [387]. В них изучались 
специальные конформные отображения римановых пространств, 
сохраняющие геодезические окружности, т. е. кривые с постоян­
ной первой и нулевой второй кривизной (траектории равноуско­
ренного движения в общей теории относительности), уравне­
ния которых имеют вид 

i ! _ j _ p - у " ' б-иу •-«* п 
6s3 "г"*'-"' fis- ~6s2 6s ' 

Конформное_отображение ср: g-*g=p2g риманова пространства 
(Vn, g) на (Vn, g), которое переводит каждую геодезическую 
окружность пространства Vп в геодезическую окружность прост­
ранства Vn, было названо Яно конциркулярным преобразованием.. 
Для того чтобы ср было конциркулярным преобразованием, необ­
ходимо и достаточно выполнение следующего условия [387, 1]: 

9ij^Pt,, — 9iPj + -jg"'Pkpigij = ^gtp (Р/ — di 1np). 
Конциркулярные преобразования оставляют неизменным тензор. 

Z'jki'- =Rlm'~ n(--_iy (gjfik—gjiM)> (R=R\, Ri]=Ruii), 
названный Яно тензором конциркулярной кривизны. Наоборот,. 
всякое конформное преобразование в Vn, которое сохраняет тен­
зор конциркулярной кривизны: Zijki = Zijili, является конциркуляр­
ным. 

Пусть М — многообразие с римановой метрикой, X — век­
торное поле на М. Назовем X инфинитезимальным концирку­
лярным преобразованием, или конциркулярным движением,. 
если локальная 1-параметрическая группа локальных преобра­
зований, порожденная полем X в окрестности каждой точки из 
М, состоит из (локальных) конциркулярных преобразований. 
Для этого необходимо и достаточно выполнение условий: 

где ф и чф — скаляры [17]. Иифинитезимальное конформное пре­
образование в М является конциркулярным движением, если и 
только если оно сохраняет тензор конциркулярной кривизны 
Z : L x Z = 0 . 
110 



Множество всех инфинитезимальных конциркулярных преобра­
зований в М образует алгебру Ли. Действительно, если Lxag — 
= %g> У21|>а-=фа£ при a=l,2, то LlXl,x,\g=tyg, V-^--<Pg>-

где а|з =2Х[\%], ф = 2~4)цф21 •+ 2Л"[1Чр2], т . е . [ХХ,Х2] есть концир­
кулярное движение. 

Так как конциркулярная алгебра Ли является подалгеброй 
конформной алгебры Ли, то ее размерность не превосходит чис­
ло (п+1) (п+2)/2. Это число достигается в пространстве по­
стоянной кривизны, ибо конформная группа в пространстве 
Эйнштейна Gn ( n > 2 ) и, следовательно, в пространстве посто­
янной кривизны S n (n>2 ) является группой конциркулярных 
преобразований. 

Если М допускает г_>1 функционально независимых реше­
ний уравнения У2Ф-=-ф|>" ^(£)Ф, DCD){ne}0), то все конформные 
движения в нем являются конциркулярными. Отсюда следует, 
что конформная группа в пространстве VQ(K) [97] с главной 
частью размерности г > 1 есть конциркулярная группа.' 

Пространства постоянной кривизны К, пространства Эйн­
штейна и пространства Уо(-*С) (•г>1) обладают общим свой­
ством: каждое конформное движение X в этих простран­
ствах удовлетворяет условиям: Lxg=tyg\ V^+iC^g—O. где 
/(----const. Обозначим такие пространства символом Сп(К). 

Если пространство Сп(КФ0), в котором существуют т. функ­
ционально независимых решений ч]з0 ( а = 1 , . . . ,т) урав­
нения V-"1-+/Cil3g'=0, допускает г-мерную максимальную кон­
формную (т. е. конциркулярную) алгебру Ли G, то эта алгебра 
содержит подалгебру Ли размерности г—т, совпадающую с ал­
геброй Ли инфинитезимальных изометрий. G натянута на ба­
зисные инфинитезимальные изометрий и т конциркулярных 
движений Di|;a ( а - 1 , . . . , т) [17]. (Dtya — векторное поле, со­
пряженное дифференциальной форме d-|j- относительно метри­
ки g). 

Векторное поле X на римановом многообразии М с метри­
кой g и римановой связностью V называется конциркулярным 
(соответственно рекуррентным) векторным полем, если V X = 
=—p-id+Xd© (соответственно V X = X . d ® ) , где р и ф — скаляр­
ные поля, 

Всякое лоренцево пространство Эйнштейна G4 первого типа 
Петрова, допускающее конциркулярное векторное поле, являет­
ся пространством постоянной кривизны. Если пространство 
Эйнштейна Gt второго типа Петрова допускает конциркулярное 
векторное поле, то его скалярная кривизна равна нулю, а кон­
циркулярное векторное поле является рекуррентным. Простран­
ства Эйнштейна третьего типа Петрова не допускают ненулевых 
конциркулярных векторных полей [40]. 

Дезж [182] нашел условия для кривизны, при которых связ­
ное аналитическое риманово многообразие V,- (п>2), допус-
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кающее ненулевое конциркулярное векторное поле, является 
пространством Эйнштейна. 

Скалярное поле Ф на М называется специальным концир-
кулярным скалярным полем, если У2Ф = рф£, где p=const{ne}0. 
Если тензор кривизны (соответственно тензор Риччи) риманова 
пространства М, допускающего специальное конциркулярное 
скалярное поле, удовлетворяет условию Rhijk, --m]=0 (соответ­
ственно условию Яц, -ft-]-=0), то М есть пространство постоян­
ной кривизны (соответственно пространство Эйнштейна) [271]. 

Связное n-мерное риманово С°°-многообразие М допускает 
п + 1 независимых решений уравнения V2p+c2pg'=0, если и 
только если М изометрично сфере S n( l /c) в En+l ([367], см. 
также [202]). 

Векторное поле V на n-мерном римаиовом многообразии 
(М, g) класса С°° называется специальным конциркулярным 
векторным полем, если для всех векторных полей X выполнено 
Vj-V==<pX, где ф — функция на М. Если на многообразии М 
существует более двух линейно независимых конциркулярных 
векторных полей Vw, то У ^ ф й - - - Kg(X, V(i)) .для всех X и 
Фе...----—Kp(i)-\-b(i), где b(i) и К—постоянные [262]. 

В пространстве Slt постоянной ненулевой кривизны К п-\- 1 
конциркулярных векторных полей порождают максимальные изо­
метрическую (г"я(л+1)/2. {Z}), конформную (конциркулярную) 
(с(/ц-1)(я+2)/2- {Х\ Z}) и проективную (см. § 4) (р„'+2п, {У; Z}) алгеб­
ры Ли. Генераторы этих алгебр Ли полностью определяются за­
данием (п-\-1) специальных конциркулярных скалярных полей tya; 

V2$a+K%g=0 (а = 1 п+1) (1) 

и могут быть получены простым дифференцированием функций 
лра по координатам в S„: 

Xa-DWa, Yab=2WiaDWbb Zab=2WiaDWb]. (2) 

В качестве функций Wa, определяемых с точностью до линей­
ных преобразований, могут быть взяты координаты Вейер-
штрасса Za, в которых основная форма пространства Sn при­
нимает вид 

п+1 
ds*=^eadZa\ (еД= ± 1 ; en^ = sgnK). 

Za можно рассматривать также как декартовы координаты 
плоского пространства En +i , в которое вложено Sn, определен­
ное уравнением 

п+1 
2eaZa'=\jK. 
Пт-1 
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Структуры изометрической, конформной и проективной ал­
гебр Ли в Sn определяются следующими коммутационными 
соотношениями 

[Zab, Zbd] — ebZad, [УаЬ, Zbd] —еЬГай. [Xa, -Z-b]~.2aXb, 

[X a , Xb] — KZab, \Yaa, Zab] = 2eaYab, 

{Yah, Zab] = eaYbb~^bYaa, [Yab, Ybd]=ebZad, 

[Ybb, Ybd]"=2ebZbd (аФЪФйФа) 

(остальные коммутаторы равны нулю). 
Изометрии в Sn проождаются инфинитезимальными вра­

щениями Xa=ebZa(d/dZb)—eaZb(d/dZa) в Еп+и а конциркуляр-
ные преобразования — проективными движениями Ха = 
= -KZaZc(d/dZ°)+ea(dldZa) в En+i (см. п. 2.6). Следовательно, 
конформная группа в Sn порождается подгруппой проективной 
группы в Еп+1 [19]. 

Если n-мерное риманово многообразие М допускает г функ­
ционально независимых решений Wa (a=l г) уравнения 
(1), то в нем действуют: 

1) изометрическая алгебра Ли tV(r-i)/2> имеющая г подалгебр 
размерности (г—1)(г—2)/2, каждая из которых обладает 
(г—1) подалгебрами размерности (г—2) (г—3),/2, и так далее: 

i-(-~i)/2 — i(r-1)(--2)/2— • • . D i . ; ( a ) 

.V(--i)/2 содержит всего Cr~s различных подалгебр размерностей 
(r~s)(r-s~l)/2 (5 = 1, . . . , r - 2 ) ; 

2) конформная (конциркулярная) алгебра Ли c-(-+i)/2 с изо­
метрической подалгеброй ir(r_i)/2, имеющая г подалгебр размер­
ности (г— 1)г/2, каждая из которых обладает (г—1) подалгеб­
рами размерности (г— 2)(г—•1)/2, и так далее: 

.-?r(r+1)/2Z5C(r-l)r/2— . • . З с ь (Р) 

с/-(г+1)/2 содержит всего Cr
r~s различных (негомотетических) 

подалгебр размерностей (г — s){r — s-j-l)/2, ( s = l , . . . , r — 2). 
Она интранзитивна, если г < я , и транзитивна в противном 
случае; 

3) проективная (неаффинная) алгебра Ли р-. с изометричес­
кой подалгеброй ir(r-i)ii, имеющая г подалгебр размерности 
(г—-I)2, каждая из которых содержит (г —1) подалгебр размер­
ности (г—2)--, и так дадее: 

Л О Р М , О . , . Э А ; (К) 

Рг* имеет всего Cr
r~~s различных (неаффинных проективных) 

подалгебр размерностей (г — s)2, (s--=l, . . . , r —2). При г < д 
алгебра Ли рг* интранзитивна, а при г = п—-"транзитивна. 
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Характерное «цепное» строение перечисленных алгебр Л и 
иллюстрирует следующая диаграмма, где представлены цепоч­
ки (ос), (f>), (4) в случае г.= 4. 

l6 cm Pie 

--------- ^ - « - s - f i РзРэРэРэ 
/ \ \ / \ \ / V 4 
Ц Ч Ч Д-^з с3 Д § ^ * 

с. с- с-, P.! Pi P.; P-t 

В каждой точке х&М возникают г(г—1)/2 параллелограммов,. 
построенных на конциркулярных векторах ^FoD^b (а, Ь-=1, . . . 
. . . , г). Стороны каждого из параллелограммов и одна из его 
диагоналей (WaD4sь4-^bDWа) задают неаффинные проектив­
ные движения, вторая диагональ (х¥ aDW ь—х1г bDW а) — инфини-
тезимальную изометрию. Каждая из геодезических конгруэн­
ции—траекторий г 1-параметрических конциркулярных групп 
D^Fb—служит также конгруэнцией траекторий г 1-параметри-
ческих проективных групп ¥о .0¥ь ( a = - l , . . . , r ) и является 
главной конгруэнцией тензора Риччи с постоянным главным 
инвариантом, равным (п—\)К [19], [123]. 

О конциркулярных преобразованиях и конциркулярных век­
торных полях см. также [75], [213] и [379]. 

2.6. Группы гомотетий. А. И. Егоров и Л- И. Егорова [55], 
доказали, что существует одно и только одно четырехмерное 
риманово пространство с максимальной алгеброй Ли гомотети-
ческих движений размерности 9. 

А. А. Ловков [71] определил римановы пространства V*, До­
пускающие просто транзитивную группу гомотетий, которая 
является прямым произведением двух двумерных неабелевых 
групп. 

И. А. Ундалова и Г. Р. Еранова [104] исследовали 1-пара­
метрические группы гомотетий в римановых пространствах раз­
мерности n > 3 . 

Н. С. Липатов [70] доказал, что пространство Гёделя c мет-. 
рикой 

ds2=adx2+2bdxdy+ce2t'ldy2-irdz2+dt2, 
где а, Ъ, с, k — постоянные и ас—Ь2=---0, не допускает преобра­
зований, изменяющих расстояния между точками в одном и том 
же постоянном отношении, не равном единице. 

Б. Абакиров [1] исследовал группы гомотетий в псевдорима-
новых пространствах с вырожденными гиперповерхностями. 

С. Я. Нусь [85] рассматривал изометрии смнектической метри­
ки (см. [115]) в касательных расслоениях гомотетически по­
движных трех- и четырехмерных римановых пространств. 
X. Шадыев [112], [113] исследовал инфинитезимальные гомоте-
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тии синектической метрики в касательном расслоении n-мерного.! 
риманова многообразия. 

Инфинитезимальные гомотетии в кокасательном расслоении 
изучал И. Г. Шандра [114]. 

Векторное поле X на римановом многообразии М с метри-' 
кой g и римановой связностью V называется конкуррентным,. 
если VyX-=y для всех векторных полей Y на М. Конкуррент­
ное векторное поле является, очевидно, инфинитезимальной 
гомотетией. 

Если полное связное риманово многообразие М допускает 
конкуррентное векторное поле X, то оно изоморфно евклидову 
пространству, причем изоморфизм переводит X в «радиальное» 
векторное поле xi{dldxi) [148]. 

Подобно конциркулярным векторным полям, конкурентные 
и параллельные векторные поля играют особую роль в возник­
новении групповых симметрии римановых пространств. 

Риманово пространство (M,g) размерности п, в котором су­
ществуют конкуррентное векторное поле DW : V2 vF=g, и r < n 
линейно независимых параллельных векторных полей D<pa : 
: V29a = 0, a = l , . . . , г, допускает проективную алгебру Ли р 
размерности (т+1) 2 с максимальными изометрической (i)> го-
мотетической (h) и аффинной (а) подалгебрами размерностей 
T(Tj+:l)/2, г ( т+1 ) /2+1 и т 2 + т + 1 соответственно: 

Р( t + l )2 ---><2{tau}-+t-l-l---1 A t ( t + 1 )/2+1 -Э -т(т+1 )/2', 

p натянута на базисные векторные поля 
Z = D 4 ' , Xa = Dфa> X ± u = CpaXb±9bXa, 2 a = CPaZ, (3> 

удовлетворяющие структурным соотношениям 
[Xa, Xb] = 0; [Xa, X ^]=aacXd±aadXc; 

[Xa, Z] = Xa; [Za, Zb] — abZa—aa2&; 
\-Xab> Хс±Л== abtX~d±aacX ~ +cwX_±abdX~~, 

Wtb< X7d]-aacXtd+abcX£l~a"*Xbc ==—abdX+\ 

[Xb, Za]=aabZ+(X++X-b)/2; 
[Z, Za]*=Za-j-aaZ; [Z, X%)j=aiaXb±abXa; 

[Za, X±=ab (X+ + X - )/2±ac(X+ + X ~b)/2-

где [X, Y]^LXY—скобка Ли векторных полей X, Y; ааь~ 
-sXo^b—«ьа и QS—Zq>a—фа — постоянные, 

i={Xa; Xab-}, a<b; h={i; Z}- a={h\ Хаъ+), a<fc; p = {a; Za} 
(a, b, c, d = l , . . . , x). В случае r=n, т. е. в случае плоского 
пространства En, векторные поля (3) порождают п2+2п-мер-
ную максимальную проективную алгебру Ли в En: 

/'я ,+21".^ая--1-п-^^в(п+1)/2+13гп(л+1)/2. 

8* 



В декартовых координатах ds2-=-e-dx-2 + . . . -\.endxnl; 2i]) = 
= . г / - | - . . . - | - е У ; Фа = лв , ссаа —е а , a e = = a a j = 0 при афЬ 
а, Ь = 1, ..., и). 

{_ Справедливость приведенных результатов для любого числа 
r{le}x параллельных векторных полей, существующих в М, обус­
ловливает «цепное» строение, алгебр Ли i, h, а и р, имеющих х 
различных подалгебр размерностей т(т—1)/2, т (т—1)/2+1, 
т2—т+1 и т2 соответственно, каждая из которых обладает т—1 
подалгебрами размерностей (т—1) (г—2)/2, (т—1) (г—2)/2+1> 
-т2—Зт+3 и (т—I)2 соответственно, и так далее: 

t'— it(-_i)/2rD..'(t_i)(T_2)/2=) . . . "Dl'i; (4) 

h3/t t(T-1)/2+1D/!(-;-l)(T:-2)/2+lI3 . . . Э ^ (5) 

flDe..i..t+iDa,>_3,+3D... Z)a1; (6) 

P f t O - ( t _ i ) O . . . D J " 1 . (7) 

Каждая из алгебр Ли i, h, а и р содержит всего С% 
различных (нетривиальных) подалгебр размерностей (т—s) (т— 
- s + l ) / 2 , (т—s) (т—s+l)/2+l, (т—s)-+(T-5),+,1 и ( т - s + l ) 2 

•соответственно (s = 1, . . . . т—1). На следующей диаграмме 
представлены цепочки (4) — (7) в случае г = 4 = " . 

Чо А« J-га Ргч 
//V //V\ /7"^ ^ ^ \ 

L L6 LSLB А.7 т-7 A- -ft- a« а..- а я а м % ,% PiePie 

л\ . / \ \ / \ \ /SS> 
h h -J fo А* АЧ fja7 a ? # ^ 

ц £., £,, ft2 A- a- a j j0.v /ty 
A, o-i Pi 

В каждой точке х&М возникают т (t—1)/2 параллелограммов, 
построенных на рекуррентных векторах ф<~Х>фь(*). Стороны 
каждого из параллелограммов и одна из его диагоналей зада­
ют негомотетические аффинные движения, вторая диагональ — 
инфинитезимальнуто изометрию. Геодезические каждой из кон­
груэнции траекторий т 1-параметрических групп параллельных 
переносов служат также траекториями х 1-параметрических аф­
финных групп, а геодезические траектории 1-параметрической 
группы гомотетий ЯВЛЯЮТСЯ траекториями т 1-параметрических 
-проективных групп. 

Литературное обозрение к § 2. 
Абакиров Б., Молдобаев Д. [2]; Абакирова Г. Б. [3]; Алексе-
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pera J. F. Torres [277]; Lord E. A. [279]; Lord E. A., Goswami P . 
[280]; Maartens R., Mason D. P. [287]; Maralabhavi Y. B. [293]; 
Margulescu G. [296], [297]; Mason D. P., Maartens R. [303]; Ma­
son D. P., Tsamparlis M. [304]; Mok Kam-Ping [310]; More-
shi O. M., Sparling G. A. [312]; Obata M. [319]; Pigeaud P., Sa-
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§ 3. ГРУППЫ АФИННЫХ ПРЕОБРАЗОВАНИИ 

Пусть М— (псевдо)риманово многообразие с римановой 
•связностью V. Дифференцируемое отображение f многообразия 
М на себя называется аффинным преобразованием, если оно 
преобразует каждое параллельное векторное поле вдоль любой 
кривой х из М в параллельное векторное поле вдоль кривой 
/ ( т ) (т. е. если индуцированное отображение Т{М)—>Т(М) пре­
образует каждую горизонтальную кривую в горизонтальную 
кривую). Ясно, что аффинное преобразование в М сохраняет 
•связность V. Группа А(М) аффинных преобразований римано­
ва многообразия М с конечным числом связных компонент есть 
группа Ли. 

Векторное поле X на М называется инфинитезимальным аф­
финным преобразованием, или аффинным (киллинговым) век­
торным полем, или также аффинным движением (а. д.), если 
порождаемая этим полем в окрестности U каждой точки Х&М 
1-параметрическая группа локальных преобразований ф{ сохра­
няет связность V, т. е. если cpt : U-^-M есть аффинное преобра­
зование при условии, что U наделено связностью V/u— суже­
нием V на U. X есть а. д. в М, если и только если Vy(Lx—> 
—VA-) —R(X, Y) для всех векторных полей У на М (в локаль­
ных координатах Lirijl^%i

J^-r-Rj^%h = 0), что равносильно усло­
вию V (Lxg) —0 (в локальных координатах (|i, j+i | j , i),fc=0, 
здесь £-, Г^ и Rl.k[ — компоненты векторного поля X, связности 
V и тензорного поля кривизны соответственно). 

Если М—связное рйманово многообразие, то алгебра Ли 
а(М) инфинитезимальных аффинных преобразований в М имеет 
размерность самое большое n2+n, где n-=dimM. Если 
•dim a (Af) =n2-|-n, то М — плоское, т. е. кривизна многообразия 
М тождественно равна нулю. 

Множество всех полных аффинных векторных полей в М 
•образует алгебру Ли группы А (М) аффинных преобразований 
в М. Если М полно, то алгебра Ли a(Af) всех инфинитезималь­
ных аффинных преобразований в М изоморфна алгебре Ли 
труппы A(JW) аффинных преобразований в М. 

Обобщением теоремы Бохнера [266, т. 1, с. 235й] для инфи­
нитезимальных изометрий является следующая теорема Удристе 
[371]. Пусть Vn — связное рйманово многообразие с отрицатель­
ной секционной кривизной. Если длина аффинного векторного 
ноля X имеет максимум в точке Xo&Vn, то X равно нулю в 
окрестности этой точки. 

Если инфинитезимальное аффинное преобразование X пол-
ного некомпактного риманова многообразия имеет конечную 

о Номера страниц здесь и далее указаны для русского перевода, если 
юн имеется. 
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глобальную норму (см. п, 1.6), то X есть инфинитезимальная 
изометрия [397]. 

Лоренцево многообразие п измерений допускает инфините-
зимальное негомотетическое аффинное преобразование, если и 
только если оно локально приводимо и (или) допускает парал­
лельные векторные поля [24], [124]. 

Иван [251] указал максимальные размерности алгебр Ли ин-
финитезимальных аффинных преобразований, сохраняющих век­
торные поля. 

Грицак установил существование негомотетического аффинно­
го движения в конформно рекуррентном многообразии с метри­
кой специального вида1 [212] и доказал, что коллинеации 
изотропных геодезических в нерекуррентных конформно рекур­
рентных многообразиях ЯВЛЯЮТСЯ инфинитезимальными аффин­
ными преобразованиями [211]. 

Об аффинных преобразованиях в симметрических конформно 
«вклидовых пространствах см. [68]. Относительно аффинного 
конформного векторного поля см. [340]. 

Эндоморфизм (тензорное поле типа (1, 1)) F и векторное 
поле У на римановом многообразии М индуцируют векторные 
тюля (FY)V и {FY)H на его касательном расслоении Т(М). 
Явата [393] исследовал условия, при которых (FY)V и (FY)11 

являются аффинными векторными полями на расслоении Т(М). 
Ёкоте [394] сформулировал необходимые и достаточные ус­

ловия для того, чтобы горизонтальный (Хн), вертикаль (XF) 
и полный (Xе) лифты векторного поля X в касательное рас­
слоение Т(М) компактного риманова многообразия М опреде­
ляли аффинное или проективное движение. 

Яно [389] исследовал конечные деформации g->-g*=g-\-b и 
инфинитезимальные деформации g^-g*(x,t) с тензором дефор-

d/ЕГ* 

мации а=•-—- _ , g*(x, 0) = g-(x), риманова пространства 
Vn с метрикой g, сохраняющие метрику (изометрии), риманову 
связность (аффинные преобразования) или объем. Если конеч-

, ная деформация неприводимого риманова пространства Vn яв-
: ляется аффинным преобразованием, сохраняющим объем, то 

эта деформация есть изометрия. См. также [150], [338] и п. 4.3. 
Литературное обозрение к § 3. 
Аминова А. В. [15], [19], [24]; Аминова А. В., Тогулева Т. П. 

[40]; Кондауров М. T. [68]; Aminova A. V. [124]; Bedran M. L., 
Lesche В. [138]; Brodzki M., Sonelski W. [150]; Collinson С. D. 
[172]; Grycak W. [211], [212]; Hall G. S., Costa J. da [219]; Iwai 

. Toshihiro [251]; Maartens R. [286]; Ne'eman Y., Sherry T. N. [317]; 
Papuc Da.n I., Popescu Ion P. [321]; Sharma Ramesh [338]; Shar-
rna Ramesh, Duggal K. L. [340]; Srnrz P. К. [348]; Tucker R. W. 
[370]; Udriste С [371]; Yamauchi Kazunari [386]; Yano Kentaro 
[389]; Yawata Makoto [393]; Yokote Ichiro [394]; Yorozu Shinsuke 
[397]. 
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§ 4. ГРУППЫ ПРОЕКТИВНЫХ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ 

4.1. Размерность группы проективных преобразований. Пусть 
М — n-мерное многообразие, U и У —окрестности начала О в 
R", f : U-+M и g : V{to}Af. Говорят, что / и g определяют одну и 
ту же Острую в О, если они имеют одинаковые частные произ­
водные порядков /<& в О; ^-струя, задаваемая отображением 
/, обозначается /ofe(/)- Если / есть диффеоморфизм окрестности 
начала О на открытое подмножество из М, то й-струя Iok(f) в 
О называется ^-репером, или репером /г-го порядка в точке х — 

ЕСЛИ g — диффеоморфизм окрестности точки О в R™ на ок­
рестность точки О в Rn, то множество k-реперов Jok(g) в точке 
06R* образует группу Gh(n) с операцией умножения Joh{g)' 
•hh(g')=JQ

h(g°g')-
Множество Ph(M) А-реперов многообразия М является глав­

ным расслоением над М с естественной проекцией 
я : я (/•/(/)) —/(G). и со структурной группой Gh(n), действую­
щей на Ph{M) справа: / / ( / ) -J0

h(g) =hh(f'g) для JQ
h(f)&Pk(M) 

и fok(g)GGk(n). Репер первого порядка есть обычный линейный 
репер, поэтому G1 (п) =GL(n; R), а Р1 (М) есть расслоение ли­
нейных реперов над М. 

Расслоение /"(Rn) линейных реперов над R" изоморфно 
группе A (n, R) аффинных преобразований пространства Rn, 
рассматриваемой как главное расслоение над Rn—A (n; R)/ 
/GL(n, R), при этом касательное пространство к Pl(Rn) в е = 
---/о1 (idRn. ) отождествляется с касательным пространством к 
А(п; R) в единице е, т. е..с алгеброй Ли а(п; R)=R n+g7(n, R) 
группы A (n; R). 

Диффеоморфизм f окрестности начала О в R" на окрест­
ность точки f(0)GM индуцирует диффеоморфизм окрестности 
точки е&Р1 (Rn) на окрестность точки Jol(f)GPl (M) и изоморфизм 
/ касательного пространства а(п, R) ---"-(P1 (Rn)) на касатель­
ное пространство к РХ(М) в ./о'(/). Каноническая a(n,R)-3Ha4-
ная 1-форма 0 на Р2(М) определяется условием 0(X) - - -p^X') , 
где X — вектор, касательный к Р2(М) в /о2(/), а X' —его образ 
при морфизме Р2 (М)-*РХ (М), задаваемом соответствием /0

2 (f){to} 

Каждый 2-репер и в R™ однозначно представляется в виде 
полинома 

/ (x) - («' + Ш]Х> + 4 -%x/.x~) et, 

где.x-=x-eieR» и ul
Jk = ul

k]. Набор (цг, u j ; и]А) определяет 
естественную систему координат в. /'-(Rn), а его сужение 
{и{\ и{ ) = (5j, sl

Jk) на G- («) — естественную систему коорди­
нат в G2(n). Аналогично вводятся естественные системы коор­
динат: («•; иф в P^R") и (s j ) в Gl{n). Пусть (Ei, Efi — 6a-
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зис в а(п, R): E i= (д/ди^е, Ei- — (д/дщ*)е. Каноническая форма 
б на P2(Rn) в локальных координатах имеет вид: 

e=se-£i+sejEf. 
Если 0= (в-, 6/)—каноническая форма на Р2(М), то 

do-=— ж);;лей. 
[264, с. 183]. 

Пусть L/Lo — вещественное проективное пространство раз­
мерности п, где L = SL(n-\-l; Я)/центр; a Do — факторизоваиная 
по центру группа матриц из SL(n-|-l; R) вида (r°) , AQ 
6GL(n, R), | — n-мерный вектор-строка. L- можно рассматри­
вать как подгруппу группы G2(n) = {(a-,.-; al

Jk)}. 
Главное подрасслоение П расслоения Р2(М) со структурной 

группой Lo—G2(n) называется проективной структурой на М. 
Сужение (a*; ©j) на П Канонической формы (0'; В р расслое­
ния Р2(М) называется канонической формой расслоения П. 
Имеется единственная связность Картана (со*; со/; coj), кривиз­
на которой Q= (0; fij-; Qj) удовлетворяет условию К1

/1е=0, где 
Qj{~~2~K\I/,! (ok/\v>1. Эта связность называется нормальной про­
ективной связностью. 

Пусть П и П' — проективные структуры на многообразиях 
М и М' соответственно. Диффеоморфизм (локальный) f из М 
в М' индуцирует локальный изоморфизм f*: Р2(М)-+Р2(М'). 
Если f, переводит П в П', то f называется (локальным) про­
ективным изоморфизмом из М в М'. Если М=М' и П = П , то 
изоморфизм f называется проективным преобразованием в М, 
или.автоморфизмом проективной структуры П. 

Векторное поле X на многообразии М с проективной струк­
турой П называется инфинитезимальным проективным преобра­
зованием, если порожденная этим полем в окрестности каждой 
точки х&М локальная l-параметрическая группа состоит из 
(локальных) проективных преобразований, т. е. автоморфизмов 
структуры П. 

Инфинитезимальное проективное преобразование называется 
также проективным (киллинговым) векторным полем, или про­
ективным движением (п. д.). 

Для каждого проективного преобразования f расслоения П 
суженное на П отображение /* сохраняет нормальную проектив­
ную связность. 

Группа Р проективных преобразований n-мерного многообра­
зия М с проективной структурой П есть группа Ли преобразо­
ваний размерности r{le}dimll —n2+2n. Если dimP = dimn, то П 
есть естественная проективная структура либо на проективном 

••-пространстве Рп(К), либо на его универсальном накрывающем 
пространстве Sn [264, с. 186]. 
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Рассмотрим Gl(n) = GL(n; R) как подгруппу в G2(n), состоя­
щую из элементов (sj ; sjk) с s j A = 0, a L0 — как подгруппу в 
<52(n) : G4n){subset}Lo-G2(in). Тогда сечения M-*Pa(M)/Gl (и) нахо­
дятся в биективном соответствии с аффинными связностями 
нулевого кручения на многообразии М, а сечения М-*-Р2(М)/ 
/Lo — в биективном соответствии с проективными структурами 
на М. 

Каждая аффинная связность без кручения Г: М-*-Р2(М)/ 
JGl(n) в композиции с естественным отображением Р2(М)/ 
/G1 {n)~->-P2(M)/L0 задает проективную структуру П: М—*-
—.--Р2 (М) /L0, Говорят, что связность без кручения Г принадлежит 
проективной структуре П, если она индуцирует П указанным 
выше образом. 

Две аффинные связности без кручения Г и Г', определен­
ные формами связности со и со' на расслоении РХ{М) линейных 
реперов над М, называются проективно эквивалентными, если 
существует 1-форма р на М такая, что 

со'—©=ep+p(0).id, 
где Э — каноническая форма на Р1(М), или 

г;*-г;4-в;м-в>, (4.1) 
где Гу./, н Г kJ. —компоненты связности ш и со' в локальной 
системе координат Xх, ..., хп. 

Связности Г и Г' на I проективно эквивалентны тогда и 
-только тогда, когда они принадлежат одной и той же проек­
тивной структуре [264, с. 191]. 

Пусть Г — аффинная связность без кручения на М, А (М) — 
группа аффинных преобразований многообразия М и Р(М) — 
группа его проективных преобразований, т. е. автоморфизмов 
индуцированной проективной структуры (соответствующая про­
ективная связность может быть задана в локальных координа­
тах проективными параметрами Т. Томаса (1925 г.): ША — 

2 
= Г ] / — T i T l ^ t ^ ) ' ' - 1^3 пРеДЬ1ДУ-Дего следует, что преобразова­
ние ф многообразия М является проективным преобразованием 
тогда и только тогда, когда оно преобразует связность Г в про­
ективно эквивалентную связность. Ясно, что каждое аффинное 
преобразование в М является проективным, поэтому А (М) {subset} 
{subset}/5 (M). 

Пусть М и М' — два римановых многообразия с римановы-
ми метриками и связностями g, V и g', V соответственно. 
Диффеоморфизм f из М в. М' называется геодезическим отобра­
жением, если образ f(*() каждой геодезической -у в М есть гео­
дезическая в ЛГ, т. е. если / «сохраняет геодезические». 

Для этого необходимо и достаточно, чтобы в соответствен­
ных (локальных) системах координат х1\х^м = х1\^Х)^м' выпол­
нялось условие 
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T'A-T'j^lPk + bipj, (4.2) 
где l-форма p = pidx — dq>. Если ф = const, то / есть аффинное 
отображение- Из (4.1) и (4-2) следует, что диффеоморфизм f 
риманова многообразия М на себя является проективным пре­
образованием относительно проективной структуры, индуциро­
ванной на М римановой связностью V, тогда и ТОЛЬКО тогда, 
когда он преобразует метрику g в проективно эквивалентную 
метрику, т. е. в метрику g' с соответствующими геодезически-
ми. Очевидно, что имеет место включение I(M)czH(M)cz 
•{subset}A(M)c=P(M), где 1{М), # (М) , А{М) и Р(М) —группы изо-
метрий, гомотетий, аффинных и проективных преобразований 
риманова многообразия М соответственно. 

Векторное поле X на римановом многообразии М с римано­
вой связностью V есть инфинитезималы-юе проективное преоб­
разование (п. д.), если и только если 

VY(LX-\7X)^VYAX = R(X, y)-dcp(y){cdot}id-ydcp (4.3) 
.для всех векторных полей У на М, где R — тензор кривизны. 
В локальных координатах: 

- 6 r j f t = в}Ф,л+в <Ф,3- (X=.i-a/a*-), 
что равносильно 

^ № + - ^ е Д г - о > , И - е < Ф . ; -
Условие (4.3) эквивалентно двум уравнениям: 

Lxg = h, (4 A) 
Vh(Y,Z, W)=2g(Y,Z)Wq+g(Y, W)Zcp+g{Z, W)Ycp. (4.5) 

Первое из них называется обобщенным уравнением Киллиига, 
а второе — уравнением Эйзенхарта. Если 9 = const, то X есть 
аффинное движение. 

Выполнив симметризацию S обеих частей равенства (4.5), 
получим уравнение S(V.7) =О, где q^h—iqg. Если у —геоде­
зическая в М, то поле ее касательных векторов "f параллельно 
вдоль f. Используя это свойство, легко убедиться в том, что 
величина <7("Y- Y) остается постоянной вдоль каждой геодезичес­
кой -у М, т. е. является первым интегралом уравнений геоде­
зических. Следовательно, каждому решению h уравнения (4.5) 
в М соответствует квадратичный первый интеграл уравнений 
геодезических. 

Множество всех полных проективных векторных полей в М 
•образует алгебру Ли группы Р{М) проективных преобразова­
ний в М. Dimp(M) = n2+2n, если и только если М есть про­
странство постоянной кривизны. 

Задача определения геодезически соответствующих (проек­
тивно эквивалентных) римановых пространств возникла в связи 
*с проблемой Преобразований динамических систем и была реше-
-ца Леви-Чивитой в 1896 г. для положительно определенных 
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римановых метрик. Подобная задача для псевдоримановых про-
странств рассматривалась П- А, Широковым (п=2), А. 3 . Пет­
ровым (n = 3), В. И. Голиковым, Г. И. Кручковичем (лоренце-
вы пространства) и др. (см. ссылки в монографиях [88] и [95]). 
С помощью Г-преобразования Синюкова решение этой задачи 
сводится к интегрированию нелинейного (относительно g) диф­
ференциального уравнения 

Va(Y,Z, W)=g(Y, W)Z<p+g(Z, W)Y<p, (Y, Z, WbTM) (4.5a) 
с неизвестными билинейными формами а и g. 

Это уравнение с разных точек зрения рассматривалось боль­
шим числом авторов, однако все известные до сих пор решения 
этого уравнения, полученные с помощью метода адаптирован­
ного репера, исчерпывались тремя типами характеристики Cerpe 
Xv= {(v . . . 1) (1 . . . 1) . . . (1 .. . 1)}, v = l , 2, 3, билинейной фор­
мы а. Тормозом к решению задачи в общем виде являлась не­
обходимость рассмотрения каждого типа в отдельности. Число 
разных типов {mi .. . т - } , mi+ . . . + т - = п , с ростом п неогра­
ниченно возрастает, и задача становится неразрешимой. Пред­
ложенная А. В. АМИНОВОЙ [26], [124] техника косонормального 
репера устраняет это препятствие. Косорепер является естест­
венным обобщением ортогонального репера. Римаиова геометрия 
в косонормальном репере развивается подобно римановой гео­
метрии в ортогональном репере. Техника интегрирования в ко-
сорепере в принципе так же проста, как и в ортрепере. Это 
обстоятельство и делает в конечном итоге возможным интегри­
рование в общем виде ковариантных дифференциальных урав­
нений с неизвестной билинейной формой в римановых простран­
ствах произвольной сигнатуры и размерности. Следующий ре­
зультат получен с ПОМОЩЬЮ техники косонормального репера. 

Пусть g и g' — две n-мерные проективио эквивалентные 
(псевдо)римановы метрики на многообразии М, gc и gc' — соот­
ветствующие контравариантные тензорные поля. Если %—{г\ ... 
• • • f/i}, П + • • • +rft-=n, есть характеристика Сегре симметричной 
билинейной формы Ь с матрицей (b) = (g)T(g')~1(g), то 

k . . 

• e t - 1 

ft ft 

V - l a = l 

где f[, . . . , fh — попарно различные поля собственных значений 
формы Ь, По'Aae — произведение Aap для всех [, = 1, . . . , k, кро­
ме fi = a, Фа и ^-. — билинейные формы, определяемые рекур­
рентными соотношениями. Обратное также верно, см. [33], [125]. 

Приведенный результат охватывает бесчисленное множество 
(основных) типов характеристики Сегре, в отличие от предшест-
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вующих результатов, которые, как отмечалось, исчерпываются 
тремя (основными) типами характеристики Сегре. Использова­
ние косорепера позволило не только получить решения уравне­
ния (4.5а) для любого набора элементарных делителей (с про­
стыми базисами), но и записать его в виде одной формулы, 
управляемой параметрами характеристики, в отличие от пре­
дыдущих работ, где результаты получались для каждой харак­
теристики в отдельности, так что было трудно уловить что-либо 
общее в этих результатах. 

Успешное применение косонормальных реперов к решению 
старой геометрической проблемы наводит на мысль, что с ис­
пользованием косореперов может быть связан дальнейший про­
гресс в исследовании псевдоримановых пространств. 

4.2. Признаки изометричности и проективной эквивалентно­
сти сфере. Если компактное связное односвязное риманово 
многообразие Мп размерности n > 2 с постоянной скалярной 
кривизной допускает неизометрическое проективное движение, 
то оно изометрично сфере радиуса 1п(п—\)1К [384], см. также 
[383]. 

Пусть М — компактное связное риманово многообразие раз­
мерности n!>3, X = aidjdxi— векторное поле на М. Порядком 
нуля 0(Х,х) векторного поля X в точке х&М называется на­
именьший из порядков нулей функций а- в точке х. Если су­
ществуют проективное движение I на М и точка х&М, для 
которой 0(X, х) =2, то М проективно эквивалентно либо сфере, 
либо проективному пространству [314]. 

Ряд интегральных неравенств, содержащих проективное век­
торное поле и тензоры конформной и проективной кривизны 
односвязного ориентируемого риманова многообразия М с по­
стоянной скалярной кривизной, установила Хирамату [237], [238]. 
Эти неравенства превращаются в равенства, если и только если 
М изометрично сфере. 

Связное односвязное компактное риманово многообразие с 
параллельным тензорным полем Риччи изометрично сфере, если 
оно допускает неаффинное проективное векторное поле [119], 
[120], [121]. 

4.3. Проективные преобразования специальных римановых 
многообразий. Если конформно-симметрическое пространство с 
положительно определенной метрикой и постоянной скалярной 
кривизной допускает проективное движение, то оно является 
пространством постоянной кривизны [205]. 

Метрика d(x, у) = {2с/~]/п—Л)Ь{х,у) инвариантна относитель­
но проективных преобразований пространства Эйнштейна Vn 
с римановьш расстоянием 8(х,у), х, yGVn, и формой Риччи 
Rijdxidx'~~c2gijdxidxK Отсюда, в частности, следует, что про­
ективные преобразования в пространствах Эйнштейна отрица­
тельной кривизны есть изометрии [265]. 
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Любое .инфинитезимальное проективное преобразование X в. 
проективно-рекуррентиом пространстве Wn непостоянной кри­
визны является аффинным. Если Wn — пространство Эйнштейна 
с ненулевой скалярной кривизной, то X есть инфинитезимальная 
изометрия [14]. 

Если пространство-время (четырехмерное лоренцево прост­
ранство) допускает два независимых параллельных векторных 
поля, то оно является рекуррентным или симметрическим про­
странством. Максимальная алгебра Ли инфинитезимальных 
проективных преобразований в этом пространстве состоит из. 
аффинных векторных полей [16]. 

Всякое проективное векторное поле X в пространстве Эйн­
штейна Gn ( n > 2 ) с нулевой скалярной кривизной является 
коллинеацией кривизны (см. п. 6.6). Если проективное поле X 
не является аффинным, то в Gn существует параллельное век­
торное поле [14]. 

Ямаути [382] нашел необходимые условия, при которых 
компактное риманово многообразие М постоянной скалярной 
кривизны допускает неизометрическое проективное векторное-
поле, и достаточные условия, при которых это поле сводится к 
киллингову векторному полю. 

Конопка [269] доказал для «сепаратно эйнштейновых» прост­
ранств Vn :Rij = agis+?>fii, fj - ± 8 Д fa = gikfjh, следующую тео­
рему: если a2{ne}f.2, то п. д. в Vn есть а. д. 

Дезж [181] исследовал специальные инфинитезимальные-
проективные преобразования не Риччи-плоских римановых про­
странств, удовлетворяющих условию 

Ril.k-Rik,]^ 2 (й -1 ) ^SijR.k — giitR.i)' 

Пусть М — многообразие с римановой метрикой g и метри­
ческой связностью V : (Axg) {У, Z) =0, P0{M,V) и Р0(М,х) — 
группы проективных преобразований в М, сохраняющие тензор­
ное поле кручения 5 ^ ' и 1-форму Ti = S i / соответственно. Акбар-
Заде и Кути [122] нашли условия, при которых группы преобра­
зований PQ(M, V) н Ро{М, х) компактных римановых 
многообразий сводятся к группам аффинных преобразований 
или группам изометрий. 

И. Микеш [76] привел пример нетривиального проективного. 
преобразования «в целом» n-мерной сферы, которая является 
компактным ориентируемым римановым пространством. 

По поводу действия проективных и аффинных групп на их 
алгебрах Ли и свойств соответствующих орбит см. [321]. 

4.4. Специальные проективные векторные поля. Проективные 
преобразования n-мерного риманова пространства Vn, которые 
оставляют на месте некоторую точку xGVn и сохраняют все на­
правления в этой точке, исследовал Татибана [363]. 

Специальное субпроективное движение (с. п. д.) X в Vn 
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преобразует каждую изотропную геодезическую в геодезичес­
кую. X есть с. п. д., если и только если 

Наибольшее возможное число n2+3n.+ l линейно независимых 
с. п. д. достигается в плоском пространстве [170]. 

Такано и Окумура ввели понятие об аффинных движениях 
конциркулярного вида и исследовали в серии статей (1961— 
1962 гг., см. ссылки в [40]) аффинносвязные пространства спе­
циального типа (рекуррентные, Риччи-рекуррентные и симмет­
рические), допускающие аффинные движения конциркулярного 
вида. Развитием результатов Такано и Окумуры явились следу­
ющие результаты. 

Если проективное векторное поле на римановом многообра­
зии Vn является конциркулярным (соответственно рекуррент­
ным) векторным полем (см. п. 2.5), то оно называется проектив­
ным векторным полем (или проективным движением) концир­
кулярного (соответственно рекуррентного) вида. Так же 
определяются аффинные движения проективного и рекуррент­
ного вида. Следующие три теоремы содержат решение вопроса 
об аффинных и проективных движениях в (севдо) римановых 
пространствах Vn |[40]: 

1. Если коициркулярное векторное поле X : V X - = p - i d + 
+Xd(D, йФ=?--0, является аффинным движением в Vn, то это 
поле рекуррентно (р = 0; при йф=0 X есть конкуррентное век­
торное поле (см. п. 2.5), т. е. гомотетия). 

2. Проективное движение рекуррентного вида в V„ есть 
аффинное движение X = cpDi|,, где Dcp и D\\>— параллельные век­
торные поля (V2q>=- V2i|)=0). 

3. Если Vn допускает неаффинное проективное движение X 
конциркулярного вида, то: либо а) в Vn существуют параллель­
ное (Dp : V2p = 0) и конкуррентное (Df : V2f = g) векторные 
поля такие, что X-=pDf; либо б) в Vn существуют специальные 
конциркулярные скалярные ПОЛЯ и, v (V2u-\-Kug = 0, V 2 u + 
-j-Kvg^^O, K= const-T--0) такие, что X—uDv. 

Эти теоремы возвращают нас к уравнениям Viu-\-Kug=§> 
V2 /=g, V2cp=0, решения которых играют исключительную роль 
в возникновении групповых симметрии римановых пространств. 
(п. 2.5). Заметим, что первое и второе уравнения определяют 
соответственно пространства V(K) и V(0) [97]. 

И. A. Ундалова [102] исследовала изотропные торсообразую-
щие (g(X,X) =0, VX=p-id+Xa, см. § 5) аффинные и проектив­
ные векторные поля и пришла, в частности, к выводу, что ри-
маново пространство не может допускать неаффииных 1-пара-
метрических проективных групп, порожденных изотропными 
торсообразующими векторными полями. 

4.5. Проективные преобразования лоренцевых многообразий. 
Проблема определения собственно римановых пространств, до-
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пускающих (локальные) группы преобразований, сохраняющих 
геодезические, была сформулирована С. Ли. Ли рассматривал 
указанную задачу для случая поверхностей (п = 2), однако, как 
пишет Фубини в предисловии к [201], «знаменитому математику 
не удалось решить эту проблему», названную Фубини проблемой 
Ли. Сам Фубини лишь вскользь коснулся проблемы Ли, запи­
сав уравнения Lxg=h для метрики Лиувилля ds2 = (щ (х1)—-
~и2(х2)) (dxl* -\-dx2Z ) и наметив программу исследования ус­
ловий интегрируемости этих уравнений [201]. 

В [29], [30] и др. дано полное решение проблемы Ли, т. е. 
определены все двумерные римановы пространства, допускаю­
щие негомотетические проективные движения, и для каждого из 
этих пространств — максимальная проективная алгебра Ли, 
включая гомотетическую и изометрическую подалгебры. В ПОД­
ХОДЯЩИХ картах приведены базисные векторные поля названных 
алгебр Ли и их структурные соотношения. 

Размерность максимальной алгебры Ли проективных преоб­
разований в двумерном (псевдо)римановом пространстве непо­
стоянной кривизны меньше или равна трем. Аффинная алгебра 
Ли состоит, самое большее, из гомотетий и ее размерность не 
превышает число 2. К числу максимально подвижных двумер­
ных пространств относятся поверхности с линейным элементом 

Js2 = 02(x1) (eiJx^2 +e2cix-2 ), (е ь e2 == ± 1). (4.6) 
Заменой переменных г= / Фйх\ cp=x2 форма ds2 приводится к 
виду dsz==eidr2+e2Ti-(r)d92 и определяет при ei-=e2 —+ 1 линей­
ный элемент поверхности вращения, заданной уравнениями х = 
= T](r)coscp, r/=-"ri(r)sincp, г=У1—т)-г dr в трехмерном евкли­
довом пространстве с координатами х, у, z. При gi = —-е2 = 
= + 1 ds2 определяет метрику двумерного пространства-време­
ни, которую можно рассматривать как линейный элемент по­
верхности, вложенной c помощью уравнений 

-л;----т) (г) ch ф, г/ = У1—r\'ldr, 2, = const, % = y\(r)shq> (4.7) 
в пространство Минковского с интервалом ds2 — dx2-\-dy2+ 
-\-dz2—d%2. При Ti=-r=-=const уравнения (4.7) определяют гипер­
болическое движение в спецрелятивистской динамике. 

Метрика (4.6) допускает изометрию 1 = 4 который соответ­
ствует линейный интеграл е$)2х2=М=const уравнений геодези­
ческих хз (xi = dxi/ds), определяющий при Ф = ех* , ei = e2-= + l 
закон сохранения кинетического момента при движении в поле 
центральных сил. 

Легко убедиться, что Уравнения геодезических метрики (4.6) 
описывают движение лагранжевой системы с одной степенью сво­
боды, функцией Лагранжа L = x-2/2—-U(xx) и полной энергией 
Е = -Х1г[2-\-и (х1), остающейся неизменной при движении части­
цы. При определенных условиях это движение будет коле-
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•Зательным (одномерный осциллятор) с периодом ~—• 

= "[/2 \ (Е — U (xl))~2 dxl, где х\ и х\ — корни уравнения 
1 

{/({cdot}*1) • - - - £ • 

Таким образом, с каждой лагранжевой системой с одной 
степенью свободы, потенциальной энергией U(xl) и полной 
энергией Е можно связать некоторую поверхность (4.6) с Ф2 = 
•=(—е±Уе2+8е1е2Л12(£/—E)/4ei(t/—E), е = 0 , ± 1 , геодезические 
линии которой являются графиками движения системы, а пер­
вые интегралы уравнений геодезических определяют законы 
сохранения этой системы, 

Поверхность вращения можно, следовательно, рассматривать 
как динамическую модель механической системы с одной сте­
пенью свободы. Так как проективное движение определяет 
квадратичный первый интеграл уравнений геодезических 
(п. 4.1), то с каждым таким движением связана сохраняющаяся 
величина, которая остается постоянной вдоль каждой геодези­
ческой, т. е. механический закон сохранения. 

Как известно, для описания двумерных статических солито-
нов привлекается механическая частица — аналог (Христ, Т. Ли, 
Фридберг, Колеман). Если считать переменную х «временем», 
а а — координатой точечной частицы с единичной массой, то 
уравнение, определяющее статическое солитонное решение 

,,, . дга ', да , „ 

будет описывать движение частицы-аналога. В силу граничных 
условий (U(0){to}O и da/dx{to}0 при x{to}±oo) полная «энергия» 
движения E , сохраняющаяся при изменении x, должна равнять­
ся нулю. Заменяя в приведенной выше формуле Xх на a, s 
(длина дуги или канонический параметр геодезической) на х 
и U(х1) на —U(o), получим E — j (do/dx)2—U(a) =0 . Следова­
тельно, каждая геодезическая xl=xl(s) ==o-(x) на поврехиости 
вращения (4.6) определяет статический солитон при условии, 
что U(xl(s)) = (е2М2—-e<P2)/2e.<D4{to}0 при s{to}±{infty} (геодезическая 
должна быть полной). 

Укажем еще одно возможное приложение проблемы Ли. 
В -теории двумерных самогравитирующих нелинейных о-моделей 
групповые симметрии (изометрии и гомотетии) двумерного (ри-
манова) кирального пространства 52 используются для получе­
ния решений инстантонного и меронного типов ([63] и др.). 
Включение в рассмотрение полной проективной группы наряду 
с расширением «геометрии» кирального пространства приведет 
к генерации новых точных решений полевых уравнений. 

Проблема определения положительно определенных рима-
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новых пространств V" размерности n ^ 3 , допускающих инфини-
тезимальные проективные преобразования, была решена Фу-
бини [201] и А. С. Солодовниковым [194]. Снятие условия знако­
определенности значительно усложняет задачу и требует 
принципиально НОВОГО подхода к ее решению. Один из таких 
подходов, связанный с рассмотрением алгебраической структу­
ры производной Ли Lxg метрики g в направлении инфинитези-
малыюго проективного преобразования X, был положен в осно­
ву классификации n-мериых римановых пространств лоренцевой 
сигнатуры по алгебрам Ли проективных и аффинных движений 
[11H.13J, [15], [16], [25]—[28], [31], [32], [35], [123]. 

Инфинитезимальные проективные преобразования трехмер­
ных лоренцевых пространств изучались Л. PL Жуковой [57]—[60]. 
Использованный ею подход основан на исследовании трехмер­
ных метрик А. 3. Петрова (см. [88]) с соответствующими геодези­
ческими и существенно отличается от указанного выше подхода. 

Назовем (псевдо)риманову метрику g h-метрикой типа %, а 
соответствующее (псевдо)римаиово пространство М -— /г-прост­
ранством типа х. если в нем существует нетривиальное решение 
h¥=cg уравнения Эйзенхарта (4.5). Проективное векторное поле 
X называется проективным движением типа % (в области V£ 
Е.М), если билинейная форма h = Lxg имеет характеристику 
Сегре % (в области VsM) . Условие лореицевости сигнатуры 
сокращает число основных типов характеристики % до трех: Xv= 
= {(vl . . . 1) (1 . . . 1) . . . (1 .. . 1)}, V---1, 2, 3. Метрика /..-прост­
ранства типа %v имеет вид [26]: 

л 

£-=2ii;(A-/;,)v*<v 
р-А 

где /е —число разных собственных значений flt ..., f,t билиней­
ной формы /г, v i=v , Va— 1 при а = 2 , ..., k; Ф-,, р — 1, . . . , kt 
определяются в канонической карте (х, U) вокруг каждой точки 
хС'.М следующими равенствами: 

для v = l 
(lh>lu-dsp

2, <p=l А); (4.8) 
для v=2 

еФ, |y-=-2EdX"1dx2-52X1dx2a + 
+ (ri~2)gVillb(x\x^)dx^dx^, d)a|y = ds ;̂ (4.9) 

для v = 3 

сф, \и = 2Bdxldxa + dx? + 2 (zxl-B2{) dx4x* + 

-|- (ex1 (JC1 -2BS1) - |~1£- (S,-.---2)) dx3* + 

+ (-ri—3)|ц1Р1(л8, x°')dx»*dxf\ (4.10) 
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®a\u = dsl, (сб=2, . . . , k), 
где е---- + 1, г , , . . . ,гА—кратности собственных значений 
/ i . . . . . / ь •ri + ••• +.гй = «; |Xi, рР СГ1—v-f-1, . . . , r<>v; s 
равно 0 при r 1 > v и принимает значения 0 и 1 при r , = v; 2 f 

k 
равно 0 при k = l и {sum}(/a —/1Г ' при k > l (i----l, 2); В равно 

«--•2 
1 при 8 = 0 и (v— 1) (.A:v—• -f-e(-A:v)) при е=Л; dsp есть /умерная 
квадратичная форма от переменных Х1Р\ f Р — постоянная при 
rp>vp и функция (единственного) переменного Х'Р при rp = vp. 
(/!•— &xv при v > 1 ) . В случае, если среди величин / - имеется: 
пара комплексно сопряженных функций /^хг -f ix-), /2(xI----ix2) = 
—/ i (характеристика {ll (I . . . ) } , следует положить <D,|c--=d2.'2;. 
Фа|у = d{cdot}ŝ  </== 1, 2; а = 3, . . . , k; zl = x1-\-ix^ = z^. 

Формулы (4.8) — (4Л0) определяют все h-пространства ло-
ренцевой сигнатуры. Лоренцево h-пространство называется 
^-пространством, если (&+v—1)-мерная присоединенная мет­
рика 

к 
dh=gabdyady>> + ^ epSX,(fl—ff'dyp+v~i; (а, 6==1, . . . v), 

индуцируемая метрикой g на семействах (вполне геодезических) 
поверхностей в М, имеет постоянную кривизну /(, и обыкновен­
ным h-пространством в противном случае. Формально переход. 
к присоединенной метрике сводится к замене всех /-р-мерных 
форм Фр на vp-мерные формы. Если гр=ур для всех р —= 1, . . . 
. . . ,k, т. е. если все базисы элементарных делителей Я-матрицы 
(h—Xg) простые, то присоединенная метрика совпадает с ис­
ходной. Если r p > v P для всех р = 1 , . . . , k, т. е. если все базисы 

* 
элементарных делителей кратные, то ds2 имеет нулевую кри­
визну. 

Если (М, g)—обыкновенное /г-пространство и а — парал­
лельная (Va-=0) симметричная билинейная форма на М, то 
a = cg, где с — постоянная. Отсюда следует, что всякое аффин­
ное движение в обыкновенном h-пространстве есть инфинитези-
мальная гомотетия. 

Проективная алгебра Ли в обыкновенном h-пространстве 
либо совпадает с подалгеброй инфш-штезимальных гомотетий,. 
либо превосходит ее по размерности на единицу. 

Для любого проективного движения X в ^-пространстве вы­
полняется условие 

i*CL.--g+V-cp=-0, (2(n+l)cp=trh, h=Lxg), 
где h — эндоморфизм, соответствующий билинейной форме h. 
В силу этого условия каждое аффинное движение в К-прост-
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ранстве при Кф0 есть инфинитезимальная изометрия и каждое 
проективное движение в /(-пространстве с / (=0 есть коллинеа-
дня кривизны (п. 6.6). 

Максимальная проективная алгебра Ли рг в /(-пространстве 
содержит аффинную (фактически изометрическую) подалгебру 
Ли а~_т, где т — размерность линейного пространства решений 
ковариантного дифференциального уравнения третьего порядка 
с. неизвестной функцией ср: 

V3cp(X, У, Z)+K(2g(X, Y)Z4>+g(Y, Z)Xq+g(X, г ) У Ф ) = 0 
,(X, У, Z&TM). Если лоренцево ИЛИ собственно риманово прост­
ранство Vn допускает непостоянное решение этого уравнения c 
КфО, то это пространство есть V(K.) (в частности, пространст­
во постоянной кривизны К). Если Vn допускает решение урав­
нения (4.5), для которого V2cp = 0, (p=--=const, то это пространст­
во есть V(0). Следовательно, каждое ./(-пространство, 
допускающее неаффинное инфинитезимальное проективное 
преобразование, есть V{K). 

В [35] определены все обыкновенные /г-пространства, допуска­
ющие негомотетические проективные движения, и для каждого 
из них указана максимальная проективная алгебра Ли вместе 
с ее базисными векторными полями и структурными соотноше­
ниями. Подобная задача решена также для пространств V(K) 
лоренцевой сигнатуры. 

Полученные результаты дают решение важной геометричес­
кой проблемы, сформулированной С Ли более ста лет назад, 
для тех римановых пространств, которые находят непосредствен­
ные приложения в физике (супергравитация, теория суперструн, 
теории Калуцы—Клейна, калибровочные поля и др.), при этом 
генераторы и структурные константы алгебр Ли входят в 
лагранжианы и определяют физические эффекты. 

4.6. Группы почти проективных преобразований. Рассмотрим 
риманово пространство М, в котором задано поле конусов, 
определенных в каждой точке xQM уравнением а^и{ш = 0. Пусть 
7 — геодезическая, направление касательной к которой принад­
лежит в каждой точке xGf соответствующему конусу. Совокуп­
ность всех таких геодезических называется квадратичным комп­
лексом геодезических. Если рассматривается совокупность гео­
дезических с направлениями, принадлежащими в каждой точке 
•плоскости ai« — 0, то говорят о линейном комплексе геодезичес­
ких. В любом пространстве с квадратичным первым интегралом 
уравнений геодезических существует квадратичный комплекс 
•геодезических. Каждое киллингово векторное поле в М задает 
линейный комплекс геодезических. 

Пусть даны два пространства аффинной связности Ап, Ап' 
и отображение / : An-{to}An'. Если f сохраняет некоторый комплекс 
геодезических К, т. е. если f является почти геодезическим 
отображением, то комплекс К должен быть либо линейным, 
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либо квадратичным (В. М, Чернышенко, 1956 г.). Задача о* 
почти геодезических отображениях четырехмерных лоренцевых 
пространств оказалась тесно связанной с проблемой моделиро­
вания физических полей (А. 3. Петров) и была решена в дис­
сертации В. A. Добровольского (Казань, 1970 г.) для четырех­
мерного пространства Минковского (псевдоевклидово простран­
ство лоренцевой сигнатуры.) 

Пусть {М, g) — (псевдо)риманово многообразие с комплек­
сом геодезических К- Диффеоморфизм / многообразия М на 
себя, который отображает каждую геодезическую у£К в геоде­
зическую !(ч)&К, называется почти проективным преобразова­
нием. Ясно, что почти проективные преобразования образуют 
группу, 

Векторное поле X на М называется инфинитезимальным поч­
ти проективным преобразованием, или почти проективным дви-
жением, или также почти проективным векторным полем, если 
локальная 1-параметрическая группа, порожденная полем X в-
окрестности каждой точки хЧМ, состоит из почти проективных 
преобразований. X есть почти проективное движение в М, если 
и только если 

VYAX=R(X, Y) + Yp+p(Y) . i d + V ^ X , У), 
Lxq = aq, S(Vq~Nq)=0 (4.11> 

для квадратичного комплекса qijuiW = 0, всех векторных по­
лей У, некоторых 1-форм р, N, векторного поля V и скалярного) 
поля а или 

vrAx=R(x, y)+yp+p(y){cdot}id+/(X)By+.'(y)i3X, 
Lxl=at, S(Vi—N0=0 (4.12>. 

для линейного комплекса /{и* = 0, всех векторных полей У, не­
которых 1-форм р, N, эндоморфизма В и скалярного поля а, 
Здесь Ах — производная L-.-V.-r, S — оператор симметризации 
[18]. 

Из приведенных уравнений следует, что почти проективные 
движения, сохраняющие квадратичный комплекс геодезических. 
(п. п. к.), включают как частные либо предельные случаи про­
извольные аффинные (p-=-7—0), проективные (-7=0) и конформ­
ные (q=g, p =—v=^\ da) движения (v — 1-форма, сопряжен­
ная векторному полю V относительно метрики g) . 

Для того чтобы п. п. к. X было конформным движением,» 
необходимо и достаточно, чтобы оно сохраняло комплекс изо­
тропных геодезических (gijU^n- —0). Ср. [170, п. 4.4]. 

Если X и У — инфинитезимальные почти проективные преоб­
разования, сохраняющие комплекс геодезических К, то их: 
скобка Ли [X, У] обладает тем же свойством. Поэтому множест­
во всех инфинитезимальных почти проективных преобразований^ 
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в М, сохраняющих комплекс геодезических К, обозначаемое 
рр(М), образует алгебру Ли, конечномерную в случае квадра­
тичного комплекса (ppq(Al)) и бесконечномерную в случае 
линейного комплекса (ppl(M)). Подмножество в ppq(M), со­
стоящее из всех полных векторных полей, образует алгебру Ли 
группы Ли PPQ(M) почти проективных преобразований в М, 
сохраняющих квадратичный комплекс геодезических. 

Если р—0 в уравнениях (4.11) или (4-12), то инфинитези-
мальное почти проективное преобразование называется почти 
аффинным. Множество всех почти аффинных преобразований 
•образует подгруппу РА{М) группы РР(М) почти проективных 
преобразований в М, Почти проективные преобразования f, 
выделенные условием f*q = q (или f*l = t), также порождают 
подгруппу почти проективной группы РР(М), называемую изо-
группой. Мы видим, что почти проективная группа обладает бо­
гатой структурой. 

При (почти) проективных отображениях конформная группа 
переходит в почти проективную группу [18], [20], [21]. 

В псевдоевклидовом пространстве Еп, n_>4, каждое п. п. к. 
является специальным бесконечно малым почти геодезическим 
преобразованием Ш типа в смысле Н. С. Синюкова [94], [95], 
т. е. преобразованием, которое переводит каждую геодезическую 
в почти геодезическую. 

Об алгебрах Ли почти проективных преобразований псевдо-
«вклидовых пространств и пространств де Ситтера см. [38], [39]. 
Исследованию почти проективных преобразований четырехмер­
ных лоренцевых пространств посвящена диссертация А. М. Му-
хамедова (Казань, 1980 г.). См. также [22] и [83]. 

Литературное обозрение к § 4. 
Аминова А. В. {11]— [16], [18]—[23], [25]—[36]; Амино-

ва А. В., Мухамедов А. М. [38], |[39]; Аминова А. В., Тогуле-
ва Т. П. [40]; Жукова Л. И. [57]—[60]; Микеш И. [76]; Муха-
медов А. М. [83]; Синюков Н. С. [94], [95]; Солодовников А. С. 
[97],; Ундалова И. А. [102]; Akbar—Zadeh Hassan, Couty Ray­
mond [119]—[122]; Aminova A. V. [123], [125]; Collinson С D. 
[170]; Deszcz R. [181]; Fubini G. [201]; Giodek E. [205]; Hira-
matu Hitosi [237], [238]; Iwai Toshihiro [250]; Kobayashi Sho-
shichi [265]; Копорка С. [269]; Nagano Tadashi, Ochiai Taku-
sh'iro [314]; Papuc Dan I., Popescu I. P. [321]; Sanno B. [334]; 
Shetty D. J. (341]; Tachibana Shun—ichi [363]; Yamauchi Ка-
zunari [382]—[386]; Yorozu Shinsuke [397]. 

§ 5. ГРУППЫ ГОЛОНОМИИ 

Пусть Г — связность в расслоении Р(М, G) с канонической 
проекцией я, C(x)—множество петель в точке х&М, Со{х) — 
подмножество в С(х), состоящее из петель, гомотопных нулю. 
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Для каждой петли хВС(х) параллельный перенос вдоль тесть 
изоморфизм слоя n_1(x) на себя. Множество фх(М)==Фх всех 
таких изоморфизмов называется группой голономии СВЯЗНОСТИ 
Г с опорной точкой х (или ТОЧКОЙ отсчета х), а подгруппа 
<фх°(М)=фх° группы голономии, состоящая из параллельных 
переносов вдоль петель, гомотопных нулю, — суженной (или 
ограниченной) группой голономии связности Г с опорной точ­
кой x. 

Пусть Г — линейная СВЯЗНОСТЬ на многообразии М,^Х{М) — 
группа голономии связности Г с опорной точкой х. Пересече­
ние а|)ж* — flip--(U) подгрупп tyx(U) группы (рх(М) для все-

ВОЗМОЖНЫХ связных открытых окрестностей U, содержащих 
точку х, является подгруппой группы tyx(M). Эта подгруппа 
называется локальной группой голономии связности Г в точ­
ке х. 

Для любых векторов X, Y, V i , . . . , VV в точке х тензоры в 
точке х 

• $к1Х*Г1, . . -, V\k ... V?1 V*A • • • ЧнЯт *кУ1, 
де Rjki — компоненты тензорного поля кривизны, a V/ озна­
чает ковариантное дифференцирование по xi относительно 
связности Г, определяют элементы алгебры Ли gx* локальной 
группы голономии •ф-х* связности Г в точке х. Эти элементы при 
к = 0, 1, . . . порождают подалгебру g/ алгебры Ли g.x*. Следо­
вательно, существует связная подгруппа х¥х группы tyx*t ал­
гебра Ли которой совпадает с gx. Связная подгруппа Ли -фж' 
группы фж*, порожденная подалгеброй gx, называется инфини-
тезимальной группой голономии в точке х. 

Группы голономии T|J~, 1фж* и 4 V линейной связности Г на 
многообразии М реализуются в точке х&М как группы линей­
ных преобразований касательного пространства ТХ(М) в этой 
точке. 

В, В. Астраханцев [41;] определил подалгебры Ли алгебры 
Ли группы Лоренца, которые могут быть алгебрами Ли груп­
пы голономии четырехмерных симметрических лоренцевых про­
странств и четырехмерных лоренцевых пространств с нулевым 
тензором Риччи, и перечислил все n-мерные односвязные сим­
метрические лоренцевы пространства со слабо неприводимой 
коммутативной группой голономии. Алгебра Ли инфинитези-
мальных изометрий этих пространств является собственной под­
алгеброй Ли алгебры Ли аффинных движений [42]. 

Совершенной группой голономии называется группа голоно­
мии, алгебра. Ли которой порождается всеми эндоморфизмами 
в ТХ(М) вида Д(Х, У), где X, Y&TXM. 

В. Р. Кайгородов {64] доказал, что четырехмерные полу-
симметрические ((V rm- V m , \Щ (X, Y) =0) конформно плоские 
лоренцевы пространства V4 с совершенной группой голономии 
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и'ненулевой скалярной кривизной приводимы: V4=V3X-^i. где 
V$ есть пространство ПОСТОЯННОЙ кривизны. 

Для любого киллингова векторного поля X с инволютивным 
ортогональным распределением на полном римановом много­
образии М оператор AK=LX—Vx в точке хвМ принадлежит 
алгебре Ли группы голономии в этой точке. По поводу усло­
вий, при которых оператор Ах принадлежит алгебре Ли ло­
кальной (инфинитезимальной) группы голономии, см. [174]. 

Если полное некомпактное локально неприводимое римано-
во многообразие М допускает неголономное киллингово вектор­
ное поле X, т. е. поле X, для которого Ах не принадлежит ал­
гебре Ли группы голономии, то эта алгебра Ли есть su(m) или 
sp(k), где 4£ — т—dimM. Киллингово поле X голономно, если 
его норма ограничена [176]. 

О необходимых условиях существования неголономного 
киллингова векторного поля на полном римановом многообра­
зии см. [175]. 

Брайант [152], [153] доказал существование семи- и вось-
мимерных римановых многообразий, для которых группами 
голономии являются соответственно особая группа G2 и спи-
норная группа Spin (7), и привел примеры таких многообра­
зий. О группах Ли (G2 и Spin(7) как группах голономии см. 
также [294]. 

Если риманово многообразие V n ( n > l ) , погруженное без 
кручения в евклидово пространство Еп+2, не распадается в 
прямое произведение римановых многообразий, то его группа 
голономии совпадает с полной ортогональной группой [374]. 

Пусть (Vn, g)— риманово многообразие, 

Emi=RHi]- „ ( „ _ ! ) (giigj» — gi*gjt)> &=ъЕ*'ЧЕШ1' 
/?—скалярная кривизна. Если существует точка xQVn такая, что 
e ( x ) < *, _ у , , то суженная группа голономии максимальна: 
xf{Vn)~SO(a). 

Об определении группы слабой голономии и семимерных 
связных римановых многообразиях с группой голономии Сг2 см. 
[209] и [295]. По поводу сингулярной группы голономии см. 
[167]. 

Векторное поле X на римановом многообразии М назы­
вается торсообразующим векторным полем, если УуХ—рУ+ 
-\-a(Y)X для скалярного поля р, поля 1-формы а и всех век­
торных полей У на М. Торсообразующие и конциркулярные 
(см. п. 2.5) векторные поля в специальных римановых про­
странствах (проективно-рекуррентных и т. п.) с 1-параметриче­
ской группой голономии исследовал Ставре [352]. . 

Относительно локальной группы голономии в касательном 
расслоении с метрикой Сасаки см. {276]. 
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Литературное обозрение к § 5. 
Алексеевский Д. В. [6], Астраханцев В. В. [41], [421; 

Грибков И. В. (50]; Кайгородов В. Р. [64]; Bryant R- L. [152], 
[153]; Castellan! L., D'Auria R., Fre P., Nieuwenhuizen P. van 
[163]; Clarke С J. S. [167]; Curras—Bosch С t| 174]—[176]; 
Gray "A. (209]; Hall G. S. [217]; Hall G. S., Costa J- da [219]; 
Harris R. A., Zund J. D. (222]; Ihrig E [243]; Liu—Ми—Chou 
[276]; Marchiafava S. [294], [295]; Stavre P. [352]; Vranceanu G, 
[374]. 

§ 6. ПРИЛОЖЕНИЯ 

Теоремы А. 3. Петрова i[88J] o трех типах полей тяготения н 
разработанная им и учениками его школы классификация по­
лей тяготения по группам симметрии в форме изометрических 
(А. 3. Петров, В. Р. Кайгородов, 1963 г.), конформных 
(Р. Ф. Билялов, 1963 г.), проективных и аффинных (А. В. Ами-
нова, 1971 г.) движений стали основой программы поиска точ­
ных решений уравнений Эйнштейна в общей теории относи­
тельности (ОТО) и положили начало множеству работ, в кото­
рых физические свойства материальных систем, а также гра­
витационного, электромагнитного и других физических полей, 
переносящих взаимодействия, определялись группами автомор­
физмов объектов геометрической или физической природы. 

Наибольшее число работ такого рода связано с изометри-
ями и конформными преобразованиями пространственно-вре­
менных многообразий. В последнее время в эту схему все чаще 
включаются гомотетии и аффинные преобразования. 

6.1. Изометрии. Финлей и Плебанский [197] получили точ­
ные решения для спииорного поля в классе комплексных про­
странств-времен с самодуальной конформной кривизной и кил~ 
линтовыми векторными полями (см. также [198], [199], [146]). 

Статическая сферически симметричная метрика с шестью 
независимыми киллинговыми векторными полями соответствует 
однородному распределению масс по всему пространству [327], 
[144]. 

Однородная космологическая модель — это четырехмерное 
лоренцево пространство (пространство—время), которое допу­
скает 3-параметрическую группу движений с пространственно-
подобными трехмерными орбитами и удовлетворяет уравне­
ниям Эйнштейна с тензором энергии-импульса идеальной жид­
кости. Развитая С. П. Новиковым [84!] и О. И. Богоявленским, 
Новиковым ![44] качественная теория однородных космологиче­
ских моделей привела, в частности, к выводу о необратимости 
свойств системы на произвольных ранних стадиях эволюции и 
по-новому поставила вопрос о типичных начальных состояниях 
расширяющейся Вселенной. См. также [288]. 
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Глобальному анализу пространств Эйнштейна с двумерной 
абелевой группой движений посвящена работа М- Е. Осинов-
ского и О. А. Тесленко [86]. Глобальные свойства алгебраиче­
ски специальных пространств Эйнштейна с З-параметрическими 
группами движений исследовал Сиклос [343]. 

Бригиншоу [149] доказал, что присоединенная ортохронная 
группа Лоренца совпадает с причинной группой, т. е. с группой 
преобразований, сохраняющих причинные отношения между 
точками пространства-времени. 

Аштекар и Шмидт [129] использовали результаты глобаль­
ного исследования изометрий для описания глобальных 
свойств решений уравнений Эйнштейна, удовлетворяющих 
асимптотическим условиям на изотропной бесконечности. 

О группах изометрий в асимптотически плоских простран­
ствах-временах см. также Аштекар и Хантхопулос [130]. Аш­
текар и Магнон—Аштекар [128] предложили новый способ ис­
следования структур алгебр Ли киллинговых векторных полей. 
Этот способ, по мнению авторов, может быть успешно исполь­
зован в ОТО. 

Обзор известных (к 1975 г.) результатов по геометрии в 
целом четырехмерных лоренцевых многообразий содержится в 
статье Флаерти [200]. 

Харрис и Зунд [226], [227] исследовали метрики Осиновско-
го с группами движений большой размерности и метрики од­
нородных пространств, найденные в 1963 г. Г. И. Кручковичем. 

Изометрические движения идеальной жидкости рассмотрел 
Р. А. Даишев [52], [53]. 

Киллииговым векторным полям в пространствах-временах 
с нелинейными скалярными полями посвящена работа 
Г, Г. Иванова [61] (см. также [62], [63]). 

В ряде работ исследуются группы (алгебры Ли) движений 
специальных лоренцевых пространств — вакуумных пространств 
Эйнштейна со специальными конгруэнциями геодезических 
[259]; пространств-времен Переса [315] и Казнера [225]; ста­
ционарных осесимметрических пространств-времен с идеальной 
и неидеальной жидкостью [263], [228]); n-мерных квазиорто-
гональных пространств-времен [46]; пространств-времен с 
тензором кривизны специальной структуры [108] и т. д. 

О топологии и изометриях Вселенной де Ситтера см. [79]. 
«Внутренние» изометрий, действующие на 3-мерных под­

пространствах пространства-времени, исследовали Зафрон 
[360] и Мартинец, Санц [299]. 

Спинорные поля х¥, обладающие той же группой симметрии 
(64J '=0), что и заданное гравитационное поле с группой изо­
метрий, рассмотрел Хенно [232]. 

Колассис [268] исследовал влияние киллинговых векторных 
полей на нейтринное поле, подчиняющееся системе уравнений 
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Эйнштейна—Вейля. По поводу нейтринного электровакуума с 
.абелевой группой движений см. [93]. 

Изометриям и электромагнитным полям посвящены работы 
Дебнея [179] и Дуггала [184] (совместное рассмотрение урав­
нений Эйнштейна—Максвелла и киллинговых векторных по­
лей); П. И. Шушпанова [116] (получение законов электроди­
намики и оптики из алгебры Ли пространственно-временных 
изометрий)_; Эрнста и Плебанского [194] (киллинговы вектор­
ные поля и формулировка теории Эйнштейна—Максвелла в 
терминах комплексных потенциалов Эрнста); Паскуа [322] 
(нахождение решений уравнений Эйнштейна—Максвелла в 
пространстве с 7-мерной группой изометрий); Вулея [378] и др. 

Точные решения единых несимметричных теорий поля 
Эйнштейна, Боннора и Шрёдингера в пространстве с изомет-
риями найдены А. В. Аминовой и Ю. В. Монаховым [37]. 

Об изометриях черной дыры см. {173]. Механизм Кремме-
ра—Шерка спонтанной компактификации, в котором калибро­
вочные поля сопоставляются киллинговым векторным полям 
симметрического пространства, обсуждается Д. В. Волковым, 
Д. П. Сорокиным и В. И. Ткачом в [45]. 

Об объединении внутренних и внешних (пространственно-
временных^ симметрии в рамках группы изометрий плоского 
пространства, в которое локально погружается пространство-
время, см. [290]. 

Торрес [369] использовал изотропные струны и их комплек-
•сификацию для нахождения киллинговых, гомотетических и 
конформных векторных полей в алгебраически специальных 
пространствах-временах. 

Формулировка размерной редукции в d-f-n-мерных про­
странствах-временах, допускающих п коммутирующих киллин­
говых векторных полей, предложена Мансури и Виттеном в 
[292]. 

Криш [272] использовал киллинговы векторные поля для 
генерации новых точных решений уравнений Эйнштейна. 

Керстен и Мартини [260] доказали, что условие самодуаль­
ности SU(3) инвариантной янг-миллсовской теории можно за­
писать в виде уравнения гармонического отображения про­
странства-времени в 8-мерное риманово пространство, и нашли 
16 киллинговых векторных полей в этом пространстве. 

О киллинговых векторных полях и калибровочных теориях 
гравитации см. [220], [221] и [349]. 

Манкриф [311] показал, что пространство-время является 
линеаризационио устойчивым, если и только если оно не допу­
скает глобальных киллинговых векторных полей. 

Арчидьяконо [127] использовал группу изометрий простран­
ства де Ситтера в качестве фундаментальной группы для по­
строения «проективной» теории относительности в духе Клей­
на и Фанталье. 
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Соотношения между основными уравнениями теории упру­
гости, термодинамики и электродинамики, с одной стороны, и 
нелинейной последовательностью Спенсера G^G^a Gs, где 
Gi — группа Пуанкаре, G2 — группа Вейля и G3 —конформная 
группа в пространстве Минковского, с другой стороны, уста­
новлены Поммаре ![325]. 

Понятия о «шиллинговых» векторных полях в калибровоч­
ной суперсимметричной теории и, связанной с этими полями 
«максимальной суперсимметрии» ввел Канненберг [25.3]. Он 
показал, что некоторые свойства обычных киллинговых век­
торных полей могут быть распространены на вновь определен­
ные поля. См. также [190], [230], [231], [244], [248], [256],, 
[298], |[309], [316], [350] и [359], 

6.2. Конформные преобразования. Метод получения точных 
решений уравнений Эйнштейна с тензором энергии-импульса 
вязкой жидкости путем конформного преобразования известно­
го вакуумного решения предложены Каро и Масом [162(]. 

Вакуумное решение уравнений Эйнштейна с космологиче­
ским членом и собственно конформным векторным полем яв­
ляется либо деситтеровским, либо антидеситтеровским в зави­
симости от знака космологической постоянной [203]. 

О сферически симметричных решениях уравнений Эйнштей-
на с тензором энергии-импульса идеальной жидкости и кон­
формным векторным полем см. [234], [233], а также [161]. 

Маартенс и Масон [287], [303] использовали конформное 
векторное поле для исследования кинетических и динамических 
свойств анизотропной жидкости. Они показали, в частности,, 
что специальное конформное движение X:Lxg=2^g, 
V2i|)—0, т. е. конциркулярное движение (п. 2.5) сохраняет ли­
нии тока жидкости (см. также [304]). О решениях уравнений 
Эйнштейна—Максвелла с источником — идеальной жидкостью 
и конформным вектроным полем см. [375]. 

Конциркулярные векторные поля определяют во Вселенной 
де Ситтера 5 конгруэнции геодезических, каждая из которых 
является траекторией одной конформной (конциркулярной) и 
пяти проективных 1-параметрических групп. Если геодезиче­
ская времениподобна, то ее можно рассматривать как мировую 
линию свободной частицы. Времениподобные конциркулярные 
траектории в S определяют мировые линии разбегающихся или 
сближающихся галактик, подчиняющихся гипотезе Вейля и 
близких по своему поведению к реальным галактикам Вселен­
ной [19]. 

Если конформно-симметрическое пространство-время допу­
скает конформное движение, то оно принадлежит к типам Q 
или N Петрова и при некоторых условиях описывает гравита­
ционные волны с параллельными лучами [339]. 

Синзинкайо [346] исследовал подгруппы группы конформ­
ных преобразований конформно-плоского пространства и на-
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шел решения уравнений Эйнштейна и Эйнштейна—Янга— 
Миллса с SU(2) янг-миллсовским полем в качестве источника 
гравитационного поля (см. также [147]). 

Калибровочные теории с группой конформных преобразова­
ний пространства Минковского рассмотрены Лордом и Госва-
ми [279] ,[280]. 

Катцин и Левин [255[] доказали, что с помощью конформно­
го движения и калибровочных преобразований МОЖНО полу­
чить закон сохранения заряда в конформно-плоском простран­
стве. 

Мореши и Спарлинг [312] использовали конформные сим­
метрии для изучения обобщенных теорий Калуцы—Клейна. 

Песса [323] построил новую единую теорию электромагнит­
ного и гравитационного полей, основанную на конформной 
группе. 

Хусейн и Синзинкайо [24] исплоьзовали пространственно-
временные конформные векторные поля для определения кон­
стант движения системы заряженных частиц со спином 1/2, 
взаимодействующих с внешним электромагнитным полем, и 
привели пример магнитного монополя. 

Бурде, Патера, Перрин и Винтернитц [154] нашли все под­
алгебры 10-мерной алгебры Ли opt (3, 1) и все замкнутые 
подгруппы «оптической» группы Opt (3, 1)-подгруппы группы 
конформных преобразований пространства Минковского, ис­
пользуемой в конформно инвариантных физических теориях. 

Определению подгрупп конформной группы 0 ( 3 , 1), приво­
дящих к редуцированной суперсимметрии в рамках N = 1 су-
персимметричной янг-миллсовской теории, посвящена работа 
Легара [273]. 

Барут [135] рассмотрел два аспекта конформной группы — 
как группы кинематических симметрии пространства-времени и 
как динамической группы, действующей на внутренние коорди­
наты покоящейся квантовой системы. См. также [137], [156], 
[229], [297]. 

Отметим применение группы конформных преобразований к 
исследованию дифференциальных уравнений [110], [296], а так­
же к звездной динамике и сейсмике [49]. 

6.3. Гомотетии. Риччи-плоское пространство-время, допуска­
ющее времениподобное собственное гомотетическое движение с 
ортогональным семейством гиперповерхностей, есть пространство 
Минковского [342]. 

Инфинитезимальные гомотетии в вакуумных пространствах 
•Эйнштейна детально исследовали Халфорд [214]; Халфорд и 
Керр [215]; Макинтош [305], [306]. 

Эрдлей [187], [188] изучил геометрию и динамику пространст-
венно-гомотетическвх космологических моделей, т. е. простран­
ственно-временных многообразий с группой гомотетий #з> тран-
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зитивно действующей на пространственноподобных гиперпо­
верхностях. 

Точные решения уравнений Эйнштейна — Максвелла для 
заряженной идеальной жидкости найдены Вайнрайтом и Яремо-
вичем [376] при условии существования инфинитезимальной го­
мотетии в пространстве-времени. 

Коллинсон [171] доказал, что вакуумная метрика типа Петро­
ва /V с вращающимися геодезическими лучами не допускает 
алгебру Ли инфинитезимальных гомотетий размерности г>2. 

Мошетти [313] рассмотрел пространство-время с идеальной 
жидкостью в качестве источника гравитационного поля, в кото­
ром распространяется ударная волна. Найдены необходимые и 
достаточные условия для того, чтобы линейная комбинация 
векторов, нормального и касательного к фронту ударной волны,. 
была вектором гомотетического движения. 

Холл [218] доказал, что неподвижные точки 1-параметричес-
кой группы Ли гомотетий связаны с сингулярностями простран­
ства-времени. 

О вакуумных решениях уравнений Эйнштейна и инфинитези­
мальных гомотетиях см. [141]. 

6.4. Аффинные и проективные преобразования. Аффинные 
преобразования пространств-времен Робертсона—Уолкера с ли­
нейным элементом 

ds2 = dt2—R2 (t) [dr2/ (1—kr2) +/-2de2+r2sin2edcp2] 

исследовали Бедрам, Леше [138] и Маартенс [286]. 
Коллинсон [172] доказал, что не пустое (ЯцфО) простран­

ство-время Робертсона — Уолкера, допускающее собственно аф­
финное движение X {Lxg^cg), является статическим. 

Холл и Коста [219] рассмотрели неподвижные точки аффин­
ных преобразований в пространствах-временах и связь этих пре­
образований с группами ГОЛОНОМИИ. 

Аффинные преобразования в рамках геометрии суперпрост­
ранств и суперсимметричных теорий исследовали Туккер [370] 
и Нееман, Шерри [317]. 

Об аффинной группе, «деформированной» ее подгруппой, и 
уравнениях Эйнштейна см. [348]. 

Иван [250] указал приложения к ньютоновской и релятивист­
ской динамическим системам лифтов инфинитезимальных про­
ективных преобразований в касательное расслоение. 

Условие существования Ьпараметрической почти проектив­
ной группы в приводимом поле тяготения автоматически при­
водит к точным решениям уравнений Эйнштейна —Максвелла в 
пустоте (пространства электровакуума) [22]. 

6.5. Группы ГОЛОНОМИИ. Харрис и Зунд [222] исследовали фи­
зический смысл семнадцати четырехмерных метрик Дюбурдье,. 
допускающих группы голономии. Часть этих метрик описывает 
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распространение гравитационного и электромагнитного излу-
чений. 

Ириг [243] показал, что связь между группой голономии про­
странства-времени М и изотропным рекуррентным векторным 
полем на М позволяет при некоторых дополнительных ограни­
чениях решить вопрос об однозначности определения метричес­
кого тензора gi, по заданному тензору энергии-импульса ТУ. 
О связи группы голономии лоренцевых пространств с рекуррент­
ными тензорными полями см. также [6] и [64]. 

В работе Морриса и Дэвиса [318] понятие инфинитезимальной 
группы голономии используется для построения калибровочной 
теории гравитации. 

О группах голономии в d=11 супергравитации см. [163,]. См. 
также [217]. 

6.6. Коллинеации кривизны, РИЧЧИ и Максвела. Векторное 
поле X на пространственно-временном многообразии называет­
ся коллинеацией кривизны, Риччи или Максвелла, если порож­
даемая этим полем локальная группа локальных преобразований 
сохраняет тензор кривизны (Ьхйщ1 = 0), тензор Риччи (ЬхЯц = 
= 0) или тензор электромагнитного поля (ЬхРц — О) соответст­
венно. 

Коллинеация кривизны Х = ь1д1дх1 генерирует в пустом про­
странстве-времени типа Петрова N законы сохранения 
[d)(vjp')\ipi],i = 0, где |i — скаляр, Ф— произвольная функция, 
р* — вектор, совпадающий по направлению с главным изотроп­
ным направлением тензора Риччи. Коллинеация Риччи генери­
рует закон сохранения [Tmhm~- к- Tv%=0 [169]. 

С помощью тетрадных методов Чинеа [166] нашел коллинеа­
ции кривизны в вакуумном пространстве-времени типа Петро­
ва N.. 

Пусть Xa=-Dcp«, а— 1, . . ., г, — параллельные векторные поля 
в римановом пространстве, Фа — функции от cpi, . . . , <:pr. Левин 
[274] исследовал условия, при которых D<E>a натягивают алгебру 
Ли коллинеации кривизны. 

Тарик и Tynnep [368] доказали, что в пространствах Эйн­
штейна (Rij= (l/4)gij) и в электровакуумных пространствах ти­
пов Петрова N и О с неизотропным электромагнитным полем 
коллинеация кривизны является конформным движением. 

Конформные коллинеации кривизны {Lxgij = 2'tygij, LxRiiui== 

= 0) в полях тяготения, создаваемых идеальной жидкостью, на­
лагают условия на параметры жидкости. Дуггал и Шарма [185] 
нашли эти условия. 

Коллинеации кривизны космологических моделей исследова­
ли Синг и Шри Рам [345]. Шри Рам и Пандей нашли коллинеа­
ции кривизны для метрик Казнера и Нарликара [329]. См. также 
[216], [308]. 

Прасад [326] использовал коллинеации Риччи для исследо-
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вания свойств теплопроводной вязкой сжимаемой заряженной 
жидкости с постоянными магнитной проницаемостью и электри­
ческой проводимостью. 

Требуя, чтобы пространство-время с линейным элементом 
^s2=e2p(-r')dxI2-f-e2(3t^)dx22 + 2dx3dx4 

допускало коллинеацию РИЧЧИ или коллинеацию Максвелла, 
Синг и Шарма [344] нашли решения уравнений Эйнштейна — 
Максвелла в этом пространстве. Уравнения Эйнштейна — Мак­
свелла при условии существования конформной коллинеации 
Риччи исследовал Фариди [195]. См. также [132]. 

Дэвис и Оливер [178] рассмотрели наряду с коллинеациями 
Риччи и кривизны коллинеации, определенные условиями 
.g '̂LjcRij — O, Vh(LxTjki)=0, в полях тяготения, создаваемых 
идеальной жидкостью, пылевидной материей и т. д. 

Обзор инвариантно-групповых методов, используемых для 
нахождения решений уравнений Эйнштейна, дан в статье Мак­
интоша [307]. 
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en А. [281]; Maartens R. [286]; Maartens R., Mason D. P., Tsam-
parlis M. [287]; Mas Callum M. [288]; Maia M. D. [290]; Mansou-
ri F., Witten L. [292]; Margulescu G. [296], [297]; Martin J. [298]; 
Martinez E., Sanz J. L. [299]; Mason D. P., Tsamparlis M. [304]; 
Mason D. P., Maartens R. [303]; Mcintosh С. В. G. ([305]—[307]); 
Mcintosh С. В. G., Halford W. D. [308]; Mensky M. B. [309]; Mon-
crief V. [311]; Moreshi O. M., Sparling G. A. [312]; Moshet-
ti G. [313]; Navez J. [315]; Nedita N. I. [316]; Ne'eman Y., Sher­
ry T. N. [317]; Norris L. К., Davis W. R. [318]; Pascua M. [322]; 
Pessa E. [323]; Pommaret J.—F. [325]; Prasad G. [326]; Qadir A., 
Ziad M. [327]; Quan Pham Mau [328]; Ram Shri, Pandey H. S. 
[329]; Sharma Ramesh [339]; Sigal R. [342]; Siklos Т. С [343]; 
Singh K. P., Sharma D. N. [344]; Singh K. P., Ram Shri [345]; 
Sinzinkayo S„ Demaret J. [346]; Smrz P. K. [348], [349]; Sobc-
zyk G. E. [350]; Szabados L. B. [359]; Szafron D. A. [360]; Та-
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§ 7. КОМПЬЮТЕРНЫЕ МЕТОДЫ 

Харрис и Зувд [223], [224] проверили с помощью компьютер­
ных программ 18 классов точных решений уравнений Эйнштей­
на с изометриями, найденных В. Р. Кайгородовым, и уточнили 
результаты. 

Ребукас [330] использовал систему алгебраических вычисле­
ний для исследования метрики типа Гёделя 

ds2 = (dt+H(x) dy)2—D2 (х) dy2~~dx2—dz2. 
При m2 —4Q2 эта метрика является конформно плоской и до­
пускает семимерную алгебру Ли инфинитезимальных изо мет-
рий, а при m2—4Q2{ne}0 принадлежит к типу D Петрова и допус­
кает пятимерную изометрическую алгебру Ли. 

Статья Коэна [168] содержит обзор и сравнительный анализ-
программ, составленных для формульных вычислений в общей 
теории относительности. См. также [143] и [302]. 

Литературное обозрение к § 7 
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Bona С. [143]; Cohen H. Г, Leringe О., Sundblad Y. [168]; 
Harris R. A., Zund J. D. [223], [224]; Мс Сгеа J. D. [302]; Rebou-
cas M. J., Aman J. E. [330]. 
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