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Комментарии к моим работам, написанные мной самим

А.А. Карацуба

Введение (от составителей1). В середине 80-х годов Анатолий Алексеевич Карацуба сделал
для себя сборник ксерокопий своих статей в хронологическом порядке в четырех томах и рукописные
комментарии2 к ним. Настоящая статья составлена из фрагментов этих (фактически дневниковых)
записей: иногда авторский комментарий к той или иной работе приведен полностью, иногда частично
(пояснения составителей даются в сносках, пропущенные строки обозначаются звездочками, пропу-
щенные слова – точками).

В 1990–2000 гг. к некоторым комментариям А.А. Карацуба добавил короткие замечания по даль-
нейшему развитию темы (в настоящем тексте его комментариев эти более поздние замечания даются
прописным шрифтом).

С 1954 г. по 1959 г. Анатолий Карацуба учился на механико-математическом факультете Москов-
ского государственного университета им. М.В. Ломоносова. Первым его руководителем был Андрей
Николаевич Колмогоров, у которого он защитил курсовую работу 3-го курса под названием “О ва-
риациях функций двух переменных” и курсовую работу 4-го курса “Эксперименты с автоматами”.
На основе “Экспериментов с автоматами” была написана первая статья А. А. Карацубы, с которой
начинаются его комментарии.

А.А. Карацуба часто вспоминал свои студенческие годы, своих преподавателей и наставников –
профессоров МГУ. Вспоминал прогулки на лыжах, которые А.Н. Колмогоров устраивал для своих
учеников, для чего хранил на своей даче 20 пар лыж и 20 пар лыжных ботинок, а также по 20 пар
тапочек и чашек для последующего чаепития с учениками.

Запись А.А. Карацубы от 19 ноября 1985 г.: “Слушая Кэтлин Ферриер3 (Шуман на немецком
языке), вспомнил Комаровку4, Павла Сергеевича5 и Андрея Николаевича6, их музыкальные кон-
церты после лыж. Необыкновенная атмосфера, ни с чем не сравнимо (и никогда, по-видимому, не
повторится). Другое время, другое отношение к науке. Редкий прагматизм и карьеризм”.

Выбрав в качестве основного направления теорию чисел, в 1962 г. А. А. Карацуба защитил кан-
дидатскую диссертацию “Рациональные тригонометрические суммы специального вида и их прило-
жения” (руководитель – Николай Михайлович Коробов).

После защиты в 1966 г. докторской диссертации “Метод тригонометрических сумм и теоремы
о среднем” А.А. Карацуба стал научным сотрудником Математического института им. В.А. Стек-
лова АН СССР (МИАН), которым в то время руководил Иван Матвеевич Виноградов. А.А. Кара-
цуба всегда с восхищением относился к научным достижениям И.М. Виноградова. В [1] он писал
о И. М. Виноградове: “Он решил проблему Гольдбаха, которая не поддавалась усилиям ученых в те-
чение столетий, а метод тригонометрических сумм Виноградова коренным образом изменил лицо
аналитической теории чисел и открыл новую эру в этой классической области математики”. Там же:
“Опираясь на небольшое количество математических понятий и фактов, он настолько глубоко про-
никает в сущность стоящих проблем, что это дает ему возможность и создать необходимый аппарат
для решения, и решить проблему”.

А.А. Карацуба всю жизнь вспоминал И.М. Виноградова и его высказывания по разным поводам.
Из дневниковых записей А.А. Карацубы от 23 ноября 1983 г.: “Читаю-перечитываю (10–15 мин.) наши

1С.А. Гриценко, Е.А. Карацуба.
2Заглавие, выбранное А.А. Карацубой для его комментариев, напоминает об одной из его любимых книг:

Д. Дефо, “Жизнь и удивительные приключения Робинзона Крузо, моряка из Йорка, прожившего двадцать
восемь лет в полном одиночестве на необитаемом острове у берегов Америки близ устьев реки Ориноко, куда
он был выброшен кораблекрушением, во время которого весь экипаж корабля кроме него погиб; с изложением
его неожиданного освобождения пиратами, написанные им самим”.

3Kathleen Mary Ferrier.
4Деревня под Москвой, где находилась дача А.Н. Колмогорова.
5Павел Сергеевич Александров.
6Андрей Николаевич Колмогоров.

c○ А.А. Карацуба, 2013

http://dx.doi.org/10.4213/spm41


8 А. А. Карацуба

книжки по альпинизму. Они грызут гору (Яник Сеньер7 и др.), упорно, трудно, холодно; я грызу
математику, и чувства такие же. Вот где схожесть гор и математики. Сколько раз пытался бросить
(реальный нуль), но что-то останавливает. Прав был И.М.8, говоря, что заниматься задачей надо до
тех пор, пока теплится надежда (хоть чуть-чуть), что получится результат”.

У Анатолия Алексеевича Карацубы была своя научная школа. Среди его аспирантов, защитивших
кандидатские диссертации, были Г. Колесник9, С. Воронин10, Г. Архипов11, В. Чубариков12, М. Пе-
течук13, В. Плаксин14, З. Рахмонов15, И. Джаббаров16, А. Лаврик17, С. Гриценко18, Г. Негматова19,
Д. Толев20, М. Королев21, М. Чанга22, И. Резвякова23. А.А. Карацуба любил всех своих учеников,
радовался каждому новому полученному ими результату, гордился их успехами, переживал вместе
с ними их неудачи и потери24.

В настоящей статье комментарии А. А. Карацубы касаются работ, выполненных до 1990 г. При
этом в архиве не хватает комментариев к некоторым статьям третьего тома, а для четвертого то-
ма найдена лишь одна страница комментариев (полный список научно-исследовательских работ
А.А. Карацубы можно найти в [2]). Кроме того, в сборник, составленный А.А. Карацубой, не вошли
его монографии (см. [3]–[11]). Не удалось найти полные имена некоторых упомянутых в тексте мате-
матиков. Приводятся только самые существенные ссылки. Однако даже в таком виде комментарии
представляют собой интересный документ, который, возможно, окажется полезным математикам,
работающим в области теории чисел и некоторых других областях чистой математики, а также в ин-
форматике25.

7Yannick Seigneur.
8И.М. Виноградов.
9Григорий Абрамович Колесник. Эмигрировал в США еще в советские годы, став “невозвращенцем”, про-

фессор Лос-Анжелесского университета, США.
10Сергей Михайлович Воронин. Профессор Московского педагогического государственного университета,

ведущий научный сотрудник отдела теории чисел МИАН; умер в г. Москве в 1997 г.
11Геннадий Иванович Архипов. Профессор МГУ, ведущий научный сотрудник отдела теории чисел МИАН.
12Владимир Николаевич Чубариков. Профессор МГУ, и.о. декана механико-математического факультета

МГУ, заведующий кафедрой математических и компьютерных методов анализа.
13Михаил Михайлович Петечук. Научный сотрудник СКТБ “Квант” (Украина); умер в г. Ужгороде в 2001 г.
14Владимир Александрович Плаксин. Доцент кафедры теории вероятностей и анализа данных Петрозавод-

ского государственного университета.
15Зарулло Хусейнович Рахмонов. Профессор Таджикского государственного университета, заведующий ка-

федрой алгебры и теории чисел ТГНУ, директор Института математики АН Республики Таджикистан.
16Ильгар Шикар оглы Джаббаров. Доцент в Гянджинском государственном университете, Азербайджан.
17Алла Александровна Лаврик. Ассистент математического факультета Цюрихского технического универ-

ситета (ETH Zürich), Швейцария; умерла в г. Цюрихе в 2003 г.
18Сергей Александрович Гриценко. Профессор Белгородского государственного университета, заведующий

кафедрой алгебры, теории чисел и геометрии БГУ.
19Гавхар Дехкановна Негматова. Директор колледжа в г. Душанбе, Республика Таджикистан.
20Дойчин Иванов (Иванович) Толев. Профессор кафедры математического анализа факультета математики

и информатики Софийского университета, Болгария.
21Максим Александрович Королев. Старший научный сотрудник отдела алгебры и теории чисел МИАН.
22Марис Евгеньевич Чанга. Доцент Московского государственного университета геодезии и картографии.
23Ирина Сергеевна Резвякова. Научный сотрудник отдела алгебры и теории чисел МИАН.
24В настоящей статье А.А. Карацубы не всем ученикам уделяется одинаковое внимание, что связано с объек-

тивными причинами. В то время, когда была написана основная часть комментариев, ученик А.А. Карацубы
Г. И. Архипов устраивался на работу в МИАН на должность старшего научного сотрудника (что тогда было
исключительно трудно для математика, который еще не являлся доктором наук) и защищал докторскую дис-
сертацию. Поэтому работам Г.И. Архипова уделяется большое внимание, с самыми высокими оценками его
вклада. Известно, что А.А. Карацуба очень высоко оценивал вклад и потенциалы и других своих учеников,
некоторых из которых он называл лучшими математиками своего поколения.

25В то время как настоящая статья готовилась к печати, пришло известие о внезапной смерти Геннадия
Ивановича Архипова.
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Постараюсь ответить на вопросы: как возникла задача, кто ее поставил, что сделал лично
я, что взял у других, какое развитие дальше получила работа, что из нее полезного вышло.

Том 1

1.1. “Решение одной задачи из теории конечных автоматов”, Успехи матема-
тических наук, т. 15, № 3(93) (1960), с. 157–159. Задача поставлена американским
математиком Муром26; прочитал ее в [12], т.е. в сборнике “Автоматы”, 1956 г. Весной 1957 г.,
после написания и защиты курсовой работы на 3-м курсе (курсовая написана под руковод-
ством академика А.Н. Колмогорова, называлась “О вариациях функций двух переменных”;
содержание ее и сама она потеряна А.Н.27; там, в частности, доказал какую-то теорему из
теории размерности по-другому) А. Н. Колмогоров, который в это время очень активно зани-
мался теорией информации, кибернетикой, дал на лето прочитать статью Мура и подумать
над его задачей. Очень долго не мог понять постановки задачи с “черным ящиком”, пока не
сообразил, что вместе с “ящиком” у экспериментатора еще есть схема автомата (диаграмма
работы). Задачу решил летом 1957 г. в г. Грозном (дома28), под виноградом. Решение было
“сырое”, но правильное. Осенью рассказал А. Н. Колмогорову, в обсуждении принимал уча-
стие В. И. Арнольд29 (дело было в Комаровке). Все в этой работе придумал я (кроме той
леммы Мура, на которую я ссылаюсь).

В 1961 г. Хиббард30 опубликовал в Америке работу, в которой по-существу переписал31

мою (с некоторыми обобщениями).

* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *

Весной 1958 г. эту работу я защитил как курсовую . . .
Тогда же А.Н. Колмогоров сдал ее в УМН32; он очень помог придать ей тот законченный

вид, который она сейчас имеет.
Наши33 “ученые” Барздинь34 и Трахтенброт35 приписывают эти две мои теоремы Хиббарду

(в своей книге36). В более ранней книге (забыл автора, нашего) теорема названа37 теоремой
Мура–Карацубы. Сейчас наши университетские кибернетики ее так и называют.

Насколько мне известно, моя теорема является единственно точной (единственно точный
нелинейный порядок оценки) в теории экспериментов с автоматами (т.е. не подлежащий уточ-
нению результат). На эту тему много позже делал доклад в Берлине на Международном
симпозиуме38; поставил там задачу (см. № 2.6); не знаю, решил ли ее кто-либо.

1.2. “Проблема Тэрри для системы сравнений”, Математический сборник, т. 55,
№ 2 (1961), с. 209–220. Задачу поставил профессор Н. М. Коробов в 1958 г. в качестве ди-
пломной работы. Решил ее я в 1959 г. В это время Н.М. Коробов доказал “теорему о среднем

26Edward Forrest Moore.
27А.Н. Колмогоров.
28А.А. Карацуба родился и вырос в г. Грозном.
29Владимир Игоревич Арнольд, однокурсник и коллега А.А. Карацубы.
30Thomas Nathaniel Hibbard.
31Имеется в виду “повторил”; на справедливость такого мнения указывает тот факт, что в работе Хиббар-

да фигурирует в точности автомат, построенный Карацубой, хотя разновидностей таких автоматов можно
придумать очень много.

32Журнал “Успехи математических наук”.
33В момент этой записи упомянутые авторы, как и А.А. Карацуба, жили в СССР.
34Janis Barzdins.
35Борис Авраамович Трахтенброт.
36По-видимому, имеется в виду книга: Б.А. Трахтенброт, Я. М. Барздинь, Конечные автоматы. Поведение

и синтез, М.: Наука, 1970.
37Эту теорему под названием теорема Мура–Карацубы можно найти, например, в книге: М.А. Айзерман,

Л.А. Гусев, Л.И. Розоноэр, И.М. Смирнова, А.А. Таль, Логика. Автоматы. Алгоритмы, М.: Физматгиз,
1963.

38Симпозиум по дискретной математике и приложениям в математической кибернетике 1974 г. в Берлине.
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для сравнений”, подобную теореме И. М. Виноградова39. Метод доказательства также Ви-
ноградовский. Мне надо было получить асимптотическую формулу для числа решений “ги-
бридной” системы уравнений – сравнений. Я выучил статью Хуа Ло-кена40 (Acta Sci. Sinica, 1
(1952)), узнал, что такое точки первого и второго классов, как получается асимптотика, какую
роль в этом играет теорема о среднем, и получил свою теорему. Работа в основном являлась
учебной. После нее я мог решить любую аддитивную задачу типа проблемы Варинга–Тэрри41.
Тогда же понял, что теорема Н. М. Коробова о среднем для этой системы и утверждение, три-
виально следующее из теоремы о среднем И. М. Виноградова:

𝑁𝑘(𝑃 ) =
∑︁

𝜆𝑟+1,...,𝜆𝑛

𝐽(0, . . . , 0, 𝜆𝑟+1𝑞, . . . , 𝜆𝑛𝑞) 6 𝐽
∑︁

𝜆𝑟+1,...,𝜆𝑛

1,

для моих целей дают один результат.
Работа оказала большое положительное влияние на все мои последующие занятия теоре-

мами о среднем и тригонометрическими суммами.
1.3. “Оценки тригонометрических сумм особого вида и их приложения”, Докла-

ды АН СССР, т. 137, № 3 (1961), с. 513–514. Прочитал и понял статью И. М. Виноградова
“Новая оценка 𝜁(1 + 𝑖𝑡)”, ИАН 42, 22 (1958), 161–16443. Знал тематику А. Г. Постникова44 об
𝐿-рядах с 𝜒 (mod 𝑝𝑛), 𝑝 > 3 – постоянное. Понял, что Виноградовскую технику можно сюда
перенести, что и сделал. Позднее это же делали Н. Г. Чудаков45, В. Н. Чубариков46 и (ка-
жется) Г. Иванец47. Позднее техника, которую я здесь разрабатывал, получила применение
в других моих работах. Таким образом, это одна из первых работ по теме, которая родила
𝑝-адический метод.

1.4. “Умножение многозначных чисел на автоматах”, Доклады АН СССР,
т. 145, № 2 (1962), с. 293–294 (совместно с Ю. Офманом48). Задачу о сложности умно-
жения двух 𝑛-значных чисел поставил А.Н. Колмогоров. Впервые ее я услышал в 1956 г.
В частности, на одном из заседаний Московского математического общества о ней говорил
Колмогоров (1956 г.). Тогда же он говорил о том, что в “чешской системе счисления”49, т.е.
в системе счисления остаточных классов, сложность умножения равняется 𝑐𝑛 log 𝑛. А. Г. Ви-
тушкин50 заметил, что если бы люди жили в этой системе счисления, то не было бы задачи
Колмогорова; Колмогоров отметил, что система счисления возникла при измерениях, чтобы
сравнивать величины, чего в “чешской системе счисления” сделать нельзя, так как по записи
двух чисел в ней нельзя узнать, какое из них больше.

А. Н. Колмогоров думал, что нижняя оценка сложности есть 𝑂(𝑛2), т.е. “человечество за
много тысячелетий выбрало (создало) оптимальный способ умножения, которым мы пользу-
емся и сейчас”.

Эта задача всегда меня привлекала. Даже летом 1956 г. в г. Грозном я говорил о ней сво-
ему школьному учителю Н. А. Кузьменко51. Осенью 1960 г. А.Н. Колмогоров организовал

39О теореме Виноградова “о среднем” см., например, [7; с. 90], см. также [11; с. 88].
40Hua Lo-keng или Hua Luogeng. См. [13].
41Gaston Tarry. О проблеме Тэрри см., например, [7; с. 26], см. также [11; с. 20].
42Известия АН СССР. Серия математическая.
43См. [14].
44Алексей Георгиевич Постников.
45Николай Григорьевич Чудаков.
46Владимир Николаевич Чубариков, ученик А.А. Карацубы.
47Henryk Iwaniec.
48Юрий Павлович Офман.
49“Чешская система счисления”, аббревиатура CSS, была построена чешскими математиками Антонином

Свободой и Мирославом Валахом в [15].
50Анатолий Георгиевич Витушкин.
51Николай Акимович Кузьменко. Учитель математики и руководитель математического кружка в мужской

средней школе № 6 г. Грозного.
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семинар по кибернетике, на первом заседании которого повторил эту задачу (как и другие).
Неделю я упорно думал над ней, стараясь получить оценку снизу 𝑂(𝑛2). Разбил число на два
блока и фантазировал. Вдруг увидел, что вместо нижней оценки 𝑂(𝑛2) получается верхняя
вида 𝑂(𝑛log2 3). Рассказал Н.М. Коробову (в МИАНе). Он как-то равнодушно отнесся к этому.
После очередного заседания семинара рассказал А. Н. Колмогорову (на квартире у него). Он
сначала не поверил, попросил тут же посмотреть В. М. Тихомирова52. Тихомиров подтвердил,
что все правильно. А. Н. Колмогоров, по-видимому, очень огорчился. На очередном заседа-
нии семинара рассказал о моей работе, и на этом семинар прекратил работу (так расстроился
Колмогоров). Затем он ездил по свету. . . , в Англии рассказал этот результат Эрдешу53, рас-
сказывал многим54 и, наконец, не сообщив мне, опубликовал (и, наверное, сам написал) эту
заметку. Потом в СССР приезжал Штрассен55. . . и сделал56 на этой моей идее57. . . умно-
жение матриц58. Чуть раньше мой результат уточнил А. Тоом59 (ученик О.Б. Лупанова60,
а затем – И. И. Пятецкого61). На Западе эта тематика получила широкое развитие – быстрые
вычисления (например, быстрое преобразование Фурье62 в идейном отношении близко к моей
работе). Есть монография: Д. Кнут, Искусство программирования, т. 2, где (тенденциозно)
описана история возникновения быстрых вычислений63.

* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *

Появился64 т. 3 Избранных трудов А. Н. Колмогорова, 1987 г., М.: Наука; на с. 199 помещен
его доклад на Международном математическом конгрессе в Стокгольме (1962 г.), в котором:
“Обычный школьный рецепт умножения дает лишь

𝑚(𝑠) 4 𝑠2,

а оценки Офмана и Карацубы таковы:

𝑠 4 𝑚(𝑠) 4 𝑠log2 3.“

Таким образом, оценка Офмана: 𝑚(𝑠) < 𝑠, т.е. тривиальность. Бред какой-то.

* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *

В 1967 г. (или около того) я сделал

𝑀(𝑛) = 𝑂(𝑛 log 𝑛 log log 𝑛 log log log 𝑛 . . . (log log . . . log 𝑛⏟  ⏞  
𝑟

)2),

𝑟 > 2 любое; А.Н.65 представил в ДАН66 и спросил, можно ли отправить работу за границу
(рукопись) своим друзьям-коллегам. Я согласился. Затем я обнаружил неточность, которая

52Владимир Михайлович Тихомиров.
53Pál Erdös.
54Открытый А.А. Карацубой метод умножения явился первым быстрым методом, и само его открытие

было удивительным сюрпризом для А.Н. Колмогорова и других специалистов в этой области.
55Volker Strassen.
56В 1969 г.; см. [16].
57В той или иной мере все существующие быстрые алгоритмы используют идею А.А. Карацубы, по крайней

мере в виде используемого в них быстрого умножения.
58Обобщение идеи А.А. Карацубы с умножения чисел на умножение матриц технически нетривиально.
59Андрей Леонович Тоом. См. статью: А.Л. Тоом, “О сложности схемы из функциональных элементов,

реализующей умножение целых чисел”, Докл. АН СССР, 150:2 (1963), 496–498.
60Олег Борисович Лупанов.
61Илья Иосифович Пятецкий-Шапиро.
62Первый алгоритм быстрого преобразования Фурье появился в 1965 г.
63См. [17].
64См. [18].
65А.Н. Колмогоров.
66Доклады Академии наук СССР ; для публикации статьи в этом журнале требуется представление статьи

одним из академиков по специальности.
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достаточно просто исправлялась, забыл на индексы суммирования знак ̸= поставить, огор-
чился и забрал рукопись с представлением А.Н. Вскоре появилась67 работа. . . с этим же
алгоритмом, а в 1971 – . . . новая работа68 (с FFT69).

* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *

1.5. “Аналог проблемы Варинга”, Вестник МГУ, № 1 (1962), с. 38–46. Был второй
год аспирантуры. Н. М. Коробов спросил как-то, чем я хотел бы заниматься: продолжать
тему А. Г. Постникова (𝐿-ряды и т.п., что я уже сделал) или заняться конечными рядами
Фурье и их приложениями к вычислению интегралов. Я выбрал первое. Мне нужны были
задачи (темы) для кандидатской работы. Стал думать. Придумал эту задачу. Мысль такая:
чем короче прогрессия (больше модуль сравнения; модуль может быть любой специфики),
тем “ближе” сравнение к уравнению. Как задачу, так и решение ее придумал сам. Как потом
заметил Н.М. Коробов, “на этой задаче можно учить круговому методу” (просто видно, где
большие дуги и что они дают, а где малые). Эта статья – следующий шаг к 𝑝-адическому
методу.

Осталась незамеченной.

1.6. “Распределение дробных долей многочленов специального вида”, Вестник
МГУ, № 3 (1962), с. 34–38. Продолжение 1.5, т.е. “набирал” на кандидатскую. Поместил
здесь оценку Н.М. Коробова (назвал прямо теорему).

1.7. “Проблема Варинга для сравнения по модулю, равному степени простого
числа”, Вестник МГУ, № 4 (1962), с. 28–38. Задачу придумал летом 1961 г. в г. Грозном
(опять под виноградом в саду, где решил задачу про автоматы). Думал о проблеме Варинга70,
об оценке 𝐺(𝑛), полученной И. М. Виноградовым. Придумал задачу и сразу же – решение.
Главное – точный результат для аналога 𝐺(𝑛). В статье ясно видна идея 𝑝-адического ме-
тода (𝑝-адическая метрика); помогла работа 1.5. Схема решения – Виноградовский метод
оценки 𝐺(𝑛), только в 𝑝-адической форме. Эта работа и породила 𝑝-адический метод в том
виде, который потом помог развить теорию кратных сумм и т.п. Эта работа породила также
работу 1.8.

1.8. “О теореме о среднем”, Доклады АН СССР, т. 149, № 2 (1963), с. 245–248.
Размышляя над работой 1.7 (ее идейной стороной; все время хотел и сейчас хочу найти ис-
тинный порядок 𝐺(𝑛) в проблеме Варинга), вдруг понял, что теорему о среднем И. М. Ви-
ноградова можно делать через сравнения (сдвиг в полной системе приводит к сравнениям).
Это было весной (март) 1962 г. Сразу же написал доказательство. Рассказал Н. М. Коробо-
ву. Он стал ею заниматься также; сообщил, что может сделать какие-то улучшения в дзете и
предложил опубликовать серию работ на эту тему (совместных). Первой и явилась эта статья
(и последней). Я вставил фразу: “По основной идее эта работа близка к работе (3)”, т.е. к 1.7.
Конечно, Н. М. Коробов внес положительный вклад в оформление этой работы; она получи-
лась лаконичной, четкой. Вся техника этой работы (плюс находки и идеи Г.И. Архипова71)
применяется в теории кратных сумм. Это – 𝑝-адический метод в теории тригонометрических
сумм.

67В Германии.
68Арнольда Шёнхаге и Фолькера Штрассена, содержит алгоритм умножения с оценкой сложности

𝑀(𝑛) = 𝑂(𝑛 log 𝑛 log log 𝑛);

см. [19].
69С использованием быстрого преобразования Фурье – Fast Fourier Transforms.
70Edward Waring. О проблеме Варинга см., например, [7; с. 95], см. также [11; с. 94].
71Геннадий Иванович Архипов, ученик А.А. Карацубы.
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На эту тему появилось много вариаций: С.Б. Стечкин72, Э. Бомбьери73, К. Чандрасекха-
ран74, Г. И. Архипов.

Доказательство этой теоремы (в основных технических чертах) совпадает с доказатель-
ством И. М. Виноградова с заменой леммы о попаданиях на лемму о полной системе сравне-
ний. Эта лемма была раньше (1942 г.) сформулирована Ю. В. Линником75. О ее существова-
нии я не знал; доказательства ее также не было в печати. Ю. В. Линник также (1942 г.) дал76

другое доказательство теоремы Виноградова, и также 𝑝-адическое. Но у него в системе урав-
нений неизвестные заранее имеют специальный вид; и в его доказательстве много неясных
мест; оно может быть и ошибочным. Эту идею Линника нельзя провести в жизнь, создавая
теорию кратных сумм. Я же пользуюсь существованием сдвига и с его помощью делаю си-
стему сравнений. Тогда же я подчеркнул, что этот новый 𝑝-адический метод сводит (через
теорему о среднем) вопрос об оценке коротких сумм к вопросу о полных суммах.

1.9. “Тригонометрические суммы специального вида и их приложения”, Из-
вестия АН СССР. Серия математическая, т. 28, № 1 (1964), с. 237–248. Задачу
придумал сам, т.е. увидел, что если записывать Постниковский характер (mod 𝑝𝑛) через
exp, а потом сделать 𝑝-адический сдвиг 𝑥 → 𝑥 + 𝑝𝜆𝑦, то получим exp с показателем ви-
да 𝑓(𝑥) = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑝

𝜆+1𝑥2 + · · · + 𝑎𝑚𝑝
(𝜆+1)(𝑚−1)𝑥𝑚, где (𝑎𝑗 , 𝑝) = 1. Соответствующие

суммы назвал 𝐿-суммами, оценил их с понижением вида 𝑐/𝑟2, приложил к 𝐿-рядам Постни-
кова. Насколько могу понять, это были первые оценки, точность которых возрастала вместе
с возрастанием длины интервала суммирования. При оценках таких сумм пользовался идеей
Виноградова, т.е. 𝑥 → 𝑥 + 𝑝𝜆𝑦𝑧, и понижением степени многочлена за счет выбора 𝜆 (эта
идея идет от Гаусса, Вейля77, Морделла78, Виноградова, Харди79–Литтлвуда80 и была также
у Коробова; см. работу 1.6). Позднее на эту тему несколько работ написал Н. М. Коробов,
а когда он изучал суммы с 𝑓(𝑥) = 𝑔𝑥/𝑝𝑛, которые также являются 𝐿-суммами, то не сослался
даже на мою работу.

1.10. “Приложение № 4” к книге Хуа81. 1964. Обзор. Изложение 𝑝-адического дока-
зательства теоремы о среднем Виноградова, сформулированы результаты по суммам и дзете
Н. М. Коробова и по суммам и 𝐿-рядам – мои (также аналог проблемы Варинга, т.е. рабо-
ты 1.5, 1.7).

1.11. “О системах сравнений”, Известия АН СССР. Серия математическая,
т. 29, № 4 (1965), с. 935–944. Н. М. Коробовым на Съезде82 (4-м) в Ленинграде (1961
г.) была поставлена задача об оценке сверху для числа решений системы сравнений – аналог
теоремы о среднем Виноградова, но для сравнений. Я постоянно размышлял над ней. В общем
виде решить ее не смог. Но построил модули, для которых эта задача решается с нужным
ответом. Этому и посвящена работа. Статья послужила также источником другой – 1.14.
Отрабатывался 𝑝-адический метод.

1.12. “Об оценке числа решений некоторых уравнений”, Доклады АН СССР,
т. 165, № 1 (1965), с. 31–32. Стал думать над проблемой Варинга и оценкой 𝐺(𝑛). Ясно,
что надо было иметь правильную оценку для 𝐼𝑘,𝑛(𝑃 ) – числа решений уравнения

𝑥𝑛1 + · · ·+ 𝑥𝑛𝑘 = 𝑦𝑛1 + · · ·+ 𝑦𝑛𝑘 , 0 < 𝑥𝑖, 𝑦𝑖 6 𝑃.

72Сергей Борисович Стечкин.
73Enrico Bombieri.
74Komaravolu Chandrasekharan.
75Юрий Владимирович Линник.
76См., например, [7; с. 133–134], см. также [11; с. 133–134].
77Hermann Klaus Hugo Weyl.
78Louis Joel Mordell.
79Godfrey Harold Hardy.
80John Edensor Littlewood.
81Хуа Ло-кен. См. [20].
82По-видимому, имеется в виду Четвертый всесоюзный математический съезд 1961 г.
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Поставил себе задачу: получить при заданном 𝑘 возможно лучшее понижение. Это и сделано.
Доказана также аналогичная оценка для “выщербленной” системы уравнений.

1.13. “Системы сравнений и уравнения Варинговского типа”, Доклады АН
СССР, т. 165, № 2 (1965), с. 274–276. Продолжение работы 1.12. Работы 1.12, 1.13 толь-
ко в последние годы83 получили развитие (я + Г.И. Архипов → новая оценка интеграла
И. М. Виноградова).

1.14. “Теоремы о среднем и полные тригонометрические суммы”, Известия АН
СССР. Серия математическая, т. 30, № 1 (1966), с. 183–206. Пытаясь решить задачу
Н. М. Коробова об 𝑁𝑘,𝑛 (см. работу 1.11), придумал задачу об 𝑁𝑘,𝑛(𝑞1, . . . , 𝑞𝑛) для “почти всех”
𝑞1, . . . , 𝑞𝑛 и решил ее. Обнаружилась удивительная связь: тех оценок для “выщербленных”
систем уравнений, которые были получены мной на основе разработанного метода, хватало
для решения этой задачи (для “почти всех”). Эта связь и этот эффект еще ни мной, ни кем
другим до конца не осознан, хотя уже много получено из раздумий над этим (Г. И. Архипов,
В. Н. Чубариков). Н. М. Коробов своих учеников на это направление “пускал”, но не знаю, что
они придумали (В. Быковский84, Соколинский85). В работе используется лемма 4 (Хуа) для
выделения главного члена, которая затем “заиграла” во многих работах (Чубариков, Архипов,
Митькин86 и др.). На Западе этой работы не знают (нет никаких сведений на этот счет).

Над ней стоит еще раз задуматься!

1.15. “Асимптотические формулы для некоторого класса тригонометрических
сумм”, Доклады АН СССР, т. 169, № 1 (1966), с. 9–11. Размышляя над проблемой Ва-
ринга, 𝐺(𝑛), решил получить асимптотику для тригонометрических сумм специального вида
(т.е. хотел понять, как они себя ведут; пусть имеют частный вид, но зато на полном диапазоне
длины – от самых коротких до самых длинных). Теорема 1 сформулирована неправильно –
главный член несколько другой (нет второго слагаемого, см. работу 1.22), хотя следствие из
нее – правильное (оценка суммы). Обобщение этой работы было сделано Н. М. Коробовым87

(даже не теоремы, а следствия из нее, т.е. получены оценки); он вместо 𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥𝑛 рассмотрел
𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥𝑛+𝑎1𝑥

𝑛−1+· · ·+𝑎𝑛−1𝑥 с теми же результатами (опубликовано в Матем. заметках ).
Таким образом, эта работа – начало теории правильного поведения модуля тригонометри-

ческой суммы в зависимости от длины суммирования.

1.16. “Метод тригонометрических сумм и теоремы о среднем”, Математиче-
ские заметки, т. 1, № 1 (1967), с. 99–110. Реферат докторской диссертации, защищенной
в МИАНе (1966 г.), оппоненты И. М. Виноградов, Н. Г. Чудаков, А. И. Виноградов88. Поста-
новки задач в диссертации и результаты.

1.17. “Об оценках полных тригонометрических сумм”, Математические замет-
ки, т. 1, № 2 (1967), с. 199–208. Есть суммы (полные с простым модулем), которые оцени-
ваются лучше, чем по методу А. Вейля89. Класс таких сумм был обнаружен А. Г. Постнико-
вым (из устных сообщений) и опубликован Н. М. Акулиничевым (учеником А. Г. Постникова).
Я стал думать над этим; нашел еще много таких сумм. Далее “почти все” суммы оцениваются
6 𝑐
√
𝑛𝑝. Будет ли так для “всех”? Этот вопрос поставил я и придумал ответ – решение для

больших 𝑛 ≍ 𝑝/ln 𝑝 (отрицательный ответ). Там же поставил задачу: уменьшить значение 𝑛

83Написано в 1985 г.
84Виктор Алексеевич Быковский.
85Владимир Зиновьевич Соколинский.
86Дмитрий Алексеевич Митькин.
87По-видимому, имеется в виду статья: Н.М. Коробов, “Двойные тригонометрические суммы и их прило-

жения к оценке рациональных сумм”, Матем. заметки, 6:1 (1969), 25–34.
88Аскольд Иванович Виноградов.
89André Weil.
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в моей теореме. До сих пор никто результата не усилил, хотя появился ряд статей (Д. А. Мить-
кин, С.А. Степанов90 + А.Г. Постников), где обобщается мой результат и дается (другое?)
доказательство (для сумм символов Лежандра).

Сейчас я думаю, что если 𝑛 6 𝑝1−𝜀, 𝜀 > 0, 𝑝 → +∞, то уже должна быть нетривиаль-
ная оценка полной суммы с многочленом в экспоненте; 𝑝 – простое число. Однако совсем
неожиданно для меня в конечных полях моя гипотеза (тривиальность оценки при 𝑛 > 𝑞0.5+𝜀)
оправдалась; это сделал в 1986 г. В. Зиновьев91, и это идет из теории кодирования! Неиспо-
ведимы пути Господни!

В этой же работе доказал ряд тождеств между суммами Гаусса и суммами с многочленами
в экспоненте (теорема 5). Позднее Н. М. Коробов опубликовал половину этой теоремы (связь
между суммами Гаусса и суммами с показательной функцией) без ссылок на мою теорему. . .

* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *

1.18. “Об одной системе неопределенных уравнений”, Математические заметки,
т. 4, № 2 (1968), 125–128. В статье даю равномерную оценку интеграла 𝐽 (И. М. Виногра-
дова), которая обычно применяется при оценках сумм Г. Вейля, и даю также равномерную
оценку суммы Г. Вейля по старшему коэффициенту. Работа – непосредственное продолжение
работы 1.8 и, конечно, работ И.М. Виноградова по оценкам сумм Г. Вейля.

1.19. “Об одной асимптотической формуле”, Труды московского математиче-
ского общества, т. 18 (1968), с. 77–82. Задачу поставил сам; она продолжает работы 1.5,
1.7, 1.15. Как и в работе 1.15, допущена ошибка (лемма 4), хотя следствие – правильное (как
и теорема статьи). Когда американцы переводили92 эту статью, послал им исправления. Они
их учли, и появился перевод 1.20.

1.20. “On an asymptotic formula”. Перевод 1.19 с моими исправлениями.

1.21. “Суммы характеров и первообразные корни в конечных полях”, Доклады
АН СССР, т. 180, № 6 (1968), с. 1287–1289. Делал доклад на семинаре А. О. Гельфон-
да93 по работе Д. Берджесса94 о его оценке суммы характеров; был 1967 г. Придумал новое
доказательство теоремы Берджесса: сдвиг 𝑥 → 𝑥 + 𝑦𝑧 и 𝑥 → 𝑥𝑦−1 + 𝑧. Рассказал в МИАНе
Н. М. Коробову. Его (как всегда) увлекла эта идея, он стал активно заниматься и даже (как
сказал он) получил улучшение (оказалось – ошибочно, так как на этой идее Берджесс все
получил). Так как ничего нового я сразу не мог получить, то никакой статьи не публико-
вал. Затем сразу появилось две статьи о суммах характеров в конечных полях: Берджесса и
Дэвенпорта95–Льюиса96, где результат Берджесса переносился на поле степени 2 и, со значи-
тельным ухудшением, на поле степени 𝑛 > 2. Я сразу же сделал для любой степени 𝑛 > 2.
Эту идею (дословно) потом использовал Берджесс в своей статье97. . . Развитие идеи этой
работы позволило получить мне все результаты с суммами характеров с простыми числами
(см. ниже). Часто излагаю это в лекциях; Л.П. Постникова98 также читала где-то.

90Сергей Александрович Степанов.
91Виктор Александрович Зиновьев. См., например, статью: В.А. Зиновьев, С.Н. Лицын, “Нижние оценки

полных рациональных тригонометрических сумм”, УМН, 43:1(259) (1988), 199–200.
92Журнал “Труды ММО”, как и другие ведущие математические журналы СССР и России, выходит в двух

вариантах, сначала на русском языке, а затем в переводе на английский.
93Александр Осипович Гельфонд.
94David A. Burgess.
95Harold Davenport.
96Donald John Lewis.
97По-видимому, имеется в виду статья: D.A. Burgess, “A note on character sums over finite fields”, J. Reine

Angew. Math., 255 (1972), 80–82.
98Людмила Петровна Постникова.
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1.22. “О тригонометрических суммах”, Доклады АН СССР, т. 189, № 1 (1969),
с. 31–34. Продолжение работы 1.15. Исправлена теорема и лемма из работы 1.15 и доказана
новая теорема 1 об асимптотической формуле для почти всех сумм 𝑆(𝑎;𝑃, 𝑞) определенного
класса. Приложений (работа) пока не нашла, хотя думал вставить в проблему Варинга.

1.23. “О суммах характеров с простыми числами”, Доклады АН СССР, т. 190,
№ 3 (1970), с. 517–518. На основе идеи работы 1.21 получена новая оценка суммы харак-
теров от последовательности сдвинутых простых чисел, не тривиальная при длине > 𝑞0.5+𝜀.
Задача придумана И. М. Виноградовым (как применение его метода оценок сумм с просты-
ми числами). Кроме И. М., никто серьезно этой проблематикой не занимался. Ю. В. Линник
надеялся применить это к квазиримановой гипотезе (и для 𝐿-рядов), но ничего не вышло.
У И. М. оценка не тривиальна при длине > 𝑞0.75+𝜀.

* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *

1.24. “Об оценках сумм характеров”, Известия АН СССР. Серия математиче-
ская, т. 34, № 1 (1970), с. 20–30. Работа является продолжением работы 1.21. В этой
проблематике важно иметь не только нетривиальные оценки возможно более коротких сумм
характеров, но также и по возможности более точные оценки пусть более длинных сумм (для
теории 𝐿-рядов). Аналогичная работа есть у Берджесса. Я сделал это для конечных полей.
Стоило бы продолжать это направление; никто этого не делал99 (может быть, в Англии бы-
ло?).

1.25. “Суммы характеров с простыми числами”, Известия АН СССР. Серия
математическая, т. 34, № 2 (1970), с. 299–321. Подробное изложение (с полными доказа-
тельствами) работы 1.23. Начало целой серии работ по оценкам сумм слагаемых вида 𝜒(𝑝+ 𝑘).
Надо внимательно все посмотреть и подумать над новыми приложениями этих результатов.
Такая техника и такие идеи должны дать что-то хорошее (кроме того, что уже есть).

1.26. “Распределение произведений сдвинутых простых чисел в арифметиче-
ских прогрессиях”, Доклады АН СССР, т. 192, № 4 (1970), с. 724–727. Задачу при-
думал я, хотя (как потом узнал, мне написал об этом М. Ютила100) она уже была у Ю. В. Лин-
ника, М. Ютилы и других – гольдбаховы числа в арифметических прогрессиях. Задача при-
думана на такую идею: рассмотрим сравнение 𝑢𝑣 + 𝑝 ≡ 𝑙(𝐷). Тогда число 𝐽 его решений
равно

𝐽 =
1

𝜙(𝐷)

∑︁
𝜒

∑︁
𝑢,𝑣

𝜒(𝑢𝑣)
∑︁
𝑝

𝜒(𝑙 − 𝑝).

Выделяя главный член, остаток 𝑅 оценим так:

|𝑅| ≪ max
𝜒 ̸=𝜒0

⃒⃒⃒⃒∑︁
𝑝

𝜒(𝑙 − 𝑝)
⃒⃒⃒⃒

1
𝜙(𝐷)

∑︁
𝜒

⃒⃒⃒⃒∑︁
𝑢

𝜒(𝑢)
⃒⃒⃒⃒2
,

т.е. “бинарная” задача решается по схеме тернарной (пользуемся мультипликативностью за-
дачи). Эту идею с блеском применил М. М. Петечук101 в задаче суммы 𝜏𝑘(𝑛), 𝑛 ≡ 𝑙 (mod 𝑝𝑘),
𝑝 > 3 фиксированное (его кандидатская диссертация102). Совсем недавно (1985 г.) Г. Иванец
и Дж. Фридлендер103 эту идею также использовали в задаче

∑︀
𝜏𝑘(𝑛), 𝑛 ≡ 𝑙 (mod𝐷); Иванец

знал о ней от нас; был у нас на семинаре, и М. Петечук об этом рассказывал. . .
99Написано в 1985 г.

100Matti Jutila.
101Михаил Михайлович Петечук, ученик А.А. Карацубы.
102См., например, статью: М. М. Петечук, “Сумма значений функции делителей в арифметических про-

грессиях с разностью, равной степени нечетного простого числа”, Изв. АН СССР. Сер. матем., 43:4 (1979),
892–908.
103John Benjamin Friedlander.
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Идея очень красивая; она “заиграла” и в других задачах (типа “большого решета”), но пока
яркого ничего (кроме работы Петечука) нет. Надо бы еще подумать!

1.27. “Распределение степенных вычетов и невычетов в аддитивных последо-
вательностях”, Доклады АН СССР, т. 196, № 4 (1971), с. 759–760. Задачу придумал
сам. Задача на идею двойных сумм 𝜒(𝑢 + 𝑣) с возможностью представить 𝑣 в виде 𝑣 = 𝑥𝑦 и
затем 𝜒(𝑢𝑥−1 + 𝑦), т.е. продолжение все той же идеи из 1.21.

Следовало бы продолжить это!

1.28. “Суммы характеров с простыми числами, принадлежащими арифметиче-
ской прогрессии”, Известия АН СССР. Серия математическая, т. 35, № 3 (1971),
с. 469–484. Продолжение исследований, начатых (и придуманных) И. М. Виноградовым
с применением идеи работы 1.21 и ниже. Удалось не только “укоротить” длину суммы, но
и снять ряд ограничений, которые раньше были. В лемме 5 применил такое соображение:
умножая обе части сравнения вида 𝑎( . . . ) ≡ 𝐵 (mod𝐷) на подходящее 𝑏, делал число 𝑎𝑏,
𝑎𝑏( . . . ) ≡ 𝑏𝐵(𝐷), 𝑎𝑏 ≡ 𝑐 (mod𝐷), 𝑐 6

√
𝐷, т.е. “загонял” неудобные числа в “малый” интервал.

Работа в техническом отношении сложная, но хорошо отработана. Тема и результаты – наши,
нашей школы теории чисел.

1.29. “Об одной арифметической сумме”, Доклады АН СССР, т. 199, № 4 (1971),
с. 770–772. Задачу придумал я. Задача на применение идеи работы 1.26 плюс оценки сумм
характеров специального вида. Продолжений не видел.

Следовало бы продолжить!

1.30. “Оценки тригонометрических сумм методом И.М. Виноградова и их при-
менения”, Труды МИАН СССР, т. 112, 1971, с. 241–255. Давно была задумка написать
статью об оценке тригонометрических сумм с 𝐹 (𝑥), зная поведение 𝐹 (𝑘)(𝑥), 𝑘 = 𝑘1, . . . , 𝑘𝑟.
Оценка была, но не было приложений. Посмотрел Е.К. Титчмарша104 “Теорию дзеты”105,
нашел высокие моменты и проблему делителей Дирихле. Увидел, что из оценки И. М. Вино-
градова дзеты вида

𝜁(𝜎 + 𝑖𝑡) = 𝑂(|𝑡|𝑐(1−𝜎)3/2
log |𝑡|), |𝑡| > 2,

можно сильно улучшить упомянутые результаты (моменты и Дирихле106). Доказательства
очень простые, но результаты впечатляют. Так появилась статья. Еще в ней есть оценка
суммы с быстро растущей 𝐹 (𝑥). Результаты статьи, идеи ее и продолжение исследований были
у нас (Ёдгоров107, Пантелеева108), в Японии, в Югославии (Ивич109) и др. В 1985 г. А. Ивич
прислал книгу “The Riemann zeta function”, 1985 г. издания110. В ней на с. 382 говорится
о статье H. E. Richert111, “Einführung in die Theorie der Starken Riszschen Summierbarkeit von
Dirichletreihen”, Nachr. Akad. Wiss. Göttingen Math. Phys. (1960), 17–75, где получен результат

∆𝑘(𝑥) = 𝑂(𝑥𝛼𝑘+𝜀), 𝛼𝑘 6 1− 𝐶𝑘−2/3,

и написано, что я его передоказал в 1971 г., т.е. в настоящей работе. Я посмотрел статью
Рихерта. Действительно, там есть этот результат, но о нем, по-видимому, никто никогда не
знал. И доказан он на 60 страницах, у меня же – на трех страницах. Мою работу сразу же

104Edward Charles Titchmarsh.
105См. [21].
106То есть оценку остаточного члена в асимптотической формуле для суммы функций 𝜏𝑘(𝑛), 𝑛 6 𝑥, где

𝜏𝑘(𝑛) – число представлений 𝑛 в виде произведения 𝑘 сомножителей.
107Ж. Ёдгоров.
108Елена Ивановна Пантелеева-Деза.
109Aleksandar Ivić.
110По-видимому, имеется в виду книга: A. Ivić, “The Riemann Zeta-Function”, John Wiley and Sons, New York,

1985.
111Hans-Egon Richert.
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стали уточнять, развивать, о работе же Рихерта не было никаких упоминаний. Наверное, де-
лал он “через голову”, моя же идея очень проста: оценка дзеты в окрестности прямой Re 𝑠 = 1
используется прямо и только.

Таким образом, нечаянно обидел Рихерта, не сослался на него, так как не знал работы.
При первом же удобном случае надо исправить эту оплошность.

Исправил (1995, Springer).
Говорил с Рихертом об этом в Обервольфахе112; в издании Springer-Verlag моего учебни-

ка113 “Основы аналитической теории чисел, 2-е изд.”, в задачах указан результат Рихерта и
его работа.

1.31. “Проблема делителей Дирихле в числовых полях”, Доклады АН СССР,
т. 204, № 3 (1972), с. 540–541. Посмотрел, куда еще можно применить идеи работы 1.30.
Прочитал работу Э. Ландау114 1912 г. и все результаты ее усилил соответствующим образом.

1.32. “Равномерная оценка остаточного члена в проблеме делителей Дирихле”,
Известия АН СССР. Серия математическая, т. 36, № 3 (1972), с. 475–483. Задачу
(равномерную оценку остатка) придумал сам. Хотел через получаемую асимптотику вывести
асимптотический закон распределения простых чисел. Сама работа получилась интересной.
Нашла применения также лемма 1 в других работах (на нее ссылаются). Ее в основном и
цитируют на Западе.

1.33. “О некоторых проблемах теории простых чисел, связанных с методом
И. М. Виноградова”, Труды МИАН СССР, т. 132, 1973, с. 257–261. Доклад, про-
читанный мной на пленарном заседании Международной конференции 1971 г., посвященной
80-летию И.М. Виноградова. Передо мной доклад читал Э. Бомбьери. С идейной стороны
отображен метод Виноградова оценок сумм слагаемых 𝜒(𝑝 + 𝑘) и полученные здесь резуль-
таты. Все это очень нравилось Ю.В. Линнику.

1.34. “Об оценках снизу сумм характеров от многочленов”, Математические
заметки, т. 14, № 1 (1973), с. 67–72. Продолжение (перенесение на суммы символов Ле-
жандра) работы 1.17. Был ряд “продолжателей” (Д. А. Митькин, С. А. Степанов), которые
ничего нового не сделали. Совсем недавно В. Зиновьев получил в конечных полях то, что
я хотел: полная сумма почти тривиально оценивается, если 𝑛 = 𝑞0.5−𝜀. Сама же моя гипотеза
для полей степени 1, наверное, не верна. Думаю, что если 𝑓 ̸≡ 𝑔2 (mod 𝑝), степень 𝑓 равна
𝑛 6 𝑝1−𝜀, 𝑝→∞, то

∑︀𝑝
𝑥=1(𝑓(𝑥)/𝑝) = 𝑜(𝑝); 𝑝 – простое число.

Может, все это пригодится в теории кодов; по крайней мере В. Зиновьев и другие этим
активно занимаются и смотрят как “кодировщики”.

Сейчас (1997 г.) Л. А. Бассалыго115 и В. А. Зиновьев в конечных полях получили, что
оценка А. Вейля является точной, т.е.

|𝑆| = (𝑛− 1)
√
𝑞.

Сумма в конечном поле сводится к обычной прямой сумме с квадратным многочленом в экс-
поненте, последняя же точно вычисляется (сумма Гаусса) и получается точный результат.

112Математический исследовательский институт на юге Германии, где проводятся математические конфе-
ренции по отдельным дисциплинам; А.А. Карацуба посещал Обервольфах в 1986 г., в 1988 г. и в 1991 г.
113См. [8].
114Edmund Landau. По-видимому, имеется в виду работа E. Landau, “Über die Anzahl der Gitterpunkte in

gewissen Bereichen”, Nachr. Akad. Wiss. Gottingen Math. Phys., 6 (1912), 687–771.
115Леонид Александрович Бассалыго. См., например, статью: Л.А. Бассалыго, В.А. Зиновьев, “Многочле-

ны специального вида над конечным полем с максимальным модулем тригонометрической суммы”, УМН,
52:2(314) (1997), 31–44.
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Том 2

2.1. “Среднее значение модуля тригонометрической суммы”, Известия АН
СССР. Серия математическая, т. 37, № 6 (1973), с. 1203–1227. В одном из разго-
воров с С. Б. Стечкиным возник вопрос об упрощенной верхней границе 𝐽 , равномерной по
всем параметрам. Насколько помню, мечтой С. Б. Стечкина и была оценка116 (2). . .

В работе есть несколько интересных соображений, в частности лемма 9, теорема 2. Позднее
соображения, примененные при доказательстве теоремы 3, были использованы Г.И. Архипо-
вым и В.Н. Чубариковым в работах по теории кратных сумм.

* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *

2.2. “Суммы характеров по последовательности сдвинутых простых чисел и их
применения”, Математические заметки, т. 17, № 1 (1975), с. 155–159. Доклад, кото-
рый я прочитал на Всесоюзной конференции по теории чисел в Вильнюсе (май, 1974 г.). Исто-
рия оценок сумм характеров, арифметические задачи, связанные с этим, задачи И. М. Вино-
градова, его гипотезы, последние достижения, мои результаты. Объяснены идейные истоки,
позволившие продвинуться в этих вопросах.

2.3. “О некоторых проблемах современной аналитической теории чисел”, Ма-
тематические заметки, т. 17, № 2 (1975), с. 341–350. Доклад, который я прочитал на
годичном собрании Отделения математики АН СССР (зима, 1974 г.). Здесь рассказано о мно-
гомерной проблеме делителей Дирихле, моих результатах, а также о работе 2.2.

2.4. “О некоторых арифметических задачах с числами, имеющими малые про-
стые делители”, Acta Arithmetica, Vol. 27 (1975), p. 489–492. Этот том был посвящен
памяти Ю. В. Линника. В статье сформулированы теоремы, которые продолжают исследова-
ния Линника. Эти теоремы я неоднократно обсуждал с Линником, который хорошо понимал
арифметику проблемы Варинга и все, что с ней связано. Развитие этой тематики неожиданно
проявилось в моей работе 3.19.

2.5. “Тригонометрические суммы и их применения”, Proceedings of the Inter-
national Congress of Mathematicians (Vancouver, 1974), Vol. 1, 1975, p. 365–368.
Доклад, который . . . я не смог прочитать, так как не был в Ванкувере. Короткое общее
соображение о задачах типа задач работы 2.4 и идейные истоки, позволившие продвинуться
в многомерной проблеме делителей.

2.6. “Experimente mit Automaten”, Elektronische Informationsverarbeitung und
Kybernetik, Band 11 (1975), 611–612. Короткий доклад по моей работе 1.1; хотел еще
раз подчеркнуть, что задачу решил я. . . Там же сформулировал задачу: получить нижнюю
оценку вида

𝑓𝐴(𝑛, 2, 2) >
(𝑛− 1)(𝑛− 2)

2
+ 1.

Доклад прочитан в Берлине (первый раз был за границей) на международном симпозиуме
по кибернетике117. Решена ли моя задача – не знаю.

116То есть оценка
𝐽 = 𝐽𝑘,𝑛(𝑃 ) 6 𝑒𝑐𝑛3 log 𝑛𝑃 2𝑘−(𝑛2+𝑛)/2,

где 𝐽 – интеграл Виноградова, 𝑛 > 2, 𝑃 > 1, 𝑘 > 𝑐1𝑛2 log 𝑛 и 𝑐 > 0, 𝑐1 > 0 – абсолютные постоянные.
117International Symposium “Diskrete Mathematik und Anwendungen in der Mathematischen Kybernetik”, Berlin,

1974.
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2.7. “Berechnungen und die Kompliziertheit von Beziehungen”, Elektronische
Informationsverarbeitung und Kybernetik, Band 11 (1975), s. 603–606. См. работу 2.6.
Рассказал о проблематике быстрых вычислений, о том, что основной идейный толчок в этой
области был дан моей работой 1.4, что затем только развивали мою идею, не внося принци-
пиально новых соображений. . . , о работах Ю. В. Бендерского118 (деление, извлечение корня)
и сформулировал задачу о быстром вычислении (простейших) трансцендентных функций.
С помощью АГС119 задачу решил Р. Брент120(R. P. Brent, “Fast Multiple-Precision Evaluation
of Elementary Functions”, ACM, 23:2 (1976), 242–251), причем как само собой разумеющееся
говорил о задаче (хотя четко она была поставлена у меня и Бендерского121), об итеративном
методе (все из моего доклада), но не сослался на мой доклад122.

* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *

Вся тематика быстрых вычислений грешит такими “ссылками”.

* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *

Принципиально новый метод (метод БВЕ123) и принципиально новые результаты получены
здесь Е. А. Карацубой (1989–2002 гг.). Все опубликовано, реализовано в виде программ.

2.8. “Об одной системе сравнений”, Математические заметки, т. 19, № 3 (1976),
с. 389–392. В. Н. Чубариков (был аспирантом) сдавал отчет по работам Ю. В. Линника; рас-
сказывал (меня в то время интересовала проблема Гильберта–Камке124, которую потом решил
Г.И. Архипов) работу125 Линника из УМН, 14:3 (1959), 153–160; был при этом С. М. Воро-
нин126. Вдруг видим ошибку в работе Линника. Исправить не можем, и на этой ошибке
принципиально построено все доказательство. Даю Чубарикову месяц-два на исправление,
на то, чтобы нашел правильное доказательство. Не получилось. Злюсь, ругаю его. Решил
сам посмотреть, шел из МИАНа рассерженный на Володю, на задачу; около угла к автобусу
№ 57 сообразил, как ее сделать. Дома все оформил; правильно. Так появилась теорема. Ее
чуть уточнил (константу) К.К. Марджанишвили127. Г. И. Архипов (а потом В.Н. Чубариков)
пользовались ею и ее идеями в своих исследованиях по Гильберту–Камке и простым числам.

2.9. “О распределении значений неглавных характеров”, Труды МИАН СССР,
т. 142 (1976), с. 156–164. Издавали сборник, посвященный 85-летию И. М. Виноградова.
Мне хотелось написать статью, прямо продолжающую исследования И. М. Посмотрел его
работы; увидел 𝜒(𝑤+ 𝑘), 𝑤 = 𝑝1 · · · 𝑝𝑟. Сделал подобно работам 1.23, 1.25, 1.26, 1.28. Техника
и идеи – из этих же работ. В 1985 г. Гавхар Негматова128 продолжила эти работы (Докл. АН
Тадж. ССР, 28:4 (1985), 193–197), защитила кандидатскую диссертацию.
118Юрий Викторович Бендерский, ученик А.А. Карацубы, написавший под его руководством дипломную

работу на механико-математическом факультете МГУ; в настоящее время живет и работает в г. Иерусалиме.
119Метод АГС – это метод арифметико-геометрических средних Гаусса.
120Richard Pierce Brent.
121См. статью: Ю.В. Бендерский, “Быстрые вычисления”, Доклады Академии Наук СССР, 223:5 (1975),

1041–1043.
122Доклад был сделан А.А. Карацубой в 1974 г. в Берлине на международном симпозиуме “Diskrete

Mathematik und Anwendungen in der Mathematischen Kybernetik”.
123Метод БВЕ – это метод быстрого вычисления 𝐸-функций, который дает возможность вычислять

𝐸-функции Зигеля и, в частности, exp(𝑥) для любого аргумента 𝑥 со сложностью, близкой к оптимальной.
124Проблемой Гильберта–Камке называется круг задач, связанных с исследованием вопроса об одновремен-

ном представлении натуральных чисел суммами ограниченного числа натуральных слагаемых соответству-
ющего вида. David Hilbert. Erich Kamke. См. статьи: D. Hilbert, “Beweis für die Darstellbarkeit der ganzen
Zahlen durch eine feste Anzahl 𝑛-ter Potenzen (Waringsches Problem)”, Math. Ann., 67 (1909), 281–300; E. Kamke,
“Verallgemeinerungen des Waring–Hilbertschen Satzes”, Math. Ann., 83:1-2 (1921), 85–112.
125Имеется в виду работа: Ю.В. Линник, “Некоторые замечания об оценках тригонометрических сумм”,

УМН, 14:3(87) (1959), 153–160.
126Сергей Михайлович Воронин, ученик А. А. Карацубы.
127Константин Константинович Марджанишвили.
128Гавхар Дехкановна Негматова, ученица А. А. Карацубы.
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2.10. “Верхняя граница модуля кратной тригонометрической суммы” (совмест-
но с Г. И. Архиповым и В.Н. Чубариковым), Труды МИАН СССР, т. 143 (1977),
с. 3–31. Это 2-й том к 85-летию И. М. Виноградова. Г.И. Архипов своей работой129 (Ма-
тем. заметки, 17:1 (1975), 143–153) положил начало теории кратных тригонометрических
сумм (КТС). Задачу построения такой теории поставил я; ее решил Г. И., причем первые свои
сообщения он так плохо делал (на моем семинаре), что я долго не мог понять и поверить,
что все правильно. Потом понял. Г.И. и В. Н.130 опубликовали совместную работу по КТС
в ИАН131 (1976 г.). Стали поступать сообщения, что в эту тематику встревает Н.М. Коро-
бов (как всегда!) и вставляет еще свою ученицу. Боясь, что все “уплывет”, если активно не
заняться КТС, я предложил Г.И. и В. Н. вместе заняться этой темой и написать совмест-
ную статью. Так появилась эта работа. Она очень “сырая”. Большую ее часть написал В. Н.,
я и Г. И. только “контролировали”. В ней немало огрехов; в частности, обозначение на с. 4
(
∑︀
· · ·
∑︀∑︀

), придуманное “не от хорошей жизни” и переписанное затем “последователями”.
Тем не менее статья была первой в серии работ, составивших фундамент теории КТС. В ней
есть ряд оригинальных утверждений.

2.11. “Распределение значений символов Лежандра от многочленов с простыми
числами”, Доклады АН СССР, т. 238, № 3 (1978), с. 524–526. Занимаясь суммами
характеров, постоянно думал о сдвиге 𝑥→ 𝑥+𝑦𝑧 → 𝑥𝑦−1 +𝑧. Пытался воспользоваться этим,
чтобы оценить короткую сумму

∑︀
𝑥 𝜒(𝑓(𝑥)), 𝑓 – многочлен; ничего это не дало; однако когда

посмотрел
∑︀
𝑝6𝑌 𝜒(𝑓(𝑝)), то получилась нетривиальная оценка при 𝑌 > 𝑞0.75+𝜀 (т.е. длина

меньше 𝑞 и ровно то, что было у И.М. для 𝜒(𝑝 + 𝑘)); правда, оценка из гипотезы, еще не
доказанной. Без всяких гипотез, т.е. безусловный, результат получен для 𝑓 второй степени. На
это также мне указал в письме А.И. Виноградов. Получился ряд арифметических следствий.

Считаю эту работу одной из лучших во всей теории характеров.

2.12. “Суммы символов Лежандра от многочленов второй степени с простыми
числами”, Известия АН СССР. Серия математическая, т. 42, № 2 (1978), с. 315–
324. Подробное изложение работы 2.11. Перенесена Г. Негматовой на 𝑤 = 𝑝1 · · · 𝑝𝑘. Очень
важная и хорошая тема и работа.

2.13. “Об интеграле И. М. Виноградова” (совместно с Г. И. Архиповым), До-
клады АН СССР, т. 239, № 4 (1978), с. 764–765. Была моя старая идея делать теорему
о среднем для малых 𝑘. Прикидки давали что-то новое. Предложил Г.И. посмотреть эту идею
внимательно. И вдруг он заявляет, что получается

𝑃 𝑘 ≪ 𝐽 ≪ 𝑃 𝑘(1+𝜀), 1 6 𝑘 6 𝜀2𝑛2.

Для меня это было полной неожиданностью. Вместо 𝑃 2𝑘−𝑐𝑘, 𝑐 < 1, 𝑐 – постоянная, получилось
𝑐 = 1 + 𝑂(𝜀). Мы с Г. И. Архиповым опубликовали статью; развивали далее эту идею. Позд-
нее ученик Н. М. Коробова Соколинский “проехал” по этой работе. Сейчас (1986 г.) ученица
Г.И. Архипова Оля Тырина132 довела идею и утверждения до совершенства.

2.14. “Новая оценка интеграла И. М. Виноградова” (совместно с Г. И. Архипо-
вым), Известия АН СССР. Серия математическая, т. 42, № 4 (1978), с. 751–762.
Подробное изложение работы 2.13. Очень отработано изложение теоремы о среднем (про-
стейшая ситуация в общей теореме). Этим изложением я часто пользуюсь. Сама теорема
о среднем в таком изложении – одна из красивейших теорем математики.

129Имеется в виду работа: Г.И. Архипов, “Теорема о среднем значении модуля кратной тригонометрической
суммы”, Матем. заметки, 17:1 (1975), 143–153.
130Г. И. Архипов и В.Н. Чубариков.
131Имеется в виду статья: Г.И. Архипов, В.Н. Чубариков,“Кратные тригонометрические суммы”, Изв. АН

СССР. Сер. матем., 40:1 (1976), 209–220.
132Ольга Васильевна Тырина.



Комментарии к моим работам, написанные мной самим 23

2.15. “Точная оценка числа решений одной системы диофантовых уравнений”
(совместно с Г. И. Архиповым и В. Н. Чубариковым), Известия АН СССР. Серия
математическая, т. 42, № 6 (1978), с. 1187–1226. Продолжение 2.10 и одна из самых пол-
ных (по теореме о среднем для КТС) работ. Если теорема о среднем для тригонометрических
сумм – одна из лучших теорем, то теорема 1 этой статьи – сверхлучшая; ее доказательство,
доказательство основной леммы и леммы о полной системе сравнений – блеск. Все уже мы
отработали (сидели на кафедре133 и предложение за предложением, последовательно отраба-
тывая, писали статью). В таком виде теорема о среднем вошла в монографию134. Теорема 2 –
аналог (для кратного случая) теоремы работы 2.1. Здесь же – оценки снизу, которые пока-
зывают точность результата. Ничего подобного в мире не было (по сложности и красоте).

2.16. “Асимптотика одной арифметической суммы”, Математические заметки,
т. 24, № 6 (1978), с. 737–740. Работа родилась из работ 1.29 и 2.12. Придумал задачу я,
написал. Хотя и любопытная работа, но продолжений пока нет. Стоило бы подумать о про-
должении!

2.17. “Распределение дробных долей многочленов от нескольких переменных”
(совместно с Г.И. Архиповым и В. Н. Чубариковым), Математические заметки,
т. 25, № 1 (1979), с. 3–14. Приложение нашей теории КТС. Оригинальной является теоре-
ма 1 о совместном распределении и теорема 3 о дробных долях при условии, что переменные
еще где-то лежат135. Вся статья – плод раздумий над задачами, которые есть в теории КТС
и которых нет в теории сумм Г. Вейля (однократных).

Это направление еще получит свое развитие. К простым числам все это уже применено
В. Н. Чубариковым136. Но много здесь еще не додумано и не сделано.

2.18. “Показатель сходимости особого интеграла проблемы Терри” (совместно
с Г. И. Архиповым и В.Н. Чубариковым), Доклады АН СССР, т. 248, № 2 (1979),
с. 268–272. В МИАНе (≈ 1978 г.) ко мне неоднократно подходил сотрудник Ю. В. Прохоро-
ва137 Резо Гамкрелидзе138 с вопросами об оценке тригонометрических интегралов – простых
и кратных. К тому времени имел свои оригинальные оценки В. Н. Чубариков. Я стал снова
думать об интегралах, “завел” Г.И. Архипова и В. Н. Чубарикова на решение старой задачи
Хуа Ло-кена о показателе сходимости. Вроде, все должно было получиться, но не получалось
до конца. Неоднократно втроем сидели на кафедре и думали над задачей. Выход (и решение)
нашел Г. И. Архипов, который понял, что для решения нужно (см. лемму139), и это сразу же
было сделано.

Теорема, а также лемма – очень хорошие утверждения, которые еще найдут применения, и
не только в аналитической теории чисел. Ю. В. Прохоров неоднократно (в разных докладах)
упоминал об этих исследованиях (им все это надо для статистики и вероятности).

133На механико-математическом факультете МГУ им. М.В. Ломоносова, где все они преподавали.
134См. [5], см. также [7], [11].
135То есть при условии, что переменные 𝑥1, . . . , 𝑥𝑟 принимают значения, принадлежащие некоторой облас-

ти Ω𝑟.
136См., например, статью: В.Н. Чубариков, “Оценки кратных тригонометрических сумм с простыми числа-

ми”, Изв. АН СССР. Сер. матем., 49:5 (1985), 1031–1067.
137Юрий Васильевич Прохоров.
138Николай Георгиевич Гамкрелидзе.
139Лемма. Пусть 𝑛 > 1, 𝑓(𝑥) = 𝛼𝑛𝑥𝑛 + · · ·+ 𝛼1𝑥,

𝛽𝑟(𝑥) =
1

𝑟!
𝑓 (𝑟)(𝑥), 𝑟 = 1, . . . , 𝑛, 𝐻 = 𝐻(𝛼𝑛, . . . , 𝛼1) = min

06𝑥61

𝑛∑︁
𝑟=1

|𝛽𝑟(𝑥)|1/𝑟.

Тогда для интеграла 𝐽 =
∫︀ 1
0 exp[2𝜋𝑖 𝑓(𝑥)] 𝑑𝑥 справедлива оценка

|𝐽 | 6 min(1; 6𝑒𝑛3𝐻−1).
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Сейчас (1997 г.) Д.А. Попов140 применил наши оценки в томографии и кратных рядах
Фурье.

2.19. “Тригонометрические интегралы” (совместно с Г. И. Архиповым и В. Н.
Чубариковым), Известия АН СССР. Серия математическая, т. 43, № 5 (1979),
с. 971–1003. Полное изложение работы 2.18 и еще перенесение на кратный случай. Кратный
случай не сделан полностью. Остались нерешенными задачи о показателе сходимости для
кратных интегралов. Здесь должна быть своя красивая и стройная теория (может оказаться
очень сложной), она еще не создана. Наша статья – первый шаг здесь. Мы ставили общую
задачу (в статье), но пока нет никаких сдвигов (принципиальных). Думаю, что эта теория
найдет применения в приложениях. Выяснилось, что подобные, но более слабые и “сырые” ре-
зультаты были получеы статистиками С. М. Садиковой141, В. В. Юринским142; они опирались
на Ван дер Корпута143. Наши же соображения – аналог Виноградовской идеи о попадани-
ях144 (или Эйлеровской – об 𝑢-числах в проблеме Варинга) – линейная система уравнений
с большим определителем (см. лемма 1).

В статье много идей, которые стоило бы развивать дальше!

2.20. “Об одной системе диофантовых уравнений” (совместно с Г.И. Архипо-
вым и В. Н. Чубариковым), Доклады АН СССР, т. 252, № 2 (1980), с. 275–276.
Развитие теории КТС. Сформулирована теорема о среднем, которая учитывает длину изме-
нения каждой переменной по существу. Здесь – оригинальная идея “выбирать” неизвестные
в количестве, пропорциональном длине его изменения145. Идею, вроде, предложил я; техни-
ческое осуществление сделано Г. И. Архиповым и В. Н. Чубариковым.

2.21. “Равномерные оценки кратных тригонометрических сумм” (совместно
с Г. И. Архиповым и В.Н. Чубариковым), Доклады АН СССР, т. 252, № 6 (1980),
с. 1289–1291. Приложение работы 2.20 к оценкам соответствующих сумм. Оригинальной
является лемма о кратности пересечений, доказанная Г. И. Архиповым.

2.22. “Кратные тригонометрические суммы и их приложения” (совместно с Г.И.
Архиповым и В.Н. Чубариковым), Известия АН СССР. Серия математическая,
т. 44, № 4 (1980), с. 723–781. Полное изложение работ 2.20, 2.21 и еще многое другое.
Задачу поставили мы сами в своей монографии146 (Тр. МИАН, 151 (1980)). В статье даем
ее решение. Много интересных находок: лемма 2 (Г. И. Архипов) и все другие леммы (над
каждой стоит еще подумать и посмотреть ее дальнейшее развитие), теорема 1, оценки снизу,
леммы о кратности пересечений и леммы 7 и 8 (Г.И. Архипов), лемма 10 (Г. И. Архипов и
В. Н. Чубариков). Есть также здесь и приложения. Статью следует внимательнейшим обра-
зом еще раз посмотреть, обдумать и развивать дальше. Много еще здесь можно сделать.

Том 3

3.1. “О расстоянии между соседними нулями дзета-функции Римана, лежащи-
ми на критической прямой”, Труды МИАН СССР, т. 157 (1981), с. 49–63. Был

140Дмитрий Александрович Попов. См., например, статью: Д.А. Попов, “Восстановление характеристических
функций в двумерной радоновской томографии”, УМН, 53:1(319) (1998), 115–198.
141Светлана Михайловна Садикова.
142Вадим Владимирович Юринский.
143Johannes van der Corput. Имеется в виду “лемма Ван дер Корпута”, см. статью: J.G. Van der Corput,

“Zahlentheoretische Abschätzungen”, Math. Ann., 84 (1921), 53–79.
144О лемме “о попаданиях” cм., например, [7; с. 87], см. также [11; с. 85].
145Чтобы правильно учесть вклад каждой переменной в общее число решений системы уравнений, каж-

дая переменная разбивается на арифметические прогрессии с разностью, равной степени простого числа и
пропорциональной длине интервала изменения этой переменной.
146См. [5].
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первый раз в Чехословакии (1975 г.); поехал в Братиславу; Бржетислав Новак147 советовал
обратить внимание на оригинального математика там – Я. Мозера148. Познакомился с Яном
Мозером. Затем появилась его работа149 (1976 г., 1979 г.) о существенном улучшении резуль-
тата Харди–Литтлвуда (нуль 𝜁(1/2 + 𝑖𝑡) на (𝑇, 𝑇 + 𝐻), 𝐻 = 𝑇 1/6+𝜀 вместо 𝐻 = 𝑇 1/4+𝜀).
В ней была неточность; обнаружил ее С.М. Воронин на моем семинаре. Затем делал доклад
Г.И. Архипов. Мы поняли, как исправить работу, оставаясь в круге тех же идей. Написал
Я. Мозеру. Исправляя его работу, увидел, как ее уточнить (𝐻 = 𝑇 5/32+𝜀), но не хотел публи-
ковать, хотя была в этой работе одна оригинальная мысль (специальные тригонометрические
суммы → переворот → оценка).

Издавали юбилейный сборник Трудов (90-летие И. М. Виноградова). Решил поместить эту
оценку и придумал (и решил) задачу о нулях 𝑍(𝑘)(𝑡). Получил (обнаружил) эффект “сбли-
жения” нулей, или эффект “осцилляции” 𝑍(𝑡). Позднее (с подачи, по-видимому, Х. Монтго-
мери150) нулями 𝜁(𝑘)(1/2 + 𝑖𝑡) занялся его ученик Б. Конри151. . . Потом улучшениями (без
дополнительных идей) занимался А. Ивич (со своей версией истории этого вопроса).

Эта работа научила меня дзете; она – первая моя работа по дзете.
Идея Я. Мозера об использовании оценок тригонометрических сумм (недиагональные чле-

ны) является основной в этом круге проблем.
3.2. “Об одной задаче с простыми числами”, Доклады АН СССР, т. 259, № 6

(1981), с. 1291–1293. Вдруг увидел, что задача И. И. Пятецкого-Шапиро [𝑛𝑐] = 𝑝 порождает
целый круг задач типа [𝑛𝑐] = 𝑚2 и т.п.; однако обнаружил, что этой темой уже занимались
(в частности, Б.И. Сегал152 рассмотрел [𝑛𝑐] + [𝑚𝑐] = 𝑁). Тем не менее сделал теорему 𝑝𝑟 =
[𝑛𝑐], 𝑟 > 1, и аддитивную задачу 𝑝𝑟 + [𝑛𝑐] = 𝑁 . Эти теоремы самые малые по плотности.
В настоящее время этим будет заниматься С. Гриценко153.

3.3. “О локальном представлении нуля формой” (совместно с Г. И. Архиповым),
Известия АН СССР. Серия математическая, т. 45, № 5 (1981), с. 948–961. Г.И. Ар-
хипов сделал154 проблему Гильберта–Камке (1980 г.). Я обратил его внимание на схожесть
с гипотезой Артина155 о локальном представлении нуля формой. Он сказал, что думал на эту
тему, но ничего не вышло. Предложил подумать вместе. Этим занимались майские праздни-
ки (1981 г.). Узнали, что гипотеза Артина уже опровергнута. Через три дня после упорных
усилий (тыканий и блужданий) придумали свое (было это в Ленинке156). Сразу поняли, что
все дело в “выщербленных” системах сравнений, долго не могли доказать (2 дня) основную
лемму, а потом придумали157.

В Минске ученик В. Г. Спринджука158 занялся и сделал то, что мы не доделали, но могли
сразу сделать. Поняв, что эта “доделка” нам “выйдет боком”, послали заметку в УМН159

(1982 г.).

* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *
147Bretislav Novak, профессор Карлова университета в Праге, один из самых близких друзей А.А. Карацубы

на протяжении всей жизни, со времени их совместного обучения в аспирантуре мехмата МГУ.
148Ján Mózer.
149Имеется в виду работа: Ян Мозер, “Об одной теореме Харди–Литтлвуда в теории дзета-функции Римана”,

Acta Arith., 31 (1976), 45–51; Добавление, Acta Arith., 35 (1979), 403–404.
150Hugh Lowell Montgomery.
151John Brian Conrey.
152Бенцион Израилевич Сегал.
153Сергей Александрович Гриценко, ученик А.А. Карацубы.
154См., например, статью: Г.И. Архипов, “О проблеме Гильберта–Камке”, Изв. АН СССР. Сер. матем., 48:1

(1984), 3–52.
155Emil Artin. О гипотезе Артина cм., например, [7; с. 338], см. также [11; с. 361].
156Российская государственная библиотека, с 1925 г. по 1992 г. Государственная библиотека СССР им.

В.И. Ленина.
157Результаты были опубликованы в работе [22].
158Владимир Геннадьевич Спринджук.
159См. [23].
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Потом еще были публикации на Западе на эту тему. . . З. И. Боревич160 и И. Р. Шафаре-
вич161 поместили нашу теорему в 3-е издание162 своей “Теории чисел”, 1985 г.

* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *

3.4. “О представлении нуля формой в поле 𝑝-адических чисел” (совместно
с Г.И. Архиповым), Доклады АН СССР, т. 262, № 1 (1982), с. 11–13. Краткое
изложение результатов работы 3.3.

3.5. “Об одной задаче теории сравнений” (совместно с Г.И. Архиповым), Успе-
хи математических наук, т. 37, № 5(227) (1982), с. 161–162. Статья написана вдогонку
к работе 3.4. Опубликовали быстро, и этому помог А. А. Мальцев163. Тем не менее, на За-
паде стараются эту работу не заметить. . . Остались нерешенными наши задачи (гипотезы).
Стоило бы заняться ими!

3.6. “Особые случаи теории кратных тригонометрических сумм” (совместно
с Г. И. Архиповым и В.Н. Чубариковым), Известия АН СССР. Серия матема-
тическая, т. 47, № 4 (1983), с. 707–784. Принципиально новая тема теории КТС (в од-
нократных ничего похожего нет). Переменные могут существенно отличаться друг от друга
(сильно отличаются длины промежутков их изменения). Например, двукратная сумма по су-
ществу может быть однократной. И все это надо уловить. Этому и посвящена работа. “Пере-
распределение”, т.е. переход от точек первого класса к точкам второго, полностью проделано
Г.И. Архиповым; это его идея, и в основном вся работа сделана Г. И. Архиповым и В. Н.
Чубариковым. Я – руководитель и “шлифовальщик” изложения, доказательств.

Одна из самых могучих работ теории КТС.

3.7. “Новые равномерные оценки кратных тригонометрических сумм” (сов-
местно с Г.И. Архиповым и В. Н. Чубариковым), Доклады АН СССР, т. 272,
№ 1 (1983), с. 11–12. Краткое изложение результатов статьи 3.6. В конце статьи говорится
о нерешенной проблеме Гильберта–Камке для многомерной системы.

Ее уже сделали Г. И. Архипов и В.Н. Чубариков164.

3.8. “О нулях дзета-функции Римана на коротких промежутках критической
прямой”, Доклады АН СССР, т. 272, № 6 (1983), с. 1312–1314. Усиливается соответ-
ствующий результат Я. Мозера (у него 𝐻 = 𝑇 5/12+𝜀, у меня 𝐻 = 𝑇 27/82+𝜀). Сама теорема
Мозера – это первый сдвиг в направлении доказательства гипотезы А. Сельберга165. Его
идея – недиагональные члены оценивать, используя оценки тригонометрических сумм. В мо-
ей работе более искусно осуществляется эта идея, что и привело к усилению. Она помогла
мне также разобраться в вопросах о нулях 𝜁(𝑠).

3.9. “Метод тригонометрических сумм в теории чисел” (совместно с И.М. Вино-
градовым), Труды МИАН СССР, т. 168 (1984), с. 4–30. Обзорная статья. Предложил
ее написать Е. Ф. Мищенко166. Я взял предыдущие сочинения И. М. на эту тему, объединил
их, добавил последние достижения, прочитал И.М. (он был уже в Узком167). Получилась
статья. Это последняя168 статья И. М.

160Зенон Иванович Боревич.
161Игорь Ростиславович Шафаревич.
162См. [24].
163Аркадий Анатольевич Мальцев.
164См., например, статью: Г.И. Архипов, В.Н. Чубариков, “Об арифметических условиях разрешимости

нелинейных систем диофантовых уравнений”, Докл. АН СССР, 284:1 (1985), 16–21.
165Atle Selberg.
166Евгений Фролович Мищенко.
167Подмосковный санаторий, в котором заболевший И.М. Виноградов жил последние месяцы своей жизни.
168Иван Матвеевич Виноградов умер 20 марта 1983 г.
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3.10. “О нулях функции 𝜁(𝑠) на коротких промежутках критической прямой”,
Известия АН СССР. Серия математическая, т. 48, № 3 (1984), с. 569–584. Дока-
зана гипотеза А. Сельберга, высказанная169 им в 1942 г. Основу доказательства составили
соображения, о которых говорил в работе 3.8. Сначала думал, что нужны будут оценки сумм
с простыми числами и квазириманова гипотеза. Потом понял, что ничего этого не надо и
получил доказательство. Большое значение имело также то обстоятельство, что я упростил
само доказательство А. Сельберга его теоремы; оно стало прямым и понятным (достаточно
сравнить с тем, которое есть у Титчмарша в книге170).

3.11. “О нулях дзета-функции Римана”, Доклады АН СССР, т. 276, № 3 (1984),
с. 535–539. Короткое сообщение по работе 3.10, хотя и по нему можно восстановить все
доказательство.

3.12. “Квадратичные вычеты и невычеты в редких последовательностях”, До-
клады АН СССР, т. 279, № 5 (1984), с. 1044–1046. “Гибридные” теоремы, продолжаю-
щие мои работы 1.21, 1.23, 1.24, 1.25, 1.28; 2.2, 2.9, 2.11, 2.12. Тема – моя.

3.13. “Распределение нулей функции 𝜁(1/2 + 𝑖𝑡)”, Известия АН СССР. Серия
математическая, т. 48, № 6 (1984), с. 1214–1224. Придумал задачу, которая является
вариацией на тему гипотезы А. Сельберга: почти все короткие промежутки (𝐻 = 𝑇 𝜀) имеют
> 𝑐𝐻 ln𝑇 нулей 𝜁(1/2 + 𝑖𝑡), и решил ее. Хорошая задача.

Дальнейшим результатом (очень интересным) явилась (1986 г.) теорема Л. В. Киселевой171

подобного рода, но осреднение идет не по (𝑋, 2𝑋), а по (𝑋,𝑋 +𝑋𝜃), 𝜃 < 1 (у нее 𝜃 = 11/12).
Тем самым, родилось целое новое направление: осреднять на коротких промежутках! (Надо
посмотрть все задачи, которые связаны с подобной постановкой.)

3.14. “Метод тригонометрических сумм И.М. Виноградова”, Труды МИАН
СССР, т. 163 (1984), с. 97–103. Изложение доклада, который я прочитал на конференции,
посвященной 90-летию И.М. Пытался (и, по-моему, получилось) изложить идейную часть
метода И.М. (двойные суммы, сглаживание). Потом нашел старые оттиски И.М. (≈ 1934 г.,
1935 г.), где он говорил то же самое (близко).

3.15. “О нулях функции 𝜁(1/2 + 𝑖𝑡)”, Доклады АН СССР, т. 281, № 5 (1985),
с. 1038–1041. Короткое сообщение о результатах работы 3.13.

3.16. “О нулях функции 𝜁(𝑠) в окрестности критической прямой”, Известия АН
СССР. Серия математическая, т. 49, № 2 (1985), с. 326–333. Был осенью 1984 г.
в Праге, в Карловом университете. Приехал ко мне Я. Мозер и говорит: “Вы доказали гипо-
тезу Сельберга о нулях 𝜁(𝑠) на критической прямой. Сельберг также ставил задачу о нулях
в окрестности критической прямой. Ее надо сделать”. Я попросил Б. Новака найти статью
Сельберга. Он быстро сделал мне ксерокопию статьи, а на следующий день я уже написал
статью с решением этой задачи. Конечно, после того, что я уже сделал (работы 3.10, 3.13),
задача оказалась простой. Возможны дальнейшие развития этой темы в стиле работы 3.13.

3.17. “О вещественных нулях функции 𝜁(1/2+ 𝑖𝑡)”, Успехи математических на-
ук, т. 40, № 4(244) (1985), с. 171–172. Короткий обзор моих результатов по дзете.

3.18. “Дзета-функция Римана и ее нули”, Успехи математических наук, т. 40,
№ 5(245) (1985), с. 19–70. Большой обзор (с доказательствами, полными) моих результа-
тов. Нет только работы 3.16. Большую помощь в скорейшей публикации оказал А. А. Мальцев.

* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *

169См. статью: A. Selberg, “On the zeros of Riemann’s zeta-function”, Skr. Norske Vid. Akad. Oslo I, 10 (1942),
59 pp.
170См. [21].
171Лариса Владимировна Киселева.
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3.19. “О функции 𝐺(𝑛) в проблеме Варинга”, Известия АН СССР. Серия мате-
матическая, т. 49, № 5 (1985), с. 935–947. По настоянию Г.И. Архипова написана статья.
Дал 𝑝-адическое доказательство оценки 𝐺(𝑛). Оно не только идейно поясняет суть дела, но
и дает лучший результат, чем у И. М. Я его знал давно. Это же будет в нашей книге.

Сейчас (1997 г.) Вон172 и Вули173 написали массу статей, пользуясь работой 3.19.

3.20. “О нулях дзета-функции Римана на критической прямой”, Труды МИАН
СССР, т. 167 (1985), с. 167–178. Полное изложение работы 3.8. Долго не выходило из
печати (юбилейный сборник к 75-летию Л. С. Понтрягина174). Все это было мной перекрыто
(гипотеза Сельберга) в работе 3.10 и затем.

Том 4

4.1. “Распределение простых чисел”, Успехи математических наук, т. 45, № 5
(275) (1990), с. 81–140. Изучал плотностные теоремы175 (≈ начало 1974 г.) Монтгоме-
ри, Хаксли176, Ютилы и других, придумал свое доказательство теоремы Хаксли. Долго
не публиковал. Затем появился этот мой обзор, и основную его ценность представляет
это доказательство. Замечу также, что здесь же помещено мое доказательство теоремы177

Римана–Мангольдта178 об 𝑁(𝑇 ). Такого доказательства я не встречал раньше.

4.2. “О нулях функции Дэвенпорта–Хейльбронна, лежащих на критической
прямой”, Известия АН СССР. Серия математическая, т. 54, № 2 (1990), с. 303–315.
Писали с С. М. Ворониным книгу “Дзета-функция Римана”179. Поместили теорему Ворони-
на о нулях 𝑓(𝑠). Доказательство очень сложное, и до конца его никто не разбирал. Стал
думать о другом доказательстве. Думал, что высокая степень интеграла даст возможность
лучше использовать осцилляцию, но все прикидки показывали, что надо брать малую сте-
пень 𝛼 → 0. Условное доказательство (при условии, что могу снизу оценивать один инте-
грал) получил в июле–августе 1989 г. на поляне Москвина180 (Памир) и в селе Долинка181

(Тянь-Шань, Иссык-Куль). Поехал в октябре в Амальфи182, дискутировал с Э. Бомбьери
(переводил А. Ивич), говорил, что понимаю, как сделать, но не могу пока оценить интеграл.
Несколько раз переспрашивал Бомбьери, могут ли они (или он) доказать это, и он каждый
раз отвечал, что нет, не могут, только думают, что это так (т.е. гипотеза). Приехал, открыл
Титчмарша (дзету183), посмотрел неравенство Гэбриэла184 и сразу же получил доказатель-
ство своей теоремы.

172Robert Charles Vaughan.
173Trevor Wooley.
174Лев Семенович Понтрягин.
175См., например, [10; с. 103–104].
176Martin Neil Huxley.
177Пусть 𝑁(𝑇 ) – количество нулей 𝜁(𝑠) в 0 6 Re 𝑠 6 1, 0 < Im 𝑠 6 𝑇 . Тогда при 𝑇 > 2 справедлива асимпто-

тическая формула

𝑁(𝑇 ) =
𝑇

2𝜋
log

𝑇

2𝜋
−

𝑇

2𝜋
−𝑂(log 𝑇 ).

178Georg Friedrich Bernhard Riemann. Hans Carl Friedrich von Mangoldt. См. статью: H. von Mangoldt, “Zur
Verteilung der Nullstellen der Riemannschen Funktion 𝜉(𝑡)”, Math. Ann., 60 (1905), 1–19.
179См. [9].
180Памирская поляна на высоте 4200 м., где находится базовый альпинистский лагерь для восхождений на

расположенные поблизости высочайшие вершины Памира – пики Коммунизма (7495 м.) и Корженевской (7105
м.).
181Село на берегу озера Иссык–Куль в Киргизии в горах Тянь-Шаня недалеко от границы с Китаем, где

А.А. Карацуба часто отдыхал с семьей.
182Курорт в Италии на побережье Тирренского моря южнее г. Сорренто, где в 1989 г. проводилась конфе-

ренция по теории чисел, посвященная юбилею Энрико Бомбьери.
183См. [21].
184Robert Mark Gabriel, см. статью: R.M. Gabriel, “Some results concerning integrals of moduli of regular

functions along certain curves”, J. London Math. Soc., 2 (1927), 111–117.
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Позднее уточнил результаты185 (> 𝑇
√

log 𝑇 exp(−𝑐
√

log log 𝑇 )), а также доказал этим ме-
тодом теорему186 о нулях 𝜁(1/2 + 𝑖𝑡) на почти всех очень коротких промежутках.
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1. Introduction

A map Φ: [0, 1]𝑠 → [0, 1]𝑠 is called uniform distribution preserving (u.d.p.) map if for every
uniformly distributed (u.d.) sequence x𝑛, 𝑛 = 1, 2, . . . , the image Φ(x𝑛) is again u.d. Let 𝐻 be
a Hilbert space of real functions 𝑓(x), x ∈ [0, 1)𝑠, with a reproducing kernel 𝐾(x,y), and let
x0, . . . ,x𝑁−1 ∈ [0, 1)𝑠 be an 𝑁 -terms sequence. In the quasi-Monte Carlo (QMC) integration the
following mean square worst-case error∫︁

[0,1]𝑠
sup
𝑓∈𝐻
‖𝑓‖61

⃒⃒⃒⃒
1
𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑓(x𝑛 ⊕ 𝜎)−
∫︁

[0,1]𝑠
𝑓(x) 𝑑x

⃒⃒⃒⃒2
𝑑𝜎 (1)

is studied for digital shift x⊕ 𝜎.1 This quantity is the mean value of the 𝐿2 discrepancy in QMC
integration in a Hilbert space, see Section 5. For some u.d.p. Φ(x) the following mean square
worst-case error ∫︁

[0,1]𝑠
sup
𝑓∈𝐻
‖𝑓‖61

⃒⃒⃒⃒
1
𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑓(Φ(x𝑛 ⊕ 𝜎))−
∫︁

[0,1]𝑠
𝑓(x) 𝑑x

⃒⃒⃒⃒2
𝑑𝜎 (2)

is less than (1). For example, Cristea, Dick, Leobacher and Pillichshammer [1] consider a Sobolev
space of functions for which the second partial derivatives are square integrable, van der Corput
sequence 𝑥𝑛, 𝑛 = 0, 1, . . . , 𝑁 − 1, with base 𝑏 = 2 and 𝑁 = 2𝛽 and the u.d.p. map2 Φ0(𝑥) =
1− |2𝑥− 1|. They found (1) as 𝑂(1/𝑁2) and (2) as 𝑂(1/𝑁4).3 A similar result for 𝑥𝑛 = 𝑛/𝑁 and
𝑥𝑛 + 𝜎mod1 instead of 𝑥𝑛 ⊕ 𝜎 has previously been shown by Hickernell [2]. The aim of this work
is to analyze a role of Φ0(𝑥) = 1− |2𝑥− 1| in this improvement 𝑂(1/𝑁4). Generally, we study an
influence of u.d.p. maps Φ(x) on the mean square worst-case error (2). Applying the method of
Fourier–Walsh expansion4 we express5 the mean square worst-case error (2) in the form

∑︁
k∈N𝑠

0
k̸=0

̂︀𝐾1(k,k)
⃒⃒⃒⃒
1
𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

walk(x𝑛)
⃒⃒⃒⃒2
, (3)

Supported by APVV Project SK-BG-0019-08.
1This is also u.d.p. map.
2It called the tent or baker’s transformation.
3Precisely, for any 𝜀 > 0 there exists a digital net 𝑥0, . . . , 𝑥𝑁−1 such that (1) is 𝑂(1/𝑁2−𝜀), and a digital net

such that (2) is 𝑂(1/𝑁4−𝜀).
4The idea of using Walsh functions stems from Larcher [3].
5Partially known formula, see [1; Theorem 4].
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where ̂︀𝐾1(k,k) are Fourier–Walsh coefficients of𝐾(Φ(x),Φ(y)). Here𝐾(x,y), Φ(x) and x0,x1, . . . ,
x𝑁−1 are arbitrary. Thus, in (3) the role of kernel, u.d.p. map and sequence are separated. In
Section 3 we apply (3) to the Φ(x) = x, Φ(x) = b𝛼xmod1 and to a generalized tent function
Φ(x). In Section 4.1, for dimension 𝑠 = 1, for kernel 𝐾(𝑥, 𝑦) = 1 −max(𝑥, 𝑦) and for the van der
Corput sequence 𝑥0, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑁−1, we give explicit formulas of the mean square worst-case errors.
Theorem 8 shows that the best result is attained for shift 𝑥⊕𝜎. In Section 4.26 for a Sobolev space
with reproducing kernel

𝐾(𝑥, 𝑦) = 1 + 𝛾𝐵1(𝑥)𝐵1(𝑦) +
𝛾2

4
𝐵2(𝑥)𝐵2(𝑦)−

𝛾2

24
𝐵4(|𝑥− 𝑦|)

we see that the rate 𝑂(1/𝑁4) of mean square worst-case error for the tent u.d.p. map Φ0(𝑥) is
not only given by special properties of Φ0(𝑥), but it is also a consequence of a selection of exactly
𝑁 = 2𝛽 initial terms of the van der Corput sequence. Finally, in Theorem 10, for 𝑁 = 2𝛽 + 1 we
obtain the mean square worst-case error only 𝑂(1/𝑁2).

Note that in all parts of this paper we carefully compute mean square worst-case errors exactly.

2. Basic objects

2.1. Notations. In this paper we use the following notations:
∙ 𝑠 is a dimension of the unit cube [0, 1)𝑠;
∙ x = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑠), y = (𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑠), and 𝜎 = (𝜎1, 𝜎2, . . . , 𝜎𝑠) are vectors in [0, 1)𝑠;
∙ k = (𝑘1, 𝑘2, . . . , 𝑘𝑠) is a vector with nonnegative integer coordinates;
∙ b = (𝑏1, 𝑏2, . . . , 𝑏𝑠) is a vector with positive integer coordinates; we call it a vector of bases;
∙ b𝛼xmod1 = (𝑏𝛼1

1 𝑥1, . . . , 𝑏
𝛼𝑠
𝑠 𝑥𝑠) mod 1, where 𝛼 = (𝛼1, . . . , 𝛼𝑠) has nonnegative integers

coordinates;
∙ b𝛼 | k is equivalent to 𝑏𝛼𝑖

𝑖 | 𝑘𝑖 for 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑠;
∙ k/b𝛼 = (𝑘1/𝑏

𝛼1
1 , . . . , 𝑘𝑠/𝑏

𝛼𝑠
𝑠 );

∙ 𝑥 = 𝑥0/𝑏+ 𝑥1/𝑏
2 + · · · is a 𝑏-adic representation of 𝑥 ∈ [0, 1);

∙ 𝜎 = 𝜎0/𝑏+ 𝜎1/𝑏
2 + · · · ;

∙ 𝑘 = 𝑘0 + 𝑘1𝑏+ 𝑘2𝑏
2 + · · ·+ 𝑘𝑛𝑏

𝑛 is a 𝑏-adic expression of the integer 𝑘, 𝑘𝑛 ̸= 0;
∙ wal𝑘(𝑥) = 𝑒(2𝜋𝑖/𝑏)(𝑘0𝑥0+𝑘1𝑥1+···+𝑘𝑛𝑥𝑛) is the 𝑘-th Walsh function wal𝑘 : [0, 1] → C in the

base 𝑏;
∙ walk(x) =

∏︀𝑠
𝑖=1 wal𝑘𝑖

(𝑥𝑖);
∙ 𝑥⊕ 𝜎 = (𝑥0 + 𝜎0 (mod 𝑏))/𝑏+ (𝑥1 + 𝜎1 (mod 𝑏))/𝑏2 + · · · ;
∙ x⊕ 𝜎 = (𝑥1 ⊕ 𝜎1, 𝑥2 ⊕ 𝜎2, . . . , 𝑥𝑠 ⊕ 𝜎𝑠);
∙ x + 𝜎 mod1 = ({𝑥1 + 𝜎1}, {𝑥2 + 𝜎2}, . . . , {𝑥𝑠 + 𝜎𝑠}), where {𝑥} is the fractional part of 𝑥;
∙ x0,x1, . . . ,x𝑁−1 is an 𝑁 -terms sequence in [0, 1]𝑠;
∙ N0 = {0, 1, 2, . . . };
∙ if 𝑘 = 𝑘0 + 𝑘1𝑏+ · · ·+ 𝑘𝑛𝑏

𝑛 then

−𝑘 = −𝑘0 − 𝑘1𝑏− · · · − 𝑘𝑛𝑏𝑛, ⊖𝑘 = 𝑘′0 + 𝑘′1𝑏+ · · ·+ 𝑘′𝑛𝑏
𝑛,

where 𝑘0 + 𝑘′0 = 𝑘1 + 𝑘′1 = · · · = 𝑘𝑛 + 𝑘′𝑛 = 0 (mod 𝑏).
2.2. Hilbert space with reproducing kernel 𝐾(x, y). The basic properties of Hilbert

spaces can be found in monographs [4] and [5]. In this paper we consider the following two Hilbert
spaces:

𝐻1 =
{︂
𝑓 : [0, 1]→ R, 𝑓 absolutely continuous, 𝑓(1) = 0,

∫︁ 1

0

(𝑓 ′(𝑥))2 𝑑𝑥 exists
}︂

6Using a Fourier–Walsh expansion of the kernel 𝐾(Φ0(𝑥), Φ0(𝑦)) in [1; p. 447].
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[5; pp. 30–31] with scalar product 𝑓(𝑥) · 𝑔(𝑥) =
∫︀ 1

0
𝑓 ′(𝑥)𝑔′(𝑥) 𝑑𝑥 and reproducing kernel 𝐾(𝑥, 𝑦) =

1−max(𝑥, 𝑦);

𝐻2 =
{︂
𝑓 : [0, 1]→ R, 𝑓 absolutely continuous,

∫︁ 1

0

(𝑓
′′
(𝑥))2 𝑑𝑥 exists

}︂
[1] with scalar product

𝑓(𝑥) · 𝑔(𝑥) =
∫︁ 1

0

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥
∫︁ 1

0

𝑔(𝑥) 𝑑𝑥+
1
𝛾

(𝑓(1)− 𝑓(0))(𝑔(1)− 𝑔(0)) +
1
𝛾2

∫︁ 1

0

𝑓 ′′(𝑥)𝑔′′(𝑥) 𝑑𝑥

and reproducing kernel

𝐾(𝑥, 𝑦) = 1 + 𝛾𝐵1(𝑥)𝐵1(𝑦) +
𝛾2

4
𝐵2(𝑥)𝐵2(𝑦)−

𝛾2

24
𝐵4(|𝑥− 𝑦|),

where 𝐵𝑛 is the 𝑛-th Bernoulli polynomial7 and 𝛾 ∈ [0, 1] is the weight. This 𝐻2 is called the
weighted Sobolev space of the order 𝛼 = 2.

2.3. Uniform distribution preserving map Φ: [0, 1]𝑠 → [0, 1]𝑠. Map Φ: [0, 1]𝑠 → [0, 1]𝑠

is called uniform distribution preserving (u.d.p.) map if for every uniformly distributed (u.d.)
sequence x𝑛, 𝑛 = 1, 2, . . . , the image Φ(x𝑛) is again u.d. For one-dimensional case basic properties
of u.d.p. maps can be found in [6; 2.1, (VII)] and [7; 2.5.1].

For example, if Φ(𝑥), Ψ(𝑥) are u.d.p. transformations and 𝛼 is a real number, then Ψ(Φ(𝑥)),
1− Φ(𝑥), Φ(𝑥) + 𝛼mod1 are also u.d.p. Also, as we mentioned in the Introduction,

Φ0(𝑥) = 1− |2𝑥− 1|, 𝑥 ∈ [0, 1], (4)

is u.d.p. map called tent map or baker’s map, see [2].
Examples of multi-dimensional u.d.p. functions:
(i) Φ(x) = x⊕ 𝜎;
(ii) Φ(x) = (Φ1(𝑥1), . . . ,Φ𝑠(𝑥𝑠)), where Φ𝑛(𝑥) are one-dimensional u.d.p. map;
(iii) Φ(x) = b𝛼xmod1 = (𝑏𝛼1

1 𝑥1, . . . , 𝑏
𝛼𝑠
𝑠 𝑥𝑠) mod 1;

(iv) Φ(x) = x + 𝜎 mod1 = (𝑥1 + 𝜎1, . . . , 𝑥𝑠 + 𝜎𝑠) mod 1;
(v) Φ(x) = (𝐴x)𝑇 mod1, where 𝐴 is an 𝑠 × 𝑠 nonsingular integer matrix, cf. Steinerberger [8;

Theorem 2];
(vi) Φ(x) = 𝜋(x), where 𝜋(x) = (𝑥𝜋(1), . . . , 𝑥𝜋(𝑛)) is a permutation.

The main criterion of u.d.p. map directly follows from Weyl’s limit relation (see [7; pp. 1–62]).

Theorem 1. A map Φ(x) is u.d.p. if and only if Φ(x) is Riemann integrable and for every
Riemann integrable 𝑓 : [0, 1]𝑠 → R we have∫︁

[0,1]𝑠
𝑓(Φ(x)) 𝑑x =

∫︁
[0,1]𝑠

𝑓(x) 𝑑x. (5)

3. General results

3.1. The mean square worst-case error and u.d.p. maps Ψ(x, 𝜎). By the Sloan and
Woźniakowski [9] formula the square worst-case quasi-Monte Carlo error can be expressed as

sup
𝑓∈𝐻
‖𝑓‖61

⃒⃒⃒⃒
1
𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑓(x𝑛)−
∫︁

[0,1]𝑠
𝑓(x) 𝑑x

⃒⃒⃒⃒2

=
∫︁

[0,1]𝑠

∫︁
[0,1]𝑠

𝐾(x,y) 𝑑x 𝑑y − 2
𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

∫︁
[0,1]𝑠

𝐾(x𝑛,y) 𝑑y +
1
𝑁2

𝑁−1∑︁
𝑛,𝑚=0

𝐾(x𝑚,x𝑛). (6)

7Bernoulli polynomials: 𝐵1(𝑥) = 𝑥− 1/2, 𝐵2(𝑥) = 𝑥2 − 𝑥 + 1/6, 𝐵4(𝑥) = 𝑥4 − 2𝑥3 + 𝑥2 − 1/30, . . . .
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Replacing the sequence x0, . . . ,x𝑁−1 in (6) by Ψ(x0,𝜎), . . . ,Ψ(x𝑁−1,𝜎), where Ψ(x,𝜎) is a u.d.p.
map with respect to both x and 𝜎, and integrating (6) by 𝜎 the mean square worst-case error can
be expressed as∫︁

[0,1]𝑠
sup
𝑓∈𝐻
‖𝑓‖61

⃒⃒⃒⃒
1
𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑓(Ψ(x𝑛,𝜎))−
∫︁

[0,1]𝑠
𝑓(x) 𝑑x

⃒⃒⃒⃒2
𝑑𝜎

=
1
𝑁2

𝑁−1∑︁
𝑛,𝑚=0

∫︁
[0,1]𝑠

𝐾(Ψ(x𝑚,𝜎),Ψ(x𝑛,𝜎)) 𝑑𝜎 −
∫︁

[0,1]2𝑠

𝐾(x,y) 𝑑x 𝑑y. (7)

This follows from

2
𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

∫︁
[0,1]𝑠

∫︁
[0,1]𝑠

𝐾(Ψ(x𝑛,𝜎),y) 𝑑y 𝑑𝜎 = 2
∫︁

[0,1]2𝑠

𝐾(x,y) 𝑑x 𝑑y, (8)

which holds for every u.d.p. map Ψ(x,𝜎) and arbitrary x0, . . . ,x𝑁−1 in [0, 1)𝑠, where we apply the
u.d.p. characteristic integral equation (5).

3.2. The mean square worst-case error expressed by Fourier–Walsh coefficients. For
u.d.p. function of the type x⊕𝜎 we compute (7) analogously as in [2] using Fourier-Walsh expansion
of the kernel 𝐾(x,y), see [5; Theorem 12.4]:8

𝐾(x,y) =
∑︁

k,k′∈N𝑠
0

̂︀𝐾(k,k′)walk(x) walk′(y),

where ̂︀𝐾(k,k′) =
∫︁

[0,1]2𝑠

𝐾(x,y) walk(x)walk′(y) 𝑑x 𝑑y. (9)

Theorem 2. For every sequence x0, . . . ,x𝑁−1 in the unit cube [0, 1)𝑠 and an arbitrary kernel
𝐾(x,y) with Fourier–Walsh expansion (9)9 we have∫︁

[0,1]𝑠
sup
𝑓∈𝐻
‖𝑓‖61

⃒⃒⃒⃒
1
𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑓(x𝑛 ⊕ 𝜎)−
∫︁

[0,1]𝑠
𝑓(x) 𝑑x

⃒⃒⃒⃒2
𝑑𝜎 =

∑︁
k∈N𝑠

0
k̸=0

̂︀𝐾(k,k)
⃒⃒⃒⃒
1
𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

walk(x𝑛)
⃒⃒⃒⃒2
, (10)

where ̂︀𝐾(k,k) =
∫︁

[0,1]2𝑠

𝐾(x,y) walk(x)walk(y) 𝑑x 𝑑y.

Proof. Using the following elementary properties of Walsh functions

walk(x⊕ 𝜎) = walk(x) walk(𝜎),
walk⊕k′(x) = walk(x) walk′(x),∫︁

[0,1]𝑠
walk(𝜎) walk′(𝜎) 𝑑𝜎 =

{︃
0 if k ̸= k′,
1 if k = k′,

8In the literature (see [5; p. 364]) it is preferably used opposite

𝐾(x,y) =
∑︁

k,k′∈N𝑠
0

̂︀𝐾(k,k′)walk(x)walk′ (y).

9Assuming that the convergence rate of (9) admits integration by terms.
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we express ∫︁
[0,1]𝑠

𝐾(x⊕ 𝜎,y ⊕ 𝜎) 𝑑𝜎

=
∑︁

k,k′∈N𝑠
0

̂︀𝐾(k,k′)
∫︁

[0,1]𝑠
walk(x⊕ 𝜎) walk′(y ⊕ 𝜎) 𝑑𝜎

=
∑︁

k,k′∈N𝑠
0

̂︀𝐾(k,k′)

{︃
0 if k ̸= k′,

walk(x) walk(y) if k = k′.
(11)

Thus in (7) we have∫︁
[0,1]𝑠

𝐾(x𝑚 ⊕ 𝜎,x𝑛 ⊕ 𝜎) 𝑑𝜎 =
∑︁
k∈N𝑠

0

̂︀𝐾(k,k)walk(x𝑚) walk(x𝑛)

and ̂︀𝐾(0,0) =
∫︀
[0,1]2𝑠 𝐾(x,y) 𝑑x 𝑑y, and the result (10) follows.

In the following theorem we extend [1; Theorem 4] or [5; Theorem 12.7], which was proved for
Sobolev weighted spaces.

Theorem 3. For every sequence x0, . . . ,x𝑁−1 in the unit cube [0, 1)𝑠 and every u.d.p. map
Φ(x) and an arbitrary kernel 𝐾(x,y) with Fourier–Walsh expansion (9) we have∫︁

[0,1]𝑠
sup
𝑓∈𝐻
‖𝑓‖61

⃒⃒⃒⃒
1
𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑓(Φ(x𝑛 ⊕ 𝜎))−
∫︁

[0,1]𝑠
𝑓(x) 𝑑x

⃒⃒⃒⃒2
𝑑𝜎 =

∑︁
k∈N𝑠

0
k ̸=0

̂︀𝐾1(k,k)
⃒⃒⃒⃒
1
𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

walk(x𝑛)
⃒⃒⃒⃒2
, (12)

where ̂︀𝐾1(k,k) =
∫︁

[0,1]2𝑠

𝐾(Φ(x),Φ(y)) walk(x)walk(y) 𝑑x 𝑑y.

Proof. We express 𝐾(Φ(x),Φ(y)) to the Fourier–Walsh series

𝐾(Φ(x),Φ(y)) =
∑︁

k,k′∈N𝑠
0

̂︀𝐾1(k,k′)walk(x) walk′(y),

where ̂︀𝐾1(k,k′) =
∫︁

[0,1]2𝑠

𝐾(Φ(x),Φ(y)) walk(x)walk′(y) 𝑑x 𝑑y

and as in (11) we express10∫︁
[0,1]𝑠

𝐾(Φ(x⊕ 𝜎),Φ(y ⊕ 𝜎)) 𝑑𝜎

=
∑︁

k,k′∈N𝑠
0

̂︀𝐾1(k,k′)
∫︁

[0,1]𝑠
walk(x⊕ 𝜎) walk′(y ⊕ 𝜎) 𝑑𝜎 =

∑︁
k∈N𝑠

0

̂︀𝐾1(k,k)walk(x) walk(y)

and then by (7) now we find (12).
10 In [1] or [5; Theorem 12.7] the authors use a new kernel

𝐾*(x,y) =

∫︁
[0,1]𝑠

𝐾(Φ(x⊕ 𝜎), Φ(y ⊕ 𝜎)) 𝑑𝜎.

We have ̂︁𝐾*(k,k) = ̂︀𝐾1(k,k) and thus Theorem 3 is a consequence of Theorem 2.
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3.3. U.d.p. map Φ(x ⊕ 𝜎), where Φ(x) = b𝛼x mod 1. Here x⊕ 𝜎 and walk(x) are in the
same base b.

Theorem 4. For Φ(x) = b𝛼xmod1 and for a kernel 𝐾(x,y) of the type

𝐾(x,y) =
𝑠∏︁
𝑗=1

𝐾𝑗(𝑥𝑗 , 𝑦𝑗)

and for an arbitrary sequence x0,x1, . . . ,x𝑁−1 in [0, 1)𝑠 we have

∫︁
[0,1]𝑠

sup
𝑓∈𝐻
‖𝑓‖61

⃒⃒⃒⃒
1
𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑓(Φ(x𝑛 ⊕ 𝜎))−
∫︁

[0,1]𝑠
𝑓(x) 𝑑x

⃒⃒⃒⃒2
𝑑𝜎

=
∑︁
k∈N𝑠

0
k ̸=0,b𝛼|k

̂︀𝐾(︂ k
b𝛼

,
k
b𝛼

)︂⃒⃒⃒⃒
1
𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

walk(x𝑛)
⃒⃒⃒⃒2

(13)

=
∑︁
k∈N𝑠

0
k̸=0

̂︀𝐾(k,k)
⃒⃒⃒⃒
1
𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

walk(Φ(x𝑛))
⃒⃒⃒⃒2

(14)

where ̂︀𝐾(k,k) =
∫︁

[0,1]2𝑠

𝐾(x,y) walk(x)walk(y) 𝑑x 𝑑y.

Proof. We use Theorem 3. For this we need to compute Fourier–Walsh series

𝐾(Φ(x),Φ(y)) =
∑︁

k,k′∈N𝑠
0

̂︀𝐾1(k,k′)walk(x) walk′(y),

what follows from the one-dimensional Fourier–Walsh series for the kernel

𝐾(Φ(𝑥),Φ(𝑦)) =
∑︁

𝑘,𝑘′∈N0

̂︀𝐾1(𝑘, 𝑘′)wal𝑘(𝑥) wal𝑘′(𝑦),

where u.d.p. Φ(𝑥) = 𝑏𝑖𝑥mod1. For coefficient ̂︀𝐾1(𝑘, 𝑘′) we have

̂︀𝐾1(𝑘, 𝑘′) =
∫︁ 1

0

∫︁ 1

0

𝐾(Φ(𝑥),Φ(𝑦)) wal𝑘(𝑥)wal𝑘′(𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦

=

⎧⎪⎨⎪⎩𝐾
(︂
𝑘

𝑏𝑖
,
𝑘′

𝑏𝑖

)︂
=
∫︁ 1

0

∫︁ 1

0

𝐾(𝑥, 𝑦) wal𝑘/𝑏𝑖(𝑥)wal𝑘′/𝑏𝑖(𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 if 𝑏𝑖 | 𝑘 and 𝑏𝑖 | 𝑘′,

0 if 𝑏𝑖 - 𝑘 or 𝑏𝑖 - 𝑘′.
(15)

Proof of (15). We have∫︁ 1

0

∫︁ 1

0

𝐾(Φ(𝑥),Φ(𝑦)) wal𝑘(𝑥)wal𝑘′(𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦

=
𝑏𝑖−1∑︁
𝛼=0

𝑏𝑖−1∑︁
𝛽=0

∫︁ (𝛼+1)/𝑏𝑖

𝛼/𝑏𝑖

∫︁ (𝛽+1)/𝑏𝑖

𝛽/𝑏𝑖

𝐾(𝑏𝑖𝑥− 𝛼, 𝑏𝑖𝑦 − 𝛽) wal𝑘(𝑥)wal𝑘′(𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦
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and by substitutions 𝑏𝑖𝑥− 𝛼 = 𝑢, 𝑏𝑖𝑥− 𝛽 = 𝑣 we find

𝑏𝑖−1∑︁
𝛼=0

𝑏𝑖−1∑︁
𝛽=0

∫︁ 1

0

∫︁ 1

0

𝐾(𝑢, 𝑣)
1
𝑏2𝑖

wal𝑘

(︂
𝑢+ 𝛼

𝑏𝑖

)︂
wal𝑘′

(︂
𝑣 + 𝛽

𝑏𝑖

)︂
𝑑𝑢 𝑑𝑣.

For
𝛼

𝑏𝑖
=
𝛼0

𝑏
+
𝛼1

𝑏2
+ · · ·+ 𝛼𝑖−1

𝑏𝑖
,

𝑢 =
𝑢0

𝑏
+
𝑢1

𝑏2
+ · · · , 𝑘 = 𝑘0 + 𝑘1𝑏+ · · ·+ 𝑘𝑛−1𝑏

𝑛−1

we have
𝑢+ 𝛼

𝑏𝑖
=
𝛼0

𝑏
+
𝛼1

𝑏2
+ · · ·+ 𝛼𝑖−1

𝑏𝑖
+

𝑢0

𝑏𝑖+1
+

𝑢1

𝑏𝑖+2
+ · · · ,

which for Walsh function wal𝑘(𝑥) in base 𝑏 gives

wal𝑘

(︂
𝑢+ 𝛼

𝑏𝑖

)︂
= 𝑒(2𝜋𝑖/𝑏)(𝑘0𝛼0+···+𝑘𝑖−1𝛼𝑖−1+𝑘𝑖𝑢0+···+𝑘𝑛−1𝑢𝑛−1−𝑖)

= 𝑒(2𝜋𝑖/𝑏)(𝑘0𝛼0+···+𝑘𝑖−1𝛼𝑖−1) wal[𝑘/𝑏𝑖](𝑢),

where [𝑘/𝑏𝑖] is the integer part of 𝑘/𝑏𝑖. Thus

𝑏𝑖−1∑︁
𝛼=0

𝑏𝑖−1∑︁
𝛽=0

∫︁ 1

0

∫︁ 1

0

𝐾(𝑢, 𝑣)
1
𝑏2𝑖

wal𝑘

(︂
𝑢+ 𝛼

𝑏𝑖

)︂
wal𝑘′

(︂
𝑣 + 𝛽

𝑏𝑖

)︂
𝑑𝑢 𝑑𝑣

=
1
𝑏2𝑖

𝑏𝑖−1∑︁
𝛼=0

𝑒(2𝜋𝑖/𝑏)(𝑘0𝛼0+···+𝑘𝑖−1𝛼𝑖−1)
𝑏𝑖−1∑︁
𝛽=0

𝑒−(2𝜋𝑖/𝑏)(𝑘′0𝛽0+···+𝑘′𝑖−1𝛽𝑖−1)

×
∫︁ 1

0

∫︁ 1

0

𝐾(𝑢, 𝑣) wal[𝑘/𝑏𝑖](𝑢)wal[𝑘′/𝑏𝑖](𝑣) 𝑑𝑢 𝑑𝑣.

Since
𝑏𝑖−1∑︁
𝛼=0

𝑒(2𝜋𝑖/𝑏)(𝑘0𝛼0+···+𝑘𝑖−1𝛼𝑖−1) =
(︂ 𝑏−1∑︁
𝛼0=0

𝑒(2𝜋𝑖/𝑏)𝑘0𝛼0

)︂
· · ·
(︂ 𝑏−1∑︁
𝛼𝑖−1=0

𝑒(2𝜋𝑖/𝑏)𝑘𝑖−1𝛼𝑖−1

)︂
(16)

and the right hand side of (16) is non-zero if and only if 𝑏 | 𝑘0, . . . , 𝑏 | 𝑘𝑖−1, which implies
𝑘0 = · · · = 𝑘𝑖−1 = 0, and this is equivalent 𝑏𝑖 | 𝑘, which gives (15).

Now, using (15), assumption 𝐾(x,y) =
∏︀𝑠
𝑗=1𝐾𝑗(𝑥𝑗 , 𝑦𝑗) and that u.d.p. map has the form

Φ(x) = (Φ1(𝑥1), . . . ,Φ𝑠(𝑥𝑠)), then for Fourier–Walsh coefficients ̂︀𝐾1(k,k′) of 𝐾(Φ(x),Φ(y)) we
have ̂︀𝐾1(k,k′) =

∫︁
[0,1]2𝑠

𝐾(Φ(x),Φ(y)) walk(x)walk′(y) 𝑑x 𝑑y

=
𝑠∏︁
𝑗=1

̂︀𝐾1,𝑗(𝑥𝑗 , 𝑦𝑗) =
𝑠∏︁
𝑗=1

̂︀𝐾𝑗

(︂
𝑥𝑗

𝑏
𝛼𝑗

𝑗

,
𝑦𝑗

𝑏
𝛼𝑗

𝑗

)︂
= ̂︀𝐾(︂ k

b𝛼
,

k′

b𝛼

)︂
(17)

if b𝛼 | k and b𝛼 | k′. Others ̂︀𝐾1(k,k′) = 0. This implies

𝐾(Φ(x),Φ(y)) =
∑︁

k,k′∈N𝑠
0

b𝛼|k,b𝛼|k′

̂︀𝐾(︂ k
b𝛼

,
k′

b𝛼

)︂
walk(x) walk(y).

Then by (12) from (17) follows (13).
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The expression (14) directly follows from that b𝛼 | k implies

walk(x) = walk/b𝛼(b𝛼xmod1). (18)

Proof of (18). Assume that for 𝑠 = 1

𝑘 = 𝑘0 + 𝑘1𝑏+ · · ·+ 𝑘𝑛𝑏
𝑛, 𝑥 =

𝑥0

𝑏
+
𝑥1

𝑏2
+ · · · ,

then wal𝑘(𝑥) = 𝑒(2𝜋𝑖/𝑏)(𝑘0𝑥0+𝑘1𝑥1+···+𝑘𝑛𝑥𝑛), 𝑏𝑖 | 𝑘 equal to 𝑘0 = 𝑘1 = · · · = 𝑘𝑖−1 = 0,

𝑏𝑖𝑥 = 𝑥0𝑏
𝑖−1 + 𝑥1𝑏

𝑖−2 + · · ·+ 𝑥𝑖−1 +
𝑥𝑖
𝑏

+ · · · ,

then
𝑒(2𝜋𝑖/𝑏)(𝑘𝑖𝑥𝑖+𝑘𝑖+1𝑥𝑖+1+... ) = wal𝑘/𝑏𝑖({𝑏𝑖𝑥}).

This completes the proof of Theorem 4.

Example. Let x0, . . . ,x𝑁−1 be a sequence in [0, 1)𝑠 such that every coordinate 𝑥𝑖,𝑛 of x𝑛 has
the form

𝑥𝑖,𝑛 =
𝑎𝑖,𝑛
𝑏𝛼𝑖
𝑖

, 0 6 𝑎𝑖,𝑛 < 𝑏𝛼𝑖
𝑖 , 𝑎𝑖,𝑛 ∈ N0. (19)

Then (13) has the form∫︁
[0,1]𝑠

sup
𝑓∈𝐻
‖𝑓‖61

⃒⃒⃒⃒
1
𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑓(Φ(x𝑛 ⊕ 𝜎))−
∫︁

[0,1]𝑠
𝑓(x) 𝑑x

⃒⃒⃒⃒2
𝑑𝜎

=
∫︁

[0,1]𝑠
𝐾(x,x) 𝑑x−

∫︁
[0,1]2𝑠

𝐾(x,y) 𝑑x 𝑑y. (20)

Proof. For an arbitrary term x𝑛 of the sequence (19) we have (b𝛼x𝑛 mod1) = 0 and thus for
an arbitrary k we have walk(b𝛼x𝑛 mod1) = 1. Thus, for the sum (13) we have∑︁

k∈N𝑠
0

k̸=0

̂︀𝐾(k,k) =
∑︁
k∈N𝑠

0
k̸=0

̂︀𝐾(k,k)walk(0) walk(0)

=
∫︁

[0,1]𝑠
𝐾(0⊕ 𝜎,0⊕ 𝜎) 𝑑𝜎 − ̂︀𝐾(0,0) =

∫︁
[0,1]𝑠

𝐾(x,x) 𝑑x− ̂︀𝐾(0,0) (21)

and ̂︀𝐾(0,0) =
∫︀
[0,1]2𝑠 𝐾(x,y) 𝑑x 𝑑y.

Remark 1. Hickernell [10] notes that the mean square worst-case error with respect to all
sequences x0, . . . ,x𝑁−1 in [0, 1)𝑠 becomes∫︁

[0,1]𝑠𝑁

(︂
sup
𝑓∈𝐻
‖𝑓‖61

⃒⃒⃒⃒
1
𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑓(x𝑛)−
∫︁

[0,1]𝑠
𝑓(x) 𝑑x

⃒⃒⃒⃒2)︂
𝑑x0 . . . 𝑑x𝑁−1

=
1
𝑁

(︂∫︁
[0,1]𝑠

𝐾(x,x) 𝑑x−
∫︁

[0,1]2𝑠

𝐾(x,y) 𝑑x 𝑑y
)︂
. (22)

Note that the error (20) of the sequence (19) is much worse than the mean square worst-case error
in (22).
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3.4. U.d.p. map Φ(x ⊕ 𝜎), where Φ(x) is the tent map. The simple tent map Φ0(𝑥) in
(4) can be extended to the map Φ(𝑥) with the graph in Fig. 1 and defined by following: Putting

𝐼𝑖 =
[︂
𝑖− 1
𝑏

,
𝑖

𝑏

)︂
, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑏,

we define

Φ(𝑥) =

{︃
Φ𝑖(𝑥) = 𝑏𝑥− (𝑖− 1) if 𝑥 ∈ 𝐼𝑖, 2 | 𝑖,
Ψ𝑖(𝑥) = −𝑏𝑥+ 𝑖 if 𝑥 ∈ 𝐼𝑖, 2 - 𝑖.

(23)

✆
✆
✆
✆
✆
✆
✆
✆
✆
✆
✆
✆
✆
✆
✆
✆
✆✆

✆
✆
✆
✆
✆
✆
✆
✆
✆
✆
✆
✆
✆
✆
✆
✆
✆✆

✆
✆
✆
✆
✆
✆
✆
✆
✆
✆
✆
✆
✆
✆
✆
✆
✆✆❊

❊
❊
❊
❊
❊
❊
❊
❊
❊
❊
❊
❊
❊
❊
❊
❊❊

❊
❊
❊
❊
❊
❊
❊
❊
❊
❊
❊
❊
❊
❊
❊
❊
❊❊

0
𝑏

1
𝑏

2
𝑏

3
𝑏

4
𝑏 . . .

0

1

𝐼1 𝐼2 𝐼3 𝐼4

Φ1 Ψ2 Φ3 Ψ4

Fig. 1. Graph of Φ(𝑥) tent function

Remind that if 𝑘 = 𝑘0 + 𝑘1𝑏+ · · ·+ 𝑘𝑛𝑏
𝑛, then

−𝑘 = −𝑘0 − 𝑘1𝑏− · · · − 𝑘𝑛𝑏𝑛, ⊖𝑘 = 𝑘′0 + 𝑘′1𝑏+ · · ·+ 𝑘′𝑛𝑏
𝑛,

where 𝑘0 + 𝑘′0 = 𝑘1 + 𝑘′1 = · · · = 𝑘𝑛 + 𝑘′𝑛 = 0 (mod 𝑏). If

𝑥 =
𝑥0

𝑏
+
𝑥1

𝑏2
+ · · ·+ 𝑥𝑛

𝑏𝑛+1
+ · · · ,

then
wal−𝑘(𝑥) = 𝑒(2𝜋𝑖/𝑏)(−𝑘0𝑥0−𝑘1𝑥1−···−𝑘𝑛𝑥𝑛) = wal⊖𝑘(𝑥) = wal𝑘(𝑥) (24)

and in the following we use, e.g., ̂︀𝐾(𝑘,−𝑘) instead of ̂︀𝐾(𝑘,⊖𝑘).

Theorem 5. Let 𝐾(𝑥, 𝑦) be an arbitrary continuous kernel with a Fourier–Walsh series

𝐾(𝑥, 𝑦) =
∑︁

𝑘,𝑘′∈N0

̂︀𝐾(𝑘, 𝑘′)wal𝑘(𝑥) wal𝑘′(𝑦)

in base 𝑏, 2 | 𝑏, and let Φ(𝑥) be the tent function (23). Then for every sequence 𝑥0, . . . , 𝑥𝑁−1 in
the unit interval [0, 1) we have∫︁ 1

0

sup
𝑓∈𝐻
‖𝑓‖61

⃒⃒⃒⃒
1
𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑓(Φ(𝑥𝑛 ⊕ 𝜎))−
∫︁ 1

0

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥
⃒⃒⃒⃒2
𝑑𝜎 =

∞∑︁
𝑘=1

̂︀𝐾1(𝑘, 𝑘)
⃒⃒⃒⃒
1
𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

wal𝑘(𝑥𝑛)
⃒⃒⃒⃒2
,
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where11

̂︀𝐾1(𝑘, 𝑘) =
1
4

(︂ ̂︀𝐾(︂[︂𝑘
𝑏

]︂
,

[︂
𝑘

𝑏

]︂)︂
+ ̂︀𝐾(︂−[︂𝑘

𝑏

]︂
,−
[︂
𝑘

𝑏

]︂)︂
+ ̂︀𝐾(︂[︂𝑘

𝑏

]︂
,−
[︂
𝑘

𝑏

]︂)︂
𝑒(2𝜋𝑖/𝑏)(𝑘0+𝑘1+···+𝑘𝑛)

+ ̂︀𝐾(︂−[︂𝑘
𝑏

]︂
,

[︂
𝑘

𝑏

]︂)︂
𝑒−(2𝜋𝑖/𝑏)(𝑘0+𝑘1+···+𝑘𝑛)

)︂
(25)

for (𝑏/2) | 𝑘 and ̂︀𝐾1(𝑘, 𝑘) = 0 otherwise. Here 𝑘 = 𝑘0 + 𝑘1𝑏 + · · · + 𝑘𝑛𝑏
𝑛 , 𝑘𝑛 ̸= 0 and 𝑥 ⊕ 𝜎 and

Φ(𝑥) are in the same even base 𝑏.

Proof. We start with Fourier–Walsh expansion

𝐾(Φ(𝑥),Φ(𝑦)) =
∑︁

𝑘,𝑘′∈N0

̂︀𝐾1(𝑘, 𝑘′)wal𝑘(𝑥) wal𝑘′(𝑦),

where ̂︀𝐾1(𝑘, 𝑘′) =
∫︁ 1

0

∫︁ 1

0

𝐾(Φ(𝑥),Φ(𝑦)) wal𝑘(𝑥)wal𝑘′(𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦.

Then by the graph in Fig. 1 of the tent function Φ(𝑥) we express∫︁ 1

0

∫︁ 1

0

𝐾(Φ(𝑥),Φ(𝑦)) wal𝑘(𝑥)wal𝑘′(𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦

=
𝑏∑︁

𝑖,𝑗=1
𝑖,𝑗 odd

∫︁∫︁
𝐼𝑖×𝐼𝑗

+
𝑏∑︁

𝑖,𝑗=1
𝑖,𝑗 even

∫︁∫︁
𝐼𝑖×𝐼𝑗

+
𝑏∑︁

𝑖,𝑗=1
𝑖 odd, 𝑗 even

∫︁∫︁
𝐼𝑖×𝐼𝑗

+
𝑏∑︁

𝑖,𝑗=1
𝑖 even, 𝑗 odd

∫︁∫︁
𝐼𝑖×𝐼𝑗

. (26)

Thus, we have distinguish four cases, namely I–IV.

I) If 𝑖, 𝑗 both odd, the first integral in (26) is of the form∫︁∫︁
𝐼𝑖×𝐼𝑗

𝐾(Φ𝑖(𝑥),Φ𝑗(𝑦)) wal𝑘(𝑥)wal𝑘′(𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦

=
∫︁ 1

0

∫︁ 1

0

𝐾(𝑥, 𝑦) wal𝑘(Φ−1
𝑖 (𝑥))wal𝑘′(Φ−1

𝑗 (𝑦)) |𝑑Φ−1
𝑖 (𝑥) 𝑑Φ−1

𝑗 (𝑦)|

=
∫︁ 1

0

∫︁ 1

0

𝐾(𝑥, 𝑦)𝑒(2𝜋𝑖/𝑏)𝑘0(𝑖−1) wal[𝑘/𝑏](𝑥)𝑒(2𝜋𝑖/𝑏)𝑘
′
0(𝑗−1)wal[𝑘′/𝑏](𝑥)

𝑑𝑥

𝑏

𝑑𝑦

𝑏
. (27)

In (27), for 𝑘 = 𝑘0 + 𝑘1𝑏+ 𝑘2𝑏
2 + · · ·+ 𝑘𝑛𝑏

𝑛, we use

wal𝑘(Φ−1
𝑖 (𝑥)) = 𝑒(2𝜋𝑖/𝑏)𝑘0(𝑖−1) wal[𝑘/𝑏](𝑥). (28)

Proof of (28). By Fig. 2, wal𝑘(Φ−1
𝑖 (𝑥)) = wal𝑘((𝑖− 1)/𝑏+ 𝑥/𝑏) and from

𝑥 =
𝑥0

𝑏
+
𝑥1

𝑏2
+
𝑥2

𝑏3
+ · · · , 𝑥

𝑏
=
𝑥0

𝑏2
+
𝑥1

𝑏3
+
𝑥2

𝑏4
+ · · · ,

𝑖− 1
𝑏

+
𝑥

𝑏
=
𝑖− 1
𝑏

+
𝑥0

𝑏2
+
𝑥1

𝑏3
+
𝑥2

𝑏4
+ · · · ,

11Alternately

̂︀𝐾1(𝑘, 𝑘) =
1

2

(︂ ̂︀𝐾(︂[︂
𝑘

𝑏

]︂
,

[︂
𝑘

𝑏

]︂)︂
+ Re

(︂ ̂︀𝐾(︂[︂
𝑘

𝑏

]︂
,−

[︂
𝑘

𝑏

]︂)︂
𝑒(2𝜋𝑖/𝑏)(𝑘0+𝑘1+···+𝑘𝑛)

)︂)︂
.
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✆
✆
✆
✆
✆
✆
✆
✆
✆
✆
✆
✆
✆
✆
✆
✆
✆✆

𝑖−1
𝑏

𝑖
𝑏

✭✭✭✭✭✭✭✭✭✭✭✭✭✭✭✭✭✭

𝑖−1
𝑏

𝑖
𝑏

Φ−1
𝑖 (𝑥) = 𝑖−1

𝑏 + 𝑥
𝑏

0

1
Φ𝑖(𝑥)

0 1

Fig. 2. Φ𝑖(𝑥) and inverse function of Φ𝑖(𝑥)

and by the definition of Walsh functions we have

wal𝑘

(︂
𝑖− 1
𝑏

+
𝑥

𝑏

)︂
= 𝑒(2𝜋𝑖/𝑏)(𝑘0(𝑖−1)+𝑘1𝑥0+𝑘2𝑥1+𝑘3𝑥2+··· )

= 𝑒(2𝜋𝑖/𝑏)𝑘0(𝑖−1)𝑒(2𝜋𝑖/𝑏)(𝑘1𝑥0+𝑘2𝑥1+···+𝑘𝑛𝑥𝑛−1) = 𝑒(2𝜋𝑖/𝑏)𝑘0(𝑖−1) wal[𝑘/𝑏](𝑥).

Summing (27) over
∑︀𝑏

𝑖,𝑗=1
𝑖,𝑗 odd

and from

𝑏∑︁
𝑖=1
𝑖 odd

𝑒(2𝜋𝑖/𝑏)𝑘0(𝑖−1) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑏

2
if
𝑏

2

⃒⃒
𝑘0

(︂
⇔ 𝑏

2

⃒⃒
𝑘

)︂
,

0 otherwise,

we find
𝑏∑︁

𝑖,𝑗=1
𝑖,𝑗 odd

∫︁∫︁
𝐼𝑖×𝐼𝑗

𝐾(Φ𝑖(𝑥),Φ𝑗(𝑦)) wal𝑘(𝑥)wal𝑘′(𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦

=

⎧⎪⎨⎪⎩
1
4
̂︀𝐾(︂[︂𝑘

𝑏

]︂
,

[︂
𝑘′

𝑏

]︂)︂
if
𝑏

2

⃒⃒
𝑘,

𝑏

2

⃒⃒
𝑘′,

0 otherwise.
(29)

This gives the first term in the parenthesis (25).

II) If 𝑖, 𝑗 both even, then∫︁∫︁
𝐼𝑖×𝐼𝑗

𝐾(Ψ𝑖(𝑥),Ψ𝑗(𝑦)) wal𝑘(𝑥)wal𝑘′(𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦

=
∫︁ 1

0

∫︁ 1

0

𝐾(𝑥, 𝑦) wal𝑘(Ψ−1
𝑖 (𝑥))wal𝑘′(Ψ−1

𝑗 (𝑦)) |𝑑Ψ−1
𝑖 (𝑥) 𝑑Ψ−1

𝑗 (𝑦)|

=
∫︁ 1

0

∫︁ 1

0

𝐾(𝑥, 𝑦)𝑒(2𝜋𝑖/𝑏)𝑘0(𝑖−1)𝑒−(2𝜋𝑖/𝑏)(𝑘1+𝑘2+···+𝑘𝑛)wal[𝑘/𝑏](𝑥)

× 𝑒−(2𝜋𝑖/𝑏)𝑘′0(𝑗−1)𝑒(2𝜋𝑖/𝑏)(𝑘
′
1+𝑘

′
2+···+𝑘

′
𝑛′ ) wal[𝑘′/𝑏](𝑦)

⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑥

(−𝑏)
𝑑𝑦

(−𝑏)

⃒⃒⃒⃒
. (30)
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In (30) we use

wal𝑘(Ψ−1
𝑖 (𝑥)) = 𝑒(2𝜋𝑖/𝑏)𝑘0(𝑖−1)𝑒−(2𝜋𝑖/𝑏)(𝑘1+𝑘2+···+𝑘𝑛)wal[𝑘/𝑏](𝑥). (31)

Proof of (31). By Fig. 3, wal𝑘(Ψ−1
𝑖 (𝑥)) = wal𝑘(𝑖/𝑏− 𝑥/𝑏), and from

𝑥 =
𝑥0

𝑏
+
𝑥1

𝑏2
+
𝑥2

𝑏3
+ · · · ,

𝑖

𝑏
− 𝑥

𝑏
=
𝑖

𝑏
− 𝑥0

𝑏2
− 𝑥1

𝑏3
− 𝑥2

𝑏4
− · · ·

=
𝑖− 1
𝑏

+
(︂

1
𝑏
− 𝑥0

𝑏
− 𝑥1

𝑏2
− 𝑥2

𝑏3
− · · ·

)︂
=
𝑖− 1
𝑏

+
(︂
𝑏− 1
𝑏2

+
𝑏− 1
𝑏3

+
𝑏− 1
𝑏4

+ · · · − 𝑥0

𝑏
− 𝑥1

𝑏2
− 𝑥2

𝑏3
− · · ·

)︂
=
𝑖− 1
𝑏

+
(︂
𝑏− 1− 𝑥0

𝑏2
+
𝑏− 1− 𝑥1

𝑏3
+
𝑏− 1− 𝑥2

𝑏4
+ · · ·

)︂
,

and by the definition of Walsh functions we have

wal𝑘

(︂
𝑖

𝑏
− 𝑥

𝑏

)︂
= 𝑒(2𝜋𝑖/𝑏)(𝑘0(𝑖−1)+𝑘1(𝑏−1−𝑥0)+𝑘2(𝑏−1−𝑥1)+··· )

= 𝑒(2𝜋𝑖/𝑏)𝑘0(𝑖−1)𝑒−(2𝜋𝑖/𝑏)(𝑘1+𝑘2+···+𝑘𝑛)wal[𝑘/𝑏](𝑥).

❊
❊
❊
❊
❊
❊
❊
❊
❊
❊
❊
❊
❊
❊
❊
❊
❊❊

𝑖−1
𝑏

𝑖
𝑏

❤❤❤❤❤❤❤❤❤❤❤❤❤❤❤❤❤❤𝑖−1
𝑏

𝑖
𝑏

Ψ−1
𝑖 (𝑥) = 𝑖

𝑏 −
𝑥
𝑏

0 1

0

1
Ψ𝑖(𝑥)

Fig. 3. Ψ𝑖(𝑥) and inverse function of Ψ𝑖(𝑥)

Submitting in (30) the sum

𝑏∑︁
𝑖=1
𝑖 even

𝑒(2𝜋𝑖/𝑏)𝑘0(𝑖−1) =

⎧⎪⎨⎪⎩𝑒
−(2𝜋𝑖/𝑏)𝑘0

𝑏

2
if
𝑏

2

⃒⃒
𝑘0

(︂
⇔ 𝑏

2

⃒⃒
𝑘

)︂
,

0 otherwise,
(32)

and ∫︁ 1

0

∫︁ 1

0

𝐾(𝑥, 𝑦)wal[𝑘/𝑏](𝑥) wal[𝑘′/𝑏](𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 = ̂︀𝐾(𝑖, 𝑗), (33)
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where 𝑖⊕ [𝑘/𝑏] = 0, 𝑗 ⊕ [𝑘′/𝑏] = 0, we find

𝑏∑︁
𝑖,𝑗=1
𝑖,𝑗 even

∫︁∫︁
𝐼𝑖×𝐼𝑗

𝐾(Ψ𝑖(𝑥),Ψ𝑗(𝑦)) wal𝑘(𝑥)wal𝑘′(𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
1
4
̂︀𝐾(𝑖, 𝑗)𝑒−(2𝜋𝑖/𝑏)(𝑘0+𝑘1+···+𝑘𝑛)𝑒(2𝜋𝑖/𝑏)(𝑘

′
0+𝑘

′
1+···+𝑘

′
𝑛′ )

if
𝑏

2

⃒⃒
𝑘,

𝑏

2

⃒⃒
𝑘′, 𝑖⊕

[︂
𝑘

𝑏

]︂
= 0, 𝑗 ⊕

[︂
𝑘′

𝑏

]︂
= 0,

0 otherwise.

(34)

This gives the second term in the parenthesis (25).

Proof of (33). Starting with 𝐾(𝑥, 𝑦) =
∑︀∞
𝑖,𝑗=0

̂︀𝐾(𝑖, 𝑗)wal𝑖(𝑥) wal𝑗(𝑦) we find∫︁ 1

0

∫︁ 1

0

𝐾(𝑥, 𝑦)wal[𝑘/𝑏](𝑥) wal[𝑘′/𝑏](𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦

=
∞∑︁

𝑖,𝑗=0

̂︀𝐾(𝑖, 𝑗)
∫︁ 1

0

wal𝑖(𝑥) wal[𝑘/𝑏](𝑥) 𝑑𝑥
∫︁ 1

0

wal𝑗(𝑦) wal[𝑘′/𝑏](𝑦) 𝑑𝑦.

Because
wal𝑗(𝑦) wal[𝑘′/𝑏](𝑦) = wal𝑗⊕[𝑘′/𝑏](𝑦)

and if
∫︀ 1

0
wal𝑗(𝑦) wal[𝑘′/𝑏](𝑦) 𝑑𝑦 ̸= 0, then 𝑗 ⊕ [𝑘′/𝑏] = 0.

Similarly, if
∫︀ 1

0
wal𝑖(𝑥) wal[𝑘/𝑏](𝑥) 𝑑𝑥 ̸= 0, then 𝑖⊕ [𝑘/𝑏] = 0.

III) For odd 𝑖 and even 𝑗 we have

𝑏∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑖 odd, 𝑗 even

∫︁∫︁
𝐼𝑖×𝐼𝑗

𝐾(Φ𝑖(𝑥),Ψ𝑗(𝑦)) wal𝑘(𝑥)wal𝑘′(𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦

=

⎧⎪⎨⎪⎩
1
4

∫︁ 1

0

∫︁ 1

0

𝐾(𝑥, 𝑦) wal[𝑘/𝑏](𝑥) wal[𝑘′/𝑏](𝑦)𝑒(2𝜋𝑖/𝑏)(𝑘
′
0+𝑘

′
1+···+𝑘

′
𝑛′ ) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 if

𝑏

2

⃒⃒
𝑘,

𝑏

2

⃒⃒
𝑘′,

0 otherwise.
(35)

Now, using the Fourier–Walsh expansion 𝐾(𝑥, 𝑦) =
∑︀∞
𝑖,𝑗=0

̂︀𝐾(𝑖, 𝑗)wal𝑖(𝑥) wal𝑗(𝑦), we find∫︁ 1

0

∫︁ 1

0

𝐾(𝑥, 𝑦) wal[𝑘/𝑏](𝑥) wal[𝑘′/𝑏](𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦

=
∞∑︁

𝑖,𝑗=0

̂︀𝐾(𝑖, 𝑗)
∫︁ 1

0

wal𝑖(𝑥) wal[𝑘/𝑏](𝑥) 𝑑𝑥
∫︁ 1

0

wal𝑗(𝑦) wal[𝑘′/𝑏](𝑦) 𝑑𝑦

=

⎧⎪⎨⎪⎩
̂︀𝐾(︂[︂𝑘

𝑏

]︂
, 𝑗

)︂
if 𝑗 ⊕

[︂
𝑘′

𝑏

]︂
= 0,

0 otherwise.
(36)

Proof of (36). If
∫︀ 1

0
wal𝑖(𝑥) wal[𝑘/𝑏](𝑥) 𝑑𝑥 ̸= 0, then 𝑖 = [𝑘/𝑏]. If

∫︀ 1

0
wal𝑗(𝑦) wal[𝑘′/𝑏](𝑦) 𝑑𝑦 ̸= 0,

then 𝑗 ⊕ [𝑘′/𝑏] = 0.
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Thus (35) is equal to⎧⎪⎨⎪⎩
1
4
̂︀𝐾(︂[︂𝑘

𝑏

]︂
, 𝑗

)︂
𝑒(2𝜋𝑖/𝑏)(𝑘

′
0+𝑘

′
1+···+𝑘

′
𝑛′ ) if

𝑏

2

⃒⃒
𝑘,

𝑏

2

⃒⃒
𝑘′, 𝑗 ⊕

[︂
𝑘′

𝑏

]︂
= 0,

0 otherwise.
(37)

IV) Similarly, for even 𝑖 and odd 𝑗 we have

𝑏∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑖 even, 𝑗 odd

∫︁∫︁
𝐼𝑖×𝐼𝑗

𝐾(Ψ𝑖(𝑥),Ψ𝑗(𝑦)) wal𝑘(𝑥)wal𝑘′(𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦

=

⎧⎪⎨⎪⎩
1
4
̂︀𝐾(︂𝑖, [︂𝑘′

𝑏

]︂)︂
𝑒−(2𝜋𝑖/𝑏)(𝑘0+𝑘1+···+𝑘𝑛) if

𝑏

2

⃒⃒
𝑘,

𝑏

2

⃒⃒
𝑘′, 𝑖⊕

[︂
𝑘

𝑏

]︂
= 0,

0 otherwise.
(38)

Summing up (29), (34), (37), and (38) we find

̂︀𝐾1(𝑘, 𝑘′) =
1
4

(︂ ̂︀𝐾(︂[︂𝑘
𝑏

]︂
,

[︂
𝑘′

𝑏

]︂)︂
+ ̂︀𝐾(︂−[︂𝑘

𝑏

]︂
,−
[︂
𝑘′

𝑏

]︂)︂
+ ̂︀𝐾(︂[︂𝑘

𝑏

]︂
,−
[︂
𝑘′

𝑏

]︂)︂
𝑒(2𝜋𝑖/𝑏)(𝑘

′
0+𝑘

′
1+···+𝑘

′
𝑛)

+ ̂︀𝐾(︂−[︂𝑘
𝑏

]︂
,

[︂
𝑘′

𝑏

]︂)︂
𝑒−(2𝜋𝑖/𝑏)(𝑘0+𝑘1+···+𝑘𝑛)

)︂
. (39)

Inserting (39) into (12) we find (25).
Now, the proof of Theorem 5 is complete.

For some control of a Fourier–Walsh expansion of a kernel 𝐾(x,y), the following theorem can
be used.

Theorem 6. For an arbitrary u.d.p. map Ψ(x,𝜎) and an arbitrary kernel 𝐾(x,y), for 𝑁 = 1
we have∫︁

[0,1]𝑠
sup
𝑓∈𝐻
‖𝑓‖61

⃒⃒⃒⃒
𝑓(Ψ(x0,𝜎))−

∫︁
[0,1]𝑠

𝑓(x) 𝑑x
⃒⃒⃒⃒2
𝑑𝜎 =

∫︁
[0,1]𝑠

𝐾(x,x) 𝑑x−
∫︁

[0,1]2𝑠

𝐾(x,y) 𝑑x 𝑑y. (40)

Proof. For 𝑁 = 1, the equation (7) implies∫︁
[0,1]𝑠

sup
𝑓∈𝐻
‖𝑓‖61

⃒⃒⃒⃒
𝑓(Ψ(x0,𝜎))−

∫︁
[0,1]𝑠

𝑓(x) 𝑑x
⃒⃒⃒⃒2
𝑑𝜎

=
∫︁

[0,1]𝑠
𝐾(Ψ(x0,𝜎),Ψ(x0,𝜎)) 𝑑𝜎 −

∫︁
[0,1]2𝑠

𝐾(x,y) 𝑑x 𝑑y

=
∫︁

[0,1]𝑠
𝐾(x,x) 𝑑x−

∫︁
[0,1]2𝑠

𝐾(x,y) 𝑑x 𝑑y.

Remark 2. Theorem 6 implies the following.
By Theorem 2 and Theorem 3 we have that (40) is equal to∑︁

k∈N𝑠
0

k̸=0

̂︀𝐾(k,k) =
∑︁
k∈N𝑠

0
k̸=0

̂︀𝐾1(k,k), (41)

for an arbitrary u.d.p. map Φ(x) and a common kernel 𝐾(x,y).



44 V. Baláž, J. Fialová, V. Grozdanov, S. Stoilova, O. Strauch

By Theorem 4 we have

∑︁
k∈N𝑠

0
k ̸=0

̂︀𝐾(k,k) =
∑︁
k∈N𝑠

0
k ̸=0,b𝛼|k

̂︀𝐾(︂ k
b𝛼

,
k
b𝛼

)︂
, (42)

for Φ(x) = b𝛼xmod1.12

By Theorem 5, for one-dimensional tent map Φ(𝑥), we have (41) of the form

∞∑︁
𝑘=1

̂︀𝐾(𝑘, 𝑘)

=
∞∑︁
𝑘=1

(𝑏/2)|𝑘

1
4

(︂ ̂︀𝐾(︂[︂𝑘
𝑏

]︂
,

[︂
𝑘

𝑏

]︂)︂
+ ̂︀𝐾(︂−[︂𝑘

𝑏

]︂
,−
[︂
𝑘

𝑏

]︂)︂
+ ̂︀𝐾(︂[︂𝑘

𝑏

]︂
,−
[︂
𝑘

𝑏

]︂)︂
𝑒(2𝜋𝑖/𝑏)(𝑘0+𝑘1+···+𝑘𝑛)

+ ̂︀𝐾(︂−[︂𝑘
𝑏

]︂
,

[︂
𝑘

𝑏

]︂)︂
𝑒−(2𝜋𝑖/𝑏)(𝑘0+𝑘1+···+𝑘𝑛)

)︂
. (43)

Another proof of (43). Let 𝑘 = 𝑘0 + 𝑘1𝑏 + · · · + 𝑘𝑛𝑏
𝑛, 𝑘𝑛 ̸= 0. For (𝑏/2) | 𝑘 we have 𝑘0 = 0 or

𝑘0 = 𝑏/2. Put

𝐴 =
{︂

0 +
[︂
𝑘

𝑏

]︂
𝑏,
𝑏

2
+
[︂
𝑘

𝑏

]︂
𝑏

}︂
.

Then ∑︁
𝑘∈𝐴

̂︀𝐾(︂[︂𝑘
𝑏

]︂
,

[︂
𝑘

𝑏

]︂)︂
= 2 ̂︀𝐾(︂[︂𝑘

𝑏

]︂
,

[︂
𝑘

𝑏

]︂)︂
,

∑︁
𝑘∈𝐴

̂︀𝐾(︂−[︂𝑘
𝑏

]︂
,−
[︂
𝑘

𝑏

]︂)︂
= 2 ̂︀𝐾(︂−[︂𝑘

𝑏

]︂
,−
[︂
𝑘

𝑏

]︂)︂
,

∑︁
𝑘∈𝐴

̂︀𝐾(︂[︂𝑘
𝑏

]︂
,−
[︂
𝑘

𝑏

]︂)︂
𝑒(2𝜋𝑖/𝑏)(𝑘0+𝑘1+···+𝑘𝑛)

= ̂︀𝐾(︂[︂𝑘
𝑏

]︂
,−
[︂
𝑘

𝑏

]︂)︂
𝑒(2𝜋𝑖/𝑏)(𝑘1+···+𝑘𝑛)(𝑒(2𝜋𝑖/𝑏)0 + 𝑒(2𝜋𝑖/𝑏)(𝑏/2)) = 0,∑︁

𝑘∈𝐴

̂︀𝐾(︂−[︂𝑘
𝑏

]︂
,

[︂
𝑘

𝑏

]︂)︂
𝑒−(2𝜋𝑖/𝑏)(𝑘0+𝑘1+···+𝑘𝑛) = 0.

4. Numerical results

4.1. The mean square worst-case error for the kernel 𝐾(𝑥, 𝑦) = 1 − max(𝑥, 𝑦).
In this Section we apply Theorems 2, 3, 4 and 5 to the Fourier–Walsh expansion of the simple

kernel 𝐾(𝑥, 𝑦) = 1−max(𝑥, 𝑦).

Theorem 7. Let 𝐾(𝑥, 𝑦) =
∑︀
𝑘,𝑘′∈N0

̂︀𝐾(𝑘, 𝑘′)wal𝑘(𝑥) wal𝑘′(𝑦) be the Fourier–Walsh series of
the kernel 𝐾(𝑥, 𝑦) = 1−max(𝑥, 𝑦). Then for 𝑘 ̸= 0, 𝑘 = 𝑘0 + 𝑘1𝑏+ · · ·+ 𝑘𝑛𝑏

𝑛 , 𝑘𝑛 ̸= 0, we have

̂︀𝐾(𝑘, 𝑘) = −1
2

1
𝑏2(𝑛+1)

(︂
1
3
− 1

sin2(𝑘𝑛(𝜋/𝑏))

)︂
, (44)

12This holds for an arbitrary function ̂︀𝐾(k,k) directly.
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and

̂︀𝐾(𝑘,−𝑘) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0 if not 2𝑘0 = · · · = 2𝑘𝑛−1 = 0 (mod 𝑏),
1

3𝑏2(𝑛+1)
if 𝑘𝑛 =

𝑏

2
, 2𝑘0 = · · · = 2𝑘𝑛−1 = 0 (mod 𝑏),

1
𝑏2(𝑛+1)(𝑒(2𝜋/𝑏)𝑘𝑛 − 1)2

if 𝑘𝑛 ̸=
𝑏

2
, 2𝑘0 = · · · = 2𝑘𝑛−1 = 0 (mod 𝑏).

(45)

Proof of (44). Let the kernel 𝐾(𝑥, 𝑦) be rewritten in the form

𝐾(𝑥, 𝑦) = 1− 𝑥+ 𝑦 + |𝑥− 𝑦|
2

. (46)

By [5; (12.15)] for 𝑘 = 𝑘0 + 𝑘1𝑏+ · · ·+ 𝑘𝑛𝑏
𝑛 we have∫︁ 1

0

∫︁ 1

0

|𝑥− 𝑦|wal𝑘(𝑥)wal𝑘(𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 =
1

𝑏2(𝑛+1)

(︂
1
3
− 1

sin2(𝑘𝑛(𝜋/𝑏))

)︂
. (47)

For 𝑘 ̸= 0 we have ∫︁ 1

0

∫︁ 1

0

𝑥wal𝑘(𝑥)wal𝑘(𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 = 0

then (47) implies (44).

Proof of (45). We have

̂︀𝐾(𝑘,−𝑘) =
∫︁ 1

0

∫︁ 1

0

𝐾(𝑥, 𝑦) wal𝑘(𝑥)wal−𝑘(𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦

=
∫︁ 1

0

∫︁ 1

0

𝐾(𝑥, 𝑦) wal𝑘(𝑥) wal𝑘(𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 = −1
2

∫︁ 1

0

∫︁ 1

0

|𝑥− 𝑦|wal𝑘(𝑥) wal𝑘(𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦.

(48)

Now, 𝑘 = 𝑘0 + 𝑘1𝑏+ · · ·+ 𝑘𝑛𝑏
𝑛, 𝑘𝑛 ̸= 0,

𝐼𝑖 =
[︂

𝑖

𝑏𝑛+1
,
𝑖+ 1
𝑏𝑛+1

)︂
, 𝑖 = 0, 1, 2, . . . , 𝑏𝑛+1 − 1,

𝑥 =
𝑥0

𝑏
+
𝑥1

𝑏2
+ · · ·+ 𝑥𝑛

𝑏𝑛+1
+ · · · ∈ 𝐼𝑖,

𝑖

𝑏𝑛+1
=
𝑥0

𝑏
+
𝑥1

𝑏2
+ · · ·+ 𝑥𝑛

𝑏𝑛+1
,

𝑦 =
𝑦0
𝑏

+
𝑦1
𝑏2

+ · · ·+ 𝑦𝑛
𝑏𝑛+1

+ · · · ∈ 𝐼𝑗 ,
𝑗

𝑏𝑛+1
=
𝑦0
𝑏

+
𝑦1
𝑏2

+ · · ·+ 𝑦𝑛
𝑏𝑛+1

.

Using these notations we continue to calculate (48).

− 1
2

∫︁ 1

0

∫︁ 1

0

|𝑥− 𝑦|wal𝑘(𝑥) wal𝑘(𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦

= −1
2

𝑏𝑛+1−1∑︁
𝑖,𝑗=0

𝑒(2𝜋𝑖/𝑏)((𝑥0+𝑦0)𝑘0+(𝑥1+𝑦1)𝑘1+···+(𝑥𝑛+𝑦𝑛)𝑘𝑛)

∫︁∫︁
𝐼𝑖×𝐼𝑗

|𝑥− 𝑦| 𝑑𝑥 𝑑𝑦, (49)

where ∫︁∫︁
𝐼𝑖×𝐼𝑗

|𝑥− 𝑦| 𝑑𝑥 𝑑𝑦 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1

3𝑏3(𝑛+1)
if 𝑖 = 𝑗,

|𝑖− 𝑗|
𝑏3(𝑛+1)

if 𝑖 ̸= 𝑗.

(50)
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I) For 𝑖 = 𝑗 in (49) we have

− 1
2

1
3𝑏3(𝑛+1)

𝑏𝑛+1−1∑︁
𝑖=0

𝑒(2𝜋𝑖/𝑏)(2𝑥0𝑘0+2𝑥1𝑘1+···+2𝑥𝑛𝑘𝑛)

= −1
2

1
3𝑏3(𝑛+1)

(︂ 𝑏−1∑︁
𝑥0=0

𝑒(2𝜋𝑖/𝑏)2𝑥0𝑘0

)︂(︂ 𝑏−1∑︁
𝑥1=0

𝑒(2𝜋𝑖/𝑏)2𝑥1𝑘1

)︂
· · ·
(︂ 𝑏−1∑︁
𝑥𝑛=0

𝑒(2𝜋𝑖/𝑏)2𝑥𝑛𝑘𝑛

)︂

=

⎧⎨⎩−
1
2

1
3𝑏2(𝑛+1)

if 2𝑘0 = 2𝑘1 = · · · = 2𝑘𝑛 = 0 (mod 𝑏),

0, otherwise.
(51)

II) For 𝑖 ̸= 𝑗 in (49) we have

− 1
2

2
𝑏2(𝑛+1)

𝑏𝑛+1−2∑︁
𝑗=0

𝑏𝑛+1−1∑︁
𝑖=𝑗+1

(︂
𝑖

𝑏𝑛+1
− 𝑗

𝑏𝑛+1

)︂
𝑒(2𝜋𝑖/𝑏)((𝑥0+𝑦0)𝑘0+(𝑥1+𝑦1)𝑘1+···+(𝑥𝑛+𝑦𝑛)𝑘𝑛)

= −1
2

2
𝑏2(𝑛+1)

𝑏𝑛+1−2∑︁
𝑗=0

𝑏𝑛+1−1∑︁
𝑖=𝑗+1

(︂
𝑥0 − 𝑦0

𝑏
+
𝑥1 − 𝑦1
𝑏2

+ · · ·+ 𝑥𝑛 − 𝑦𝑛
𝑏𝑛+1

)︂
× 𝑒(2𝜋𝑖/𝑏)((𝑥0+𝑦0)𝑘0+(𝑥1+𝑦1)𝑘1+···+(𝑥𝑛+𝑦𝑛)𝑘𝑛). (52)

Now, for fixed 𝑥0, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛−1 and 𝑦0, 𝑦1, . . . , 𝑦𝑛−1, we assume that

𝑥0 − 𝑦0
𝑏

+
𝑥1 − 𝑦1
𝑏2

+ · · ·+ 𝑥𝑛−1 − 𝑦𝑛−1

𝑏𝑛
> 0. (53)

Similarly, as in [5; (12.11)] the following partial sum of (52) is zero.⃒⃒⃒⃒ 𝑏−1∑︁
𝑥𝑛=0

𝑏−1∑︁
𝑦𝑛=0

(︂
𝑥0 − 𝑦0

𝑏
+ · · ·+ 𝑥𝑛 − 𝑦𝑛

𝑏𝑛+1

)︂
𝑒(2𝜋𝑖/𝑏)((𝑥0+𝑦0)𝑘0+···+(𝑥𝑛+𝑦𝑛)𝑘𝑛)

⃒⃒⃒⃒

=
⃒⃒⃒⃒ 𝑏−1∑︁
𝑥𝑛=0

𝑏−1∑︁
𝑦𝑛=0

(︂
𝑥0 − 𝑦0

𝑏
+ · · ·+ 𝑥𝑛 − 𝑦𝑛

𝑏𝑛+1

)︂
𝑒(2𝜋𝑖/𝑏)(𝑥𝑛+𝑦𝑛)𝑘𝑛

⃒⃒⃒⃒

=
⃒⃒⃒⃒(︂
𝑥0 − 𝑦0

𝑏
+ · · ·+ 𝑥𝑛−1 − 𝑦𝑛−1

𝑏𝑛

)︂ 𝑏−1∑︁
𝑥𝑛=0

𝑏−1∑︁
𝑦𝑛=0

𝑒(2𝜋𝑖/𝑏)(𝑥𝑛+𝑦𝑛)𝑘𝑛

+
𝑏−1∑︁
𝑥𝑛=0

𝑏−1∑︁
𝑦𝑛=0

(𝑥𝑛 − 𝑦𝑛)
𝑏𝑛+1

𝑒(2𝜋𝑖/𝑏)(𝑥𝑛+𝑦𝑛)𝑘𝑛

⃒⃒⃒⃒
= 0, (54)

since the final double sums in (54) are equal to zero, bearing in mind 𝑘𝑛 ̸= 0.

III) Note that from (53) follows that

𝑥0 − 𝑦0
𝑏

+
𝑥1 − 𝑦1
𝑏2

+ · · ·+ 𝑥𝑛 − 𝑦𝑛
𝑏𝑛

> 0

for arbitrary 𝑥𝑛, 𝑦𝑛 = 0, 1, . . . , 𝑏− 1. Thus it remains to consider the case

𝑥0 − 𝑦0
𝑏

+
𝑥1 − 𝑦1
𝑏2

+ · · ·+ 𝑥𝑛−1 − 𝑦𝑛−1

𝑏𝑛
= 0, (55)
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i.e., 𝑥0 = 𝑦0, 𝑥1 = 𝑦1, . . . , 𝑥𝑛−1 = 𝑦𝑛−1, but in this case for 𝑗 < 𝑖 we need 𝑦𝑛 < 𝑥𝑛. For such
subsum we have

𝑏𝑛+1−2∑︁
𝑗=0

𝑏𝑛+1−1∑︁
𝑖=𝑗+1

(︂
𝑥0 − 𝑦0

𝑏
+ · · ·+ 𝑥𝑛 − 𝑦𝑛

𝑏𝑛+1

)︂
𝑒(2𝜋𝑖/𝑏)((𝑥0+𝑦0)𝑘0+···+(𝑥𝑛+𝑦𝑛)𝑘𝑛)

=
𝑏−1∑︁
𝑥0=0

· · ·
𝑏−1∑︁

𝑥𝑛−1=0

𝑏−2∑︁
𝑦𝑛=0

𝑏−1∑︁
𝑥𝑛=𝑦𝑛+1

(︂
𝑥𝑛 − 𝑦𝑛
𝑏𝑛+1

)︂
𝑒(2𝜋𝑖/𝑏)(2𝑥0𝑘0+···+2𝑥𝑛−1𝑘𝑛−1+(𝑥𝑛+𝑦𝑛)𝑘𝑛)

=
(︂ 𝑏−1∑︁
𝑥0=0

𝑒(2𝜋𝑖/𝑏)2𝑥0𝑘0

)︂
· · ·
(︂ 𝑏−1∑︁
𝑥𝑛−1=0

𝑒(2𝜋𝑖/𝑏)2𝑥𝑛−1𝑘𝑛−1

)︂

×
𝑏−2∑︁
𝑦𝑛=0

𝑏−1∑︁
𝑥𝑛=𝑦𝑛+1

(︂
𝑥𝑛 − 𝑦𝑛
𝑏𝑛+1

)︂
𝑒(2𝜋𝑖/𝑏)(𝑥𝑛+𝑦𝑛)𝑘𝑛

=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑏𝑛

𝑏−2∑︁
𝑦𝑛=0

𝑏−1∑︁
𝑥𝑛=𝑦𝑛+1

(︂
𝑥𝑛 − 𝑦𝑛
𝑏𝑛+1

)︂
𝑒(2𝜋𝑖/𝑏)(𝑥𝑛+𝑦𝑛)𝑘𝑛 if 2𝑘0 = · · · = 2𝑘𝑛−1 = 0 (mod 𝑏),

0 otherwise.

(56)

Replacing 𝑥𝑛 − 𝑦𝑛 = 𝑗, the final double sum in (56) can be expressed as

𝑏−2∑︁
𝑦𝑛=0

𝑒(2𝜋𝑖/𝑏)2𝑦𝑛𝑘𝑛

𝑏−1−𝑦𝑛∑︁
𝑗=1

𝑗

𝑏𝑛+1
𝑒(2𝜋𝑖/𝑏)𝑗𝑘𝑛 . (57)

Then we use the following summation formula

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑗𝑒𝐵𝑗 =
𝑛− 1

1− 𝑒−𝐵.1
− 𝑒𝐵(𝑛−1) − 1

(1− 𝑒−𝐵.1)2
+ 𝑛

𝑒𝐵𝑛 − 1
1− 𝑒−𝐵.1

, (58)

which holds for 𝑛 = 0, 1, 2, . . . and for an arbitrary nonzero complex number 𝐵. Inserting (58) into
(57) we find

𝑏−2∑︁
𝑦𝑛=0

𝑏−1∑︁
𝑥𝑛=𝑦𝑛+1

(︂
𝑥𝑛 − 𝑦𝑛
𝑏𝑛+1

)︂
𝑒(2𝜋𝑖/𝑏)(𝑥𝑛+𝑦𝑛)𝑘𝑛

=
1

𝑏𝑛+1

𝑒−(2𝜋𝑖/𝑏)𝑘𝑛

(1− 𝑒−(2𝜋𝑖/𝑏)𝑘𝑛)2

𝑏−2∑︁
𝑦𝑛=0

𝑒(2𝜋𝑖/𝑏)2𝑦𝑛𝑘𝑛

+
1

𝑏𝑛+1

(︂
(𝑏− 1)

𝑒−(2𝜋𝑖/𝑏)𝑘𝑛

1− 𝑒−(2𝜋𝑖/𝑏)𝑘𝑛
− 𝑒−(4𝜋𝑖/𝑏)𝑘𝑛

(1− 𝑒−(2𝜋𝑖/𝑏)𝑘𝑛)2

)︂ 𝑏−2∑︁
𝑦𝑛=0

𝑒(2𝜋𝑖/𝑏)𝑦𝑛𝑘𝑛

− 1
𝑏𝑛+1

𝑒−(2𝜋𝑖/𝑏)𝑘𝑛

1− 𝑒−(2𝜋𝑖/𝑏)𝑘𝑛

𝑏−2∑︁
𝑦𝑛=0

𝑦𝑛𝑒
(2𝜋𝑖/𝑏)𝑦𝑛𝑘𝑛 . (59)

Here

𝑏−2∑︁
𝑦𝑛=0

𝑒(2𝜋𝑖/𝑏)2𝑦𝑛𝑘𝑛 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑏− 1 if 𝑘𝑛 =

𝑏

2
,

−𝑒−(4𝜋𝑖/𝑏)𝑘𝑛 if 𝑘𝑛 ̸=
𝑏

2
,
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𝑏−2∑︁
𝑦𝑛=0

𝑒(2𝜋𝑖/𝑏)𝑦𝑛𝑘𝑛 = −𝑒−(2𝜋𝑖/𝑏)𝑘𝑛 ,

𝑏−2∑︁
𝑦𝑛=0

𝑦𝑛𝑒
(2𝜋𝑖/𝑏)𝑦𝑛𝑘𝑛 =

−1
1− 𝑒−(2𝜋𝑖/𝑏)𝑘𝑛

− 𝑒−(6𝜋𝑖/𝑏)𝑘𝑛 − 1
(1− 𝑒−(2𝜋𝑖/𝑏)𝑘𝑛)2

+ (𝑏− 1)
𝑒−(4𝜋𝑖/𝑏)𝑘𝑛

1− 𝑒−(2𝜋𝑖/𝑏)𝑘𝑛
. (60)

Inserting expression (60) into (59) we find

𝑏−2∑︁
𝑦𝑛=0

𝑏−1∑︁
𝑥𝑛=𝑦𝑛+1

(︂
𝑥𝑛 − 𝑦𝑛
𝑏𝑛+1

)︂
𝑒(2𝜋𝑖/𝑏)(𝑥𝑛+𝑦𝑛)𝑘𝑛 =

1
𝑏𝑛+1

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
−𝑏𝑒−(4𝜋𝑖/𝑏)𝑘𝑛

(1− 𝑒−(2𝜋𝑖/𝑏)𝑘𝑛)2
if 𝑘𝑛 ̸=

𝑏

2
,

(𝑏− 2)𝑒−(2𝜋𝑖/𝑏)𝑘𝑛

1− 𝑒−(2𝜋𝑖/𝑏)𝑘𝑛
+ 𝑒−(2𝜋𝑖/𝑏)𝑘𝑛 if 𝑘𝑛 =

𝑏

2
.

(61)

For 𝑘𝑛 = 𝑏/2 the relevant part of (61) is equal to −𝑏/2. Finally, summing up (51), (56) and (61)
we find (45).

This completes the proof of Theorem 7.

Theorem 8. Let 𝑏 > 2, 𝛼 and 𝛽 be integer numbers, 𝛼 < 𝛽 , and
(i) 𝐾(𝑥, 𝑦) = 1−max(𝑥, 𝑦);
(ii) 𝑁 = 𝑏𝛽 ;
(iii) 𝑥0, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑁−1 be the van der Corput sequence in base 𝑏.13

Then ∫︁ 1

0

sup
𝑓∈𝐻
‖𝑓‖61

⃒⃒⃒⃒
1
𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑓(𝑥𝑛 ⊕ 𝜎)−
∫︁ 1

0

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥
⃒⃒⃒⃒2
𝑑𝜎 =

1
6𝑏2𝛽

, (62)

∫︁ 1

0

sup
𝑓∈𝐻
‖𝑓‖61

⃒⃒⃒⃒
1
𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑓(Φ(𝑥𝑛 ⊕ 𝜎))−
∫︁ 1

0

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥
⃒⃒⃒⃒2
𝑑𝜎 =

1
6𝑏2(𝛽−𝛼)

; (63)

for Φ(𝑥) = 𝑏𝛼𝑥mod1 and 𝛼 < 𝛽 ;

∫︁ 1

0

sup
𝑓∈𝐻
‖𝑓‖61

⃒⃒⃒⃒
1
𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑓(Φ(𝑥𝑛 ⊕ 𝜎))−
∫︁ 1

0

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥
⃒⃒⃒⃒2
𝑑𝜎 =

1
24𝑏2(𝛽−1)

, (64)

for the tent function Φ(𝑥), 2 | 𝑏.

Proof of (62) By (10), in one-dimensional case, the left hand side of (62) is equal to

∞∑︁
𝑘=1

̂︀𝐾(𝑘, 𝑘)
⃒⃒⃒⃒
1
𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

wal𝑘(𝑥𝑛)
⃒⃒⃒⃒2
. (65)

For 𝑁 = 𝑏𝛽 and for the van der Corput sequence 𝑥𝑛 we have

1
𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

wal𝑘(𝑥𝑛) =

{︃
0 if 𝑏𝛽 - 𝑘,
1 if 𝑏𝛽 | 𝑘.

(66)

13This is the same sequence as
0

𝑏𝛽
,

1

𝑏𝛽
, . . . ,

𝑏𝛽 − 1

𝑏𝛽
.
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Inserting (44) into (65) we find

∞∑︁
𝑘=1, 𝑏𝛽 |𝑘

̂︀𝐾(𝑘, 𝑘) = −1
2

∞∑︁
𝑛=𝛽

1
𝑏2(𝑛+1)

𝑏𝑛−𝛽
𝑏−1∑︁
𝑘𝑛=1

(︂
1
3
− 1

sin2(𝑘𝑛(𝜋/𝑏))

)︂
. (67)

Here the term 𝑏𝑛−𝛽 is the number of 𝑘, 𝑏𝛽 | 𝑘, for which

𝑘𝛽 = 0, 1, . . . , 𝑏− 1, 𝑘𝛽+1 = 0, 1, . . . , 𝑏− 1, . . . , 𝑘𝑛−1 = 0, 1, . . . , 𝑏− 1.

Since [5; Corollary A23]
𝑏−1∑︁
𝑘𝑛=1

1
sin2(𝑘𝑛(𝜋/𝑏))

=
𝑏2 − 1

3
(68)

we find (62).

Here we add

Proof of (66). Let 𝑁 = 𝑏𝛽 and 𝑥0, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑁−1 be the van der Corput sequence,

𝑛 = 𝑛0 + 𝑛1𝑏+ · · ·+ 𝑛𝛽−1𝑏
𝛽−1, 𝑛𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑏− 1,

𝑥𝑛 =
𝑛0

𝑏
+
𝑛1

𝑏
+ · · ·+ 𝑛𝛽−1

𝑏𝛽
, 𝑘 = 𝑘0 + 𝑘1𝑏+ 𝑘2𝑏

2 + · · · .

We have

𝑏𝛽−1∑︁
𝑛=0

wal𝑘(𝑥𝑛) =
(︂ 𝑏−1∑︁
𝑛0=0

𝑒(2𝜋𝑖/𝑏)𝑛0𝑘0

)︂(︂ 𝑏−1∑︁
𝑛1=0

𝑒(2𝜋𝑖/𝑏)𝑛1𝑘1

)︂
· · ·
(︂ 𝑏−1∑︁
𝑛𝛽−1=0

𝑒(2𝜋𝑖/𝑏)𝑛𝛽−1𝑘𝛽−1

)︂
.

From this if 𝑘𝑖 ̸= 0 for some 0 6 𝑖 6 𝛽− 1, then
∑︀𝑏𝛽−1
𝑛=0 wal𝑘(𝑥𝑛) = 0. If 𝑘0 = 𝑘1 = · · · = 𝑘𝛽−1 = 0,

i.e. 𝑏𝛽 | 𝑘, then (1/𝑏𝛽)
∑︀𝑏𝛽−1
𝑛=0 wal𝑘(𝑥𝑛) = 1.14

Proof of (63). By one-dimensional case of (13) of Theorem 4 the mean square worst-case error
(63) is

∞∑︁
𝑘=1, 𝑏𝛼|𝑘

̂︀𝐾(︂ 𝑘

𝑏𝛼
,
𝑘

𝑏𝛼

)︂⃒⃒⃒⃒
1
𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

wal𝑘(𝑥𝑛)
⃒⃒⃒⃒2
. (69)

By (66) the sum (69) is equal to

∞∑︁
𝑘=1, 𝑏𝛼|𝑘, 𝑏𝛽 |𝑘

̂︀𝐾(︂ 𝑘

𝑏𝛼
,
𝑘

𝑏𝛼

)︂
. (70)

Assuming 𝛼 < 𝛽,

𝑘 = 𝑘𝛽 + · · ·+ 𝑘𝑛𝑏
𝑛,

𝑘

𝑏𝛼
= 𝑘𝛽𝑏

𝛽−𝛼 + · · ·+ 𝑘𝑛𝑏
𝑛−𝛼,

then (70) has the form

∞∑︁
𝑘=1,𝑏𝛽 |𝑘

̂︀𝐾(︂ 𝑘

𝑏𝛼
,
𝑘

𝑏𝛼

)︂
= −1

2

∞∑︁
𝑛=𝛽

1
𝑏2(𝑛−𝛼+1)

𝑏𝑛−𝛽
𝑏−1∑︁
𝑘𝑛=1

(︂
1
3
− 1

sin2(𝑘𝑛(𝜋/𝑏))

)︂
, (71)

which gives (63). Here the exponent in 𝑏2(𝑛−𝛼+1) is given by (44) after transformation 𝑘 → 𝑘/𝑏𝛼.
14For an arbitrary 𝑁 , see (88).
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Remark 3. The formula (63) follows also from the second expression (14) in Theorem 4 using

1
𝑏𝛽

𝑏𝛽−1∑︁
𝑛=0

wal𝑘(Φ(𝑥𝑛)) =

{︃
0 if 𝑏𝛽−𝛼 - 𝑘,
1 if 𝑏𝛽−𝛼 | 𝑘.

(72)

Proof of (64). We start with
∞∑︁
𝑘=1

𝑘=𝑘𝛽𝑏
𝛽+···+𝑘𝑛𝑏

𝑛

̂︀𝐾(︂𝑘
𝑏
,
𝑘

𝑏

)︂
=

∞∑︁
𝑘=1

𝑘=𝑘𝛽𝑏
𝛽+···+𝑘𝑛𝑏

𝑛

̂︀𝐾(︂−𝑘
𝑏
,−𝑘

𝑏

)︂
=

1
6𝑏2(𝛽−1)

(73)

and
∞∑︁
𝑘=1

𝑘=𝑘𝛽𝑏
𝛽+···+𝑘𝑛𝑏

𝑛

̂︀𝐾(︂𝑘
𝑏
,−𝑘

𝑏

)︂
𝑒(2𝜋𝑖/𝑏)(𝑘𝛽+···+𝑘𝑛) =

∞∑︁
𝑘=1

𝑘=𝑘𝛽𝑏
𝛽+···+𝑘𝑛𝑏

𝑛

̂︀𝐾(︂−𝑘
𝑏
,
𝑘

𝑏

)︂
𝑒−(2𝜋𝑖/𝑏)(𝑘𝛽+···+𝑘𝑛)

= − 1
12𝑏2(𝛽−1)

. (74)

Inserting (73) and (74) into (25) then by Theorem 5 the mean square worst-case error is

=
1
4

(︂
1

6𝑏2(𝛽−1)
+

1
6𝑏2(𝛽−1)

− 1
12𝑏2(𝛽−1)

− 1
12𝑏2(𝛽−1)

)︂
=

1
24𝑏2(𝛽−1)

,

which gives (64).

Proof of (74). By (45), if 2𝑘𝛽 = · · · = 2𝑘𝑛−1 = 0 (mod 𝑏), then the value of ̂︀𝐾(𝑘/𝑏,−𝑘/𝑏)
depends only on 𝑘𝑛, thus

∞∑︁
𝑘=1

𝑘=𝑘𝛽𝑏
𝛽+···+𝑘𝑛𝑏

𝑛

̂︀𝐾(︂𝑘
𝑏
,−𝑘

𝑏

)︂
𝑒(2𝜋𝑖/𝑏)(𝑘𝛽+···+𝑘𝑛)

=
∞∑︁
𝑛=𝛽

∑︁
𝑘𝛽=0,𝑏/2, ..., 𝑘𝑛−1=0,𝑏/2

̂︀𝐾(︂𝑘
𝑏
,−𝑘

𝑏

)︂
𝑒(2𝜋𝑖/𝑏)(𝑘𝛽+···+𝑘𝑛)

=
(︂ ∑︁
𝑘𝛽=0,𝑏/2

𝑒(2𝜋𝑖/𝑏)𝑘𝛽

)︂
· · ·
(︂ ∑︁
𝑘𝑛−1=0,𝑏/2

𝑒(2𝜋𝑖/𝑏)𝑘𝑛−1

)︂ 𝑏−1∑︁
𝑘𝑛=1

̂︀𝐾(︂𝑘
𝑏
,−𝑘

𝑏

)︂
𝑒(2𝜋𝑖/𝑏)𝑘𝑛 (75)

and every sum in parenthesis is equal to zero. But for 𝑛 = 𝛽 the set of such parenthesis is empty
and by using (45) we have that (75) is equal

𝑏−1∑︁
𝑘𝑛=1

̂︀𝐾(︂𝑘
𝑏
,−𝑘

𝑏

)︂
𝑒(2𝜋𝑖/𝑏)𝑘𝑛 = − 1

3𝑏2𝛽
+

𝑏−1∑︁
𝑘𝑛=1, 𝑘𝑛 ̸=𝑏/2

𝑒(2𝜋𝑖/𝑏)𝑘𝑛

(𝑒(2𝜋𝑖/𝑏)𝑘𝑛 − 1)2
. (76)

Note that we apply (45) for 𝑘/𝑏 = 𝑘𝛽𝑏
𝛽 + · · ·+𝑘𝑛𝑏

𝑛−1 and for 𝑛 = 𝛽 we have 1/𝑏2(𝑛−1+1) = 1/𝑏2𝛽 .
Moreover, by elementary operations (all the time 𝑘𝑛 ̸= 0)

𝑒(2𝜋𝑖/𝑏)𝑘𝑛

(𝑒(2𝜋𝑖/𝑏)𝑘𝑛 − 1)2
= − 1

4 sin2((𝜋/𝑏)𝑘𝑛)
.

Using (68) we find
𝑏−1∑︁
𝑘𝑛=1

𝑒(2𝜋𝑖/𝑏)𝑘𝑛

(𝑒(2𝜋𝑖/𝑏)𝑘𝑛 − 1)2
= − 1

12
(𝑏2 − 1). (77)
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For the sum in (76) we need to omit in (77) the term for 𝑘𝑛 = 𝑏/2, which is −1/(−1− 1)2 = −1/4.
Summary,

∞∑︁
𝑘=1

𝑘=𝑘𝛽𝑏
𝛽+···+𝑘𝑛𝑏

𝑛

̂︀𝐾(︂𝑘
𝑏
,−𝑘

𝑏

)︂
𝑒(2𝜋𝑖/𝑏)(𝑘𝛽+···+𝑘𝑛) = − 1

3𝑏2𝛽
− 1

4𝑏2𝛽
𝑏2 − 1

3
+

1
4𝑏2𝛽

= − 1
12𝑏2(𝛽−1)

. (78)

Final notes. By definition of Fourier–Walsh coefficients we have

̂︀𝐾(𝑘,−𝑘) =
∫︁ 1

0

∫︁ 1

0

𝐾(𝑥, 𝑦) wal𝑘(𝑥)wal−𝑘(𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 =
∫︁ 1

0

∫︁ 1

0

𝐾(𝑥, 𝑦) wal𝑘(𝑥) wal𝑘(𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦,

̂︀𝐾(−𝑘, 𝑘) =
∫︁ 1

0

∫︁ 1

0

𝐾(𝑥, 𝑦) wal−𝑘(𝑥)wal𝑘(𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 =
∫︁ 1

0

∫︁ 1

0

𝐾(𝑥, 𝑦)wal𝑘(𝑥) wal𝑘(𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦.

Since the kernel 𝐾(𝑥, 𝑦) is real we have ̂︀𝐾(−𝑘, 𝑘) = ̂︀𝐾(𝑘,−𝑘). Then by (45) we have

̂︀𝐾(−𝑘, 𝑘) =
1

𝑏2(𝑛+1)(𝑒−(2𝜋/𝑏)𝑘𝑛 − 1)2

if 𝑘𝑛 ̸= 𝑏/2. Since
𝑒−(2𝜋𝑖/𝑏)𝑘𝑛

(𝑒−(2𝜋𝑖/𝑏)𝑘𝑛 − 1)2
=

𝑒(2𝜋𝑖/𝑏)𝑘𝑛

(𝑒(2𝜋𝑖/𝑏)𝑘𝑛 − 1)2

we have (74).
The Theorem 8 follows.

Remark 4. For the weighted Sobolev space with the reproducing kernel given by

𝐾(𝑥, 𝑦) = 1 + 𝛾

(︂
1
2
𝐵2({𝑥− 𝑦}) +

(︂
𝑥− 1

2

)︂(︂
𝑦 − 1

2

)︂)︂
,

Dick and Pillichshammer [11; Theorem 10] proved that for every 𝜀 > 0 there exists a digital net
such that the mean square worst-case error is bounded by 𝑂(1/𝑁2−𝜀). But in (62) the 𝜀 does not
occur.

4.2. The mean square worst-case error for the weighted Sobolev space of order 2.

Theorem 9. Let 𝑏, 𝛼 and 𝛽 be integer numbers, 𝛼 < 𝛽 , and
(i) 𝐾(𝑥, 𝑦) be a kernel of the form

𝐾(𝑥, 𝑦) = 1 + 𝛾𝐵1(𝑥)𝐵1(𝑦) +
𝛾2

4
𝐵2(𝑥)𝐵2(𝑦)−

𝛾2

24
𝐵4(|𝑥− 𝑦|);

(ii) 𝑏 = 2, 𝑁 = 2𝛽 ;
(iii) 𝑥0, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑁−1 be the van der Corput sequence in base 𝑏 = 2.

Then ∫︁ 1

0

sup
𝑓∈𝐻
‖𝑓‖61

⃒⃒⃒⃒
1
𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑓(𝑥𝑛 ⊕ 𝜎)−
∫︁ 1

0

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥
⃒⃒⃒⃒2
𝑑𝜎 =

𝛾

12 · 22𝛽
+

𝛾2

360 · 24𝛽
; (79)

∫︁ 1

0

sup
𝑓∈𝐻
‖𝑓‖61

⃒⃒⃒⃒
1
𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑓(Φ(𝑥𝑛 ⊕ 𝜎))−
∫︁ 1

0

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥
⃒⃒⃒⃒2
𝑑𝜎 =

𝛾

12 · 22(𝛽−𝛼)
+

𝛾2

360 · 24(𝛽−𝛼)
(80)
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for Φ(𝑥) = 2𝛼𝑥mod1 and 𝛼 < 𝛽 ;
(81)∫︁ 1

0

sup
𝑓∈𝐻
‖𝑓‖61

⃒⃒⃒⃒
1
𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑓(Φ(𝑥𝑛 ⊕ 𝜎))−
∫︁ 1

0

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥
⃒⃒⃒⃒2
𝑑𝜎 =

𝛾2

30 · 24𝛽
(82)

for the tent transformation Φ(𝑥) = Φ0(𝑥) = 1− |2𝑥− 1|.

Proof. In [1; p. 447] we have, for 𝑘 > 1,15

̂︀𝐾(𝑘, 𝑘) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝛾

4 · 22(𝑛+1)
+

𝛾2

120 · 24(𝑛+1)
if 𝑘 = 2𝑛,

𝛾2

12 · 22(𝑛+1+𝑗+1)
+

𝛾2

20 · 24(𝑛+1)
if 𝑘 = 𝑘0 + 𝑘1.2 + · · ·+ 2𝑗 + 2𝑛, 0 6 𝑗 < 𝑛,

(83)

and for the tent transformation Φ0(𝑥)

̂︀𝐾1(𝑘, 𝑘) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝛾

4 · 22𝑛
+

𝛾2

120 · 24𝑛
if 𝑘 = 1 + 2𝑛,

𝛾2

12 · 22(𝑛+𝑗)
+

𝛾2

20 · 24𝑛
if 𝑘 = 𝑘0 + 𝑘1.2 + · · ·+ 2𝑗 + 2𝑛,

1 6 𝑗 < 𝑛, 2 | (𝑘0 + 𝑘1 + · · ·+ 𝑘𝑗−1),
0 otherwise.

(84)

Proof of (79). Again, for the van der Corput sequence 𝑥𝑛, 𝑛 = 0, 1, . . . , 𝑁 − 1, 𝑁 = 2𝛽 , we have
(see (66)) ⃒⃒⃒⃒

1
𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

wal𝑘(𝑥𝑛)
⃒⃒⃒⃒2

=

{︃
0 if 2𝛽 - 𝑘,
1 if 2𝛽 | 𝑘,

and by (10), in one-dimensional case, the left hand side of (79) is equal to

∞∑︁
𝑘=1

̂︀𝐾(𝑘, 𝑘)
⃒⃒⃒⃒
1
𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

wal𝑘(𝑥𝑛)
⃒⃒⃒⃒2

=
∞∑︁
𝑘=1
2𝛽 |𝑘

̂︀𝐾(𝑘, 𝑘) =
∞∑︁
𝑛=𝛽

̂︀𝐾(2𝑛, 2𝑛) +
∞∑︁

𝑛=𝛽+1

∑︁
𝑘=𝑘𝛽2𝛽+···+2𝑗+2𝑛

𝛽6𝑗<𝑛

̂︀𝐾(𝑘, 𝑘)

=
∞∑︁
𝑛=𝛽

(︂
𝛾

4 · 22(𝑛+1)
+

𝛾2

120 · 24(𝑛+1)

)︂
+

∞∑︁
𝑛=𝛽+1

𝑛−1∑︁
𝑗=𝛽

2𝑗−1−𝛽+1

(︂
𝛾2

12 · 22(𝑛+1+𝑗+1)
+

𝛾2

20 · 24(𝑛+1)

)︂
,

(85)

which gives (79).

Proof of (82). By the tent transformation Φ0(𝑥) and by (12), the error (82) has the form

∞∑︁
𝑘=1

̂︀𝐾1(𝑘, 𝑘)
⃒⃒⃒⃒
1
𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

wal𝑘(𝑥𝑛)
⃒⃒⃒⃒2

=
∞∑︁
𝑘=1
2𝛽 |𝑘

̂︀𝐾1(𝑘, 𝑘) (86)

15In this case ̂︀𝐾(𝑘,−𝑘) = ̂︀𝐾(𝑘, 𝑘) and (83) and (84) related by Theorem 5.
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= ̂︀𝐾1(2𝛽 , 2𝛽) + ̂︀𝐾1(2𝛽+1, 2𝛽+1) + ̂︀𝐾1(2𝛽 + 2𝛽+1, 2𝛽 + 2𝛽+1) +
∞∑︁

𝑛=𝛽+2

̂︀𝐾1(2𝛽 + 2𝑛, 2𝛽 + 2𝑛)

+
∞∑︁

𝑛=𝛽+2

𝑛−1∑︁
𝑗=𝛽

̂︀𝐾1(𝑘𝛽2𝛽 + · · ·+ 2𝑗 + 2𝑛, 𝑘𝛽2𝛽 + · · ·+ 2𝑗 + 2𝑛)

= 0 + 0 +
(︂

𝛾2

12 · 22(𝛽+1+𝛽)
+

𝛾2

20 · 24(𝛽+1)

)︂
+

∞∑︁
𝑛=𝛽+2

(︂
𝛾2

12 · 22(𝑛+𝛽)
+

𝛾2

20 · 24𝑛

)︂

+
∞∑︁

𝑛=𝛽+2

𝑛−1∑︁
𝑗=𝛽+1

2𝑗−𝛽−1

(︂
𝛾2

12 · 22(𝑛+𝑗)
+

𝛾2

20 · 24𝑛)

)︂
, (87)

which gives (82).

Proof of (80). We use (69) in the form

∞∑︁
𝑘=1, 2𝛼|𝑘

̂︀𝐾(︂ 𝑘

2𝛼
,
𝑘

2𝛼

)︂⃒⃒⃒⃒
1
𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

wal𝑘(𝑥𝑛)
⃒⃒⃒⃒2

=
∞∑︁

𝑘=1, 2𝛽 |𝑘

̂︀𝐾(︂ 𝑘

2𝛼
,
𝑘

2𝛼

)︂
=

∞∑︁
𝑘=1, 2𝛽−𝛼|𝑘

̂︀𝐾(𝑘, 𝑘).

Thus, Theorem 9 is proved.

Remark 5. Thus we must take into the sum (85) also the terms ̂︀𝐾(2𝑛, 2𝑛), 𝛽 6 𝑛, in which the
sum has the order 𝑂(𝑁−2). In (86) by (84) we do not take into account the terms ̂︀𝐾1(1+2𝑛, 1+2𝑛).
This gives that the error (82) is better than the error (79) without special properties of the tent
function Φ0(𝑥). The sums (87) in the both cases are of the order 𝑂(𝑁−4).

Finally, we also show that the result 𝑂(𝑁−4) in (82) also depend on the number 𝑁 = 2𝛽 of
terms 𝑥0, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑁−1. Naturally, 𝑁 can be selected arbitrary too, e.g.

𝑁 = 𝑁0 +𝑁1𝑏+𝑁2𝑏
2 + · · ·+𝑁𝛽−1𝑏

𝛽−1 +𝑁𝛽𝑏
𝛽 , 𝑁𝛽 ̸= 0.

Then, for an arbitrary 𝑘 = 𝑘0 + 𝑘1𝑏 + · · · , and the van der Corput sequence 𝑥0, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑁−1 we
have

𝑁−1∑︁
𝑛=0

wal𝑘(𝑥𝑛)

=
(︂ 𝑏−1∑︁
𝑛0=0

𝑒(2𝜋𝑖/𝑏)𝑘0𝑛0

)︂
· · ·
(︂ 𝑏−1∑︁
𝑛𝛽−1=0

𝑒(2𝜋𝑖/𝑏)𝑘𝛽−1𝑛𝛽−1

)︂(︂𝑁𝛽−1∑︁
𝑛𝛽=0

𝑒(2𝜋𝑖/𝑏)𝑘𝛽𝑛𝛽

)︂

+
(︂ 𝑏−1∑︁
𝑛0=0

𝑒(2𝜋𝑖/𝑏)𝑘0𝑛0

)︂
· · ·
(︂ 𝑏−1∑︁
𝑛𝛽−1=0

𝑒(2𝜋𝑖/𝑏)𝑘𝛽−2𝑛𝛽−2

)︂(︂𝑁𝛽−1−1∑︁
𝑛𝛽=0

𝑒(2𝜋𝑖/𝑏)𝑘𝛽−1𝑛𝛽−1

)︂
𝑒(2𝜋𝑖/𝑏)𝑘𝛽𝑛𝛽

+ · · ·+
(︂ 𝑏−1∑︁
𝑛0=0

𝑒(2𝜋𝑖/𝑏)𝑘0𝑛0

)︂(︂𝑁1−1∑︁
𝑛1=0

𝑒(2𝜋𝑖/𝑏)𝑘1𝑛1

)︂
𝑒(2𝜋𝑖/𝑏)(𝑘2𝑁2+···+𝑘𝛽𝑁𝛽)

+
(︂ 𝑏−1∑︁
𝑛0=0

𝑒(2𝜋𝑖/𝑏)𝑘0𝑛0

)︂
𝑒(2𝜋𝑖/𝑏)(𝑘1𝑁1+𝑘2𝑁2+···+𝑘𝛽𝑁𝛽), (88)
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where 𝑛 = 𝑛0 + 𝑛1𝑏+ · · · and
(︀∑︀𝑁𝑗−1

𝑛𝛽=0 𝑒
(2𝜋𝑖/𝑏)𝑘𝑗𝑛𝑗

)︀
= 0 if 𝑁𝑗 = 0. Putting 𝑁 = 2𝛽 + 1 in (88) we

find

⃒⃒⃒⃒
1
𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

wal𝑘(𝑥𝑛)
⃒⃒⃒⃒2

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1
(2𝛽 + 1)2

if 2𝛽 - 𝑘,

1 if 2𝛽 | 𝑘, 𝑘𝛽 = 0,(︂
2𝛽 − 1
2𝛽 + 1

)︂2

if 2𝛽 | 𝑘, 𝑘𝛽 = 1.

For such 𝑁 = 2𝛽 + 1, summing
∑︀∞
𝑘=1

̂︀𝐾1(𝑘, 𝑘)
⃒⃒
(1/𝑁)

∑︀𝑁−1
𝑛=0 wal𝑘(𝑥𝑛)

⃒⃒2 over ̂︀𝐾1(𝑘, 𝑘) in (84) we
see that the mean square worst-case error has only the order 𝑂(𝑁−2). In the following theorem
we compute mean square worst-case error exactly dividing the sum

∑︀𝑏𝛽

𝑛=0 wal𝑘(𝑥𝑛) into two parts∑︀𝑏𝛽−1
𝑛=0 wal𝑘(𝑥𝑛) and wal𝑘(𝑥𝑏𝛽 ).

Theorem 10. Let
(i) 𝐾(𝑥, 𝑦) be a kernel of the form

𝐾(𝑥, 𝑦) = 1 + 𝛾𝐵1(𝑥)𝐵1(𝑦) +
𝛾2

4
𝐵2(𝑥)𝐵2(𝑦)−

𝛾2

24
𝐵4(|𝑥− 𝑦|);

(ii) 𝑏 = 2, 𝑁 = 2𝛽 + 1;
(iii) 𝑥0, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑁−1 be the van der Corput sequence in base 𝑏 = 2.

Then for the tent transformation Φ0(𝑥) = 1− |2𝑥− 1| we have

∫︁ 1

0

sup
𝑓∈𝐻
‖𝑓‖61

⃒⃒⃒⃒
1
𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑓(Φ0(𝑥𝑛 ⊕ 𝜎))−
∫︁ 1

0

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥
⃒⃒⃒⃒2
𝑑𝜎

=
(︂

2𝛽

2𝛽 + 1

)︂
𝛾2

30 · 24𝛽
+
(︂
𝛾

12
+

𝛾2

360

)︂
1

(2𝛽 + 1)2
+ 2

2𝛽

(2𝛽 + 1)2
𝛾2

24𝛽

7
240

. (89)

Proof. The following part holds for an arbitrary base 𝑏 and an arbitrary 𝑘. Divide

𝑏𝛽∑︁
𝑛=0

wal𝑘(𝑥𝑛) =
𝑏𝛽−1∑︁
𝑛=0

wal𝑘(𝑥𝑛) + wal𝑘(𝑥𝑏𝛽 )

then we have

⃒⃒⃒⃒ 𝑏𝛽∑︁
𝑛=0

wal𝑘(𝑥𝑛)
⃒⃒⃒⃒2

=
⃒⃒⃒⃒𝑏𝛽−1∑︁
𝑛=0

wal𝑘(𝑥𝑛)
⃒⃒⃒⃒2

+ wal𝑘(𝑥𝑏𝛽 )wal𝑘(𝑥𝑏𝛽 )

+
(︂ 𝑏𝛽−1∑︁
𝑛=0

wal𝑘(𝑥𝑛)
)︂

wal𝑘(𝑥𝑏𝛽 ) +
(︂ 𝑏𝛽−1∑︁
𝑛=0

wal𝑘(𝑥𝑛)
)︂

wal𝑘(𝑥𝑏𝛽 ). (90)

As we have proved
𝑏𝛽−1∑︁
𝑛=0

wal𝑘(𝑥𝑛) =

{︃
𝑏𝛽 if 𝑏𝛽 | 𝑘,
0 otherwise,
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and for 𝑏𝛽 |𝑘 we have wal𝑘(𝑥𝑏𝛽 ) = 𝑒(2𝜋𝑖/𝑏)𝑘𝛽 . Inserting (90) in (12) we find

∞∑︁
𝑘=1

̂︀𝐾1(𝑘, 𝑘)
1

(𝑏𝛽 + 1)2

⃒⃒⃒⃒ 𝑏𝛽∑︁
𝑛=0

wal𝑘(𝑥𝑛)
⃒⃒⃒⃒2

=
1

(𝑏𝛽 + 1)2

∞∑︁
𝑘=1

̂︀𝐾1(𝑘, 𝑘)
⃒⃒⃒⃒𝑏𝛽−1∑︁
𝑛=0

wal𝑘(𝑥𝑛)
⃒⃒⃒⃒2

(91)

+
1

(𝑏𝛽 + 1)2

∞∑︁
𝑘=1

̂︀𝐾1(𝑘, 𝑘) (92)

+
1

(𝑏𝛽 + 1)2

∞∑︁
𝑘=1

̂︀𝐾1(𝑘, 𝑘)
(︂ 𝑏𝛽−1∑︁
𝑛=0

wal𝑘(𝑥𝑛)
)︂

2 cos
(︂

2𝜋𝑖
𝑏
𝑘𝛽

)︂
. (93)

Now, by (82) the term (91) is equal to (here 𝑏 = 2)(︂
𝑏𝛽

𝑏𝛽 + 1

)︂2
𝛾2

30 · 24𝛽
.

By Theorem 6 for the term (92) we have
∞∑︁
𝑘=1

̂︀𝐾1(𝑘, 𝑘) =
∫︁ 1

0

𝐾(𝑥, 𝑥) 𝑑𝑥−
∫︁ 1

0

∫︁ 1

0

𝐾(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦,

and for Sobolev kernel we obtain
𝛾

12
+

𝛾2

360
.

The final term (93) we express in the form

2
𝑏𝛽

(𝑏𝛽 + 1)2

(︂ ∞∑︁
𝑘=1
𝑘∈𝐴

̂︀𝐾1(𝑘, 𝑘)−
∞∑︁
𝑘=1
𝑘∈𝐵

̂︀𝐾1(𝑘, 𝑘)
)︂
, (94)

where 𝐴 is the set of all 𝑘 satisfying

𝑘 = 𝑘0 + 𝑘1.2 + · · ·+ 2𝑗 + 2𝑛, 1 6 𝑗 < 𝑛,

2 | (𝑘0 + 𝑘1 + · · ·+ 𝑘𝑗−1), 2𝛽 | 𝑘, 𝑘𝛽 = 0,

and 𝐵 is the set of all 𝑘 satisfying

𝑘 = 𝑘0 + 𝑘1.2 + · · ·+ 2𝑗 + 2𝑛, 1 6 𝑗 < 𝑛,

2 | (𝑘0 + 𝑘1 + · · ·+ 𝑘𝑗−1), 2𝛽 | 𝑘, 𝑘𝛽 = 1.

We find
∞∑︁
𝑘=1
𝑘∈𝐴

̂︀𝐾1(𝑘, 𝑘) =
∞∑︁

𝑛=𝛽+2

(︂
𝛾2

12 · 22(𝑛+𝛽+1)
+

𝛾2

20 · 24𝑛

)︂
+

∞∑︁
𝑛=𝛽+3

𝑛−1∑︁
𝑗=𝛽+2

(︂
𝛾2

12 · 22(𝑛+𝑗)
+

𝛾2

20 · 24𝑛

)︂
2𝑗−1−𝛽

2

and
∞∑︁
𝑘=1
𝑘∈𝐵

̂︀𝐾1(𝑘, 𝑘) =
∞∑︁

𝑛=𝛽+1

(︂
𝛾2

12 · 22(𝑛+𝛽)
+

𝛾2

20 · 24𝑛

)︂
+

∞∑︁
𝑛=𝛽+3

𝑛−1∑︁
𝑗=𝛽+2

(︂
𝛾2

12 · 22(𝑛+𝑗)
+

𝛾2

20 · 24𝑛

)︂
2𝑗−1−𝛽

2

which gives (94) in the form

2
𝑏𝛽

(𝑏𝛽 + 1)2
𝛾2

24𝛽

7
240

.
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5. Concluding remarks

This section contains several remarks inspired by comments of referees.
5.1. Classical method. The classical rectangular method of integration, for dimension 𝑠 = 1

and
𝑥𝑛 =

𝑛+ 1/2
𝑁

, 𝑛 = 0, 1, . . . , 𝑁 − 1,

gives ⃒⃒⃒⃒
1
𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑓(𝑥𝑛)−
∫︁ 1

0

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥
⃒⃒⃒⃒2

6
1

12𝑁2

∫︁ 1

0

(𝑓 ′(𝑥))2 𝑑𝑥, (95)

⃒⃒⃒⃒
1
𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑓(𝑥𝑛)−
∫︁ 1

0

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥
⃒⃒⃒⃒2

6
1

320𝑁4

∫︁ 1

0

(𝑓 ′′(𝑥))2 𝑑𝑥. (96)

It can be compared with (62) and (82) so that for van der Corput sequence 𝑥0, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑁−1 in
base 𝑏, 𝑁 = 𝑏𝛽 , there exists 𝜎1 ∈ [0, 1] such that for every 𝑓 ∈ 𝐻1, ‖𝑓‖ 6 1, we have⃒⃒⃒⃒

1
𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑓(𝑥𝑛 ⊕ 𝜎1)−
∫︁ 1

0

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥
⃒⃒⃒⃒2

6
1

6𝑁2

and there exists 𝜎2 ∈ [0, 1] such that for every 𝑓 ∈ 𝐻2, ‖𝑓‖ 6 1, we have⃒⃒⃒⃒
1
𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑓(Φ0(𝑥𝑛 ⊕ 𝜎2))−
∫︁ 1

0

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥
⃒⃒⃒⃒2

6
𝛾2

30 ·𝑁4

for the tent transformation Φ0(𝑥) = 1−|2𝑥−1| and 𝑏 = 2. Here for 𝑓 ∈ 𝐻1 there exists
∫︀ 1

0
(𝑓 ′(𝑥))2 𝑑𝑥

and for 𝑓 ∈ 𝐻2 there exists
∫︀ 1

0
(𝑓 ′′(𝑥))2 𝑑𝑥.

If we construct a product rule for 𝑠 dimensions based on an 𝑁 -point rule in one dimension, it
requires 𝑁𝑠 points to achieve the same degree of accuracy (see Antia [12; p. 243]). Identifying 𝑁𝑠

as 𝑁 , then from (95) we obtain 𝑂(1/𝑁2/𝑠) and from (96) we obtain 𝑂(1/𝑁4/𝑠). So, to get the
errors 𝑂(𝑁−2+𝜀) for 𝐻1, 𝑠 > 1, and 𝑂(𝑁−4+𝜀) for 𝐻2, 𝑠 > 1, one has to consider complicated
sequences 𝑥𝑛, e.g. lattices or digital nets (see [1], [2]).

Note that sequences 𝑥𝑛, 𝑛 = 1, 2, . . . , like van der Corput sequence have the advantage over
sequences like 𝑥𝑛 = (𝑛 + 1/2)/𝑁 : to estimate the integral using 𝑁 ′ > 𝑁 points, we do not need
to re-calculate 𝑓(𝑥𝑛) for 𝑛 < 𝑁 . This and the following limit relation (97) is the basis of the
quasi-Monte Carlo method (QMC).

5.2. quasi-Monte Carlo method. Define the 𝑠-dimensional step d.f. as

𝐹𝑁 (x) =
1
𝑁

#{0 6 𝑛 6 𝑁 : x𝑛 ∈ [0,x)}.

If 𝑓 : [0, 1]𝑠 → R is continuous, then the Riemann–Stieltjes integral gives

1
𝑁

𝑁∑︁
𝑛=1

𝑓(x𝑛) =
∫︁

[0,1]𝑠
𝑓(x) 𝑑𝐹𝑁 (x).

Then Second Helly theorem (see [7; Theorem 4.1.0.11]) shows that the weak limit 𝐹𝑁 (x) → x
implies ∫︁

[0,1]𝑠
𝑓(x) 𝑑𝐹𝑁 (x)→

∫︁
[0,1]𝑠

𝑓(x) 𝑑x (97)
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for every continuous 𝑓 : [0, 1]𝑠 → R. This is called Weyl’s limit relation [7; Theorem 1.11.1.1]. For
the rate of convergence of (97) it can be used.

Koksma–Hlawka’s inequality [7; Theorem 1.11.3.1]: Let 𝑓 : [0, 1]𝑠 → R be of the bounded
variation 𝑉 (𝑓) in the sense of Hardy and Krause. Then for any sequence x0, . . . ,x𝑁−1 in [0, 1)𝑠 we
have ⃒⃒⃒⃒

1
𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑓(x𝑛)−
∫︁

[0,1]𝑠
𝑓(x) 𝑑x

⃒⃒⃒⃒
6 𝑉 (𝑓)𝐷*𝑁 (x𝑛), (98)

where the star discrepancy 𝐷*𝑁 (x𝑛) is defined by

𝐷*𝑁 (x𝑛) = sup
x∈[0,1)𝑠

|𝐹𝑁 (x)− x|.

The limit 𝐷*𝑁 (x𝑛) → 0 characterizes uniform distribution of the sequence x𝑛, 𝑛 = 0, 1, . . . , in
[0, 1)𝑠.

5.3. 𝐿2 discrepancy. a) The star-discrepancy 𝐷*𝑁 in (98) can be replaced by 𝐿2 discrepancy
𝐷

(2)
𝑁 (x𝑛) =

∫︀
[0,1]𝑠

(𝐹𝑁 (x)− x)2 𝑑x expressed as [7; Item 1.11.4]

𝐷
(2)
𝑁 =

1
3𝑠

+
1
𝑁2

𝑁∑︁
𝑚,𝑛=1

𝑠∏︁
𝑗=1

(︂
1−max(𝑥𝑚,𝑗 , 𝑥𝑛,𝑗)

)︂
− 1

2𝑠−1𝑁

𝑁∑︁
𝑛=1

𝑠∏︁
𝑗=1

(1− 𝑥2
𝑛,𝑗),

where x𝑛 = (𝑥𝑛,1, . . . , 𝑥𝑛,𝑠). Let x(1)
𝑛 , 𝑛 = 0, 1, . . . , 𝑁 − 1 minimize 𝐷(2)

𝑁 (x𝑛). Let Φ(x) be a u.d.p.
map and Φ(x(2)

𝑛 ) = x(1)
𝑛 , 𝑛 = 0, 1, . . . , 𝑁 − 1. Then

𝐷
(2)
𝑁 (Φ(x(2)

𝑛 )) 6 𝐷
(2)
𝑁 (x(2)

𝑛 ), 𝐷
(2)
𝑁 (x(1)

𝑛 ) 6 𝐷
(2)
𝑁 (Φ(x(1)

𝑛 )).

Thus any u.d.p. map Φ(x) does not improve all sequences x𝑛. For 𝑠 = 1 we have [7; Theorem
1.9.0.4] ⃒⃒⃒⃒

1
𝑁

𝑁∑︁
𝑛=1

𝑓(𝑥𝑛)−
∫︁ 1

0

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥
⃒⃒⃒⃒
6
√︁
𝐷

(2)
𝑁

√︃∫︁ 1

0

(𝑓 ′(𝑥))2 𝑑𝑥

and 𝐷(2)
𝑁 = (1/𝑁2)

∑︀𝑁
𝑚,𝑛=1 𝐹0(𝑥𝑚, 𝑥𝑛), where

𝐹0(𝑥, 𝑦) =
1
3

+
𝑥2 + 𝑦2

2
− 𝑥+ 𝑦

2
− |𝑥− 𝑦|

2
.

b) Hickernell [10] suggested, for Hilbert space integration, look at the square worst-case
quasi-Monte Carlo error (6) as analogy of 𝐿2 discrepancy:

𝐷𝐾
𝑁 =

∫︁
[0,1]2𝑠

𝐾(x,y) 𝑑x 𝑑y − 2
𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

∫︁
[0,1]𝑠

𝐾(x𝑛,y) 𝑑y +
1
𝑁2

𝑁−1∑︁
𝑛,𝑚=0

𝐾(x𝑚,x𝑛)

and he found that for every 𝑓 ∈ 𝐻 and x0, . . . ,x𝑁−1 in [0, 1)𝑠 we have⃒⃒⃒⃒
1
𝑁

𝑁∑︁
𝑛=1

𝑓(x𝑛)−
∫︁

[0,1)𝑠

𝑓(x)
⃒⃒⃒⃒
6
√︁
𝐷𝐾
𝑁𝑉𝐾(𝑓),

where 𝑉𝐾(𝑓) = ‖𝑓(x) − 1(𝑓(x) · 1)/(1 · 1)‖, see [10; p. 117]. The limit 𝐷𝐾
𝑁 → 0 characterized

uniformly distributed sequences in [0, 1)𝑠, too.
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c) Let 𝑊 be a space of functions 𝑓 : [0, 1]𝑠 → R equipped with a measure of the Wiener type 𝑑𝑓
and x𝑛, 𝑛 = 0, 1, . . . , 𝑁 − 1, be a sequence in [0, 1)𝑠. To characterize a rate of convergence

1
𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑓(x𝑛)→
∫︁

[0,1]𝑠
𝑓(x) 𝑑x

it can be used the integral ∫︁
𝑊

⃒⃒⃒⃒
1
𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑓(x𝑛)−
∫︁

[0,1]𝑠
𝑓(x) 𝑑x

⃒⃒⃒⃒2
𝑑𝑓.

For 𝑠 = 1, Temirgaliev [13] proved that∫︁
𝑊

⃒⃒⃒⃒
1
𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑓

(︂
𝑛

𝑁

)︂
−
∫︁

[0,1]𝑠
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒2
𝑑𝑓 =

(︂
𝜅

12
+
𝑚2

16

)︂
1
𝑁2

+𝑂

(︂
1
𝑁3

)︂
.

Here he used: 𝐹 (𝑥) is an infinitely divisible distribution function, 𝑚 =
∫︀ +∞
−∞ 𝑢 𝑑𝐹 (𝑢), 𝜅 =∫︀ +∞

−∞ 𝑢2 𝑑𝐹 (𝑢)−𝑚2, 𝑊 is a family of real valued functions 𝑓(𝑥) defined by Kolmogorov’s theorem
on the existence of stochastic processes and 𝑑𝑓 is a measure on 𝑊 designed by 𝐹 (𝑥). Methods of
construction of 𝑑𝑓 Temirgaliev discuses in [14], too.

5.4. Multivariate integration. In this example we shall see, again as in Theorem 10, that
the tent map does not improve the following multidimensional sequence (99). Let x𝑛 be an
𝑠-dimensional sequence,

x𝑛 =
(︂
𝑛1

𝑏𝛽1
1

,
𝑛2

𝑏𝛽2
2

, . . . ,
𝑛𝑠

𝑏𝛽𝑠
𝑠

)︂
, (99)

where 𝑛𝑗 = 0, 1, . . . , 𝑏𝛽𝑗

𝑗 − 1, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑠. Let 𝐾(x,y) be a kernel of the type

𝐾(x,y) =
𝑠∏︁
𝑗=1

𝐾𝑗(𝑥𝑗 , 𝑦𝑗),

where x = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑠) and y = (𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑠) and let Φ(x) be a u.d.p. map of the type

Φ(x) = (Φ1(𝑥1),Φ2(𝑥2), . . . ,Φ𝑠(𝑥𝑠)),

where Φ𝑗(𝑥) are one-dimensional u.d.p. maps. To short we denote 𝑁𝑗 = 𝑏
𝛽𝑗

𝑗 . Then the number of
terms of (99) is 𝑁 = 𝑁1𝑁2 · · ·𝑁𝑠 and simplified x𝑛 = (𝑛1/𝑁1, 𝑛2/𝑁2, . . . , 𝑛𝑠/𝑁𝑠). By definition
in Section 2, for fixed k = (𝑘1, 𝑘2, . . . , 𝑘𝑠), we have

walk(x) =
𝑠∏︁
𝑗=1

wal𝑘𝑗

(︂
𝑛𝑗
𝑁𝑗

)︂
,

where the Walsh function wal𝑘𝑗
(𝑥) is defined with respect to base 𝑏𝑗 . Then

1
𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

walk(x𝑛) =
𝑠∏︁
𝑗=1

(︂
1
𝑁𝑗

𝑁𝑗−1∑︁
𝑛𝑗=0

wal𝑘𝑗

(︂
𝑛𝑗
𝑁𝑗

)︂)︂
and by means of one-dimensional result (66) we have

1
𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

walk(x𝑛) =

{︃
0 if b𝛽 - k,
1 if b𝛽 | k.

(100)
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Also

̂︀𝐾1(k,k) =
∫︁

[0,1]2𝑠

𝐾(Φ(x),Φ(y)) walk(x)walk(y) 𝑑x 𝑑y

=
𝑠∏︁
𝑗=1

∫︁ 1

0

∫︁ 1

0

𝐾𝑗(Φ𝑗(𝑥𝑗),Φ𝑗(𝑦𝑗)) wal𝑘𝑗 (𝑥𝑗)wal𝑘𝑗 (𝑦𝑗) 𝑑𝑥𝑗 𝑑𝑦𝑗 =
𝑠∏︁
𝑗=1

𝐾1,𝑗(𝑘𝑗 , 𝑘𝑗).

Applying (100) in Theorem 3 we find

∫︁
[0,1]𝑠

sup
𝑓∈𝐻
‖𝑓‖61

⃒⃒⃒⃒
1
𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑓(Φ(x𝑛 ⊕ 𝜎))−
∫︁

[0,1]𝑠
𝑓(x) 𝑑x

⃒⃒⃒⃒2
𝑑𝜎

=
∑︁
k∈N𝑠

0
k̸=0,b𝛽|k

̂︀𝐾1(k,k) =
𝑠∏︁
𝑗=1

(︃ ∞∑︁
𝑘𝑗=0

𝑏
𝛽𝑗
𝑗 |𝑘𝑗

̂︀𝐾1,𝑗(𝑘𝑗 , 𝑘𝑗)

)︃
− ̂︀𝐾1(0,0)

=
𝑠∏︁
𝑗=1

(︃ ∞∑︁
𝑘𝑗=1

𝑏
𝛽𝑗
𝑗 |𝑘𝑗

̂︀𝐾1,𝑗(𝑘𝑗 , 𝑘𝑗) + ̂︀𝐾𝑗(0, 0)

)︃
−

𝑠∏︁
𝑗=1

̂︀𝐾𝑗(0, 0)

=
𝑠∏︁
𝑗=1

(︃∫︁ 1

0

sup
𝑓∈𝐻
‖𝑓‖61

⃒⃒⃒⃒
1
𝑁𝑗

𝑁𝑗−1∑︁
𝑛𝑗=0

𝑓

(︂
Φ𝑗

(︂
𝑛𝑗
𝑁𝑗
⊕ 𝜎

)︂)︂
−
∫︁ 1

0

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥
⃒⃒⃒⃒2
𝑑𝜎 +

∫︁ 1

0

∫︁ 1

0

𝐾𝑗(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦

)︃

−
∫︁

[0,1]2𝑠

𝐾(x,y) 𝑑x 𝑑y (101)

because

̂︀𝐾1(0,0) =
∫︁

[0,1]2𝑠

𝐾(Φ(x),Φ(y)) 𝑑x 𝑑y =
∫︁

[0,1]2𝑠

𝐾(x,y) 𝑑x 𝑑y = ̂︀𝐾(0,0).

Now, putting

𝑏1 = 𝑏2 = · · · = 𝑏𝑠 = 2, 𝛽1 = · · · = 𝛽𝑠 = 𝛽, 𝑁 = (2𝛽)𝑠,

𝐾𝑗(𝑥, 𝑦) = 𝐾(𝑥, 𝑦) = 1 + 𝛾𝐵1(𝑥)𝐵1(𝑦) +
𝛾2

4
𝐵2(𝑥)𝐵2(𝑦)−

𝛾2

24
𝐵4(|𝑥− 𝑦|),

and using the 𝑠-dimensional tent u.d.p. map

Φ(𝑥) = Φ0(x) =
(︀
1− |2𝑥1 − 1|, 1− |2𝑥2 − 1|, . . . , 1− |2𝑥𝑠 − 1|

)︀
,

and inserting (82) to (101), also using
∫︀ 1

0

∫︀ 1

0
𝐾(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 = 1, we find the 𝑠-dimensional mean

square worst-case error (101) as (︂
𝛾2

30 · 24𝛽
+ 1
)︂𝑠
− 1.

Thus, for the sequence (99) and applying the tent u.d.p. map Φ0(x), we obtain the error 𝑂(1/𝑁4/𝑠)
what is contrary to the [1], where in [1; Theorem 5] is proved that for every 𝜀 > 0 there exists a
digital net such that the mean square worst-case error is bounded by 𝑂(1/𝑁4−𝜀).

We thank the anonymous referees for their many helpful suggestions.
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In memory of Anatolii Karatsuba

About Anatolii Karatsuba. Anatolii Alexeevich Karatsuba was always closely connected to
Belarus. Many of his fellow mathematicians from the North Caucasus had found employment in this
country. He went mountain climbing together with many Belarusians, and always had high regard
for their professional and personal qualities. Anatolii Karatsuba was a peer and a close friend to the
founder of the Belarusian number-theoretic school academician Vladimir Gennadievich Sprindžuk.
They both had immense respect for each other’s opinions.

The first two authors had numerous encounters with Anatolii Karatsuba at various mathematical
conferences. Our conversations, although mostly brief, were very informative. We discussed the
most recent mathematical results, sports, mountain climbing and hiking, the latest news from
Belarus. The conversations were always constructive: when asked for assistance in the matter of
organizing a conference, supporting an applicant for the membership in the Academy of Sciences
or some Belarusian mathematical award he always pledged his support and signed petitions to
various official institutions of the Soviet Union and the Republic of Belarus.

Every Belarusian researcher that knew Prof. Karatsuba immensely respected him as both
a mathematician and a person.

1. Introduction

In [1] Baker and Schmidt introduced the definition of regular systems and proved the regularity
of real algebraic numbers of any degree. This gives the possibility of obtaining the lower bound for
the Hausdorff dimension of the set of real numbers which are approximated by algebraic numbers
with a given order of approximation. The result of Baker and Schmidt was improved by Bernik [2].
Beresnevich [3] proved the regularity of real algebraic numbers and his result was the best possible
for functions defined on the set of algebraic numbers. The latter improvement enabled him to prove
the divergence case of a Khinchine type theorem for polynomials of any degree.

The Lebesgue measure of a measurable set 𝑆 ⊂ R is denoted by |𝑆|. The set of real algebraic
numbers of degree 𝑛 is denoted by 𝐴𝑛. Let 𝑐𝑖 denote a positive constant.

Definition 1. Let Γ be a countable set of real numbers and 𝑁 : Γ→ R be a positive function.
The pair (Γ, 𝑁) is called a regular system if there exists a constant 𝑐1 = 𝑐1(Γ, 𝑁) > 0 such that
for any interval 𝐼 ⊂ R there exists a sufficiently large number 𝑇0 = 𝑇0(Γ, 𝑁, 𝐼) > 0 such that for
any integer 𝑇 > 𝑇0 there exist 𝛾1, 𝛾2, . . . , 𝛾𝑡 in Γ ∩ 𝐼 such that

𝑁(𝛾𝑖) 6 𝑇, 1 6 𝑖 6 𝑡,

|𝛾𝑖 − 𝛾𝑗 | > 𝑇−1, 1 6 𝑖 < 𝑗 6 𝑡,

𝑡 > 𝑐1|𝐼|𝑇.

c○ V. I. Bernik, N. Budarina, H. O’Donnell, 2013
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It is not difficult to show that the set of rational numbers 𝑝/𝑞, gcd(𝑝, 𝑞) = 1, with the
function 𝑁(𝑝/𝑞) = 𝑞2 is a regular system. In the above results of Baker and Schmidt, Bernik,
and Beresnevich, it was shown that the set of real algebraic numbers 𝛼 of degree 6 𝑛 together
with the function 𝑁(𝛼) = 𝐻(𝛼)𝑛+1 log−𝑣𝐻(𝛼) forms a regular system for 𝑣 = 3𝑛(𝑛+ 1), 2 and 0
respectively. Here 𝐻(𝛼) is the height of algebraic number 𝛼, i.e. the maximum of the absolute
values of the coefficients of the minimal polynomial of 𝛼. In [3] the constant 𝑐1 is calculated, but
𝑇0 is not (both of these are in the definition of a regular system).

In [4] it is shown that for a given finite interval 𝐼 in [0, 1] the value of 𝑇0 is equal to

𝑇0(Q, 𝑁, 𝐼) = 104|𝐼|−2 log2(100|𝐼|−1)

for 𝑛 = 1, and in [5] that
𝑇0(𝐴2, 𝑁, 𝐼) = 723|𝐼|−3 log3(72|𝐼|−1)

for 𝑛 = 2, where Q is the set of rational numbers. In [4] Bugeaud notes that for 𝑛 > 3 the relation
between |𝐼| and 𝑇0 is not presently known.

In this paper for 𝑛 = 3 the relationship between |𝐼| and 𝑇0 is examined, and it is shown that
𝑇0(𝐴3, 𝑁, 𝐼) = 𝑐2|𝐼|−4. Probably such type of the relation is preserved for any 𝑛, i.e. 𝑇0(𝐴𝑛, 𝑁, 𝐼) =
𝑐3|𝐼|−(𝑛+1).

Given a polynomial 𝑃 (𝑥) = 𝑎𝑛𝑥
𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑥

𝑛−1 + · · ·+ 𝑎1𝑥+ 𝑎0 ∈ Z[𝑥] with 𝑎𝑛 ̸= 0, deg𝑃 = 𝑛 is
the degree of 𝑃 and 𝐻(𝑃 ) = max06𝑖6𝑛 |𝑎𝑖| is the height of 𝑃 . For a positive integer 𝑄 define the
set of polynomials

𝒫 ′3(𝑄) = {𝑃 ∈ Z[𝑥] : deg𝑃 = 3, 𝐻(𝑃 ) 6 𝑄}. (1)

2. Statement of results

Theorem 1. Let 𝐼 be a finite interval contained in [−1/2, 1/2]. Then there exist positive
constants 𝑐1 , 𝑐4 and a positive number 𝑇0 = 𝑐4|𝐼|−4 such that for any 𝑇 > 𝑇0 there exist numbers
𝛼1, . . . , 𝛼𝑡 ∈ 𝐴3 ∩ 𝐼 such that

𝐻(𝛼𝑖) 6 𝑇 1/4, 1 6 𝑖 6 𝑡,

|𝛼𝑖 − 𝛼𝑗 | > 𝑇−1, 1 6 𝑖 < 𝑗 6 𝑡,

𝑡 > 𝑐1𝑇 |𝐼|.
(2)

Note that from Theorem 1 it follows that the set of real algebraic numbers 𝛼 of degree 3, together
with the function 𝑁(𝛼) = 𝐻4(𝛼) form a regular system on [−1/2, 1/2].

Let 𝛿0 ∈ R+. Denote by ℒ3 = ℒ3(𝑄, 𝛿0, 𝐼) the set of 𝑥 ∈ 𝐼, for which the system of inequalities

|𝑃 (𝑥)| < 𝑄−3, |𝑃 ′(𝑥)| < 𝛿0𝑄 (3)

are satisfied for some 𝑃 ∈ 𝒫 ′3(𝑄). The proof of theorem 1 is based on the following metric result.

Theorem 2. For any real number 𝑠, where 0 < 𝑠 < 1, there exists a constant 𝛿0 , which satisfies
the following property. For any interval 𝐼 ⊂ [−1/2, 1/2] there exists a sufficiently large number
𝑄0 = 𝑄0(𝐼) and a constant 𝑐5 independent of 𝑄0 such that

|𝐼| > 𝑐5𝑄
−1
0 ,

and for all 𝑄 > 𝑄0

|ℒ3(𝑄, 𝛿0, 𝐼)| < 𝑠|𝐼|. (4)

Remark 1. Let 𝐽 be any interval of length 6 1 and 𝐽0 be a finite interval contained in 𝐽 . There
exists an integer 𝑡 such that 𝐽0,𝑡 = (𝐽0 + 𝑡) ∩ [−1/2, 1/2] has measure at most |𝐽0|/2. Then we
pass from the polynomial 𝑃 to the polynomial 𝑃1 in the system (3), where 𝑃1(𝑥) = 𝑃 (𝑥− 𝑡) with
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𝐻(𝑃1) < 𝑐(𝑡)𝐻(𝑃 ) 6 𝑐(𝑡)𝑄 and 𝑥 ∈ 𝐽0,𝑡. Therefore, we can reduce the problem from an arbitrary
interval of length 6 1 to the similar problem in interval [−1/2, 1/2] only with more complicated
connection between 𝐻(𝑃1) and 𝑄.

Remark 2. Throughout the proof we use the fact that some of the statements are true for
sufficiently large 𝑄, and 𝑄 is greater than some value 𝑐(𝑛)|𝐼|−1. Denote by 𝑐5 in Theorem 2 such
a value 𝑐5 = 𝑐5(𝑛) that all the statements will be true.

The proof of Theorem 2 uses the concept of essential and inessential domains extensively. This
concept was first introduced by Sprindžuk in [6] and is described here.

Definition 2. Let 𝒫 be a set of polynomials satisfying certain conditions and 𝜎(𝑃 ) be a set of
points (defined for each 𝑃 ∈ 𝒫) which meet certain conditions. A domain 𝜎(𝑃 ) is called essential
if ⃒⃒⃒⃒

𝜎(𝑃 ) ∩
⋃︁
𝑄∈𝒫

𝜎(𝑄)
⃒⃒⃒⃒
<

1
2
|𝜎(𝑃 )|

and is called inessential otherwise.

3. Proof of Theorem 2

Let 𝐼 be a finite interval contained in [−1/2, 1/2]. The proof of the theorem is in two parts: the
first when |𝑃 ′(𝑥)| ≫ 𝑄−1 and the second when |𝑃 ′(𝑥)| ≪ 𝑄−1. The first part has five cases.

Case 1. Define ̃︀ℒ3 as the subset of ℒ3 containing the set of points 𝑥 ∈ 𝐼, for which there exists
a polynomial 𝑃 ∈ 𝒫 ′3(𝑄) such that the system

|𝑃 (𝑥)| < 𝑄−3, 26𝑄−1 < |𝑃 ′(𝑥)| < 𝛿0𝑄 (5)

holds.
Denote by 𝜎0(𝑃 ) the set of solutions 𝑥 ∈ 𝐼 of (5) for a fixed polynomial 𝑃 ∈ 𝒫 ′3(𝑄). Then ̃︀ℒ3

can be written as ̃︀ℒ3 =
⋃︀
𝑃∈𝒫′3(𝑄) 𝜎0(𝑃 ). Let 𝛼1, 𝛼2 and 𝛼3 be the roots of 𝑃 ∈ 𝒫 ′3(𝑄) in C. Define

the sets
𝑆𝑃 (𝛼𝑖) =

{︁
𝑥 ∈ R : |𝑥− 𝛼𝑖| = min

16𝑗63
|𝑥− 𝛼𝑗 |

}︁
, 𝑖 = 1, 2, 3.

Lemma 1. Let 𝑃 ∈ 𝒫 ′3 and 𝑥 ∈ 𝑆(𝛼𝑖). Then

|𝑥− 𝛼𝑖| 6 3|𝑃 (𝑥)||𝑃 ′(𝑥)|−1 for 𝑃 ′(𝑥) ̸= 0,

|𝑥− 𝛼𝑖| 6 4|𝑃 (𝑥)||𝑃 ′(𝛼𝑖)|−1 for 𝑃 ′(𝛼𝑖) ̸= 0.

Lemma 1 is proven in [2] and [6] respectively.
For simplicity only 𝑆𝑃 (𝛼1) ∩ 𝐼, is considered as the arguments are the same for the other two

𝑆𝑃 (𝛼𝑖) ∩ 𝐼. Let 𝑥 ∈ 𝜎0(𝑃 ) ∩ 𝑆𝑃 (𝛼1). Then it is not difficult to verify that |𝛼1| < 𝑄−1 + 1/2 6 1
for 𝑄 > 2. Thus, |𝑃 (𝑘)(𝛼1)| 6 8𝑄 for 𝑘 = 1, 2, 3 and 𝑄 > 2. By Taylor’s formula

𝑃 ′(𝑥) = 𝑃 ′(𝛼1) + 𝑃 ′′(𝛼1)(𝑥− 𝛼1) + 𝑃 ′′′(𝛼1)
(𝑥− 𝛼1)2

2
. (6)

Estimating the second and the third terms by using Lemma 1 gives:

|𝑃 ′′(𝛼1)(𝑥− 𝛼1)| 6 8𝑄3𝑄−3|𝑃 ′(𝑥)|−1 <
3
8
𝑄−1,⃒⃒⃒⃒

𝑃 ′′′(𝛼1)
(𝑥− 𝛼1)2

2

⃒⃒⃒⃒
6 4𝑄(3𝑄−3|𝑃 ′(𝑥)|−1)2 < 32 · 2−10𝑄−3 <

1
8
𝑄−1

(7)



64 V. I. Bernik, N. Budarina, H. O’Donnell

for |𝑃 ′(𝑥)| > 26𝑄−1 and 𝑄 > 2. It follows from (5), (6) and (7) that

1
2
|𝑃 ′(𝑥)| < |𝑃 ′(𝛼1)| < 2|𝑃 ′(𝑥)|. (8)

Now from (5) and (8) it follows that

25𝑄−1 <
1
2
|𝑃 ′(𝑥)| < |𝑃 ′(𝛼1)| < 2|𝑃 ′(𝑥)| < 2𝛿0𝑄.

Therefore the interval 𝜎0(𝑃 ) ∩ 𝑆𝑃 (𝛼1) is contained in 𝜎(𝑃 ), which is the set of points 𝑥 in
𝑆𝑃 (𝛼1) ∩ 𝐼 satisfying

|𝑥− 𝛼1| < 6𝑄−3|𝑃 ′(𝛼1)|−1. (9)

To obtain the measure of ̃︀ℒ3 it is necessary to consider five different sub-cases depending on the
value of |𝑃 ′(𝛼1)| lying in the interval (25𝑄−1, 2𝛿0𝑄). Throughout the proof let 𝑣 = 5/8.

Subcase A. Define the subset ℒ31 of the set ̃︀ℒ3, as the set of points 𝑥 ∈ 𝐼, for which there
exists at least one polynomial 𝑃 ∈ 𝒫 ′3(𝑄), satisfying (5) and the inequality

𝑄𝑣 < |𝑃 ′(𝛼1)| < 2𝛿0𝑄 (10)

where 𝑥 ∈ 𝑆𝑃 (𝛼1).

Proposition 1. For sufficiently small 𝛿0 and sufficiently large 𝑄,

|ℒ31| < 2−4𝑠|𝐼|.

Proof. For a polynomial 𝑃 ∈ 𝒫 ′3(𝑄) define the interval

𝜎1(𝑃 ) := {𝑥 ∈ 𝑆𝑃 (𝛼1) ∩ 𝐼 : |𝑥− 𝛼1| < 𝑐6𝑄
−1|𝑃 ′(𝛼1)|−1} (11)

for a constant 𝑐6 > 1 to be chosen later.
Using (9) and (11), it follows that

|𝜎(𝑃 )| < 6𝑐−1
6 𝑄−2|𝜎1(𝑃 )|. (12)

Note that from (10) it follows that |𝜎1(𝑃 )| < 2𝑐6𝑄−1−𝑣, and for 𝑄 > 𝑄0 the interval 𝜎1(𝑃 ) is
contained in 𝐼.

Now, write 𝑃 as a Taylor series on the interval 𝜎1(𝑃 ) so that:

𝑃 (𝑥) = 𝑃 ′(𝛼1)(𝑥− 𝛼1) +
1
2
𝑃 ′′(𝛼1)(𝑥− 𝛼1)2 +

1
6
𝑃 ′′′(𝛼1)(𝑥− 𝛼1)3.

Using (10) and (11) each term is estimated to obtain

|𝑃 (𝑥)| < 2𝑐6𝑄−1 (13)

for 𝑥 ∈ 𝜎1(𝑃 ) and 𝑄 > 𝑄0.
The polynomials in 𝑃 ′3(𝑄) are now partitioned into sets which have the same coefficients of

𝑥2 and 𝑥3. For integers 𝑎𝑖, 𝑖 = 2, 3, let 𝑏1 be the pairs (𝑎3, 𝑎2) and let 𝑃3(𝑄, 𝑏1) be the set of
polynomials in 𝑃 ′3(𝑄) for which the coefficient of 𝑥𝑖 is 𝑎𝑖 for 𝑖 = 2, 3. We can assume that 𝑎3 > 0
since 𝜎0(𝑃 ) = 𝜎0(−𝑃 ). The intervals 𝜎1(𝑃 ) with 𝑃 ∈ 𝑃3(𝑄, 𝑏1) are now divided into two classes
using Sprindžuk’s method of essential and inessential domains [6]. First the essential intervals 𝜎1(𝑃 )
are investigated. By definition ∑︁

𝑃∈𝒫3(𝑄,𝑏1)
𝜎1(𝑃 ) essential

|𝜎1(𝑃 )| 6 2|𝐼|.
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Using this, (12) and the fact that the number of different vectors 𝑏1 does not exceed (2𝑄+ 1)𝑄, it
follows that ∑︁

𝑏1

∑︁
𝑃∈𝒫3(𝑄,𝑏1)
𝜎1(𝑃 ) essential

|𝜎(𝑃 )| < 26𝑐−1
6 𝑄2𝑄−2|𝐼| = 26𝑐−1

6 |𝐼|. (14)

Next, consider the inessential intervals 𝜎1(𝑃 ). For polynomials 𝑃 and 𝑃 such that 𝑃 ̸= 𝑃 , and
𝑃, 𝑃 ∈ 𝒫3(𝑄, 𝑏1), the measure of the intersection 𝜎1(𝑃 ) ∩ 𝜎1(𝑃 ) = 𝜎1(𝑃, 𝑃 ), exceeds |𝜎1(𝑃 )|/2.
Hence, the inequality (13) hold for 𝑃, 𝑃 ∈ 𝒫3(𝑄, 𝑏1) and 𝑥 ∈ 𝜎1(𝑃, 𝑃 ). As the coefficients 𝑎3 and
𝑎2 of the polynomials 𝑃 and 𝑃 are the same, 𝑅(𝑥) = 𝑃 (𝑥)− 𝑃 (𝑥) is linear and satisfies

|𝑅(𝑥)| = |𝑎𝑥− 𝑏| < 4𝑐6𝑄−1, max(|𝑎|, |𝑏|) 6 2𝑄, 𝑥 ∈ 𝜎1(𝑃, 𝑃 ). (15)

Assume that 𝑎 > 0 since 𝜎′(𝑅) = 𝜎′(−𝑅), where for the polynomial 𝑅 we denote by 𝜎′(𝑅) the set
of points 𝑥 satisfying (15). The values of 𝑎 and |𝑏| are now estimated more precisely than in (15).
In view of (6) and (10) and the fact that 𝑥 ∈ 𝜎1(𝑃 ) it follows that |𝑃 ′(𝑥)| < 4𝛿0𝑄 for 𝑄 > 𝑄0.
Therefore |𝑎| = |𝑃 ′(𝑥) − 𝑃 ′(𝑥)| < 8𝛿0𝑄, and using (15) we conclude that |𝑏| < 8𝛿0𝑄. Thus, (15)
can be rewritten as

|𝑅(𝑥)| = |𝑎𝑥− 𝑏| < 4𝑐6𝑄−1, max(𝑎, |𝑏|) < 23𝛿0𝑄, 𝑥 ∈ 𝜎1(𝑃, 𝑃 ). (16)

Now the measure of 𝑥 ∈ 𝐼, for which (16) holds is estimated. For fixed 𝑎 and 𝑏 the first inequality
in (16) holds for points 𝑥 ∈ 𝐼 satisfying⃒⃒⃒⃒

𝑥− 𝑏

𝑎

⃒⃒⃒⃒
< 22𝑐6𝑎

−1𝑄−1. (17)

Denote this interval by 𝐽(𝑅), so that

|𝐽(𝑅)| = 23𝑐6𝑎
−1𝑄−1. (18)

We now wish to estimate
∑︀
|𝐽(𝑅)| where the sum is over 𝑎 and 𝑏, such that 𝑏/𝑎 ∈ 𝐼 and

𝑎, |𝑏| < 23𝛿0𝑄. For fixed 𝑎 denote by 𝑀𝐼(𝑎) the number of points 𝑏 such that these conditions hold.
Then,

𝑀𝐼(𝑎) 6

{︃
𝑎|𝐼|+ 1 6 2𝑎|𝐼| if 𝑎 > |𝐼|−1,

𝛾 if 𝑎 < |𝐼|−1,
(19)

where 𝛾 equals 1 or 0. First, let 𝑎 > |𝐼|−1, then from (18) and (19) it follows that∑︁
16𝑎<8𝛿0𝑄

∑︁
𝑏 : 𝑏/𝑎∈𝐼

|𝐽(𝑅)| <
∑︁

16𝑎<8𝛿0𝑄

23𝑐6𝑎
−1𝑄−12|𝐼|𝑎 6 27𝑐6𝛿0|𝐼|. (20)

Next, consider 𝑎 < |𝐼|−1 and use the second bound in (19) to find a constant 𝑐7 satisfying
28𝑐6𝑠

−1 < 𝑐7 < 2−4𝛿−1
0 and for which the intervals

𝐽1(𝑅1) :=
{︂
𝑥 ∈ 𝐼 :

⃒⃒⃒⃒
𝑥− 𝑏1

𝑎1

⃒⃒⃒⃒
< 𝑐7𝑎

−1
1 𝑄−1

}︂
, 𝐽1(𝑅2) :=

{︂
𝑥 ∈ 𝐼 :

⃒⃒⃒⃒
𝑥− 𝑏2

𝑎2

⃒⃒⃒⃒
< 𝑐7𝑎

−1
2 𝑄−1

}︂
,

where 𝐽(𝑅𝑖) ⊆ 𝐽1(𝑅𝑖), 𝑖 = 1, 2, do not intersect for 𝑏1/𝑎1 ̸= 𝑏2/𝑎2. To see this is possible, suppose
𝐽1(𝑅1) and 𝐽1(𝑅2) intersect nontrivially at 𝑥, then,

1
𝑎1𝑎2

6
|𝑏1𝑎2 − 𝑏2𝑎1|

𝑎1𝑎2
=
⃒⃒⃒⃒
𝑏1
𝑎1
− 𝑏2
𝑎2

⃒⃒⃒⃒
6

⃒⃒⃒⃒
𝑥− 𝑏1

𝑎1

⃒⃒⃒⃒
+
⃒⃒⃒⃒
𝑥− 𝑏2

𝑎2

⃒⃒⃒⃒
6 𝑐7𝑄

−1

(︂
1
𝑎1

+
1
𝑎2

)︂
.
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Assuming WLOG that 𝑎2 > 𝑎1, this gives

1 6 𝑐7𝑄
−1(𝑎1 + 𝑎2) < 2𝑐7𝑎2𝑄

−1 < 24𝑐7𝛿0 (21)

which is a contradiction. Thus,∑︁
𝑅

|𝐽1(𝑅)| =
∑︁

16𝑎<8𝛿0𝑄

2𝑐−1
7 𝑎−1𝑄−1𝛾 6 |𝐼|.

From this it follows that ∑︁
16𝑎<8𝛿0𝑄

𝛾𝑎−1 6 2−1𝑐−1
7 𝑄|𝐼|. (22)

For fixed 𝑎 and 𝑏 the measure of the set 𝑥 ∈ 𝐼, satisfying (17), does not exceed 23𝑐6𝑎
−1𝑄−1.

Hence, summing over 𝑏, from the second inequality in (19) it follows that
∑︀
𝑏 : 𝑏/𝑎∈𝐼 𝛾𝑎

−1 6

23𝑐6𝑎
−1𝑄−1𝛾. Using (22), it follows that∑︁

16𝑎<8𝛿0𝑄

∑︁
𝑏 : 𝑏/𝑎∈𝐼

23𝑐6𝑎
−1𝑄−1 6 23𝑐6𝑄

−1
∑︁

16𝑎<8𝛿0𝑄

𝛾𝑎−1 6 22𝑐6𝑐
−1
7 |𝐼| 6 2−6𝑠|𝐼| (23)

if 𝑐7 > 28𝑐6𝑠
−1. Therefore

|ℒ31| < (26𝑐−1
6 + 27𝑐6𝛿0 + 2−6𝑠)|𝐼|. (24)

Choosing 𝑐6 = 212𝑠−1, 𝛿0 6 2−25𝑠2 and 𝑐7 = 241/2𝑠−2 completes the proof.

Subcase B. Define the subset ℒ32 of the set ̃︀ℒ3, as the set of points 𝑥 ∈ 𝐼, for which there
exists at least one polynomial 𝑃 ∈ 𝒫 ′3(𝑄), satisfying (5) and the inequality

28𝑠−1/2 < |𝑃 ′(𝛼1)| 6 𝑄5/8

with 𝑥 ∈ 𝑆𝑃 (𝛼1).

Proposition 2. For sufficiently large 𝑄,

|ℒ32| < 2−4𝑠|𝐼|.

Proof. The proof of proposition 2 closely follows that of proposition 1, so some details will be
omitted. As before, for 𝑃 ∈ 𝒫 ′3(𝑄) and some positive constant 𝑐9 > 1 (which will be specified later)
consider the interval 𝜎(𝑃 ) and define the interval

𝜎2(𝑃 ) := {𝑥 ∈ 𝑆𝑃 (𝛼1) ∩ 𝐼 : |𝑥− 𝛼1| < 𝑐9𝑄
−1|𝑃 ′(𝛼1)|−1}.

It is clear that
|𝜎(𝑃 )| < 6𝑐−1

9 𝑄−2|𝜎2(𝑃 )|. (25)

The definition of ℒ32 implies that |𝜎2(𝑃 )| < |𝐼|. Expand 𝑃 and 𝑃 ′ as Taylor series on 𝜎2(𝑃 ), to
obtain

|𝑃 (𝑥)| < 2𝑐9𝑄−1, (26)

and
|𝑃 ′(𝑥)| < 2|𝑃 ′(𝛼1)|. (27)

Now consider the essential and inessential domains 𝜎2(𝑃 ), with 𝑃 ∈ 𝒫3(𝑄, 𝑏1) where 𝑏1 is as in
proposition 1.

Following the proof of proposition 1 we obtain∑︁
𝑏1

∑︁
𝑃∈𝒫3(𝑄,𝑏1)
𝜎2(𝑃 ) essential

|𝜎(𝑃 )| < 26𝑐−1
9 |𝐼|. (28)
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Now the inessential domains are considered. Assume 𝜎2(𝑃 ), 𝑃 ∈ 𝑃3(𝑄, 𝑏1), is inessential. Thus
there exists 𝑃 ∈ 𝒫3(𝑄, 𝑏1) with 𝑃 ̸= 𝑃 such that

|𝜎2(𝑃, 𝑃 )| = |𝜎2(𝑃 ) ∩ 𝜎2(𝑃 )| > 1
2
|𝜎2(𝑃 )|.

Let 𝑇 (𝑥) = 𝑃 (𝑥)− 𝑃 (𝑥) = 𝑔𝑥− 𝑑, then from (26) and (27)

|𝑔𝑥− 𝑑| < 4𝑐9𝑄−1, 1 6 𝑔 < 4𝑄5/8. (29)

The inequality (29) holds on an interval 𝐽2(𝑇 ) with centre 𝑑/𝑔 and length 8𝑐9𝑔−1𝑄−1. Fix 𝑔
and denote by 𝑀 ′

𝐼(𝑔) the number of points 𝑑/𝑔, belonging to 𝐼. As in (19),

𝑀 ′
𝐼(𝑔) 6

{︃
2𝑔|𝐼| if 𝑔 > |𝐼|−1,

𝛾 if 𝑔 < |𝐼|−1,

where 𝛾 equals 1 or 0.
Again, first consider 𝑔 > |𝐼|−1. Then, for 𝑄 > 𝑄0,∑︁

16𝑔<4𝑄5/8

∑︁
𝑑 : 𝑑/𝑔∈𝐼

|𝐽2(𝑇 )| < 26𝑐9𝑄
−3/8|𝐼| 6 2−6𝑠|𝐼|. (30)

Now consider 𝑔 < |𝐼|−1. To show the sets 𝐽2(𝑇 ) do not intersect, larger super-sets 𝐽3(𝑇 ) defined
below are shown not to intersect. Assume that for 𝑐10 > 4𝑐9 the intervals

𝐽3(𝑇1) :=
{︂
𝑥 ∈ 𝐼 :

⃒⃒⃒⃒
𝑥− 𝑑1

𝑔1

⃒⃒⃒⃒
< 𝑐10𝑔

−1
1 𝑄−1

}︂
, 𝐽3(𝑇2) :=

{︂
𝑥 ∈ 𝐼 :

⃒⃒⃒⃒
𝑥− 𝑑2

𝑔2

⃒⃒⃒⃒
< 𝑐10𝑔

−1
2 𝑄−1

}︂
,

intersect nontrivially for 𝑑1/𝑔1 ̸= 𝑑2/𝑔2. Then, as in (21):

1 6 2𝑐10(𝑔1 + 𝑔2)𝑄−1 < 24𝑐10𝑄
−3/8, (31)

which is a contradiction for 𝑄 > 𝑄0(𝑐10). As in (22), it therefore follows that∑︁
16𝑔<4𝑄5/8

𝛾𝑔−1 6 2−1𝑐−1
10 𝑄|𝐼|. (32)

For fixed 𝑔 the measure of the set 𝑥 ∈ 𝐼, satisfying (29), does not exceed 8𝑐9𝑔−1𝑄−1. From (32),
it follows that∑︁

16𝑔<4𝑄5/8

∑︁
𝑑 : 𝑑/𝑔∈𝐼

8𝑐9𝑔−1𝑄−1 6 8𝑐9𝑄−1
∑︁

16𝑔<4𝑄5/8

𝛾𝑔−1 6 4𝑐9𝑐−1
10 |𝐼| 6 2−6𝑠|𝐼|

for 𝑐10 > 28𝑐9𝑠
−1. From this, (28), and (30) it follows that

|ℒ32| < (26𝑐−1
9 + 2−6𝑠+ 2−6𝑠)|𝐼|.

Hence, choosing 𝑐9 = 212𝑠−1 and 𝑐10 = 220𝑠−2, this completes the proof of proposition 2.

Subcase C. Denote by ℒ33 ⊂ ̃︀ℒ3 the set of 𝑥 ∈ 𝐼, for which there exists a polynomial 𝑃 ∈
𝒫 ′3(𝑄), satisfying (5) and

2−3 < |𝑃 ′(𝛼1)| 6 28𝑠−1/2

with 𝑥 ∈ 𝑆𝑃 (𝛼1).
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Proposition 3. For sufficiently large 𝑄,

|ℒ33| < 2−4𝑠|𝐼|.

Proof. For 𝑃 ∈ 𝒫 ′3(𝑄) and some 𝑐11 > 1 chosen later, define the interval

𝜎3(𝑃 ) := {𝑥 ∈ 𝑆𝑃 (𝛼1) ∩ 𝐼 : |𝑥− 𝛼1| < 𝑐11𝑄
−1|𝑃 ′(𝛼1)|−1}.

Develop 𝑃 and 𝑃 ′ as a Taylor series on 𝜎3(𝑃 ), to obtain

|𝑃 (𝑥)| < 29𝑐211𝑄
−1, |𝑃 ′(𝑥)| < max(29𝑠−1/2, 26𝑐11)

for 𝑄 > 𝑄0. Consider again the essential and inessential domains 𝜎3(𝑃 ), 𝑃 ∈ 𝒫3(𝑄, 𝑏1) defined as
in proposition 1. As the approach is similar to previous propositions, the calculations are omitted.
In the case of the essential domains the measure is at most 26𝑐−1

11 |𝐼|, and choosing 𝑐11 > 211𝑠−1

gives the measure of the points lying in essential domains as 2−5𝑠|𝐼|.
For the inessential domains, it is necessary to estimate the measure of 𝑥 ∈ 𝐼, satisfying

|𝑎𝑥− 𝑏| < 210𝑐211𝑄
−1, max(𝑎, |𝑏|) < 2 max(29𝑠−1/2, 26𝑐11). (33)

Direct calculations show that (33) holds on a set of 𝑥 ∈ 𝐼, with measure at most 𝑐13𝑄−1 for some
constant 𝑐13 > 0. Choosing 𝑐5 > 25𝑐13𝑠

−1 in theorem 2, the measure of the inessential domains is at
most 2−5𝑠|𝐼|. Together with the result for essential domains this is enough to prove the proposition.

Subcase D. For some constant 𝑐14 > 0 chosen later, denote by ℒ34 ⊂ ̃︀ℒ3 the set of 𝑥 ∈ 𝐼, for
which there exists a polynomial 𝑃 ∈ 𝒫 ′3(𝑄), satisfying (5) and

𝑐14𝑄
−1/2 < |𝑃 ′(𝛼1)| 6 2−3

where 𝑥 ∈ 𝑆𝑃 (𝛼1).

Proposition 4. For sufficiently large 𝑄,

|ℒ34| < 2−4𝑠|𝐼|.

Proof. For 𝑃 ∈ 𝒫 ′3(𝑄) and some 𝑐15 > 1 define the interval

𝜎4(𝑃 ) := {𝑥 ∈ 𝑆𝑃 (𝛼1) ∩ 𝐼 : |𝑥− 𝛼1| < 𝑐15𝑄
−2|𝑃 ′(𝛼1)|−1}.

Clearly
|𝜎(𝑃 )| < 6𝑐−1

15 𝑄
−1|𝜎4(𝑃 )|. (34)

Fix 𝑎3. Let the subclass of polynomials 𝑃 ∈ 𝒫 ′3(𝑄) with the same leading coefficients be denoted
by 𝒫3(𝑄, 𝑎3). Consider again the essential and inessential domains 𝜎4(𝑃 ), 𝑃 ∈ 𝒫3(𝑄, 𝑎3).

From the definition of essential domains, it follows that∑︁
𝑃∈𝒫3(𝑄,𝑎3)
𝜎4(𝑃 ) essential

|𝜎4(𝑃 )| 6 2|𝐼|.

Since the number of 𝑎3 does not exceed 𝑄, summing over all 𝑎3 and using (34), gives∑︁
16𝑎36𝑄

∑︁
𝑃∈𝒫3(𝑄,𝑎3)
𝜎4(𝑃 ) essential

|𝜎(𝑃 )| < 24𝑐−1
15 |𝐼| = 2−5𝑠|𝐼| (35)

for 𝑐15 = 29𝑠−1.
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Now consider the inessential domains. From the Taylor series expansions of 𝑃𝑖(𝑥) and 𝑃 ′𝑖 (𝑥) on
𝜎4(𝑃𝑖1 , 𝑃𝑖2) = 𝜎4(𝑃𝑖1) ∩ 𝜎4(𝑃𝑖2), 𝑃𝑖1 , 𝑃𝑖2 ∈ 𝒫3(𝑄, 𝑎3), 𝑃𝑖1 ̸= 𝑃𝑖2 , the upper bounds of |𝑃𝑖(𝑥)| and
|𝑃 ′𝑖 (𝑥)|, are

|𝑃𝑖(𝑥)| < 2𝑐15𝑄−2, (36)

and
|𝑃 ′𝑖 (𝑥)| < 2|𝑃 ′(𝛼1)| (37)

for 𝑐14 > 22𝑐
1/2
15 . Since the leading coefficients of 𝑃𝑖1 and 𝑃𝑖2 are equal, then the polynomial

𝑆(𝑥) = 𝑃𝑖1(𝑥)− 𝑃𝑖2(𝑥) = 𝑓2𝑥
2 + 𝑓1𝑥+ 𝑓0

and by (36),

|𝑆(𝑥)| < 4𝑐15𝑄−2, |𝑆′(𝑥)| < 4|𝑃 ′(𝛼1)|, |𝑓𝑖| 6 2𝑄, 0 6 𝑖 6 2.

Let 𝛽1, 𝛽2 ∈ C be the roots of 𝑆. Since the discrimimant 𝐷(𝑆) of 𝑆 satisfies

|𝐷(𝑆)| = |𝑆′(𝛽1)|2 < 16|𝑃 ′(𝛼1)|2 6 2−2,

this implies that 𝐷(𝑆) = 0 and that 𝑆 has a repeated root. Hence 𝑆 has the form

𝑆(𝑥) = 𝑆2
0(𝑥) = (𝑠1𝑥− 𝑠0)2, |𝑠1| < 2𝑄1/2.

Thus, we need to find the measure of 𝑥 ∈ 𝐼, satisfying

|𝑠1𝑥− 𝑠0| < 2𝑐1/215 𝑄
−1, |𝑠1| < 2𝑄1/2. (38)

Hence, |𝑥 − 𝑠0/𝑠1| < 2𝑐1/215 |𝑠1|−1𝑄−1, which defines an interval 𝐽4(𝑆0) with centre at 𝑠0/𝑠1 and
length 4𝑐1/215 |𝑠1|−1𝑄−1. Fix 𝑠1 and denote by 𝑀 ′′

𝐼 (𝑠1) the number of points 𝑠0/𝑠1, belonging to 𝐼.
As in (19), the following bounds

𝑀 ′′
𝐼 (𝑠1) 6

{︃
2𝑠1|𝐼| if 𝑠1 > |𝐼|−1,

𝛾 if 𝑠1 < |𝐼|−1,

are obtained, where 𝛾 equals 1 or 0.
Consider 𝑠1 > |𝐼|−1. For 𝑄 > 𝑄0,∑︁

16𝑠1<2𝑄1/2

∑︁
𝑠0 : 𝑠0/𝑠1∈𝐼

|𝐽4(𝑆0)| < 24𝑐
1/2
15 𝑄

−1/2|𝐼| 6 2−6𝑠|𝐼|. (39)

Next let 𝑠1 < |𝐼|−1. If for 𝑐16 > 2𝑐1/215 the intervals

𝐽5(𝑆1) :=
{︂
𝑥 ∈ 𝐼 :

⃒⃒⃒⃒
𝑥− 𝑠0,1

𝑠1,1

⃒⃒⃒⃒
< 𝑐16𝑠

−1
1,1𝑄

−1

}︂
, 𝐽5(𝑆2) :=

{︂
𝑥 ∈ 𝐼 :

⃒⃒⃒⃒
𝑥− 𝑠0,2

𝑠1,2

⃒⃒⃒⃒
< 𝑐16𝑠

−1
1,2𝑄

−1

}︂
intersect nontrivially for 𝑠0,1/𝑠1,1 ̸= 𝑠0,2/𝑠1,2, then as in (21):

1 6 2𝑐16(𝑠1,1 + 𝑠1,2)𝑄−1 < 23𝑐16𝑄
−1/2, (40)

which is a contradiction for 𝑄 > 𝑄0(𝑐16). Thus, using the same arguments as in proposition 1, as
in (22) ∑︁

16𝑠1<2𝑄1/2

𝛾𝑠−1
1 6 2−1𝑐−1

16 𝑄|𝐼|. (41)
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Since for fixed 𝑠1 and 𝑠0 the measure of the set 𝑥 ∈ 𝐼, satisfying (38), is at most 2𝑐1/215 |𝑠1|−1𝑄−1,
using (41), we get∑︁

16𝑠1<2𝑄1/2

∑︁
𝑠0 : 𝑠0/𝑠1∈𝐼

4𝑐1/215 |𝑠1|−1𝑄−1 6 4𝑐1/215 𝑄
−1

∑︁
16𝑠1<2𝑄1/2

𝛾|𝑠1|−1 6 2𝑐1/215 𝑐
−1
16 |𝐼| 6 2−6𝑠|𝐼|

(42)
for 𝑐16 > 27𝑐

1/2
15 𝑠

−1. Choose 𝑐14 = 27𝑠−1/2 and 𝑐16 > 212𝑠−3/2. Summing the estimates (35), (39)
and (42), for the measures in the essential and inessential cases, it follows that |ℒ34| < 2−4𝑠|𝐼|.
This concludes the proof of proposition 4.

Subcase E. Denote by ℒ35 ⊂ ̃︀ℒ3 the set of 𝑥 ∈ 𝐼, for which there exists 𝑃 ∈ 𝒫 ′3(𝑄), satisfy-
ing (5) and the following condition

25𝑄−1 < |𝑃 ′(𝛼1)| 6 28𝑠−1/2𝑄−1/2 (43)

with 𝑥 ∈ 𝑆𝑃 (𝛼1).

Proposition 5. For sufficiently large 𝑄,

|ℒ35| < 2−2𝑠|𝐼|.

Proof. Divide the interval 𝐼 into smaller intervals 𝐽𝑖, where |𝐽𝑖| = 𝑄−𝑢 and 𝑢 > 1. We say the
polynomial 𝑃 belongs to the interval 𝐽𝑖 if there exists 𝑥 ∈ 𝐽𝑖 such that (3) and (43) hold.

There is at most one irreducible polynomial belonging to an interval 𝐽𝑖. To see this, suppose
the opposite. Assume there exists a point 𝑥 ∈ 𝐽𝑖, for which (3) and (43) hold for two irreducible
polynomials 𝑃1 and 𝑃2 from 𝒫 ′3(𝑄). Expand 𝑃1 as Taylor’s series on 𝐽𝑖 so that:

𝑃1(𝑥) = 𝑃 ′1(𝛼1)(𝑥− 𝛼1) +
1
2
𝑃 ′′1 (𝛼1)(𝑥− 𝛼1)2 +

1
6
𝑃 ′′′1 (𝛼1)(𝑥− 𝛼1)3.

Using the estimate for |𝑃 ′1(𝛼1)| from (43), and the trivial bounds |𝑃 (𝑘)(𝛼1)| ≪ 𝑄, 𝑘 = 2, 3, we
obtain

|𝑃1(𝑥)| < 29𝑠−1/2𝑄−1/2−𝑢, 𝑥 ∈ 𝐽𝑖,

for 𝑢 > 3/2. Obviously the same estimate holds for 𝑃2 in 𝐽𝑖.
We use the following lemma which is proved in [7].

Lemma 2. Let 𝛿 > 0 and 𝑄 > 𝑄0(𝛿). Further, let 𝑃1 and 𝑃2 be two integer polynomials of
degree at most 𝑛 with no common roots, and max(𝐻(𝑃1), 𝐻(𝑃2)) 6 𝑄. Let 𝐽 ⊂ R be an interval
of length |𝐽 | = 𝑄−𝜂 , 𝜂 > 0. If there exists 𝜏 > 0, such that for all 𝑥 ∈ 𝐽

|𝑃𝑗(𝑥)| < 𝑄−𝜏 ,

for 𝑗 = 1, 2, then
𝜏 + 1 + 2max(𝜏 + 1− 𝜂, 0) < 2𝑛+ 𝛿. (44)

Applying lemma 2 with 𝜏 = 1/2 + 𝑢 − 𝜖, 𝜖 > 0, and 𝜂 = 𝑢, leads to a contradiction in (44) if
𝑢 > 3/2 + 𝛿+ 3𝜖. Choose 𝑢 satisfying 3/2 + 𝛿+ 3𝜖 < 𝑢 < 2 and it follows that there is at most one
irreducible polynomial on any 𝐽𝑖. As there is at most one polynomial 𝑃 ∈ 𝒫 ′3(𝑄) that belongs to
any 𝐽𝑖 then by Lemma 1, the measure of those 𝑥, satisfying (3) and (43), does not exceed

2−3𝑄−2+𝑢|𝐼| < 2−4𝑠|𝐼|

for 𝑢 < 2 and 𝑄 > 𝑄0.
If 𝑃 ∈ 𝒫 ′3(𝑄) is a reducible polynomial belonging to 𝐽𝑖 then 𝑃 (𝑥) = 𝑡1(𝑥)𝑡2(𝑥), where 𝑡1 is

a polynomial of degree one and 𝑡2 is either an irreducible polynomial or degree two or the product
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of two linear polynomials. Let 𝑡1(𝑥) = 𝑎𝑥+ 𝑏 and 𝑡2(𝑥) = 𝑏2𝑥
2 + 𝑏1𝑥+ 𝑏0. Assume that 𝑎 > 0. By

Gelfond’s Lemma [4],
𝑎𝐻(𝑡2) 6 𝐻(𝑡1)𝐻(𝑡2) 6 23𝐻(𝑃 ) 6 23𝑄. (45)

Denote by ℒ351 the set of 𝑥 ∈ 𝐼, for which the system

|𝑡1(𝑥)| < 𝑄−1, 𝑎 < 𝛿0𝑄 (46)

is satisfied by some polynomial 𝑡1. The system (46) is similar to (16). Hence, using the same
arguments, it can be shown that |ℒ351| < 2−5𝑠|𝐼|. If (46) does not hold, there are three possibilities:

|𝑡1(𝑥)| < 𝑄−1, 𝛿0𝑄 6 𝑎 < 23𝑄, (47)

|𝑡1(𝑥)| > 𝑄−1, 𝑎 < 𝛿0𝑄, (48)

|𝑡1(𝑥)| > 𝑄−1, 𝛿0𝑄 6 𝑎 < 23𝑄. (49)

For (47) there are two further possibilities; namely,

𝛿0𝑄
−1 < |𝑡1(𝑥)| < 𝑄−1, 𝛿0𝑄 6 𝑎 < 23𝑄, (50)

and
|𝑡1(𝑥)| 6 𝛿0𝑄

−1, 𝛿0𝑄 6 𝑎 < 23𝑄. (51)

Each of these will be considered in turn. Denote by ℒ352 and by ℒ353 the sets of 𝑥 ∈ 𝐼, for which
(50) and (51) are satisfied for polynomials 𝑡1 respectively. The system (51) is similar to (16), and
it is not difficult to show that |ℒ353| < 2−5𝑠|𝐼|.

Turning to ℒ352 and using (45), (50) and |𝑃 (𝑥)| < 𝑄−3 it follows that

|𝑡2(𝑥)| 6 𝛿−1
0 𝑄−2, 𝐻(𝑡2) < 23𝛿−1

0 . (52)

The number of polynomials that satisfy the second inequality in (52) does not exceed a constant
depending on 𝛿0, say 𝑐(𝛿0), therefore we conclude that |ℒ352| < 2−5𝑠|𝐼|.

Now we consider (48). Using (48) and (45)

|𝑡2(𝑥)| < 𝑄−2, 𝐻(𝑡2) < 23𝑄. (53)

First, 𝑡′2 is estimated from above on 𝐽𝑖. Using the equations

𝑃 ′(𝑥) = 𝑡′1(𝑥)𝑡2(𝑥) + 𝑡1(𝑥)𝑡′2(𝑥),

and

𝑃 ′(𝑥) = 𝑃 ′(𝛼1) + 𝑃 ′′(𝛼1)(𝑥− 𝛼1) + 𝑃 ′′′(𝛼1)
(𝑥− 𝛼1)2

2
,

the estimates (48), (53) and

|𝑃 ′(𝑥)| < 29𝑠−1/2𝑄−1/2, 𝑄−1 6 |𝑡1(𝑥)| ≪ 𝑄,

gives a contradiction for |𝑡′2(𝑥)| > 𝑄5/8 for sufficiently large 𝑄. Thus, |𝑡′2(𝑥)| 6 𝑄5/8, 𝑥 ∈ 𝐽𝑖. Then
from (53),

|𝑡2(𝑥)| < 𝑄−2, |𝑡′2(𝑥)| 6 𝑄5/8 (54)

hold. Denote by ℒ354 the set of 𝑥 ∈ 𝐼, for which (54) is satisfied for a polynomial 𝑡2. The measure
of ℒ354 is estimated in a manner similar to proposition 2, giving |ℒ354| < 2−4𝑠|𝐼|.

Finally, we consider (49). Using (45), (49) and |𝑃 (𝑥)| < 𝑄−3, it follows that

|𝑡2(𝑥)| < 𝑄−2, 𝐻(𝑡2) < 23𝛿−1
0 . (55)
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Denote by ℒ355 the set of 𝑥 ∈ 𝐼, for which (55) is satisfied for some 𝑡2. The number of polynomials
which satisfy the second inequality in (55) is bounded by a constant 𝑐2(𝛿0), therefore we conclude
that |ℒ355| < 2−5𝑠|𝐼|.

Thus,

|ℒ35| < 2−4𝑠|𝐼|+
5∑︁
𝑖=1

|ℒ35𝑖| < 2−2𝑠|𝐼|,

which completes the proof of the proposition.

Case 2. Define the subset ℒ̌3 of the set ℒ3, as the set of points 𝑥 ∈ 𝐼, for which there exists at
least one polynomial 𝑃 ∈ 𝒫 ′3(𝑄) such that

|𝑃 (𝑥)| < 𝑄−3, |𝑃 ′(𝑥)| 6 26𝑄−1. (56)

Define by 𝜎*(𝑃 ) the set of solutions to (56) for a fixed polynomial 𝑃 ∈ 𝒫 ′3(𝑄). Let 𝑥 ∈ 𝜎*(𝑃 ) ∩
𝑆𝑃 (𝛼1). First, it is shown that the value of the derivative of 𝑃 at 𝛼1, 𝑃 (𝛼1) = 0, satisfies

|𝑃 ′(𝛼1)| 6 28𝑄−1. (57)

To show this, assume the opposite holds. Develop 𝑃 ′ as a Taylor series in the neighborhood of 𝛼1,
to obtain

𝑃 ′(𝑥) = 𝑃 ′(𝛼1) + 𝑃 ′′(𝛼1)(𝑥− 𝛼1) +
1
2
𝑃 ′′′(𝛼1)(𝑥− 𝛼1)2,

where |𝑥− 𝛼1| < 2−6𝑄−2 by lemma 1. Since |𝑃 𝑘(𝛼1)| ≪ 𝑄 for 𝑘 = 1, 2, 3, it follows that

max
(︂
|𝑃 ′′(𝛼1)(𝑥− 𝛼1)|,

⃒⃒⃒⃒
1
2
𝑃 ′′′(𝛼1)(𝑥− 𝛼1)2

⃒⃒⃒⃒)︂
< 2−3𝑄−1,

and hence |𝑃 ′(𝑥)| > 27𝑄−1, which contradicts the condition that |𝑃 ′(𝑥)| 6 26𝑄−1.
To estimate the measure of

̂︀
ℒ3 two cases, depending on the value of |𝑃 ′(𝛼1)|, need to be

considered. For some constant 0 < 𝑐17 < 1/6 denote by ℒ36 ⊂
̂︀
ℒ3 the set of 𝑥 ∈ 𝐼, for which

there exists a polynomial 𝑃 ∈ 𝒫 ′3(𝑄), satisfying (56) and

|𝑃 ′(𝛼1)| < 𝑐17𝑄
−1

with 𝑥 ∈ 𝑆𝑃 (𝛼1).

Proposition 6. For sufficiently large 𝑄,

|ℒ36| < 2−2𝑠|𝐼|.

Proof. First note that

1 6 |𝐷(𝑃 )| = |𝑎4
3(𝛼1 − 𝛼2)2(𝛼1 − 𝛼3)2(𝛼2 − 𝛼3)2| = |𝑃 ′(𝛼1)|2𝑎2

3|𝛼2 − 𝛼3|2.

Also, |𝛼2 − 𝛼3| 6 6𝑄/|𝑎3| as |𝛼𝑖| 6 3𝑄/|𝑎3|, 𝑖 = 2, 3. Finally, as |𝑃 ′(𝛼1)| < 𝑐17𝑄
−1, this gives

1 6 𝐷(𝑃 ) 6 22 · 32𝑐217𝑄
−2𝑄2 = 22 · 32𝑐217,

which does not hold when 𝑐17 < 1/6 thus, the discriminant of 𝑃 satisfies 𝐷(𝑃 ) = 0, which implies
that 𝑃 has a repeated root. Following the same approach as in proposition 4, it follows that
|ℒ36| < 2−2𝑠|𝐼|.



On Regular Systems of Real Algebraic Numbers of Third Degree in Short Intervals 73

The second sub-case of case 2 is now considered. Denote by ℒ37 ⊂
̂︀
ℒ3 the set of 𝑥 ∈ 𝐼, for which

there exists some polynomial 𝑃 ∈ 𝒫 ′3(𝑄), satisfying (56) and

𝑐17𝑄
−1 6 |𝑃 ′(𝛼1)| 6 28𝑄−1 (58)

with 𝑥 ∈ 𝑆𝑃 (𝛼1).

Proposition 7. For 𝑄 sufficiently large,

|ℒ37| < 2−2𝑠|𝐼|.

Proof. Divide the interval 𝐼 into smaller intervals 𝐽 ′𝑖 with |𝐽 ′𝑖 | = 𝑄−𝑢
′
, where 𝑢′ > 3/2. The

assumption that at least two irreducible polynomials belong to the interval 𝐽 ′𝑖 will lead to a
contradiction. To show this, suppose that 𝑃1 and 𝑃2 both belong to 𝐽 ′𝑖 . Expand 𝑃1 as Taylor
series on 𝐽 ′𝑖 , to obtain:

|𝑃1(𝑥)| < 25𝑄1−2𝑢′ , 𝑥 ∈ 𝐽 ′𝑖 ,

for 𝑢′ < 2. Obviously the same estimate holds for 𝑃2 on 𝐽 ′𝑖 . Applying Lemma 2 with 𝜏 = −1 +
2𝑢′ − 𝜖′, 𝜖′ > 0, and 𝜂 = 𝑢′, leads to a contradiction in (44) for 𝑢′ > 3/2 + 𝛿/4 + 3𝜖′/4. Thus,
choose 𝑢′, satisfying 3/2 + 𝛿/4 + 3𝜖′/4 < 𝑢′ < 2.

Hence there is at most one polynomial 𝑃 ∈ 𝒫 ′3(𝑄) belonging to each 𝐽 ′𝑖 . Therefore, by lemma 1
the measure of those 𝑥, satisfying the first inequality of (3) and (58), is at most

4𝑐−1
17 𝑄

−2+𝑢′ |𝐼| < 2−4𝑠|𝐼|

for 𝑢′ < 2 and 𝑄 > 𝑄0.
When the polynomials are reducible, the proof exactly follows proposition 5.

Adding the measures calculated in propositions 1 to 7, it follows that the measure of ℒ3 satis-
fies (4).

Finally, we turn to the proof of Theorem 1.

4. Proof of Theorem 1

For the rest of the proof we may assume that 𝑐5 is a constant which is greater or equal to
2 · 35/(1− 𝑠)𝛿0 and for which Theorem 2 is valid.

Denote by ℒ0(𝑄, 𝐼) the set of 𝑥 ∈ 𝐼, for which the inequality |𝑃 (𝑥)| < 𝑄−3 is satisfied for
some 𝑃 ∈ 𝒫 ′3(𝑄). It can be readily verified using Dirichlet’s box principle that ℒ0(𝑄, 𝐼) = 𝐼. By
theorem 2 there exists a set ℒ3(𝑄, 𝛿0, 𝐼) = 𝐼 ∖ ℒ3(𝑄, 𝛿0, 𝐼) ⊂ 𝐼 such that |ℒ3(𝑄, 𝛿0, 𝐼)| > (1− 𝑠)|𝐼|
for all 𝑄 > 𝑄0, where 𝑄0 > 𝑐5|𝐼|−1.

Denote by ℒ62(𝑄, 𝛿0, 𝐼) the union of the intervals 𝜎(𝛼) = {𝑥 ∈ 𝐼 : |𝑥− 𝛼| < 3𝛿−1
0 𝑄−4} over all

real algebraic numbers of degree at most 2 and height at most 𝑄. The number of different intervals
in this union is at most (2𝑄+ 1)3 and every interval has a length at most 6𝛿−1

0 𝑄−4, therefore we
conclude that |ℒ62(𝑄, 𝛿0, 𝐼)| 6 (1− 𝑠)|𝐼|/2 for 𝑐5 > 2 · 35/(1− 𝑠)𝛿0.

Let ℒ′3(𝑄, 𝛿0, 𝐼) be defined by ℒ′3(𝑄, 𝛿0, 𝐼) = ℒ3(𝑄, 𝛿0, 𝐼) ∖ ℒ62(𝑄, 𝛿0, 𝐼). Let 𝑥 ∈ ℒ′3(𝑄, 𝛿0, 𝐼).
Then there exists a non-zero polynomial 𝑃 ∈ 𝒫 ′3(𝑄), satisfying

|𝑃 (𝑥)| < 𝑄−3, |𝑃 ′(𝑥)| > 𝛿0𝑄. (59)

It will be shown that there exists a root 𝛼 of 𝑃 close to 𝑥. Let 𝑦 ∈ R, be such that |𝑦 − 𝑥| =
3𝛿−1

0 𝑄−4. By Taylor’s formula

𝑃 (𝑦) =
3∑︁
𝑖=0

1
𝑖!
𝑃 (𝑖)(𝑥)(𝑦 − 𝑥)𝑖.
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As 𝑥 ∈ [−1/2, 1/2], |𝑃 (𝑖)(𝑥)| ≪ 𝑄 for 𝑖 = 1, 2, 3. It is readily verified that

|𝑃 (𝑖)(𝑥)(𝑦 − 𝑥)𝑖| ≪ 𝑄−7 for 𝑖 > 2.

Also, by (59), |𝑃 (𝑥)| < 𝑄−3. Thus,

∑︁
𝑖=0,2,3

⃒⃒⃒⃒
1
𝑖!
𝑃 (𝑖)(𝑥)(𝑦 − 𝑥)𝑖

⃒⃒⃒⃒
< 𝑄−3 +

3∑︁
𝑖=2

32(7𝛿−2
0 𝑄−7) < 2𝑄−3. (60)

On the other hand, by (59)
|𝑃 ′(𝑥)(𝑦 − 𝑥)| > 3𝑄−3. (61)

By (60) and (61) the behaviour of 𝑃 (𝑦) is dominated by the behaviour of 𝑃 ′(𝑥)(𝑦−𝑥). It also follows
from (60) and (61) that 𝑃 (𝑦) has different signs at the endpoints of the interval (𝑥 − 3𝛿−1

0 𝑄−4,
𝑥+ 3𝛿−1

0 𝑄−4). Thus, by the continuity of 𝑃 , there exists a root 𝛼 of 𝑃 in this interval, and

|𝑥− 𝛼| < 3𝛿−1
0 𝑄−4. (62)

Since 𝑥 ̸∈ ℒ62(𝑄, 𝛿0, 𝐼) then we conclude that the degree of 𝛼 is exactly 3.
Choose a maximal collection of real algebraic numbers {𝛼1, . . . , 𝛼𝑡} ⊂ 𝐼, with degree deg𝛼𝑖 = 3

satisfying
𝐻(𝛼𝑖) 6 𝑄, |𝛼𝑖 − 𝛼𝑗 | > 3𝛿−1

0 𝑄−4, 1 6 𝑖 < 𝑗 6 𝑡.

As has been shown, for any 𝑥 ∈ ℒ′3(𝑄, 𝛿0, 𝐼) there exists 𝛼 ∈ 𝐴3, satisfying (62) with 𝐻(𝛼) 6 𝑄.
Since the collection {𝛼1, . . . , 𝛼𝑡} is maximal, there exists 𝛼𝑖 in this collection such that |𝛼− 𝛼𝑖| 6
3𝛿−1

0 𝑄−4. From this and (62), by the triangle inequality it follows that |𝑥− 𝛼𝑖| < 6𝛿−1
0 𝑄−4. Then

ℒ′3(𝑄, 𝛿0, 𝐼) ⊂
𝑡⋃︁
𝑖=1

{𝑥 ∈ 𝐼 : |𝑥− 𝛼𝑖| < 6𝛿−1
0 𝑄−4}.

Using |ℒ′3(𝑄, 𝛿0, 𝐼)| > (1− 𝑠)|𝐼|/2, this gives

𝑡 > 2−33−1𝛿0(1− 𝑠)𝑄4|𝐼|.

Let 𝑇 = 𝑄4, then for any 𝑇 > 𝑇0, where

𝑇0 = (𝑐5 + 1)4|𝐼|−4,

there exists a collection 𝛼1, . . . , 𝛼𝑡 ∈ 𝐼∩𝐴3 satisfying (2) which completes the proof of the theorem.

The authors are grateful to the anonymous referee for the very useful comments on this paper.
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1. Introduction

While studying analytic properties of Dirichlet series it is natural to ask whether and how
far they can be meromorphically continued beyond their region of convergence. In general this
is a difficult question, but when an answer can be found it usually corresponds to the intuitive
natural boundary. The consideration of random Dirichlet series that can be shown to have natural
boundaries almost surely comforts us in our belief that Dirichlet series should be continuable to
their expected domains.

Random Dirichlet series and their convergence are differently treated depending on the context.
In this note we first give an overview of existing results on natural boundaries. For the most part
the series considered are in one variable. We suggest, in the second part of our note, a multiple
analogue of random Dirichlet series. We indicate only some initial tools whose applications enable
us to compare the abscissa of convergence of the Goldbach generating function with its random
version. A more detailed study of these multiple analogues might turn out to be interesting.

2. One variable

We let (Ω, 𝐴,P) or simply Ω be a probability space and we say that an event 𝐸 in 𝐴 happens
almost surely if P(𝐸) = 1. Random Dirichlet series are of the form

∑︀∞
𝑛=1𝑋𝑛(𝜔)𝑒−𝜆𝑛𝑠, where the 𝜆𝑖

form an increasing sequence of positive numbers, 𝑋𝑛(𝜔) are independent complex random variables
in (Ω, 𝐴,P) and 𝑠 = 𝜎 + 𝑖𝑡 a complex number. A sequence of independent random variables 𝜀𝑛 of
Ω each of which takes only the values ±1 with the same probability 1/2 is called a Rademacher
sequence.

Relations between the different abscissae of convergence of random Dirichlet series have
been studied since long. For example Hartman in 1931 considered Dirichlet series of the form∑︀∞
𝑛=1(±𝑎𝑛)𝑛−𝑠. There exist numbers 𝜎𝑐 6 𝜎𝑢 6 𝜎𝑎 which are almost surely the abscissae of

convergence, uniform convergence and absolute convergence respectively of such Dirichlet series.
Hartman showed that 𝜎𝑎−𝜎𝑢 is atmost 1/2 and can be exactly 1/2 [1]. The Bohr–Toeplitz theorem
says that the same difference exists between the abscissae of absolute and uniform convergence for
the ordinary Dirichlet series

∑︀∞
𝑛=1 𝑎𝑛𝑛

−𝑠.
Dvoretzky in 1945 showed that for a given ordinary Dirichlet series

∑︀∞
𝑛=1 𝑎𝑛𝑒

−𝜆𝑛𝑠, and for any 𝜎
squeezed between its abscissae of convergence and absolute convergence one can always construct a
random Dirichlet series

∑︀∞
𝑛=1 𝜀𝑛𝑎𝑛𝑒

−𝜆𝑛𝑠 with Re 𝑠 = 𝜎 as its natural boundary by an appropriate
choice of 𝜀𝑛 = ±1 [2]. This is the analogue of the Fatou–Pólya theorem for power series.

New developments in the theory of random Dirichlet series began in 1970s. Yu (1978) studied
particular cases where 𝜆𝑛 satisfy the conditions lim𝑛→∞(log 𝑛/𝜆𝑛) = 0 to obtain analogues of
results on the radius of almost sure convergence for random power series [3].

Where the random variables are symmetric (as for example the case of Rademacher variables)
the abscissa of convergence coincides almost surely with the natural boundary. Kahane described
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a dichotomy for the general case. The random series
∑︀∞
𝑛=1𝑋𝑛𝑒

−𝜆𝑛𝑠 either has the abscissa of
convergence as its natural boundary or there exists an ordinary Dirichlet series

∑︀∞
𝑛=1 𝑎𝑛𝑒

−𝜆𝑛𝑠

with the same abscissa of convergence 𝜎𝑐 and a number 𝜎 < 𝜎𝑐 such that the random series∑︀∞
𝑛=1(𝑋𝑛 − 𝑎𝑛)𝑒−𝜆𝑛𝑠 has 𝜎 as its natural boundary almost surely [4]. For the special series∑︀∞
𝑛=1±𝑛−𝑠 he showed that almost surely the abscissa of convergence 𝜎𝑐 = 1/2 would be its

natural boundary [5]. This is the analogue of the Ryll–Nardzewski theorem for natural boundaries
of random Taylor series. Some generalisations can be found in [6], [7].

Ding and Xiao studied explicit natural boundaries for uniformly nondegenerate variables 𝑋𝑛, i.e.
sup𝑛>0 sup𝑎∈C P(𝑋𝑛 = 𝑎) < 1 , which is equivalent to the condition that there exists a sequence of
positive numbers 𝑅𝑛 such that sup𝑛>0 sup𝑎∈C P(|𝑋𝑛−𝑎| 6 𝑅𝑛) < 1. If the abscissa of convergence
of
∑︀∞
𝑛=1𝑋𝑛𝑒

−𝜆𝑛𝑠 is the same as that for
∑︀∞
𝑛=1𝑅

2
𝑛𝑒
−2𝜆𝑛𝑠 then this abscissa would almost surely

be the natural boundary of the first series [8].
Queffélec enlarged the study by considering Euler products. He showed that

∏︀
(1− 𝜀𝑛𝑝−𝑠𝑛 )−1,

for 𝑝𝑛 the 𝑛th prime and (𝜀𝑛) a sequence of independent Rademacher variables, has 𝜎 = 1/2 almost
surely as the natural boundary [9].

In the study of Euler products in both 𝑝 and 𝑝−𝑠 (for prime 𝑝), random variables were
used in the exponents as an adaptation of the classical case. It was proved that the series∏︀∞
𝑛=1 𝜁(𝑎𝑛𝑠+ 𝑏𝑛)𝑐𝑛+𝜀𝑛 , where 𝑎𝑛, 𝑏𝑛, 𝑐𝑛 are increasing real sequences and 𝜀𝑛 a suitable sequence of

independent real random variables, admits almost surely 𝜎 = lim sup𝑛→∞(−𝑏𝑛/𝑎𝑛) as its natural
boundary [10].

Convergence of Random Dirichlet polynomials, finite versions of the Dirichlet series, have been
studied, for example in [11].

3. Several variables

Now we suggest a multiple analogue of Rademacher sequences and associated Dirichlet series.
Let 𝑚1, . . . ,𝑚𝑟 ∈ N, and let 𝜀𝑚1,...,𝑚𝑟

be independent random variables which take only the values
±1 and are defined on a certain probability space (Ω, 𝐴,P). Let

P(𝜔 ∈ Ω | 𝜀𝑚1,...,𝑚𝑟 (𝜔) = 1) = P(𝜔 ∈ Ω | 𝜀𝑚1,...,𝑚𝑟 (𝜔) = −1) =
1
2
. (3.1)

The sequence {𝜀𝑚1,...,𝑚𝑟
| 𝑚1, . . . ,𝑚𝑟 ∈ N} may be called a Rademacher sequence of 𝑟-tuple

indices. The associated multiple Dirichlet series can be defined as

𝐹𝑟(𝑠, 𝜔) =
∞∑︁

𝑚1=1

· · ·
∞∑︁

𝑚𝑟=1

𝜀𝑚1,...,𝑚𝑟
(𝜔)𝑋(𝑚1, . . . ,𝑚𝑟)

(𝑚1 + · · ·+𝑚𝑟)𝑠
, (3.2)

where 𝑠 ∈ C and 𝑋(𝑚1, . . . ,𝑚𝑟) ∈ R.
We note that other definitions of multiple random Dirichlet series exist (see, for example, [12]

or [13]).
First we write 𝐹𝑟(𝑠, 𝜔) in a form of a single Dirichlet series:

𝐹𝑟(𝑠, 𝜔) =
∞∑︁
𝑛=1

𝑌𝑟(𝑛, 𝜔)𝑛−𝑠, (3.3)

where
𝑌𝑟(𝑛, 𝜔) =

∑︁
𝑚1+···+𝑚𝑟=𝑛

𝜀𝑚1,...,𝑚𝑟
(𝜔)𝑋(𝑚1, . . . ,𝑚𝑟). (3.4)

Since 𝜀𝑚1,...,𝑚𝑟
are independent variables, we see that 𝑌𝑟(𝑛, 𝜔) are also independent of each other.

For each fixed 𝜔 ∈ Ω, the series (3.3) is a Dirichlet series, so we can find its abscissa of convergence
𝜎𝑐(𝐹𝑟, 𝜔). Then, according to the zero-one law, we can find a constant 𝜎𝑐(𝐹𝑟) such that 𝜎𝑐(𝐹𝑟, 𝜔) =
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𝜎𝑐(𝐹𝑟) almost surely (see [4; Sect. 4.6]). In general −∞ 6 𝜎𝑐(𝐹𝑟) 6 ∞, but here we assume
−∞ < 𝜎𝑐(𝐹𝑟) <∞. The following result is obtained simply.

Proposition 1. The line Re 𝑠 = 𝜎𝑐(𝐹𝑟) is the natural boundary of 𝐹𝑟(𝑠, 𝜔) almost surely.

Proof. We say that 𝑌𝑟(𝑛, 𝜔) is symmetric if 𝑌𝑟(𝑛, 𝜔) and −𝑌𝑟(𝑛, 𝜔) have the same distribution.
We prove that 𝑌𝑟(𝑛, 𝜔) is symmetric; and the conclusion then follows immediately from the
expression (3.3) and [4; Theorem 4, Sect. 4.6].

Let 𝐿(𝑛) be the number of tuples (𝑚1, . . . ,𝑚𝑟) satisfying 𝑚1 + · · · + 𝑚𝑟 = 𝑛. Let b be any
tuple of 𝐿(𝑛) elements, each element being 1 or −1. Write b = (𝑏𝑚1,...,𝑚𝑟 )𝑚1+···+𝑚𝑟=𝑛, where
𝑏𝑚1,...,𝑚𝑟

∈ {±1}. Define

𝑍𝑟(𝑛,b) =
∑︁

𝑚1+···+𝑚𝑟=𝑛

𝑏𝑚1,...,𝑚𝑟
𝑋(𝑚1, . . . ,𝑚𝑟).

Let 𝐴 be any Borel subset of R, and let ℬ(𝐴) be the set of all b such that 𝑍𝑟(𝑛,b) ∈ 𝐴. Then

P(𝜔 ∈ Ω | 𝑌𝑟(𝑛, 𝜔) ∈ 𝐴) =
∑︁

b∈ℬ(𝐴)

P(𝜔 ∈ Ω | (𝜀𝑚1,...,𝑚𝑟 (𝜔))𝑚1+···+𝑚𝑟=𝑛 = b). (3.5)

Since 𝜀𝑚1,...,𝑚𝑟
are independent, we have

P(𝜔 ∈ Ω | (𝜀𝑚1,...,𝑚𝑟 (𝜔))𝑚1+···+𝑚𝑟=𝑛 = b) = 2−𝐿(𝑛), (3.6)

and the same equality holds if we replace b by −b. Therefore the right-hand side of (3.5) is equal
to ∑︁

b∈ℬ(𝐴)

P(𝜔 ∈ Ω | (𝜀𝑚1,...,𝑚𝑟 (𝜔))𝑚1+···+𝑚𝑟=𝑛 = −b) = P(𝜔 ∈ Ω | 𝑌𝑟(𝑛, 𝜔) ∈ −𝐴).

This implies that two random variables 𝑌𝑟(𝑛, 𝜔) and −𝑌𝑟(𝑛, 𝜔) have the same distribution.

4. An example: The Goldbach generating functions

As an example, we will treat the case where 𝑋(𝑚1, . . . ,𝑚𝑟) is a product of the von Mangoldt
functions, that is

Φ𝑟(𝑠, 𝜔) =
∞∑︁

𝑚1=1

· · ·
∞∑︁

𝑚𝑟=1

𝜀𝑚1,...,𝑚𝑟 (𝜔)Λ(𝑚1) · · ·Λ(𝑚𝑟)
(𝑚1 + · · ·+𝑚𝑟)𝑠

. (4.1)

The ordinary multiple Dirichlet series

Φ𝑟(𝑠) =
∞∑︁

𝑚1=1

· · ·
∞∑︁

𝑚𝑟=1

Λ(𝑚1) · · ·Λ(𝑚𝑟)
(𝑚1 + · · ·+𝑚𝑟)𝑠

(4.2)

was introduced in [14] as the generating function of

𝐺𝑟(𝑛) =
∑︁

𝑚1+···+𝑚𝑟=𝑛

Λ(𝑚1) · · ·Λ(𝑚𝑟), (4.3)

the latter being connected to the problem of expressing positive integers as a sum of 𝑟 prime
numbers. Properties of Φ𝑟 and 𝐺𝑟 above have been studied actively in the recent past (see [15] for
references). It may be interesting to note that under the assumption of the Riemann Hypothesis
(RH) for the Riemann zeta-function 𝜁(𝑠) whose non-trivial zeros are denoted by 𝜌,∑︁

𝑛6𝑋

𝐺𝑘(𝑛) =
1
𝑘!
𝑋𝑘 +𝐻𝑘(𝑋) +𝒪𝜀(𝑋𝑟−1+𝜀) (4.4)
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with

𝐻𝑘(𝑋) =
∑︁
𝜌

𝑋𝑘−1+𝜌

𝜌(1 + 𝜌) · · · (𝑘 − 1 + 𝜌)
.

Concerning the question of convergence of Φ𝑟(𝑠) it was conjectured in [14] that:

The line Re 𝑠 = 𝑟 − 1 would be the natural boundary of Φ𝑟(𝑠). (C-𝑟)

The conjecture is out of reach for the moment. However one can say more under the RH and
other reasonable ones on the zeros of the Riemann zeta function like the following due to Fujii [16]
[17]:

Let ℐ be the set of all imaginary parts of non-trivial zeros of 𝜁(𝑠). If 𝛾𝑗 ∈ ℐ,
1 6 𝑗 6 4, and 𝛾1 + 𝛾2 = 𝛾3 + 𝛾4 ̸= 0, then {𝛾1, 𝛾2} = {𝛾3, 𝛾4}.

(Z)

In [14] and [18], it was shown that (C-2) is indeed true under the RH and a certain quantitative
version of (Z) or (Z) itself. The case of (C-𝑟) is shown to be true if and only if (C-2) is.

The reason of introducing the random series (4.1) is to observe the situation from a stochastic
viewpoint. Let

𝐺𝑟(𝑛, 𝜔) =
∑︁

𝑚1+···+𝑚𝑟=𝑛

𝜀𝑚1,...,𝑚𝑟
(𝜔)Λ(𝑚1) · · ·Λ(𝑚𝑟). (4.5)

Then
|𝐺𝑟(𝑛, 𝜔)| 6 𝑛𝑟−1(log 𝑛)𝑟, (4.6)

and hence (4.1), which can be written as

Φ𝑟(𝑠, 𝜔) =
∞∑︁
𝑛=1

𝐺𝑟(𝑛, 𝜔)𝑛−𝑠, (4.7)

is absolutely convergent for Re 𝑠 > 𝑟. Computations of expectation and variance give us

Proposition 2. The random series (4.7) converges for Re 𝑠 > 𝑟/2 almost surely.

Proof. Let E( · ) denote the expected value, and V( · ) the variance. Write 𝑋𝑛 = 𝐺𝑟(𝑛, 𝜔)𝑛−𝑠.
From (4.6) we see that ∫︁

Ω

|𝑋𝑛|2 𝑑𝜔 6

(︂
𝑛𝑟−1(log 𝑛)𝑟

𝑛𝜎

)︂2 ∫︁
Ω

𝑑𝜔 < +∞, (4.8)

that is 𝑋𝑛 ∈ 𝐿2(Ω).
We use Theorem 2 in [4; Sect. 3.2], which asserts that if 𝑋𝑛 ∈ 𝐿2(Ω) are independent random

variables satisfying E(𝑋𝑛) = 0 and
∑︀∞
𝑛=1 V(𝑋𝑛) < +∞, then

∑︀∞
𝑛=1𝑋𝑛 converges almost surely.

Since
E(𝑋𝑛) =

1
𝑛𝑠

∑︁
𝑚1+···+𝑚𝑟=𝑛

Λ(𝑚1) · · ·Λ(𝑚𝑟)
∫︁

Ω

𝜀𝑚1,...,𝑚𝑟
(𝜔) 𝑑𝜔, (4.9)

and 𝜀𝑚1,...,𝑚𝑟
is an element of a Rademacher sequence, it is obvious that E(𝑋𝑛) = 0 for any 𝑛.

Next consider V(𝑋𝑛) = E(|𝑋𝑛 − E(𝑋𝑛)|2) = E(|𝑋𝑛|2). We see that

V(𝑋𝑛) =
1
𝑛2𝜎

∑︁
𝑚1+···+𝑚𝑟=𝑛
𝑚′1+···+𝑚

′
𝑟=𝑛

Λ(𝑚1) · · ·Λ(𝑚𝑟)Λ(𝑚′
1) · · ·Λ(𝑚′

𝑟)
∫︁

Ω

𝜀𝑚1,...,𝑚𝑟 (𝜔)𝜀𝑚′1,...,𝑚′𝑟 (𝜔) 𝑑𝜔.

(4.10)
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If (𝑚1, . . . ,𝑚𝑟) ̸= (𝑚′
1, . . . ,𝑚

′
𝑟), then

P(𝜔 ∈ Ω | 𝜀𝑚1,...,𝑚𝑟 (𝜔) = ±1, 𝜀𝑚′1,...,𝑚′𝑟 (𝜔) = ±1) =
1
4

for any choice of double signs, hence∫︁
Ω

𝜀𝑚1,...,𝑚𝑟 (𝜔)𝜀𝑚′1,...,𝑚′𝑟 (𝜔) 𝑑𝜔 = 0.

Therefore,

V(𝑋𝑛) =
1
𝑛2𝜎

∑︁
𝑚1+···+𝑚𝑟=𝑛

Λ(𝑚1)2 · · ·Λ(𝑚𝑟)2
∫︁

Ω

𝜀𝑚1,...,𝑚𝑟 (𝜔)2 𝑑𝜔

=
1
𝑛2𝜎

∑︁
𝑚1+···+𝑚𝑟=𝑛

Λ(𝑚1)2 · · ·Λ(𝑚𝑟)2, (4.11)

and the sum on the right-hand side can be estimated as 6 𝑛𝑟−1(log 𝑛)2𝑟. Therefore
∞∑︁
𝑛=1

V(𝑋𝑛) 6
∞∑︁
𝑛=1

𝑛𝑟−1−2𝜎(log 𝑛)2𝑟, (4.12)

which is convergent if 𝜎 > 𝑟/2.

Proposition 2 thus gives the upper-bound 𝜎𝑐(Φ𝑟) 6 𝑟/2. We also comment on its lower-bound.
Since 𝐺𝑟 is symmetric (as we have seen in the proof of Proposition 1), we have the criterion that∑︀∞
𝑛=1𝑋𝑛 converges almost surely if and only if

∑︀∞
𝑛=1 V(𝑋 ′

𝑛) converges, where

𝑋 ′
𝑛(𝜔) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑋𝑛(𝜔) if |𝑋𝑛(𝜔)| 6 1,

𝑋𝑛(𝜔)
|𝑋𝑛(𝜔)|

if |𝑋𝑛(𝜔)| > 1
(4.13)

([4; Theorem 7, Sect. 3.5]).
In the case 𝑟 = 1, we have 𝑋𝑛(𝜔) = 𝜀𝑛(𝜔)Λ(𝑛)𝑛−𝑠. Hence if 𝜎 > 0 then |𝑋𝑛(𝜔)| 6 1 for

sufficiently large 𝑛, so we may assume 𝑋 ′
𝑛 = 𝑋𝑛 if 𝜎 > 0. From (4.11) we have

∞∑︁
𝑛=1

V(𝑋𝑛) =
∞∑︁
𝑛=1

Λ(𝑛)2

𝑛2𝜎
, (4.14)

which is convergent if and only if 𝜎 > 1/2. This implies that 𝜎𝑐(Φ1) = 1/2, and hence, by
Proposition 1, the line Re 𝑠 = 1/2 is the natural boundary of Φ1(𝑠, 𝜔) almost surely.

Next consider the case 𝑟 = 2. Then

𝑋𝑛(𝜔) =
1
𝑛𝑠

∑︁
𝑚1+𝑚2=𝑛

𝜀𝑚1,𝑚2Λ(𝑚1)Λ(𝑚2).

If 𝜎 > 1 then we may assume 𝑋 ′
𝑛 = 𝑋𝑛 for sufficiently large 𝑛. From (4.11) we have

∞∑︁
𝑛=1

V(𝑋𝑛) =
∑︁

𝑚1+𝑚2=𝑛

Λ(𝑚1)2Λ(𝑚2)2

𝑛2𝜎
, (4.15)

whose right-hand side is

>
1
𝑛2𝜎

∑︁
𝑝𝑖,𝑝2 prime
𝑝1+𝑝2=𝑛

(log 𝑝1)2(log 𝑝2)2 ≫
(log 𝑛)2

𝑛2𝜎

∑︁
𝑝𝑖,𝑝2 prime
𝑝1+𝑝2=𝑛

1, (4.16)
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because one of 𝑝1 or 𝑝2 is > 𝑛/2. If the Hardy–Littlewood conjectural asymptotic formula for the
Goldbach conjecture is true, then the last sum of (4.16) is ≫ 𝑛(log 𝑛)−2. This implies that (4.15)
diverges for 𝜎 = 1. Though 𝜎 = 1 is out of the range where 𝑋 ′

𝑛 = 𝑋𝑛 is valid, this argument
suggests that 𝜎𝑐(Φ2) = 1, and hence Re 𝑠 = 1 would be the natural boundary of Φ2(𝑠, 𝜔) almost
surely. This is consistent with the existent conditional natural boundary of Φ2(𝑠).

The above observation in the cases 𝑟 = 1 and 𝑟 = 2 further suggests that in the case 𝑟 > 3,
perhaps 𝜎𝑐(Φ𝑟) = 𝑟/2 would hold.

Bibliography

[1] P. Hartman, “On Dirichlet series involving random coefficients”, Amer. J. Math., 61:4 (1939), 955–964.

[2] A. Dvoretzky, “Sur les changements des signes de coefficients des séries de Dirichlet”, C. R. Acad.
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1. Introduction

1.1. Function ℎ(𝑛). If 𝑛 > 2 is an integer, let us define ℎ(𝑛) as the greatest product of a family
of primes 𝑞1 < 𝑞2 < · · · < 𝑞𝑗 the sum of which does not exceed 𝑛.

Let ℓ be the additive function such that ℓ(𝑝𝛼) = 𝑝𝛼 for 𝑝 prime and 𝛼 > 1. In other words, if the
standard factorization of 𝑀 into primes is 𝑀 = 𝑞𝛼1

1 𝑞𝛼2
2 · · · 𝑞

𝛼𝑗

𝑗 , we have ℓ(𝑀) = 𝑞𝛼1
1 +𝑞𝛼2

2 + · · ·+𝑞𝛼𝑗

𝑗

and ℓ(1) = 0. Note that ℓ(𝑛) is sequence A008475 in OEIS (cf. [1]). If 𝜇 denotes the Möbius function,
ℎ(𝑛) can also be defined as

ℎ(𝑛) = max
ℓ(𝑀)6𝑛
𝜇(𝑀 )̸=0

𝑀. (1.1)

Note that
ℓ(ℎ(𝑛)) 6 𝑛. (1.2)

From the uniqueness of the factorization of ℎ(𝑛) into primes, the maximum in (1.1) is attained at
only one point. It is convenient to set

ℎ(0) = ℎ(1) = 1.

(ℎ(𝑛))𝑛>1 is sequence A159685 of [1]. A table of the 50 first values of ℎ(𝑛) s given at the end of
Section 3. A larger table may be found on the authors’s web sites [2], [3].

In [4], Landau has introduced the function 𝑔(𝑛) as the maximal order of an element in the
symmetric group S𝑛; he has shown that

𝑔(𝑛) = max
ℓ(𝑀)6𝑛

𝑀. (1.3)

The introductions of [5] and [6] recall the main properties of Landau’s function 𝑔(𝑛) which is
mentioned as entry A002809 in [1]. From (1.1) and (1.3), it follows that

ℎ(𝑛) 6 𝑔(𝑛), 𝑛 > 0. (1.4)

In this article, we shall give some properties of ℎ(𝑛) and describe an algorithm able to calculate
ℎ(𝑛) for any 𝑛 up to 1035.

1.2. Notation. We denote by N the set of non-negative integers.
The symbol 𝑝 will always denote a prime number.
For every arithmetic function 𝑓 : N→ C, we define

𝜋𝑓 (𝑥) =
∑︁

𝑝6𝑥, 𝑝 prime

𝑓(𝑝). (1.5)
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In particular, for 𝑓(𝑛) = 1, we will note, as usual 𝜋(𝑥) = 𝜋1(𝑥) the number of primes up to 𝑥.
For 𝑓(𝑛) = 𝑛 we define

𝜋id(𝑥) =
∑︁

𝑝6𝑥, 𝑝 prime

𝑝. (1.6)

We denote by 𝑝𝑗 the 𝑗th prime and we set 𝜎0 = 0, 𝑁0 = 1 and, for 𝑗 > 1,

𝜎𝑗 = 𝜋id(𝑝𝑗) = 𝑝1 + 𝑝2 + · · ·+ 𝑝𝑗 , 𝑁𝑗 = 𝑝1𝑝2 · · · 𝑝𝑗 . (1.7)

In Section 3, for all 𝑗 > 1, we shall prove that ℎ(𝜎𝑗) = 𝑁𝑗 .
If 𝑚 is an integer, we denote by (𝑚)⋆ the smallest prime 𝑝 satisfying 𝑝 > 𝑚 and, if 𝑚 > 2, by

⋆(𝑚) the largest prime 𝑝 satisfying 𝑝 6 𝑚.
𝑃+(𝑚) (𝑃−(𝑚)) will denote the largest (smallest) prime factor of 𝑚 > 2. It is convenient to set

𝑃+(1) = −∞ and 𝑃−(1) = +∞.
𝜔(𝑛) is the number of distinct prime factors of 𝑛 and Ω(𝑛) the number of prime factors of 𝑛,

counted with multiplicity. 𝜇(𝑛) is Möbius’s function.
For 𝑥 > 1, we denote by log 𝑥 the natural logarithm of 𝑥 and by log log 𝑥 = log(log 𝑥) the

iterated logarithm of 𝑥.
Li is the integral logarithm defined for 𝑥 > 1 by

Li(𝑥) = lim
𝜀→0, 𝜀>0

∫︁ 1−𝜀

0

+
∫︁ 𝑥

1+𝜀

𝑑𝑡

log 𝑡
= 𝛾 + log log 𝑥+

∑︁
𝑛>1

(log 𝑥)𝑛

𝑛𝑛!

where 𝛾 is Euler’s constant.
1.3. Functions ℎ𝑗(𝑛). For 𝑛 > 0, let 𝑘 = 𝑘(𝑛) be the non-negative integer defined by

𝜎𝑘 = 𝜋id(𝑝𝑘) 6 𝑛 < 𝜋id(𝑝𝑘+1) = 𝜎𝑘+1. (1.8)

It is the maximal number of prime factors of ℎ(𝑛). For 0 6 𝑗 6 𝑘 = 𝑘(𝑛), let us set

ℎ𝑗(𝑛) = max
ℓ(𝑀)6𝑛

𝜇(𝑀 )̸=0, 𝜔(𝑀)=𝑗

𝑀 (1.9)

where 𝜔(𝑀) is the number of prime factors of 𝑀 . For 𝑛 > 0, we have

ℎ0(𝑛) = 1 (1.10)

while, for 𝑛 > 2, we have
ℎ1(𝑛) = ⋆(𝑛) > 2. (1.11)

Note that
ℓ(ℎ𝑗(𝑛)) 6 𝑛. (1.12)

In Section 6, we prove that, for all 𝑛’s, the sequence ℎ𝑗(𝑛) is increasing on 𝑗, so that

ℎ(𝑛) = ℎ𝑘(𝑛), 𝑛 > 0. (1.13)

Our proof is not that simple. A possible reason is that this increasingness relies on the properties
of the whole set of primes 𝒫. Let 𝒫 ′ be a subset of 𝒫 and 𝒩𝒫′ the set of integers whose prime
factors belong to 𝒫 ′. We may consider

ℎ𝑗(𝑛,𝒫 ′) = max
𝑀∈𝒩𝒫′ , ℓ(𝑀)6𝑛
𝜇(𝑀 )̸=0, 𝜔(𝑀)=𝑗

𝑀. (1.14)
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By choosing 𝒫 ′ = {2, 3, 11, 13, 17, 19, 23, . . . } = 𝒫 ∖ {5, 7}, we observe that

ℎ2(24,𝒫 ′) = 11 · 13 = 143 > ℎ3(24,𝒫 ′) = 2 · 3 · 19 = 114.

In Section 4, we give an upper bound for ℎ𝑗(𝑛) which will be useful in Section 6 where our
proof of the increasingness of ℎ𝑗 is given. In (1.9), ℎ𝑗(𝑛) can be considered as the solution of a
problem of optimization with prime variables. The upper bound of ℎ𝑗(𝑛) is obtained by relaxing
some constraints so that certain variables are no longer primes, but only integers.

1.4. Elementary computation of ℎ(𝑛) and ℎ𝑗(𝑛). The naive algorithm described in [5] to
compute 𝑔(𝑛) can be easily adapted to calculate ℎ(𝑛) for 1 6 𝑛 6 𝑁 . Note that, for the prime
factors of ℎ(𝑛), Corollary 3.1 below furnishes the upper bound

𝑃+(ℎ(𝑛)) 6 𝑝𝑘(𝑛)+1 + 𝑝𝑘(𝑛)+2.

It also can be adapted to compute ℎ𝑗(𝑛). For 𝑟 > 𝑗 > 1 and 𝑛 > 𝜎𝑗 , let us define

ℎ
(𝑟)
𝑗 (𝑛) = max

𝑃+(𝑀)6𝑝𝑟, ℓ(𝑀)6𝑛
𝜇(𝑀) ̸=0, 𝜔(𝑀)=𝑗

𝑀.

We have the induction relation

ℎ
(𝑟+1)
𝑗 (𝑛) = max(ℎ(𝑟)

𝑗 (𝑛), 𝑝𝑟+1ℎ
(𝑟)
𝑗−1(𝑛− 𝑝𝑟+1)).

Indeed, either 𝑝𝑟+1 does not divide ℎ
(𝑟+1)
𝑗 (𝑛), and ℎ

(𝑟+1)
𝑗 (𝑛) = ℎ

(𝑟)
𝑗 (𝑛) holds, or 𝑝𝑟+1 divides

ℎ
(𝑟+1)
𝑗 (𝑛), and ℎ(𝑟+1)

𝑗 (𝑛) = 𝑝𝑟+1ℎ
(𝑟)
𝑗−1(𝑛− 𝑝𝑟+1), which implies 𝑛 > 𝑝𝑟+1 + 𝜎𝑗−1.

Moreover, if 𝑝𝑟 > 𝑛, we have ℎ(𝑟)
𝑗 (𝑛) = ℎ𝑗(𝑛), ℎ(𝑟)

𝑟 (𝑛) = 𝑁𝑟 and ℎ(𝑟)
1 (𝑛) = ⋆(𝑛) for 𝑛 < 𝑝𝑟 while,

for 𝑛 > 𝑝𝑟, ℎ
(𝑟)
1 (𝑛) = 𝑝𝑟 holds. So, we may write Algorithm 1, which has been used to calculate

Table 1. The merging and pruning method described in [5; Sect. 2.2] can be used to improve the
running time.

Algorithm 1. Computation of ℎ𝑗(𝑛) for 2 6 𝑛 6 𝑛𝑚𝑎𝑥 and 1 6 𝑗 6 𝑘(𝑛).
Procedure ComputeHj(nmax)
𝑟 = 1; 𝑝 = 𝑝𝑟; 𝑘𝑚𝑎𝑥 = 𝑘(𝑛𝑚𝑎𝑥); 𝑝𝑚𝑎𝑥 = 𝑝𝑘𝑚𝑎𝑥+1 + 𝑝𝑘𝑚𝑎𝑥+2

while 𝑝 6 𝑝𝑚𝑎𝑥 do
for 𝑛 from 𝜎𝑟 to 𝑛𝑚𝑎𝑥 do
𝐻[𝑟, 𝑛] = 𝑁𝑟

𝑗𝑚𝑎𝑥 = min(𝑟 − 1, 𝑘𝑚𝑎𝑥)
for 𝑗 from 𝑗𝑚𝑎𝑥 by −1 to 2 do

for 𝑛 from 𝑛𝑚𝑎𝑥 by −1 to 𝑝+ 𝜎𝑗−1 do
𝐻[𝑗, 𝑛] = max(𝐻[𝑗, 𝑛], 𝑝 *𝐻[𝑗 − 1, 𝑛− 𝑝])

for 𝑛 from 𝑝 to 𝑛𝑚𝑎𝑥
𝐻[1, 𝑛] = 𝑝

𝑟 = 𝑟 + 1; 𝑝 = 𝑝𝑟.

In Section 8, a more sophisticated algorithm to calculate ℎ(𝑛) is given. It is based on a fast
method to compute 𝜋id(𝑥), which is explained in Section 7.

2. Some lemmas

Lemma 2.1. If 𝑚 > 2 is an integer, let us denote by (𝑚)⋆ (⋆(𝑚)) the smallest (largest) prime
𝑝 satisfying 𝑝 > 𝑚 (𝑝 6 𝑚). Then

(𝑚)⋆ 6
11
8
𝑚 and ⋆(𝑚) >

7
10
𝑚

hold.
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Proof. We use the result of [7]: for 𝑥 > 396738, the interval [𝑥, 𝑥 + 𝑥/(25 log2 𝑥)] contains a
prime number. As 396833 is prime, we deduce that, for 𝑝𝑖 > 396833,

𝑝𝑖+1

𝑝𝑖
6 1 +

1
25 log2 𝑝𝑖

6 1 +
1

25 log2 396833
< 1.00025 <

11
8
<

10
7
. (2.1)

If 𝑚 is prime, (𝑚)⋆ = ⋆(𝑚) = 𝑚 holds, while, if 𝑚 is not prime, we define 𝑝𝑖 by 𝑝𝑖 < 𝑚 < 𝑝𝑖+1;
we have (𝑚)⋆ = 𝑝𝑖+1, ⋆(𝑚) = 𝑝𝑖,

(𝑚)⋆

𝑚
6

𝑝𝑖+1

𝑝𝑖 + 1
<
𝑝𝑖+1

𝑝𝑖
,

⋆(𝑚)
𝑚

>
𝑝𝑖

𝑝𝑖+1 − 1
>

𝑝𝑖
𝑝𝑖+1

and, if 𝑝𝑖 > 396833, the result follows from (2.1). Finally, it remains to check that

𝑝𝑖+1

𝑝𝑖 + 1
6

11
8

and
𝑝𝑖

𝑝𝑖+1 − 1
>

7
10

hold for all 𝑝𝑖’s satisfying 2 6 𝑝𝑖 < 396833.

Lemma 2.2. Let 𝑝 < 𝑝′ be two primes. There exists a third prime 𝑝′′ satisfying

𝑝+ 𝑝′ 6 𝑝′′ 6 𝑝𝑝′ − 𝑝+ 1. (2.2)

Proof. Let us show that 𝑝′′ = (𝑝+ 𝑝′)⋆ satisfies (2.2). By Lemma 2.1, it suffices to prove that
(11/8)(𝑝+ 𝑝′) 6 𝑝𝑝′ − 𝑝+ 1, i.e.

𝑝𝑝′
(︂

8− 11
𝑝
− 19
𝑝′

+
8
𝑝𝑝′

)︂
> 0. (2.3)

If 𝑝 > 3 and 𝑝′ > 5, we have 11/𝑝 + 19/𝑝′ 6 11/3 + 19/5 < 8 and (2.3) holds. Similarly, if 𝑝 = 2
and 𝑝′ > 11, the inequality 11/𝑝+ 19/𝑝′ 6 11/2 + 19/11 < 8 implies (2.3). In the three remaining
cases, 𝑝 = 2 and 𝑝′ ∈ {3, 5, 7}, it is easy to check that 𝑝′′ = (𝑝+ 𝑝′)⋆ satisfies (2.2).

Lemma 2.3. Let 𝑝 and 𝑝′ be two prime numbers satisfying 3 6 𝑝 < 𝑝′ and 𝑝𝑝′ ̸= 15. There
exists a prime 𝑝′′ such that

𝑝+ 𝑝′ 6 𝑝′′ 6
5
6
𝑝𝑝′ − 𝑝. (2.4)

Proof. The proof is similar to the one of the preceding lemma. From Lemma 2.1, to show
that 𝑝′′ = (𝑝+ 𝑝′)⋆ satisfies (2.4), it suffices to show that (11/8)(𝑝 + 𝑝′) 6 (5/6)𝑝𝑝′ − 𝑝, i.e.
33/𝑝+ 57/𝑝′ 6 20, which evidently holds for 𝑝 > 3 and 𝑝′ > 7.

Lemma 2.4. For all 𝑖 > 2, the following inequality

𝑝𝑖 + 𝑝𝑖−1 6 𝑝2𝑖−1 (2.5)

holds. Moreover, let 𝑏 be a positive integer; there exists a positive integer 𝑖0 = 𝑖0(𝑏) such that we
have

𝑝𝑖 + 𝑝𝑖−1 < 𝑝2𝑖−𝑏 for 𝑖 > 𝑖0(𝑏). (2.6)

The table below gives some values of 𝑖0(𝑏)

𝑏 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 12 13 18 30 3675
𝑖0 3 4 7 8 18 19 27 28 36 39 50 53 85 149 33127
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Proof. We start from the two inequalities

𝑝𝑖 6 𝑖(log 𝑖+ log log 𝑖− 𝛼), 𝛼 = 0.9484, 𝑖 > 39017, (2.7)
𝑝𝑖 > 𝑖(log 𝑖+ log log 𝑖− 1), 𝑖 > 2, (2.8)

which can be found in [8]. From (2.7), it follows that

𝑝𝑖−1 + 𝑝𝑖 6 (2𝑖− 1)(log 𝑖+ log log 𝑖− 𝛼), 𝑖 > 39018, (2.9)

while, if 𝑖 > max(2, 𝑏), which implies 2𝑖− 𝑏 > 2 and 𝑖 > 𝑏, (2.8) gives

𝑝2𝑖−𝑏 > (2𝑖− 𝑏)
(︂

log 𝑖+ log 2 + log
2𝑖− 𝑏

2𝑖
+ log log 𝑖− 1

)︂
. (2.10)

By using the inequality log 𝑡 6 𝑡− 1, we get

log
2𝑖− 𝑏

2𝑖
= − log

2𝑖
2𝑖− 𝑏

> −
(︂

2𝑖
2𝑖− 𝑏

− 1
)︂

= − 𝑏

2𝑖− 𝑏

and (2.10) yields
𝑝2𝑖−𝑏 > (2𝑖− 𝑏)(log 𝑖+ log log 𝑖+ log 2− 1)− 𝑏. (2.11)

Under the condition
𝑖 > max(39018, 𝑏), (2.12)

the substraction of (2.9) from (2.11) gives

𝑝2𝑖−𝑏 − 𝑝𝑖−1 − 𝑝𝑖 > (log 𝑖+ log log 𝑖+ log 2)(1− 𝑏) + 2𝑖(log 2− 1 + 𝛼)− log 2− 𝛼

> (log 𝑖+ log log 𝑖+ log 2)
[︂

1.283𝑖− 1.642
log 𝑖+ log log 𝑖+ log 2

− (𝑏− 1)
]︂
. (2.13)

Now, the two functions 𝑡 ↦→ 𝑡/(log 𝑡 + log log 𝑡 + log 2) and 𝑡 ↦→ −1/(log 𝑡 + log log 𝑡 + log 2) are
increasing for 𝑡 > 𝑒2; choosing 𝑖1 = 39018 and

𝑏 =
⌊︂
1 +

1.283𝑖1 − 1.642
log 𝑖1 + log log 𝑖1 + log 2

⌋︂
= ⌊3675.52 . . . ⌋ = 3675 (2.14)

shows that, for 𝑖 > 𝑖1, (2.12) is satisfied and that in (2.13), the bracket is positive. Therefore, (2.13)
proves 𝑝𝑖 + 𝑝𝑖−1 < 𝑝2𝑖−3675 for 𝑖 > 𝑖1 = 39018.

To determine the entries of the table, for all 𝑖’s up to 39018, we have calculated 𝑏𝑖 = 2𝑖 − 1 −
𝜋(𝑝𝑖 + 𝑝𝑖−1) which is the smallest integer such that 𝑝𝑖−1 + 𝑝𝑖 < 𝑝2𝑖−𝑏𝑖 . Further, for each 𝑏 in the
table, we have determined 𝑖0(𝑏) which is the smallest integer 𝑖0 such that, for 𝑖0(𝑏) 6 𝑖 6 39018,
𝑏𝑖 > 𝑏 holds.

As 𝑖0(1) = 3, for all 𝑖 > 3, 𝑝𝑖+𝑝𝑖−1 < 𝑝2𝑖−1 holds. So, (2.5) follows from 𝑝2+𝑝1 = 3+2 = 5 = 𝑝3.

Lemma 2.5. Under Riemann hypothesis, for all 𝑥 > 41 we have

|𝜋id(𝑥)− Li(𝑥2)| 6 5
24𝜋

𝑥3/2 log 𝑥. (2.15)

Proof. Let us define 𝑟(𝑥) by 𝜋(𝑥) = Li(𝑥) + 𝑟(𝑥) and assume the Riemann hypothesis. Then
(cf. [9; (6.18)]):

|𝑟(𝑥)| = |𝜋(𝑥)− Li(𝑥)| 6 1
8𝜋
√
𝑥 log 𝑥 for 𝑥 > 2657. (2.16)
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Let us denote 𝑥0 = 2657. Then, from (1.6), Stieltjes’s integral gives:

𝜋id(𝑥) = 𝜋id(𝑥0) +
∫︁ 𝑥

𝑥−0

𝑡 𝑑[𝜋(𝑡)] = 𝜋id(𝑥0) +
∫︁ 𝑥

𝑥0

𝑡 𝑑(Li(𝑡)) +
∫︁ 𝑥

𝑥−0

𝑡 𝑑[𝑟(𝑡)]

= 𝜋id(𝑥0) + Li(𝑥2)− Li(𝑥2
0) + 𝑡𝑟(𝑡)

⃒⃒𝑥
𝑥0
−
∫︁ 𝑥

𝑥0

𝑟(𝑡) 𝑑𝑡.

With (2.16), it comes

|𝜋id(𝑥)− Li(𝑥2)| 6 |𝜋id(𝑥0)− Li(𝑥2
0)− 𝑥0𝑟(𝑥0)|+

𝑥3/2 log 𝑥
8𝜋

+
∫︁ 𝑥

𝑥0

√
𝑡 log 𝑡
8𝜋

𝑑𝑡

and, using ∫︁ √
𝑡 log 𝑡 =

2
3
𝑡3/2

(︂
log 𝑡− 2

3

)︂
,

|𝜋id(𝑥)− Li(𝑥2)|

6
5

24𝜋
𝑥3/2 log 𝑥− 1

18𝜋
𝑥3/2 + |𝜋id(𝑥0)− Li(𝑥2

0)− 𝑥0𝑟(𝑥0)| −
1

12𝜋
𝑥

3/2
0 log 𝑥0 +

1
18𝜋

𝑥
3/2
0 .

(2.17)

The computation of

𝑟(𝑥0) = 𝜋(𝑥0)− Li(𝑥0) = 384− 399.59681 . . . = −15.59681 . . . ,

𝜋id(𝑥0)− Li(𝑥2
0) = 464653− 480610.2863 . . . = −15957.2863 . . .

and (2.17) imply for 𝑥 > 𝑥0,

|𝜋id(𝑥)− Li(𝑥2)| 6 5
24𝜋

𝑥3/2 log 𝑥− 1
18𝜋

𝑥3/2 − 740.023 . . . 6
5

24𝜋
𝑥3/2 log 𝑥.

which proves (2.15) for 𝑥 > 𝑥0 = 2657. It remains to check (2.15) for 41 6 𝑥 6 2657; by setting

𝑓1(𝑥) = Li(𝑥2)− 5
24𝜋

𝑥3/2 log 𝑥, 𝑓2(𝑥) = Li(𝑥2) +
5

24𝜋
𝑥3/2 log 𝑥,

it is equivalent to check
𝑓1(𝑥) 6 𝜋id(𝑥) 6 𝑓2(𝑥) (2.18)

for 41 6 𝑥 6 2657. One remarks that 𝑓1 and 𝑓2 are increasing for 𝑥 > 2. Therefore, to prove (2.18),
it suffices to check that for every prime 𝑝 satisfying 41 6 𝑝 6 2657 we have 𝑓1(𝑝′) 6 𝜋id(𝑥) 6 𝑓2(𝑝)
where 𝑝′ is the prime following 𝑝.

Note that, in the range [2, 2657], 𝜋id(𝑥) − Li(𝑥2) has several changes of sign, the smallest one
being for 𝑥 = 110.35 . . . .

Lemma 2.6. Let 𝑧 and 𝑢 be two real numbers satisfying 𝑧 > 1 and
√
𝑧 6 𝑢 6 𝑧 . Suppose that we

have precomputed the tables prime, piftab and pi. The first two tables are indexed by the integers
𝑘 , 0 6 𝑘 6 𝜋(𝑢), and the third one by the integers 𝑡, 0 6 𝑡 6 𝑢,
∙ prime[𝑘] contains 𝑝𝑘 (𝑝0 = 1);
∙ piftab[𝑘] contains 𝜋𝑓 (𝑝𝑘);
∙ pi[𝑡] contains 𝜋(𝑡).
Then the sum ∑︁

√
𝑧<𝑞6𝑢, 𝑞 prime

𝑓(𝑞)𝜋𝑓

(︂
𝑧

𝑞

)︂
(2.19)

may be computed in 𝑂(
√
𝑧/ log 𝑧) time.
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Proof. For 𝑞 >
√
𝑧, 𝑧/𝑞 belongs to [1,

√
𝑧 ). The number of primes in this interval is 𝑂(

√
𝑧/ log 𝑧),

thus the number of values of 𝜋𝑓 (𝑧/𝑞) is 𝑂(
√
𝑧/ log 𝑧). We group the 𝑞’s for which 𝜋𝑓 (𝑧/𝑞) takes

the same value. Algorithm 2 carries out this computation.

Algorithm 2. Computation of the sum (2.19) in 𝑂(
√
𝑧/ log 𝑧) time.

𝑆 = 0; 𝑖𝑚𝑖𝑛 = 1 + pi[⌊
√
𝑧⌋]

while 𝑖𝑚𝑖𝑛 6 pi[𝑢] do
𝑞 = prime[𝑖𝑚𝑖𝑛]
𝑠 = pi[𝑧/𝑞]
𝑖𝑚𝑎𝑥 = min(pi(𝑧/prime[𝑠]),pi[𝑢])
𝑆 = 𝑆 + (piftab[𝑖𝑚𝑎𝑥]− piftab[𝑖𝑚𝑖𝑛− 1]) * piftab[𝑠]
𝑖𝑚𝑖𝑛 = 𝑖𝑚𝑎𝑥+ 1

return 𝑆

Let us give some words to convince of the correctness of algorithm 2: let us note 𝑠 = 𝜋(𝑧/𝑞).
Then 𝑝𝑠 is the largest prime 6 𝑧/𝑞. For 𝑞′ prime, 𝑞′ > 𝑞, we have 𝜋𝑓 (𝑧/𝑞′) = 𝜋𝑓 (𝑝𝑠) = piftab[𝑠] if
and only if 𝑧/𝑞′ > 𝑝𝑠 i.e. 𝑞′ 6 𝑧/𝑝𝑠, in other terms, 𝜋(𝑞′) 6 𝜋(𝑧/𝑝𝑠). Thus the largest prime 𝑞′ in
the range [𝑞, 𝑢] such that 𝜋𝑓 (𝑧/𝑞′) = 𝜋𝑓 (𝑝𝑠) is 𝑝𝑖 where 𝑖 = min(𝜋(𝑧/𝑝𝑠), 𝜋(𝑢)).

3. First results

Proposition 3.1. Let 𝑗 be a positive integer and 𝜎𝑗 and 𝑁𝑗 be defined by (1.7). We have

ℎ(𝜎𝑗) = 𝑁𝑗 .

Proof. It is easy to see that ℎ(𝜎1) = ℎ(2) = 2 = 𝑁1 and ℎ(𝜎2) = ℎ(5) = 6 = 𝑁2. Now, we may
suppose that 𝑗 > 3, i.e. 𝑝𝑗 > 5 and we set 𝜌 = 𝑝𝑗/ log 𝑝𝑗 . The function 𝑡 ↦→ 𝑡/ log 𝑡 is increasing
for 𝑡 > 𝑒 and, since 2/ log 2 < 5/ log 5, we have, for 1 6 𝑖 < 𝑗, 𝑝𝑖/ log 𝑝𝑖 < 𝜌 and for 𝑖 > 𝑗,
𝑝𝑖/ log 𝑝𝑖 > 𝜌; in other words, 𝑖− 𝑗 and 𝑝𝑖/ log 𝑝𝑖 − 𝜌 have the same sign.

Let 𝑀 be a product of 𝑟 distinct primes, 𝑀 = 𝑄1𝑄2 · · ·𝑄𝑟, with 𝑟 > 0. After a possible
simplification by 𝑠 primes, 0 6 𝑠 6 min(𝑗, 𝑟), we may write

𝑀

𝑁𝑗
=
𝑝𝑗1𝑝𝑗2 · · · 𝑝𝑗𝑢
𝑝𝑘1𝑝𝑘2 · · · 𝑝𝑘𝑣

with 𝑢 = 𝑟 − 𝑠, 𝑣 = 𝑗 − 𝑠 and

𝑝𝑘1 < 𝑝𝑘2 < · · · < 𝑝𝑘𝑣
6 𝑝𝑗 < 𝑝𝑗1 < 𝑝𝑗2 < · · · < 𝑝𝑗𝑢 .

Let 𝑓(𝑀) = ℓ(𝑀)− 𝜌 log𝑀 . From the definition of ℓ, the function 𝑓 is additive and we have

𝑓(𝑀)− 𝑓(𝑁𝑗) =
𝑢∑︁
𝑖=1

(𝑝𝑗𝑖 − 𝜌 log 𝑝𝑗𝑖)−
𝑣∑︁
𝑖=1

(𝑝𝑘𝑖 − 𝜌 log 𝑝𝑘𝑖) > 0 (3.1)

since each term of the first sum is non-negative while, in the second sum, each term is non-positive.
From (1.1), since ℓ(𝑁𝑗) = 𝜎𝑗 , in order to prove that ℎ(𝜎𝑗) = 𝑁𝑗 , we must show that, for all

squarefree number 𝑀 satisfying ℓ(𝑀) 6 𝜎𝑗 = ℓ(𝑁𝑗), we have 𝑀 6 𝑁𝑗 . But, for such an 𝑀 , (3.1)
yields

𝑓(𝑀) = ℓ(𝑀)− 𝜌 log𝑀 > 𝑓(𝑁𝑗) = ℓ(𝑁𝑗)− 𝜌 log𝑁𝑗 = 𝜎𝑗 − 𝜌 log𝑁𝑗

whence
𝑀

𝑁𝑗
6 exp

(︂
ℓ(𝑀)− 𝜎𝑗

𝜌

)︂
6 1,

which completes the proof of Proposition 3.1.
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Proposition 3.2. Let 𝑟 and 𝑗 be two positive integers and 𝜎𝑗 , 𝑁𝑗 and ℎ𝑗 be defined by (1.7)
and (1.9). We have

ℎ𝑗(𝜎𝑗+𝑟 − 𝜎𝑟) =
𝑁𝑗+𝑟
𝑁𝑟

= 𝑝𝑟+1𝑝𝑟+2 · · · 𝑝𝑟+𝑗 . (3.2)

Moreover, if 𝑛 > 𝜎𝑗+𝑟 − 𝜎𝑟 we have

ℓ(ℎ𝑗(𝑛)) > 𝜎𝑗+𝑟 − 𝜎𝑟. (3.3)

Proof. The proof is similar to the one of Proposition 3.1. Let us set

𝜌 =
𝑝𝑗+𝑟 − 𝑝𝑟

log(𝑝𝑗+𝑟/𝑝𝑟)
and 𝜌′ = 𝜌 log 𝑝𝑟 − 𝑝𝑟. (3.4)

Since, for 𝑡 ̸= 1, (𝑡−1)/𝑡 < log 𝑡 < 𝑡−1 holds, we have 𝑝𝑗+𝑟 > 𝜌 > 𝑝𝑟 > 2. For a squarefree number
𝑀 , we consider the additive function

𝑓(𝑀) = ℓ(𝑀)− 𝜌 log𝑀 + 𝜌′𝜔(𝑀) =
∑︁
𝑝|𝑀

𝑓(𝑝) =
∑︁
𝑝|𝑀

(𝑝− 𝜌 log 𝑝+ 𝜌′).

We will prove that 𝑓 attains its minimum in 𝑁 = 𝑁𝑗+𝑟/𝑁𝑟. From (3.4), it follows that 𝑓(𝑝𝑗+𝑟) =
𝑓(𝑝𝑟) = 0 and the study of the function 𝑡 ↦→ 𝑡− 𝜌 log 𝑡+ 𝜌′ shows that⎧⎪⎨⎪⎩

𝑓(𝑝) > 0 for 𝑝 < 𝑝𝑟 or 𝑝 > 𝑝𝑗+𝑟,

𝑓(𝑝) < 0 for 𝑝𝑟 < 𝑝 < 𝑝𝑗+𝑟,

𝑓(𝑝) = 0 for 𝑝 = 𝑝𝑟 or 𝑝 = 𝑝𝑗+𝑟.

Therefore, we have

𝑓(𝑀)− 𝑓(𝑁) =
∑︁
𝑝|𝑀

𝑝<𝑝𝑟 or 𝑝>𝑝𝑗+𝑟

𝑓(𝑝)−
∑︁
𝑝-𝑀

𝑝𝑟<𝑝<𝑝𝑗+𝑟

𝑓(𝑝) > 0. (3.5)

From (1.9), we have to show that, for any squarefree integer 𝑀 satisfying ℓ(𝑀) 6 𝜎𝑗+𝑟−𝜎𝑟 = ℓ(𝑁)
and 𝜔(𝑀) = 𝑗 = 𝜔(𝑁), we have 𝑀 6 𝑁 . For such an 𝑀 , (3.5) gives

ℓ(𝑀)− 𝜌 log𝑀 + 𝜌′𝜔(𝑀) > ℓ(𝑁)− 𝜌 log𝑁 + 𝜌′𝜔(𝑁)

yielding
𝑀

𝑁
6 exp

(︂
ℓ(𝑀)− ℓ(𝑁)

𝜌

)︂
6 1,

which, together with ℓ(𝑁) = 𝜎𝑗+𝑟 − 𝜎𝑟, proves (3.2).
To prove (3.3), first, from (1.9), we observe that ℎ𝑗(𝑛) > 𝑁 = 𝑁𝑗+𝑟/𝑁𝑟. Setting 𝑀 = ℎ𝑗(𝑛) in

(3.5) and noting that 𝜔(𝑀) = 𝜔(𝑁) = 𝑗, we see that

ℓ(𝑀) > ℓ(𝑁) + 𝜌 log
𝑀

𝑁
> ℓ(𝑁) = 𝜎𝑗+𝑟 − 𝜎𝑟

which proves (3.3).

Proposition 3.3. Let 𝑛 > 2 be an integer and 𝑝 < 𝑝′ two prime numbers which do not divide
ℎ(𝑛). Then the largest prime divisor 𝑃+(ℎ(𝑛)) of ℎ(𝑛) satisfies

𝑃+(ℎ(𝑛)) < 𝑝+ 𝑝′.
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Proof. Let us assume that the set of prime factors of ℎ(𝑛) not smaller than 𝑝+ 𝑝′ is not empty
and let 𝑞 > 𝑝+ 𝑝′ be its smallest element.

If 𝑞 < 𝑝𝑝′, by setting 𝑀 = (𝑝𝑝′/𝑞)ℎ(𝑛), we have by (1.2)

ℓ(𝑀) = 𝑝+ 𝑝′ − 𝑞 + ℓ(ℎ(𝑛)) 6 ℓ(ℎ(𝑛)) 6 𝑛

and thus, from (1.1),

ℎ(𝑛) > 𝑀 =
𝑝𝑝′

𝑞
ℎ(𝑛), (3.6)

in contradiction with 𝑞 < 𝑝𝑝′.
If 𝑞 > 𝑝𝑝′, i.e. 𝑞 > 𝑝𝑝′ + 1, by Lemma 2.2, the interval [𝑝+ 𝑝′, 𝑞 − 𝑝] contains a prime; thus the

prime 𝑝′′ = ⋆(𝑞 − 𝑝) satisfies 𝑝 + 𝑝′ 6 𝑝′′ 6 𝑞 − 𝑝 < 𝑞 and, from the definition of 𝑞, 𝑝′′ does not
divide ℎ(𝑛). By Lemma 2.1, 𝑝′′ = ⋆(𝑞 − 𝑝) > (7/10)(𝑞 − 𝑝) holds, whence

𝑞 6
10
7
𝑝′′ + 𝑝 =

𝑝𝑝′′

7

(︂
10
𝑝

+
7
𝑝′′

)︂
.

We have 𝑝 > 2, 𝑝′ > 3 and 𝑝′′ > 𝑝+𝑝′ > 5, so that 10/𝑝+7/𝑝′′ 6 10/2+7/5 < 7, yielding 𝑞 < 𝑝𝑝′′.
By considering 𝑀 = (𝑝𝑝′′/𝑞)ℎ(𝑛), as in (3.6), we get

ℎ(𝑛) > 𝑀 =
𝑝𝑝′′

𝑞
ℎ(𝑛) > ℎ(𝑛),

a contradiction.

Corollary 3.1. If 𝑘 = 𝑘(𝑛) is defined by (1.8), the largest prime factor of ℎ(𝑛) satisfies

𝑃+(ℎ(𝑛)) < 𝑝𝑘+1 + 𝑝𝑘+2.

Proof. The number of prime factors of ℎ(𝑛) does not exceed 𝑘, so that, among 𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑘+2

there are certainly two prime numbers 𝑝 and 𝑝′ not dividing ℎ(𝑛). By applying Proposition 3.3, we
get 𝑃+(ℎ(𝑛)) < 𝑝+ 𝑝′ 6 𝑝𝑘+1 + 𝑝𝑘+2.

Proposition 3.4. Let 𝑛 > 5 be an integer, 𝑘 > 2 be defined by (1.8) and 𝑗 an integer satisfying
2 6 𝑗 6 𝑘 . Let us supose that there exists two prime numbers, 𝑝, 𝑝′ not dividing ℎ𝑗−1(𝑛), and
satisfying 3 6 𝑝 < 𝑝′ and 𝑃+(ℎ𝑗−1(𝑛)) > 𝑝+ 𝑝′ where 𝑃+(ℎ𝑗−1(𝑛)) is the largest prime divisor of
ℎ𝑗−1(𝑛). Then the inequality

ℎ𝑗(𝑛) >
6
5
ℎ𝑗−1(𝑛)

holds.

Proof. Let us consider two cases.
Case 1: 𝑝𝑝′ > 15. Let us denote by 𝑞 6 𝑃+(ℎ𝑗−1(𝑛)) the smallest prime dividing ℎ𝑗−1(𝑛) and

satisfying 𝑝+ 𝑝′ 6 𝑞.
If 𝑞 < (5/6)𝑝𝑝′, we set 𝑀 = (𝑝𝑝′/𝑞)ℎ𝑗−1(𝑛); we have 𝜔(𝑀) = 𝑗 and ℓ(𝑀) = 𝑝 + 𝑝′ − 𝑞 +

ℓ(ℎ𝑗−1(𝑛)) 6 ℓ(ℎ𝑗−1(𝑛)) so that, from (1.12), ℓ(𝑀) 6 𝑛 holds and (1.9) yields

ℎ𝑗(𝑛) > 𝑀 >
6
5
ℎ𝑗−1(𝑛) (3.7)

as required.
If 𝑞 > (5/6)𝑝𝑝′, we set 𝑝′′ = ⋆(𝑞 − 𝑝); from Lemma 2.3, 𝑝+ 𝑝′ 6 𝑝′′ 6 𝑞− 𝑝 < 𝑞 holds, and, from

the definition of 𝑞, 𝑝′′ does not divide ℎ𝑗−1(𝑛).
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By Lemma 2.1, we get 𝑝′′ = ⋆(𝑞 − 𝑝) > (7/10)(𝑞 − 𝑝), which implies

𝑞 6
10
7
𝑝′′ + 𝑝 =

𝑝𝑝′′

7

(︂
10
𝑝

+
7
𝑝′′

)︂
.

But 𝑝 > 3, 𝑝′ > 7, 𝑝′′ > 𝑝+ 𝑝′ > 10, thus 𝑝′′ > 11, and 10/𝑝+ 7/𝑝′′ 6 10/3 + 7/11 < 35/6, yielding
𝑞 < (5/6)𝑝𝑝′′. By setting 𝑀 = (𝑝𝑝′′/𝑞)ℎ𝑗−1(𝑛), as in (3.7), we get ℎ𝑗(𝑛) > 𝑀 > (6/5)ℎ𝑗−1(𝑛).

Case 2: 𝑝 = 3, 𝑝′ = 5.
If 𝑃+(ℎ𝑗−1(𝑛)) 6 13, which implies 𝑛 6 𝜋id(13) = 41, examining Table 1 shows that, for 𝑛 6 41,

we have ℎ𝑗(𝑛) > (6/5)ℎ𝑗−1(𝑛) with equality if and only if ℎ𝑗−1(𝑛) = 5, 35, 385 or 5005.

Table 1: Table of ℎ𝑗(𝑛) and ℎ(𝑛)

𝑛 ℎ1 ℎ2 ℎ3 ℎ4 ℎ5 ℎ6 ℎ
2 2 2
3 3 3
4 3 3
5 5 6 6
6 5 6 6
7 7 10 10
8 7 15 15
9 7 15 15

10 7 21 30 30
11 11 21 30 30
12 11 35 42 42
13 13 35 42 42
14 13 35 70 70
15 13 35 105 105
16 13 55 105 105
17 17 55 105 210 210
18 17 77 110 210 210
19 19 77 165 210 210
20 19 91 165 210 210
21 19 91 231 330 330
22 19 91 231 330 330
23 23 91 385 462 462
24 23 143 385 462 462
25 23 143 455 770 770
26 23 143 455 1155 1155
27 23 143 455 1155 1155
28 23 187 455 1365 2310 2310
29 29 187 715 1365 2310 2310
30 29 221 715 1365 2730 2730
31 31 221 1001 1430 2730 2730
32 31 247 1001 2145 2730 2730
33 31 247 1001 2145 2730 2730
34 31 253 1001 3003 4290 4290
35 31 253 1309 3003 4290 4290
36 31 323 1309 5005 6006 6006
37 37 323 1547 5005 6006 6006
38 37 323 1547 5005 10010 10010
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𝑛 ℎ1 ℎ2 ℎ3 ℎ4 ℎ5 ℎ6 ℎ
39 37 323 1729 5005 15015 15015
40 37 391 1729 6545 15015 15015
41 41 391 2431 6545 15015 30030 30030
42 41 437 2431 7735 15015 30030 30030
43 43 437 2717 7735 19635 30030 30030
44 43 437 2717 8645 19635 30030 30030
45 43 437 2717 8645 23205 39270 39270
46 43 493 2717 12155 23205 39270 39270
47 47 493 3553 12155 25935 46410 46410
48 47 551 3553 17017 25935 46410 46410
49 47 551 4199 17017 36465 51870 51870
50 47 589 4199 19019 36465 51870 51870

If 𝑃+(ℎ𝑗−1(𝑛)) > 17, and 11 does not divide 𝑃+(ℎ𝑗−1(𝑛)), then we apply case 1 with 𝑝 = 3,
𝑝′ = 11, while, if 11 divides 𝑃+(ℎ𝑗−1(𝑛)),

ℎ𝑗(𝑛) >
3 · 5
11

ℎ𝑗−1(𝑛) >
6
5
ℎ𝑗−1(𝑛)

holds.

4. Bounding ℎ𝑗(𝑛)

Proposition 4.1. Let 𝑗 > 1 and 𝑛 > 𝜎𝑗 (where 𝜎𝑗 has been introduced in (1.7)) be two integers;
we define 𝑟 > 0 by

𝜎𝑗+𝑟 − 𝜎𝑟 6 𝑛 < 𝜎𝑗+𝑟+1 − 𝜎𝑟+1 (4.1)
and 𝑛′ by

0 6 𝑛′ = 𝑛− (𝜎𝑗+𝑟 − 𝜎𝑟) < 𝑝𝑗+𝑟+1 − 𝑝𝑟+1. (4.2)
Then we have

ℎ𝑗(𝑛) 6 𝑝𝑟+1𝑝𝑟+2 · · · 𝑝𝑟+𝑗
𝑝𝑗+𝑟+1

𝑝𝑗+𝑟+1 − 𝑛′
=

𝑁𝑗+𝑟+1

𝑁𝑟(𝑝𝑗+𝑟+1 − 𝑛′)
. (4.3)

Proof. From its definition (1.9), ℎ𝑗(𝑛) is a product of 𝑗 primes. Let us denote by 𝐴1, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑢
(with 0 6 𝑢 6 𝑗) its prime factors exceeding 𝑝𝑗+𝑟+1 and by 𝐵1, 𝐵2, . . . , 𝐵𝑟+1+𝑢 the primes 6 𝑝𝑗+𝑟+1

and not dividing ℎ𝑗(𝑛); we have

ℎ𝑗(𝑛) =
𝑁𝑗+𝑟+1𝐴1𝐴2 · · ·𝐴𝑢
𝐵1𝐵2 · · ·𝐵𝑟+1+𝑢

(4.4)

(where the product 𝐴1𝐴2 · · ·𝐴𝑢 should be replaced by 1 when 𝑢 = 0) and

2 6 𝐵1 < · · · < 𝐵𝑟+1+𝑢 6 𝑝𝑗+𝑟+1 < 𝑝𝑗+𝑟+2 6 𝐴1 < · · · < 𝐴𝑢. (4.5)

Further, let us introduce 𝜈 = ℓ(ℎ𝑗(𝑛)); by (1.12) and (4.1), we have

𝜈 6 𝑛 < 𝜎𝑗+𝑟+1 − 𝜎𝑟+1 (4.6)

and it follows from Proposition 3.2, (3.3), that

𝜈 = ℓ(ℎ𝑗(𝑛)) > 𝜎𝑗+𝑟 − 𝜎𝑟. (4.7)

Moreover, (4.4) implies

𝜈 = ℓ(ℎ𝑗(𝑛)) = 𝜎𝑗+𝑟+1 − 𝜎𝑟 +
𝑢∑︁
𝑖=1

(𝐴𝑖 −𝐵𝑟+1+𝑖)−
𝑟∑︁
𝑖=1

(𝐵𝑖 − 𝑝𝑖)−𝐵𝑟+1. (4.8)
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Now, we consider the optimization problem (where 𝜈, 𝑟, 𝑢, 𝐴1, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑢 are fixed)

ℳ = max
𝑍∈𝒟

𝐴1𝐴2 · · ·𝐴𝑢
𝑓(𝑍)

(4.9)

where 𝒟 is a subset of N𝑟+1+𝑢, 𝑍 = (𝑍1, 𝑍2, . . . , 𝑍𝑟+1+𝑢),

𝑓(𝑍) = 𝑍1𝑍2 · · ·𝑍𝑟+1+𝑢

and the set 𝒟 is defined by
𝑍𝑖 > 𝑝𝑖, 1 6 𝑖 6 𝑟 + 1, (4.10)
𝑍𝑖 < 𝑍𝑟+1, 1 6 𝑖 6 𝑟, (4.11)

𝑍𝑟+1 < 𝑍𝑟+1+𝑖 6 𝐴𝑖, 1 6 𝑖 6 𝑢, (4.12)

and
𝑈(𝑍)−𝑅(𝑍)− 𝑍𝑟+1 + 𝜎𝑗+𝑟+1 − 𝜎𝑟 = 𝜈 (4.13)

with

𝑈(𝑍) =
𝑢∑︁
𝑖=1

(𝐴𝑖 − 𝑍𝑟+1+𝑖), 𝑅(𝑍) =
𝑟∑︁
𝑖=1

(𝑍𝑖 − 𝑝𝑖). (4.14)

Note that, from (4.5) and (4.8), 𝐵 ∈ 𝒟 so that (4.4) implies

ℎ𝑗(𝑛)
𝑁𝑗+𝑟+1

=
𝐴1𝐴2 · · ·𝐴𝑢

𝑓(𝐵)
6ℳ = max

𝑍∈𝒟

𝐴1𝐴2 · · ·𝐴𝑢
𝑓(𝑍)

. (4.15)

If 𝑍 ∈ 𝒟, from (4.10)–(4.12), it follows that

2 = 𝑝1 6 𝑍𝑖 6 𝐴𝑢, 1 6 𝑖 6 𝑟 + 1 + 𝑢,

so that 𝑓(𝑍) does not vanish on 𝒟 and 𝒟 is finite. Therefore, the maximumℳ defined by (4.9) is
finite; let 𝐶 be a point in 𝒟 where the maximum ℳ is attained. We shall prove that

𝑈(𝐶) = 𝑅(𝐶) = 0. (4.16)

For that, first we claim that one of the two numbers 𝑈(𝐶), 𝑅(𝐶) vanishes. Indeed, assume that
𝑈(𝐶) ̸= 0 and 𝑅(𝐶) ̸= 0. From (4.10), we have 𝑅(𝐶) > 0; thus there exists 𝑖0, 1 6 𝑖0 6 𝑟, such
that

𝐶𝑖0 > 𝑝𝑖0 + 1 > 𝑝𝑖0 . (4.17)

Similarly, from (4.12), we have 𝑈(𝐶) > 0, and there exists 𝑖1, 1 6 𝑖1 6 𝑢, such that

𝐴𝑖1 > 𝐴𝑖1 − 1 > 𝐶𝑟+1+𝑖1 . (4.18)

Let us define 𝐶 ′ ∈ N𝑟+1+𝑢 by

𝐶 ′𝑖0 = 𝐶𝑖0 − 1, 𝐶 ′𝑟+1+𝑖1 = 𝐶𝑟+1+𝑖1 + 1, 𝐶 ′𝑖 = 𝐶𝑖, 𝑖 ̸= 𝑖0, 𝑟 + 1 + 𝑖1.

To prove that 𝐶 ′ ∈ 𝒟, we have to check that 𝐶 ′𝑖0 > 𝑝𝑖0 (which follows from (4.17)), that 𝐶 ′𝑖0 < 𝐶𝑟+1

(which follows from 𝐶 ′𝑖0 = 𝐶𝑖0 − 1 < 𝐶𝑟+1 − 1), that 𝐶𝑟+1 < 𝐶 ′𝑟+1+𝑖1
(since 𝐶𝑟+1 < 𝐶𝑟+1+𝑖1 and

𝐶𝑟+1+𝑖1 = 𝐶 ′𝑟+1+𝑖1
−1), that 𝐶 ′𝑟+1+𝑖1

6 𝐴𝑖1 (which follows from (4.18)) and that 𝑈(𝐶 ′)−𝑅(𝐶 ′) =
𝑈(𝐶)−𝑅(𝐶) (which follows from 𝑈(𝐶 ′) = 𝑈(𝐶)− 1 and 𝑅(𝐶 ′) = 𝑅(𝐶)− 1). Further, we have

𝑓(𝐶 ′)
𝑓(𝐶)

=
𝐶 ′𝑖0𝐶

′
𝑟+1+𝑖1

𝐶𝑖0𝐶𝑟+1+𝑖1

=
(𝐶𝑖0 − 1)(𝐶𝑟+1+𝑖1 + 1)

𝐶𝑖0𝐶𝑟+1+𝑖1

= 1− (𝐶𝑟+1+𝑖1 − 𝐶𝑖0 + 1)
𝐶𝑖0𝐶𝑟+1+𝑖1

< 1 (4.19)
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since, from the definition of 𝒟 (cf. (4.11) and (4.12)), 𝐶𝑖0 < 𝐶𝑟+1 < 𝐶𝑟+1+𝑖1 holds. But (4.19)
contradicts the fact that the maximum in (4.9) is attained at 𝐶.

Let us show now that it is impossible to have simultaneously 𝑈(𝐶) > 0 and 𝑅(𝐶) = 0; indeed,
let us assume that 𝑈(𝐶) > 1 and 𝑅(𝐶) = 0 (which implies 𝑟 = 0 or 𝐶𝑖 = 𝑝𝑖 for 1 6 𝑖 6 𝑟). We
define 𝑖1 as in (4.18). Since 𝐶 ∈ 𝒟, we get from (4.13)

𝐶𝑟+1 = 𝜎𝑗+𝑟+1 − 𝜎𝑟 − 𝜈 + 𝑈(𝐶) = (𝜎𝑗+𝑟+1 − 𝜎𝑟+1 − 𝜈) + 𝑝𝑟+1 + 𝑈(𝐶)

which, by (4.6) and 𝑈(𝐶) > 1, yield

𝐶𝑟+1 > 𝑝𝑟+1 + 𝑈(𝐶) > 𝑝𝑟+1 + 1. (4.20)

We define 𝐶 ′ ∈ N𝑟+1+𝑢 by

𝐶 ′𝑟+1 = 𝐶𝑟+1 − 1, 𝐶 ′𝑟+1+𝑖1 = 𝐶𝑟+1+𝑖1 + 1, 𝐶 ′𝑖 = 𝐶𝑖, 𝑖 ̸= 𝑟 + 1, 𝑟 + 1 + 𝑖1.

To prove that 𝐶 ′ ∈ 𝒟, we have to check that 𝐶 ′𝑖 > 𝑝𝑖 for 1 6 𝑖 6 𝑟 + 1 (which follows from
𝐶 ′𝑖 = 𝐶𝑖 = 𝑝𝑖 if 𝑖 6 𝑟 and from (4.20) if 𝑖 = 𝑟 + 1), that 𝐶 ′𝑖 < 𝐶 ′𝑟+1 for 1 6 𝑖 6 𝑟 (which follows
from 𝐶 ′𝑖 = 𝐶𝑖 = 𝑝𝑖 6 𝑝𝑟 and from 𝐶 ′𝑟+1 = 𝐶𝑟+1 − 1 > 𝑝𝑟+1, via(4.20)), that 𝐶 ′𝑟+1 < 𝐶 ′𝑟+1+𝑖 for
1 6 𝑖 6 𝑢 (which follows from 𝐶 ′𝑟+1 < 𝐶𝑟+1 and 𝐶 ′𝑟+1+𝑖 > 𝐶𝑟+1+𝑖), that 𝐶 ′𝑟+1+𝑖1

6 𝐴𝑖1 (which
follows from (4.18)) and that 𝑈(𝐶 ′)−𝐶 ′𝑟+1 = 𝑈(𝐶)−𝐶𝑟+1) (which is easy). As in (4.19), we have
𝑓(𝐶 ′) < 𝑓(𝐶), contradicting the fact that the maximum in (4.9) is attained at 𝐶.

To prove (4.16), it remains to show that we cannot have 𝑅(𝐶) > 0 and 𝑈(𝐶) = 0. Let us suppose
that 𝑅(𝐶) > 1 and 𝑈(𝐶) = 0, which implies either 𝑢 = 0 or, for 1 6 𝑖 6 𝑢,

𝐶𝑟+1+𝑖 = 𝐴𝑖 > 𝑝𝑗+𝑟+2 > 𝑝𝑗+𝑟+1 + 2, (4.21)

with the help of (4.5). From (4.13) and (4.7), this time we get

𝐶𝑟+1 = 𝜎𝑗+𝑟+1 − 𝜎𝑟 − 𝜈 −𝑅(𝐶)
6 𝜎𝑗+𝑟+1 − 𝜎𝑟 − (𝜎𝑗+𝑟 − 𝜎𝑟)−𝑅(𝐶) = 𝑝𝑗+𝑟+1 −𝑅(𝐶) 6 𝑝𝑗+𝑟+1 − 1. (4.22)

Here we choose 𝑖0 as in (4.17) and set

𝐶 ′𝑖0 = 𝐶𝑖0 − 1, 𝐶 ′𝑟+1 = 𝐶𝑟+1 + 1, 𝐶 ′𝑖 = 𝐶𝑖, 𝑖 ̸= 𝑖0, 𝑟 + 1.

To prove that 𝐶 ′ ∈ 𝒟, we have to check that 𝐶 ′𝑖0 > 𝑝𝑖0 (which follows from (4.17)), that
𝐶 ′𝑟+1 > 𝑝𝑟+1 (which follows from 𝐶 ′𝑟+1 = 𝐶𝑟+1+1 and 𝐶𝑟+1 > 𝑝𝑟+1), that, for 1 6 𝑖 6 𝑟, 𝐶 ′𝑖 < 𝐶 ′𝑟+1

(which follows from 𝐶 ′𝑖 6 𝐶𝑖 and 𝐶 ′𝑟+1 > 𝐶𝑟+1), that, for 1 6 𝑖 6 𝑢, 𝐶 ′𝑟+1 < 𝐶𝑟+1+𝑖1 = 𝐴𝑖1 (which
follows from (4.21) and (4.22)) and that 𝑅(𝐶 ′) + 𝐶 ′𝑟+1 = 𝑅(𝐶) + 𝐶𝑟+1 (which is easy). As pre-
cedingly in (4.19), we observe that 𝑓(𝐶 ′) < 𝑓(𝐶), contradicting the fact that the minimum is
attained at 𝐶.

In conclusion, we have proved (4.16) so that 𝐶𝑖 = 𝑝𝑖 for 1 6 𝑖 6 𝑟 and 𝐶𝑟+1+𝑖 = 𝐴𝑖 for 1 6 𝑖 6 𝑢.
Moreover, (4.6) yields 𝜈 6 𝑛, and, from (4.13) and (4.2), we get

𝐶𝑟+1 = 𝜎𝑗+𝑟+1 − 𝜎𝑟 − 𝜈 > 𝜎𝑗+𝑟+1 − 𝜎𝑟 − 𝑛 = 𝑝𝑗+𝑟+1 − 𝑛′.

Therefore, the maximum ℳ in (4.9) satisfies

ℳ =
𝐴1𝐴2 · · ·𝐴𝑢

𝑝1𝑝2 · · · 𝑝𝑟𝐶𝑟+1𝐴1𝐴2 · · ·𝐴𝑢
6

1
𝑝1𝑝2 · · · 𝑝𝑟(𝑝𝑗+𝑟+1 − 𝑛′)

which, via (4.15), proves (4.3).
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Proposition 4.2. With the notation of Proposition 4.1, we have

ℎ𝑗(𝑛) >
𝑁𝑗+𝑟+1

𝑁𝑟(𝑝𝑗+𝑟+1 − 𝑛′)⋆
=
𝑁𝑗+𝑟+1

𝑞𝑁𝑟
(4.23)

where 𝑞 = (𝑝𝑗+𝑟+1 − 𝑛′)⋆ is the smallest prime satisfying 𝑞 > 𝑝𝑗+𝑟+1 − 𝑛′ .

Proof. From (4.2), we have 𝑝𝑟+1 < 𝑝𝑗+𝑟+1 − 𝑛′ 6 𝑝𝑗+𝑟+1 which implies 𝑝𝑟+1 6 𝑞 6 𝑝𝑗+𝑟+1 so
that 𝑀 = 𝑁𝑗+𝑟+1/(𝑞𝑁𝑟) is an integer with exactly 𝑗 prime factors. Further, by (4.2), we have

ℓ(𝑀) = 𝜎𝑗+𝑟+1 − 𝜎𝑟 − 𝑞 6 𝜎𝑗+𝑟+1 − 𝜎𝑟 − (𝑝𝑗+𝑟+1 − 𝑛′) = 𝑛

and, by (1.9), ℎ𝑗(𝑛) > 𝑀 holds.

Corollary 4.1. We keep the notation of Proposition 4.1; if 𝑞 = 𝑝𝑗+𝑟+1 − 𝑛′ is prime then

ℎ𝑗(𝑛) = ℎ𝑗(𝜎𝑗+𝑟+1 − 𝜎𝑟 − 𝑞) =
𝑁𝑗+𝑟+1

𝑞𝑁𝑟
. (4.24)

Proof. Corollary 4.1 follows from Propositions 4.1 and 4.2.

5. A parity phenomenon

Proposition 5.1. Let 𝑘 > 2 be an integer and 𝑎 be an even number satisfying 4 6 𝑎 < 𝑝𝑘+1

and ℎ𝑘 defined by (1.9). We have

ℎ𝑘(𝜎𝑘+1 − 𝑎) = ℎ𝑘(𝜎𝑘+1 − 𝑎− 1). (5.1)

Proof. Since 𝑛 ↦→ ℎ𝑘(𝑛) in non-decreasing, we have

ℎ𝑘(𝜎𝑘+1 − 𝑎) > ℎ𝑘(𝜎𝑘+1 − 𝑎− 1). (5.2)

Let us set 𝑛 = 𝜎𝑘+1 − 𝑎 and note that 𝑛 satisfies 𝜎𝑘 < 𝑛 < 𝜎𝑘+1 so that, from (1.8), 𝑘 =
𝑘(𝑛) = 𝑘(𝑛− 1). Let 𝑀 be a positive squarefree integer such that ℓ(𝑀) 6 𝑛 and 𝜔(𝑀) = 𝑘. Such
a number 𝑀 is even; if not, we would have ℓ(𝑀) > 3 + 5 + · · ·+ 𝑝𝑘+1 = 𝜎𝑘+1 − 2 in contradiction
with ℓ(𝑀) 6 𝑛 = 𝜎𝑘+1 − 𝑎 6 𝜎𝑘+1 − 4. Therefore, ℓ(𝑀) is the sum of 2 and 𝑘 − 1 odd numbers,
so that ℓ(𝑀) ≡ 𝜎𝑘 ≡ 𝜎𝑘+1 + 1 ≡ 𝜎𝑘+1 − 𝑎− 1 (mod 2). So, ℓ(𝑀) cannot be equal to 𝜎𝑘+1 − 𝑎 and
ℓ(𝑀) 6 𝜎𝑘+1− 𝑎− 1 holds. Thus, from (1.9), we get ℎ𝑘(𝜎𝑘+1− 𝑎) 6 ℎ𝑘(𝜎𝑘+1− 𝑎− 1), which, with
(5.2), proves (5.1).

Proposition 5.2. Let 𝑘 be an integer, 𝑘 > 2, and 𝑞 a prime number satisfying 3 6 𝑞 6 𝑝𝑘 . By
setting 𝑚 = 𝜎𝑘+1 − 𝑞 − 1, we have

ℎ𝑘−1(𝑚) = ℎ𝑘−1(𝑚− 1) = ℎ𝑘−1(𝜎𝑘+1 − 𝑞 − 2) =
𝑁𝑘+1

2𝑞
. (5.3)

Proof. From Table 1, we have ℎ1(6) = ℎ1(5) = 5, ℎ2(11) = ℎ2(10) = 21 and ℎ2(13) = ℎ2(12) =
35 so that the proposition is true for 𝑘 = 2, 𝑞 = 3 and for 𝑘 = 3 and 𝑞 = 3 or 5. So, from now on,
we assume 𝑘 > 4. Corollary 4.1 with 𝑗 = 𝑘− 1, 𝑟 = 1 implies ℎ𝑘−1(𝑚− 1) = 𝑁𝑘+1/(2𝑞) and, since
𝑛 ↦→ ℎ𝑘−1(𝑛) is non-decreasing, it follows that

ℎ𝑘−1(𝑚) > ℎ𝑘−1(𝑚− 1) =
𝑁𝑘+1

2𝑞
. (5.4)

Let 𝑀 be a positive squarefree integer satisfying ℓ(𝑀) 6 𝑚 and 𝜔(𝑀) = 𝑘 − 1. In view of (5.4)
and (1.9), to prove that ℎ𝑘−1(𝑚) = 𝑁𝑘+1/(2𝑞), it suffices to show that

𝑀 6
𝑁𝑘+1

2𝑞
. (5.5)
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If 𝑀 is odd, ℓ(𝑀) is the sum of 𝑘 − 1 odd numbers, which implies

ℓ(𝑀) ≡ 𝜎𝑘 ≡ 𝜎𝑘+1 − 𝑞 = 𝑚+ 1 (mod 2).

So, ℓ(𝑀) cannot be equal to 𝑚; since, by (1.9), ℓ(𝑀) 6 𝑚 holds, we should have ℓ(𝑀) 6 𝑚 − 1;
therefore, from (1.9), we get

𝑀 6 ℎ𝑘−1(𝑚− 1) =
𝑁𝑘+1

2𝑞
. (5.6)

If 𝑀 is even, we have 𝜔(𝑀/2) = 𝑘 − 2 and ℓ(𝑀/2) 6 𝑚− 2, so that

𝑀 6 2ℎ𝑘−2(𝑚− 2). (5.7)

If 𝑞 > 11, since we have assumed 𝑘 > 4, i.e. 𝑝𝑘+1 > 11, we have

𝜎𝑘 − 5 6 𝑚− 2 = 𝜎𝑘+1 − 𝑞 − 3 6 𝜎𝑘+1 − 14 < 𝜎𝑘+1 − 10.

By Proposition 4.1 with 𝑗 = 𝑘 − 2, 𝑟 = 2, 𝑛 = 𝑚− 2, 𝑛′ = 𝑛− (𝜎𝑘 − 𝜎2) = 𝑝𝑘+1 − 𝑞 + 2, we get

ℎ𝑘−2(𝑚− 2) 6
𝑁𝑘+1

6(𝑞 − 2)

which, by (5.7), gives

𝑀 6
𝑁𝑘+1

3(𝑞 − 2)
=
𝑁𝑘+1

3𝑞
𝑞

𝑞 − 2
6
𝑁𝑘+1

3𝑞
11
9
<
𝑁𝑘+1

2𝑞
. (5.8)

If 𝑞 ∈ {3, 5, 7}, since 𝑘 > 4 and 𝑝𝑘+2 > 𝑝6 = 13, we have

𝜎𝑘+1 − 10 6 𝑚− 2 = 𝜎𝑘+1 − 𝑞 − 3 6 𝜎𝑘+1 − 6 < 𝜎𝑘+2 − 17.

and Proposition 4.1 with 𝑗 = 𝑘 − 2, 𝑟 = 3, 𝑛 = 𝑚− 2 and 𝑛′ = 𝑛− (𝜎𝑘+1 − 10) = 7− 𝑞 yields

ℎ𝑘−2(𝑚− 2) 6
𝑁𝑘+2

30(𝑝𝑘+2 + 𝑞 − 7)
. (5.9)

Using 𝑞 6 7, 𝑘 > 4 and 𝑝𝑘+2 > 𝑝6 = 13 gives

𝑁𝑘+2

30(𝑝𝑘+2 + 𝑞 − 7)
=
𝑁𝑘+1

30
𝑝𝑘+2

𝑝𝑘+2 + 𝑞 − 7
6
𝑁𝑘+1

30
13
𝑞 + 6

=
13𝑁𝑘+1

30𝑞
𝑞

𝑞 + 6
6

13𝑁𝑘+1

30𝑞
7
13

<
𝑁𝑘+1

4𝑞

which, together with (5.7) and (5.9), proves

𝑀 <
𝑁𝑘+1

2𝑞
. (5.10)

Inequalities (5.6), (5.8) and (5.10) prove that (5.5) holds, which, with (5.4), completes the proof
of (5.3).

Proposition 5.3. Let 𝑘 be a positive integer and 𝑚 = 𝜎𝑘+1 − 1; we have

ℎ𝑘(𝑚) = ℎ𝑘(𝑚− 1) = ℎ𝑘(𝜎𝑘+1 − 2) =
𝑁𝑘+1

2
. (5.11)
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Proof. It is the same proof than for Proposition 5.2. By Proposition 3.2 with 𝑗 = 𝑘 and 𝑟 = 1,
we have

ℎ𝑘(𝑚) > ℎ𝑘(𝑚− 1) =
𝑁𝑘+1

2
.

Further, let 𝑀 be a positive integer satisfying ℓ(𝑀) 6 𝑚 and 𝜔(𝑀) = 𝑘. If 𝑀 is odd, by the parity
phenomenon, we have ℓ(𝑀) ≡ 𝑚−1 (mod 2) so that ℓ(𝑀) 6 𝑚−1 and 𝑀 6 ℎ𝑘(𝑚−1) = 𝑁𝑘+1/2.
If 𝑀 is even, we have 𝑀 6 2ℎ𝑘−1(𝜎𝑘+1 − 3) and, if 𝑘 > 2, i.e. 𝑝𝑘+2 > 7, Proposition 4.1 with
𝑗 = 𝑘 − 1, 𝑟 = 2, 𝑛 = 𝜎𝑘+1 − 3, 𝑛′ = 2, yields

𝑀 6 2
𝑁𝑘+2

6(𝑝𝑘+2 − 2)
=
𝑁𝑘+1

3
𝑝𝑘+2

𝑝𝑘+2 − 2
6

7𝑁𝑘+1

15
<
𝑁𝑘+1

2
.

If 𝑘 = 1, it is easy to check that (5.11) still holds.

6. The increasingness of ℎ𝑗(𝑛) on 𝑗

Theorem 6.1. Let 𝑛 > 2 be an integer and 𝑘 = 𝑘(𝑛) be defined by (1.8); for 𝑗 satisfying
1 6 𝑗 6 𝑘 , we have

ℎ𝑗−1(𝑛) 6
5
6
ℎ𝑗(𝑛) (6.1)

and (6.1) is an equality if and only if 𝑗 = 𝑘(𝑛) > 2 and 𝑛 = 𝜎𝑗+1 − 4 or 𝑛 = 𝜎𝑗+1 − 5.

Proof. If 𝑗 = 1, it follows from (1.10) and (1.11) that ℎ0(𝑛) = 1, ℎ1(𝑛) = ⋆(𝑛) > 2 and
ℎ0(𝑛)/ℎ1(𝑛) 6 1/2 < 5/6, which proves (6.1). So, from now on, we assume 𝑗 > 2.

The sequence (𝜎𝑗+𝑟 − 𝜎𝑟)𝑟>0 is increasing and goes to infinity. So, we may define 𝑟𝑗 > 0 and 𝑛′𝑗
by

𝜎𝑗+𝑟𝑗 − 𝜎𝑟𝑗 6 𝑛 < 𝜎𝑗+𝑟𝑗+1 − 𝜎𝑟𝑗+1 (6.2)

and
𝑛′𝑗 = 𝑛− (𝜎𝑗+𝑟𝑗

− 𝜎𝑟𝑗
). (6.3)

We shall consider four cases: 𝑟𝑗 6 𝑗 − 4, 𝑟𝑗 > 𝑗 + 3, 𝑗 − 3 6 𝑟𝑗 6 𝑗 + 2 and 𝑗 > 25, 𝑗 − 3 6 𝑟𝑗 6
𝑗 + 2 and 𝑗 6 24.

First case: 𝑟𝑗 6 𝑗 − 4. From (2.5) and our hypothesis 𝑗 > 𝑟𝑗 + 4, we deduce

𝑝𝑟𝑗+1 + 𝑝𝑟𝑗+2 6 𝑝2𝑟𝑗+3 < 𝑝𝑗+𝑟𝑗 < 𝑝𝑗+𝑟𝑗+1 (6.4)

and
𝑝𝑟𝑗+2 + 𝑝𝑟𝑗+3 6 𝑝2𝑟𝑗+5 < 𝑝𝑗+𝑟𝑗+2. (6.5)

From (6.3) and (6.2), we get

0 6 𝑛′𝑗 = 𝑛− (𝜎𝑗+𝑟𝑗
− 𝜎𝑟𝑗

) < 𝑝𝑗+𝑟𝑗+1 − 𝑝𝑟𝑗+1 (6.6)

and applying Proposition 4.2 yield

ℎ𝑗(𝑛) >
𝑁𝑗+𝑟𝑗+1

𝑞𝑁𝑟𝑗

=
𝑁𝑗+𝑟𝑗+1

𝑁𝑟𝑗
(𝑝𝑗+𝑟𝑗+1 − 𝑛′𝑗)⋆

. (6.7)

In view of bounding ℎ𝑗−1(𝑛), we have to determine 𝑟𝑗−1 such that

𝜎𝑗−1+𝑟𝑗−1 − 𝜎𝑟𝑗−1 6 𝑛 < 𝜎𝑗+𝑟𝑗−1 − 𝜎𝑟𝑗−1+1. (6.8)

We shall distinguish two sub cases.
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Subcase one: 𝑟𝑗−1 = 𝑟𝑗 + 1. Let us assume that

𝜎𝑗+𝑟𝑗 − 𝜎𝑟𝑗 6 𝑛 < 𝜎𝑗+𝑟𝑗+1 − 𝜎𝑟𝑗+2, (6.9)

i.e. from (6.3),
0 6 𝑛′𝑗 = 𝑛− (𝜎𝑗+𝑟𝑗

− 𝜎𝑟𝑗
) < 𝑝𝑗+𝑟𝑗+1 − 𝑝𝑟𝑗+1 − 𝑝𝑟𝑗+2. (6.10)

Note that, from (6.4), the right hand side of (6.10) is positive. Then, we have 𝑟𝑗−1 = 𝑟𝑗 + 1 since,
from (6.9),

𝜎(𝑗−1)+(𝑟𝑗+1) − 𝜎𝑟𝑗+1 = 𝜎𝑗+𝑟𝑗
− 𝜎𝑟𝑗+1 < 𝜎𝑗+𝑟𝑗

− 𝜎𝑟𝑗
6 𝑛

< 𝜎𝑗+𝑟𝑗+1 − 𝜎𝑟𝑗+2 = 𝜎(𝑗−1)+(𝑟𝑗+1)+1 − 𝜎(𝑟𝑗+1)+1

holds. Via (6.3), this implies that

𝑛′𝑗−1
def= 𝑛− (𝜎𝑗−1+𝑟𝑗−1 − 𝜎𝑟𝑗−1) = 𝑛− 𝜎𝑗+𝑟𝑗

+ 𝜎𝑟𝑗+1 = 𝑛′𝑗 + 𝑝𝑟𝑗+1.

Applying Proposition 4.1 and noting that 𝑗 − 1 + 𝑟𝑗−1 = 𝑗 + 𝑟𝑗 yield

ℎ𝑗−1(𝑛) 6
𝑁𝑗−1+𝑟𝑗−1+1

𝑁𝑟𝑗−1(𝑝𝑗−1+𝑟𝑗−1+1 − 𝑛′𝑗−1)
=

𝑁𝑗+𝑟𝑗+1

𝑁𝑟𝑗+1(𝑝𝑗+𝑟𝑗+1 − 𝑛′𝑗 − 𝑝𝑟𝑗+1)
.

By using (6.7), we get
ℎ𝑗−1(𝑛)
ℎ𝑗(𝑛)

6
(𝑝𝑗+𝑟𝑗+1 − 𝑛′𝑗)⋆

𝑝𝑟𝑗+1(𝑝𝑗+𝑟𝑗+1 − 𝑛′𝑗 − 𝑝𝑟𝑗+1)
. (6.11)

From (6.6), we have 𝑝𝑗+𝑟𝑗+1 − 𝑛′𝑗 > 𝑝𝑟𝑗+1 > 𝑝1 = 2, so that we may apply Lemma 2.1 which, with
the help of (6.11) and (6.10), yields

ℎ𝑗−1(𝑛)
ℎ𝑗(𝑛)

6
11

8𝑝𝑟𝑗+1

(︂
1 +

𝑝𝑟𝑗+1

𝑝𝑗+𝑟𝑗+1 − 𝑛′𝑗 − 𝑝𝑟𝑗+1

)︂
<

11
8

(︂
1

𝑝𝑟𝑗+1
+

1
𝑝𝑟𝑗+2

)︂
.

If 𝑟𝑗 > 1,
11
8

(︂
1

𝑝𝑟𝑗+1
+

1
𝑝𝑟𝑗+2

)︂
6

11
8

(︂
1
3

+
1
5

)︂
<

5
6
,

which proves (6.1).
It remains to consider the case 𝑟𝑗 = 0, which, from (6.9) and (1.8), implies 𝜎𝑗 6 𝑛 < 𝜎𝑗+1 and

𝑘(𝑛) = 𝑗.
Then (6.10) becomes 0 6 𝑛′𝑗 = 𝑛− 𝜎𝑗 < 𝑝𝑗+1 − 5 and, by setting 𝑎 = 𝑝𝑗+1 − 𝑛′𝑗 , we get

5 < 𝑎 = 𝑝𝑗+1 − 𝑛′𝑗 = 𝑝𝑗+1 + 𝜎𝑗 − 𝑛 = 𝜎𝑗+1 − 𝑛 < 𝑝𝑗+1 (6.12)

while (6.11) yields
ℎ𝑗−1(𝑛)
ℎ𝑗(𝑛)

6
(𝑎)⋆

2(𝑎− 2)
. (6.13)

By Lemma 2.1, (𝑎)⋆ 6 (11/8)𝑎 holds, and, for 𝑎 > 12,

11
16

𝑎

𝑎− 2
6

11
16

12
10

<
5
6
,

which, via (6.13), proves (6.1).
Since, from (6.12), 𝑎 > 5, it remains to study the cases 6 6 𝑎 6 11. If 𝑎 = 7, 9, 10, 11, it is easy

to check that
(𝑎)⋆

2(𝑎− 2)
<

5
6
.
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If 𝑎 = 6 or 𝑎 = 8, by Proposition 5.1, (6.12) and (4.23) we have

ℎ𝑗(𝑛) = ℎ𝑗(𝜎𝑗+1 − 𝑎) = ℎ𝑗(𝜎𝑗+1 − 𝑎− 1) = ℎ𝑗(𝑛− 1) >
𝑁𝑗+1

(𝑎+ 1)⋆

while, by Proposition 5.2, since 𝑎− 1 is prime, we get

ℎ𝑗−1(𝑛) = ℎ𝑗−1(𝑛− 1) =
𝑁𝑗+1

2(𝑎− 1)

yielding

ℎ𝑗−1(𝑛)
ℎ𝑗(𝑛)

=
ℎ𝑗−1(𝑛− 1)
ℎ𝑗(𝑛− 1)

6
(𝑎+ 1)⋆

2(𝑎− 1)
=

⎧⎪⎨⎪⎩
7
10

if 𝑎 = 6,

11
14

if 𝑎 = 8,

and, in both cases,
ℎ𝑗−1(𝑛)
ℎ𝑗(𝑛)

<
5
6

holds, which proves (6.1).
Subcase two: 𝑟𝑗−1 = 𝑟𝑗 + 2. Now, we assume that (6.2) holds but not (6.9); thus we have

𝜎𝑗+𝑟𝑗+1 − 𝜎𝑟𝑗+2 6 𝑛 < 𝜎𝑗+𝑟𝑗+1 − 𝜎𝑟𝑗+1 (6.14)

and, from (6.5),
𝑝𝑗+𝑟𝑗+1 − 𝑝𝑟𝑗+1 − 𝑝𝑟𝑗+2 6 𝑛′𝑗 < 𝑝𝑗+𝑟𝑗+1 − 𝑝𝑟𝑗+1. (6.15)

Here, we get 𝑟𝑗−1 = 𝑟𝑗 + 2, since we have

𝜎𝑗−1+𝑟𝑗+2 − 𝜎𝑟𝑗+2 6 𝑛 < 𝜎𝑗+𝑟𝑗+1 − 𝜎𝑟𝑗+1 < 𝜎𝑗+𝑟𝑗+2 − 𝜎𝑟𝑗+3

by observing that, from (6.5),

𝜎𝑗+𝑟𝑗+2 − 𝜎𝑟𝑗+3 − (𝜎𝑗+𝑟𝑗+1 − 𝜎𝑟𝑗+1) = 𝑝𝑗+𝑟𝑗+2 − 𝑝𝑟𝑗+2 − 𝑝𝑟𝑗+3 > 0

holds. Now, we have

0 6 𝑛′𝑗−1 = 𝑛− (𝜎𝑗−1+𝑟𝑗−1 − 𝜎𝑟𝑗−1) = 𝑛− 𝜎𝑗+𝑟𝑗+1 + 𝜎𝑟𝑗+2

= 𝑛′𝑗 + 𝜎𝑗+𝑟𝑗 − 𝜎𝑟𝑗 − 𝜎𝑗+𝑟𝑗+1 + 𝜎𝑟𝑗+2 (from (6.6))

= 𝑛′𝑗 − 𝑝𝑗+𝑟𝑗+1 + 𝑝𝑟𝑗+1 + 𝑝𝑟𝑗+2 (from (6.15))

< 𝑝𝑟𝑗+2 (6.16)

and applying Proposition 4.1 gives

ℎ𝑗−1(𝑛) 6
𝑁𝑗−1+𝑟𝑗−1+1

𝑁𝑟𝑗−1(𝑝𝑗−1+𝑟𝑗−1+1 − 𝑛′𝑗−1)
=

𝑁𝑗+𝑟𝑗+2

𝑁𝑟𝑗+2(𝑝𝑗+𝑟𝑗+2 − 𝑛′𝑗−1)

while Proposition 4.2 yields

ℎ𝑗(𝑛) >
𝑁𝑗+𝑟𝑗+1

𝑁𝑟𝑗 (𝑝𝑗+𝑟𝑗+1 − 𝑛′𝑗)⋆
.

We set 𝑎 = 𝑝𝑗+𝑟𝑗+1 − 𝑛′𝑗 and ∆ = 𝑝𝑗+𝑟𝑗+2 − 𝑝𝑟𝑗+1 − 𝑝𝑟𝑗+2 so that (6.16) allows to write 𝑝𝑗+𝑟𝑗+2 −
𝑛′𝑗−1 = ∆ + 𝑎, and we have

ℎ𝑗−1(𝑛)
ℎ𝑗(𝑛)

6
𝑝𝑗+𝑟𝑗+2

𝑝𝑟𝑗+1𝑝𝑟𝑗+2

(𝑎)⋆

∆ + 𝑎
. (6.17)
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Formula (6.16) can be rewritten as

2 = 𝑝1 6 𝑝𝑟𝑗+1 < 𝑎 = 𝑝𝑗+𝑟𝑗+1 − 𝑛′𝑗 6 𝑝𝑟𝑗+1 + 𝑝𝑟𝑗+2. (6.18)

Lemma 2.1 implies (𝑎)⋆ 6 11𝑎/8 and, by (6.4), ∆ > 0 holds, so that the homographic function
𝑡 ↦→ 𝑡/(∆ + 𝑡) is increasing. From (6.18), we thus have

𝑎

∆ + 𝑎
6

𝑝𝑟𝑗+1 + 𝑝𝑟𝑗+2

∆ + 𝑝𝑟𝑗+1 + 𝑝𝑟𝑗+2
=
𝑝𝑟𝑗+1 + 𝑝𝑟𝑗+2

𝑝𝑗+𝑟𝑗+2
.

Therefore, we get
ℎ𝑗−1(𝑛)
ℎ𝑗(𝑛)

6
11
8
𝑝𝑟𝑗+1 + 𝑝𝑟𝑗+2

𝑝𝑟𝑗+1𝑝𝑟𝑗+2
=

11
8

(︂
1

𝑝𝑟𝑗+1
+

1
𝑝𝑟𝑗+2

)︂
which is smaller than 5/6 if 𝑟𝑗 > 1.

It remains to consider the case 𝑟𝑗 = 0, 𝑟𝑗−1 = 2. Formula (6.17) becomes

ℎ𝑗−1(𝑛)
ℎ𝑗(𝑛)

6
𝑝𝑗+2

6
(𝑎)⋆

𝑝𝑗+2 − 5 + 𝑎
(6.19)

while (6.18) via (6.3) becomes

2 < 𝑎 = 𝑝𝑗+1 − 𝑛′𝑗 = 𝜎𝑗+1 − 𝑛 6 5. (6.20)

Since 𝑗 > 2 holds, note that (6.20) implies 𝜎𝑗 6 𝜎𝑗+1 − 5 6 𝑛 < 𝜎𝑗+1 − 2, which shows from (1.8)
that 𝑘(𝑛) = 𝑗.

If 𝑎 = 5, since 𝑛 = 𝜎𝑗+1 − 𝑎 = 𝜎𝑗+1 − 5, by Corollary 4.1 with 𝑟 = 𝑟𝑗 = 0 and 𝑞 = 5, we get
ℎ𝑗(𝑛) = 𝑁𝑗+1/5, while Proposition 3.2 gives

ℎ𝑗−1(𝜎𝑗+1 − 5) = ℎ𝑗−1(𝜎𝑗+1 − 𝜎2) =
𝑁𝑗+1

𝑁2
=
𝑁𝑗+1

6
.

Therefore, ℎ𝑗−1(𝜎𝑗+1 − 5)/(ℎ𝑗(𝜎𝑗+1 − 5)) = 5/6.
If 𝑎 = 4, by Proposition 5.1, we get ℎ𝑗(𝜎𝑗+1 − 4) = ℎ𝑗(𝜎𝑗+1 − 5) and, by Proposition 5.2,

ℎ𝑗−1(𝜎𝑗+1 − 4) = ℎ𝑗−1(𝜎𝑗+1 − 5) so that

ℎ𝑗−1(𝜎𝑗+1 − 4)
ℎ𝑗(𝜎𝑗+1 − 4)

=
ℎ𝑗−1(𝜎𝑗+1 − 5)
ℎ𝑗(𝜎𝑗+1 − 5)

=
5
6
.

If 𝑎 = 3, Formula (6.19) becomes

ℎ𝑗−1(𝑛)
ℎ𝑗(𝑛)

6
𝑝𝑗+2

2(𝑝𝑗+2 − 2)
6

7
10

<
5
6

since 𝑝𝑗+2 > 𝑝4 = 7.

Second case: 𝑟𝑗 > 𝑗+ 3. From (6.2), we deduce 𝑛 > 𝜎𝑗+𝑟𝑗 − 𝜎𝑟𝑗+1 = 𝜎(𝑗−1)+(𝑟𝑗+1)− 𝜎(𝑟𝑗+1) and
Proposition 3.2, (3.3), implies

ℓ(ℎ𝑗−1(𝑛)) > 𝜎𝑗+𝑟𝑗
− 𝜎𝑟𝑗+1. (6.21)

Let us now show that
𝑞

def= 𝑃+(ℎ𝑗−1(𝑛)) > 𝑝𝑗+𝑟𝑗 . (6.22)

Indeed, if 𝑞 6 𝑝𝑗+𝑟𝑗−1 holds, since ℎ𝑗−1(𝑛) has 𝑗 − 1 prime factors, we should have

ℓ(ℎ𝑗−1(𝑛)) 6 𝑝𝑗+𝑟𝑗−1 + 𝑝𝑗+𝑟𝑗−2 + · · ·+ 𝑝𝑟𝑗+1 < 𝑝𝑗+𝑟𝑗 + 𝑝𝑗+𝑟𝑗−1 + · · ·+ 𝑝𝑟𝑗+2 = 𝜎𝑗+𝑟𝑗 − 𝜎𝑟𝑗+1

which would contradict (6.21).
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Further, among the 𝑗 + 1 primes 𝑝2 = 3, 𝑝3, . . . , 𝑝𝑗+2, there are certainly two primes 𝑝 and 𝑝′

not dividing ℎ𝑗−1(𝑛) and satisfying 3 6 𝑝 < 𝑝′ 6 𝑝𝑗+2. By Lemma 2.4, (2.5), and (6.22), we get

𝑝+ 𝑝′ 6 𝑝𝑗+1 + 𝑝𝑗+2 6 𝑝2𝑗+3 6 𝑝𝑗+𝑟𝑗
6 𝑞 = 𝑃+(ℎ𝑗−1(𝑛)) (6.23)

and, applying Proposition 3.4 proves
ℎ𝑗−1(𝑛)
ℎ𝑗(𝑛)

<
5
6
.

Third case: 𝑗− 3 6 𝑟𝑗 6 𝑗+ 2 and 𝑗 > 25. The proof is the same than for the second case; only,
in (6.23), instead of (2.5), we use (2.6) with 𝑏 = 7, 𝑖 = 𝑗 + 2 > 27:

𝑝+ 𝑝′ 6 𝑝𝑗+1 + 𝑝𝑗+2 < 𝑝2𝑗−3 6 𝑝𝑗+𝑟𝑗
6 𝑞 = 𝑃+(ℎ𝑗−1(𝑛)).

Fourth case: 𝑗 − 3 6 𝑟𝑗 6 𝑗 + 2 and 𝑗 6 24. Here, we have 𝑟𝑗 6 𝑗 + 2 6 26 and, from (6.2), we
get

𝑛 < 𝜎𝑗+𝑟𝑗+1 6 𝜎51 = 5350.

So, for 𝑘 6 50, 𝜎𝑘 6 𝑛 < 𝜎𝑘+1 and 1 6 𝑗 6 𝑘, we have computed ℎ𝑗(𝑛) with the algorithm
described in Section 1.4 and we have checked that, for 𝑗 > 2,

ℎ𝑗−1(𝑛)
ℎ𝑗(𝑛)

6
5
6

always holds, with equality if and only if 𝑗 = 𝑘(𝑛) and 𝑛 = 𝜎𝑗+1 − 4 or 𝑛 = 𝜎𝑗+1 − 5.

Corollary 6.1. For all non-negative integer 𝑛 > 2, we have

ℎ(𝑛) = ℎ𝑘(𝑛) (6.24)

where 𝑘 = 𝑘(𝑛) is defined by (1.8).

Proof. From (1.1) and (1.9) we have

ℎ(𝑛) = max
06𝑗6𝑘(𝑛)

ℎ𝑗(𝑛)

and Theorem 6.1 yields ℎ0(𝑛) < ℎ1(𝑛) < · · · < ℎ𝑘(𝑛)(𝑛).

7. Computation of 𝜋𝑓(𝑥)

Let 𝑓 be an arithmetic function, i.e. a function defined on positive integers. The simplest way
to compute 𝜋𝑓 (𝑥) defined in (1.5) is to generate the primes up to 𝑥 by Eratosthenes’s sieve, which
is too expensive for large values of 𝑥.

Definition 7.1. An arithmetic function 𝑓 is said to be completely multiplicative if 𝑓(𝑎𝑏) =
𝑓(𝑎)𝑓(𝑏) for all 𝑎 and 𝑏. If 𝑓 ̸= 0, this implies 𝑓(1) = 1.

Following ideas of the german astronomer Meissel, Lagarias, Miller and Odlyzko gave in [10] an
algorithm that computes 𝜋(𝑥) with a cost 𝑂(𝑥2/3/log 𝑥). In this work they also remark that their
algorithm allows to compute 𝜋𝑓 (𝑥) for every completely multiplicative arithmetic function 𝑓 .

This method has been improved in [11] to compute 𝜋(𝑥) with a cost 𝑂(𝑥2/3/log2 𝑥), provided
that all the arithmetic operations on integers are of constant cost 𝑂(1), not depending on the
size of the operands. We show here that this improved algorithm may be used to compute 𝜋𝑓 (𝑥)
whith a cost which is still 𝑂(𝑥2/3/log2 𝑥), for a large subset of the set of completely multiplicative
arithmetic functions. More precisely we have the proposition.
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Proposition 7.1. Let 𝑓 be a completely multiplicative arithmetic function with integer values.
Let 𝐹 be the summatory function of 𝑓 ,

𝐹 (𝑥) =
∑︁
𝑛6𝑥

𝑓(𝑛). (7.1)

We suppose that all the ordinary arithmetic operations about integers are of constant cost 𝑂(1),
and that
∙ each value 𝑓(𝑛) may be computed in time 𝑂(1), not depending of the size of 𝑛;
∙ there is an algorithm computing

𝑆0(𝑦, 𝑥) =
∑︁

16𝑛6𝑦

𝜇(𝑛)𝑓(𝑛)𝐹
(︂
𝑥

𝑛

)︂
(7.2)

in time 𝑂(𝑥2/3/ log2 𝑥).
Then, there is an algorithm computing

𝜋𝑓 (𝑥) =
∑︁
𝑝6𝑥

𝑝 prime

𝑓(𝑝)

in time 𝑂(𝑥2/3/log2 𝑥).
When 𝐹 (𝑢) can be computed in 𝑂(1) time, the second hypothesis is satisfied.

Remark 7.1. The second hypothesis may seem strange. Let us give a few words of explanation.
Our computation of 𝜋𝑓 (𝑥) begins by choosing 𝑦 = 𝑂(𝑥1/3+𝜀). Then we compute 𝑆0 = 𝑆0(𝑦, 𝑥)

(this is the contribution of ordinary leaves defined in Lemma 5.2, equation (9) in [11] and in
Lemma 7.2, equation (7.14) in this article). Function 𝐹 does not appear elsewhere in the algorithm.
𝑆0 being computed, the total cost of the other computations is 𝑂(𝑥2/3/ log2 𝑥). The second
condition of Proposition 7.1 ensures that our algorithm computes 𝜋𝑓 (𝑥) in time 𝑂(𝑥2/3/ log2 𝑥).

In many cases, 𝐹 (𝑢) can be computed in time 𝑂(1), then the sum (7.2) can be computed in
time 𝑂(𝑦), by precomputing the Möbius function, so that the second hypothesis is satisfied.

Remark 7.2. In Proposition 7.1 we restrict ourseves to the case of integer valued functions.
The case of real valued functions is more delicate because of truncation errors. In [12], Bach and
al. have elaborated an algorithm to compute 𝜋𝑓 (𝑥) where 𝑓(𝑛) = 1/𝑛, and

𝑥 = 1801 241 484 456 448 000 = 1.8 . . .× 1018.

7.1. Algorithm for 𝜋𝑓(𝑥). We will describe very briefly our algorithm to compute 𝜋𝑓 (𝑥), using
notations and formulas which, when replacing 𝑓 by 1, reduce to the correponding ones contained
in [11].

For 𝑏 ∈ N, let us define Φ(𝑥, 𝑏) as the sum of the 𝑓(𝑛), for the 𝑛′𝑠 ∈ [1, 𝑥] that subsist after
sieving this interval by all primes 𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑏,

Φ(𝑥, 0) =
∑︁

16𝑛6𝑥

𝑓(𝑛) = 𝐹 (𝑥), Φ(𝑥, 𝑏) =
∑︁

16𝑛6𝑥
𝑃−(𝑛)>𝑝𝑏

𝑓(𝑛), 𝑏 > 1. (7.3)

For 𝑘 > 1 and 𝑏 > 1, let us set

𝑃𝑘(𝑥, 𝑏) =
∑︁

16𝑛6𝑥
Ω(𝑛)=𝑘, 𝑃−(𝑛)>𝑝𝑏

𝑓(𝑛), (7.4)
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so that, from (7.3) and (7.4) we get, for 𝑥 > 1,

Φ(𝑥, 𝑏) = 1 + 𝑃1(𝑥, 𝑏) + 𝑃2(𝑥, 𝑏) + · · · . (7.5)

From now on, we choose 𝑦 ∈ R
𝑥1/3 6 𝑦 6

√
𝑥 (7.6)

and set
𝑎 = 𝜋(𝑦).

We will precise later the best choice for 𝑦, which is closed to 𝑥1/3.
Since 𝑦 > 𝑥1/3 equation (7.4) yields 𝑃𝑘(𝑥, 𝑎) = 0 for 𝑘 > 3 and (7.5) becomes

Φ(𝑥, 𝑎) = 1 + 𝑃1(𝑥, 𝑎) + 𝑃2(𝑥, 𝑎).

Since
𝑃1(𝑥, 𝑎) =

∑︁
𝑝𝑎<𝑝6𝑥

𝑓(𝑝) =
∑︁

𝑦<𝑝6𝑥

𝑓(𝑝) = 𝜋𝑓 (𝑥)− 𝜋𝑓 (𝑦),

we have
𝜋𝑓 (𝑥) = Φ(𝑥, 𝑎) + 𝜋𝑓 (𝑦)− 1− 𝑃2(𝑥, 𝑎). (7.7)

Replacing 𝑓 by 1 (and 𝜋𝑓 by 𝜋), formula (7.7) is formula (4) in [11].
7.2. Initialization of the computation: the two basis tables. After fixing 𝑦, by using

Eratosthenes’s sieve, we precompute the table of primes up to 𝑦, and the table of the values 𝜋𝑓 (𝑢)
for 1 6 𝑢 6 𝑦. The cost of these initializations is 𝑂(𝑦 log log 𝑦).

7.3. Computation of 𝑃2(𝑥, 𝑎). Definition (7.4) and the complete multiplicativity of 𝑓 give

𝑃2(𝑥, 𝑎) =
∑︁

𝑦<𝑝6𝑞6𝑥
𝑝𝑞6𝑥

𝑓(𝑝𝑞) =
∑︁

𝑦<𝑝6𝑞6𝑥
𝑝𝑞6𝑥

𝑓(𝑝)𝑓(𝑞)

where 𝑝 and 𝑞 are primes. The 𝑝′𝑠 figuring in this sum satisfy 𝑝 6 𝑥/𝑞 6 𝑥/𝑦 and we get

𝑃2(𝑥, 𝑎) =
∑︁

𝑦<𝑝6𝑥/𝑦

𝑓(𝑝)
∑︁

𝑝6𝑞6𝑥/𝑝

𝑓(𝑞).

We remark that, for 𝑝 >
√
𝑥, the sum on 𝑞 vanishes. Since, by (7.6),

√
𝑥 6 𝑥/𝑦, we have

𝑃2(𝑥, 𝑎) =
∑︁

𝑦<𝑝6
√
𝑥

𝑓(𝑝)
∑︁

𝑝6𝑞6𝑥/𝑝

𝑓(𝑞) =
∑︁

𝑦<𝑝6
√
𝑥

𝑓(𝑝)
(︂
𝜋𝑓

(︂
𝑥

𝑝

)︂
− 𝜋𝑓 (𝑝− 1)

)︂
or

𝑃2(𝑥, 𝑎) =
∑︁

𝑦<𝑝6
√
𝑥

𝑓(𝑝)𝜋𝑓

(︂
𝑥

𝑝

)︂
−

∑︁
𝑦<𝑝6

√
𝑥

𝑓(𝑝)𝜋𝑓 (𝑝− 1). (7.8)

In the above formula, the values of 𝑝 are bounded above by
√
𝑥 which is larger than 𝑦. Thus we

cannot find these primes 𝑝, nor the values 𝜋𝑓 (𝑝 − 1), in the precomputed tables (cf. Section 7.2),
and we generate them using a sieve of [1,

√
𝑥 ], which we call the auxilliary sieve. The values of 𝑥/𝑝

lie in the interval [1, 𝑥/𝑦]. So we will get the values 𝜋𝑓 (𝑥/𝑝) by an other sieve, the main sieve. Let
us note that the respective sizes of the sieve intervals,

√
𝑥 and 𝑥/𝑦, are too large to allow a sieve

in one pass. Thus the two sieves will be done by blocks of size 𝑦 that must be synchronized.
Initialization. Computation of 𝜛, the largest prime 6

√
𝑥 and of 𝜋𝑓 (𝜛). By Eratosthenes’sieve

we compute the largest prime 𝜛 not exceeding
√
𝑥 and calculate 𝜋𝑓 (𝜛). The auxilliary sieve is

then initialized by putting in the sieve-table the primes 𝑝 of the block [
√
𝑥− 𝑦+ 1,

√
𝑥 ]. The main



104 M. Deléglise, J.-L. Nicolas

sieve is initialized by sieving the first block [𝐴,𝐵] = [
√
𝑥,
√
𝑥+ 𝑦 − 1]. The cost of this phase is

𝑂(𝑥1/2 log log 𝑥).
Computing 𝑃2(𝑥, 𝑎). We use formula (7.8), getting in decreasing order the primes 𝑝 ∈ (𝑦,

√
𝑥 ]

and the 𝑓(𝑝)𝜋𝑓 (𝑝− 1) from the auxillary sieve, and getting the values 𝜋𝑓 (𝑥/𝑝) from the main sieve
whose successive blocks will cover in ascending order the interval [

√
𝑥, 𝑥/𝑦).

We initialize a variable 𝑝 with the value 𝜛, a variable 𝑇 with the value 𝜋𝑓 (𝜛) and a variable
𝑃2 with the value 0. Then, while 𝑝 > 𝑦, we repeat:
∙ substract 𝑓(𝑝) from 𝑇 ; thus the new value of 𝑇 is 𝜋𝑓 (𝑝− 1);
∙ if 𝑥/𝑝 > 𝐵, while 𝑥/𝑝 > 𝐵 we replace the block [𝐴,𝐵] by the next block [𝐴 + 𝑦,𝐵 + 𝑦]

and we sieve it; when 𝑥/𝑝 ∈ [𝐴,𝐵] we get 𝜋𝑓 (𝑥/𝑝) in the main sieve table and we add
𝑓(𝑝)𝜋𝑓 (𝑥/𝑝)− 𝑓(𝑝)𝑇 to 𝑃2;

∙ using the auxilliary sieve, replace 𝑝 by its predecessor.
The final value of the variable 𝑃2 is 𝑃2(𝑥, 𝑎). The first step is negligible in cost, compared to

the second. Thus the computation of 𝑃2(𝑥, 𝑎) is of total cost

𝑂

(︂
𝑥

𝑦
log log 𝑦

)︂
.

7.4. Computation of Φ(𝑥, 𝑎). The following lemma is proved as Lemma 5.1 in [11].

Lemma 7.1. For every 𝑢 > 0, and for 𝑏 > 1,

Φ(𝑢, 0) = 𝐹 (𝑢) (7.9)

Φ(𝑢, 𝑏) = Φ(𝑢, 𝑏− 1)− 𝑓(𝑝𝑏)Φ
(︂
𝑢

𝑝𝑏
, 𝑏− 1

)︂
. (7.10)

This relation gives an obvious method for computing Φ(𝑥, 𝑎). Starting from the tree with the
only node Φ(𝑥, 𝑎), and applying repeatedly (7.10) we get a tree whose all nodes, except the root
node, are labelled by a formula of the form

𝜇(𝑛)𝑓(𝑛)Φ
(︂
𝑥

𝑛
, 𝑏

)︂
(7.11)

where 𝑏 6 𝑎− 1 and 𝑛 = 1 or 𝑛 is a squarefree integer with prime factors 𝑞 ∈ {𝑝𝑏+1, . . . , 𝑝𝑎}.
If we repeat this expansion until all the leaves of the resulting tree are labelled by formulas

𝜇(𝑛)𝑓(𝑛)Φ(𝑥/𝑛, 0), using (7.9), we get the formula:

Φ(𝑥, 𝑎) =
∑︁

16𝑛6𝑥
𝑃+(𝑛)6𝑦

𝜇(𝑛)𝑓(𝑛)Φ
(︂
𝑥

𝑛
, 0
)︂

=
∑︁

16𝑛6𝑥
𝑃+(𝑛)6𝑦

𝜇(𝑛)𝑓(𝑛)𝐹
(︂
𝑥

𝑛

)︂
(7.12)

which, when 𝑓 = 1 is formula

Φ(𝑥, 𝑎) =
∑︁

16𝑛6𝑥
𝑃+(𝑛)6𝑦

𝜇(𝑛)
⌊︂
𝑥

𝑛

⌋︂

(cf. [11; p. 237]).
The number of terms in (7.12) is much too large. In order to get a sum with fewer terms we

replace the trivial rule

Rule 1. Expand (7.11) using (7.10) if 𝑏 > 0,

by the new rule

Rule 2. Expand node (7.11) only if 𝑏 > 0 and 𝑛 6 𝑦.
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Expanding the computation tree with Rule 2 instead of Rule 1 we get

Lemma 7.2. We have

Φ(𝑥, 𝑏) = 𝑆0 + 𝑆,

where 𝑆0 is the contribution of ordinary leaves

𝑆0 = 𝑆0(𝑦, 𝑥) =
∑︁

16𝑛6𝑦

𝜇(𝑛)𝑓(𝑛)Φ
(︂
𝑥

𝑛
, 0
)︂

=
∑︁

16𝑛6𝑦

𝜇(𝑛)𝑓(𝑛)𝐹
(︂
𝑥

𝑛

)︂

and 𝑆 , the contribution of special leaves, is

𝑆 =
∑︁

𝑛/𝑃−(𝑛)6𝑦<𝑛

𝜇(𝑛)𝑓(𝑛)Φ
(︂
𝑥

𝑛
, 𝜋(𝑃−(𝑛))− 1

)︂
. (7.13)

This lemma corresponds to Lemma 5.2 in [11].

7.4.1. Computation of 𝑆0. In the general case, the computation of 𝑆0 is done with a cost
𝑂(𝑥2/3/ log2 𝑥) thanks to the condition 2 in Proposition 7.1.

In the case we will consider later in this work, the computation of 𝜋id(𝑥), 𝑓(𝑛) = 𝑛, thus
𝐹 (𝑢) = [𝑢][𝑢+ 1]/2 is computed in 𝑂(1) time and the computation of 𝑆0(𝑥, 𝑦) is of cost 𝑂(𝑦) =
𝑜(𝑥2/3/ log2 𝑥).

7.4.2. Computation of 𝑆. In the sum (7.13), let us set 𝑛 = 𝑚𝑝 with 𝑝 = 𝑃−(𝑛). Grouping
together all the 𝑛’s according to the value of 𝑝, we get

𝑆 = −
∑︁
𝑝6𝑦

𝑓(𝑝)
∑︁

𝑃−(𝑚)>𝑝
𝑚6𝑦<𝑚𝑝

𝜇(𝑚)𝑓(𝑚)Φ
(︂
𝑥

𝑚𝑝
, 𝜋(𝑝)− 1

)︂
. (7.14)

The computation of 𝑆 from (7.14) is the complicate part of the algorithm. In the following
paragraph we show that it is relatively simple to get a cost 𝑂(𝑥2/3+𝜀).

7.4.3. How to compute 𝑆 in 𝑂(𝑥2/3+𝜀). In this section, we explain a first method to get 𝜋𝑓 (𝑥),
rather simple to implement, and whose running time is 𝑂(𝑥2/3+𝜀). We take 𝑦 = 𝑥1/3. Since 𝑚𝑝 > 𝑦
all the values 𝑢 = 𝑥/(𝑚𝑝) appearing in (7.14) are less than 𝑥2/3. We sieve the interval [1, 𝑥/𝑦)
successively by all primes 𝑝 6 𝑦. After the sieve by 𝑝, from the definition (7.3) of Φ, for all the 𝑚’s
such that 𝑚 6 𝑦 < 𝑚𝑝, we get in the sieve table the value Φ(𝑥/(𝑚𝑝), 𝜋(𝑝)− 1), and we add to 𝑆
the value 𝑓(𝑝)𝜇(𝑚)𝑓(𝑚)Φ(𝑥/(𝑚𝑝), 𝜋(𝑝)− 1).

But, if we proceed in the naive way, after sieving by each 𝑝, we will update the sieve table,
putting in the case of index 𝑢 the sum of 𝑓(𝑛) for the 𝑛’s, 𝑛 6 𝑢 that are still in the table. This
is excluded because, for each 𝑝 this would cost 𝑂(𝑥/𝑦) operations, and the total cost of these
updatings would be ≫ 𝜋(𝑦)(𝑥/𝑦) ≍ 𝑥/ log 𝑥. As explained in [10] (the 7 last-lines p. 545 and the
first half of p. 546) we use an auxiliary data structure such that, for a price of 𝑂(log 𝑥) time in
place of 𝑂(1) for each access, we don’t need to update the sieve table after each sieve. To be a little
more precise let us say that this structure is a labelled binary tree. There is a leave for each index
𝑖 of the table sieve, this leave is labelled by the value 𝑓(𝑖), and each interior node is labelled by the
sum of labels of its two sons. Proceeding in this way, the cost of the sieve is 𝑂((𝑥/𝑦) log 𝑥 log log 𝑥),
while the cost of retrieving the values 𝑓(𝑝)𝜇(𝑚)𝑓(𝑚)Φ(𝑥/(𝑚𝑝), 𝜋(𝑝) − 1) is 𝑂(𝜋(𝑦)𝑦 log 𝑥). Both
costs are 𝑂(𝑥2/3+𝜀) with our choice 𝑦 = 𝑥1/3.
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7.4.4. Faster computation of 𝑆. In this section, we explain how to carry out the computation
of 𝜋𝑓 (𝑥) in 𝑂(𝑥2/3/log2 𝑥). We take 𝑦 = 𝑥1/3(log 𝑥)3 log log 𝑥. To speed up the computation of 𝑆
we partition (7.14) in tree subsums 𝑆 = 𝑆1 + 𝑆2 + 𝑆3,

𝑆1 = −
∑︁

𝑥1/3<𝑝6𝑦

𝑓(𝑝)
∑︁

𝑃−(𝑚)>𝑝
𝑚6𝑦<𝑚𝑝

𝜇(𝑚)𝑓(𝑚)Φ
(︂
𝑥

𝑚𝑝
, 𝜋(𝑝)− 1

)︂
,

𝑆2 = −
∑︁

𝑥1/4<𝑝6𝑥1/3

𝑓(𝑝)
∑︁

𝑃−(𝑚)>𝑝
𝑚6𝑦<𝑚𝑝

𝜇(𝑚)𝑓(𝑚)Φ
(︂
𝑥

𝑚𝑝
, 𝜋(𝑝)− 1

)︂
,

𝑆3 = −
∑︁

𝑝6𝑥1/4

𝑓(𝑝)
∑︁

𝑃−(𝑚)>𝑝
𝑚6𝑦<𝑚𝑝

𝜇(𝑚)𝑓(𝑚)Φ
(︂
𝑥

𝑚𝑝
, 𝜋(𝑝)− 1

)︂
.

We will show that 𝑆1 is quickly computed in 𝑂(𝑦) time. 𝑆3 will be computed by sieve, as
explained in Section 7.4.3, but faster, because the number of values for 𝑝 is reduced from 𝜋(𝑦) to
𝜋(𝑥1/4). The main part of the computation will be the computation of 𝑆2.

As in [11], we first observe that the 𝑚’s involved in 𝑆1 and 𝑆2 are all prime and therefore:

𝑆1 =
∑︁

𝑥1/3<𝑝6𝑦

𝑓(𝑝)
∑︁
𝑝<𝑞6𝑦

𝑓(𝑞)Φ
(︂
𝑥

𝑝𝑞
, 𝜋(𝑝)− 1

)︂
, (7.15)

𝑆2 =
∑︁

𝑥1/4<𝑝6𝑥1/3

𝑓(𝑝)
∑︁
𝑝<𝑞6𝑦

𝑓(𝑞)Φ
(︂
𝑥

𝑝𝑞
, 𝜋(𝑝)− 1

)︂
. (7.16)

Computing 𝑆1. As in [11] we remark that, in (7.15), we have 𝑥/(𝑝𝑞) < 𝑥1/3 < 𝑝. Thus, all the
values Φ(𝑥/(𝑝𝑞), 𝜋(𝑝)− 1) are equal to 1. Therefore

𝑆1 =
∑︁

𝑥1/3<𝑝6𝑦

𝑓(𝑝)
∑︁
𝑝<𝑞6𝑦

𝑓(𝑞) =
∑︁

𝑥1/3<𝑝6𝑦

𝑓(𝑝)(𝜋𝑓 (𝑦)− 𝜋𝑓 (𝑝)).

This value is computed in 𝑂(𝑦) additions, using the precomputed table of the values 𝜋𝑓 (𝑢) for
1 6 𝑢 6 𝑦.

Computing 𝑆3. For each 𝑝 6 𝑥1/4 we precompute the list of all the squarefree 𝑚 6 𝑦 whose least
factor is 𝑝.

We sieve the interval [1, 𝑥/𝑦] successively by all the primes up to 𝑥1/4. As soon as we have sieved
by 𝑝, using the precomputded lists of squarefree whose least prime factor is a prime 𝑞 > 𝑝 we sum

𝑓(𝑝)
∑︁

𝑃−(𝑚)>𝑝
𝑚6𝑦<𝑚𝑝

𝜇(𝑚)𝑓(𝑚)Φ
(︂
𝑥

𝑚𝑝
, 𝜋(𝑝)− 1

)︂

for all squarefree 𝑚 ∈ [𝑦/𝑝, 𝑦) such that 𝑃−(𝑚) > 𝑝. This computation is done by blocks, using
the auxiliary structure, as explained at the end of Section 7.4.3.

Thus the cost of sieving is 𝑂((𝑥/𝑦) log 𝑥 log log 𝑥). The number of values of 𝑝 is 𝜋(𝑥1/4) and the
number of values of 𝑚 is less than 𝑦, thus the cost of retrieving the values 𝑓(𝑝)𝜇(𝑚)𝑓(𝑚)Φ(𝑥/(𝑚𝑝),
𝜋(𝑝)− 1) is 𝑂(𝜋(𝑥1/4)× log 𝑥× 𝑦) Thus computing 𝑆3 is of cost 𝑂((𝑥/𝑦) log 𝑥 log log 𝑥+ 𝑦𝑥1/4).

Computing 𝑆2. We split the sum (7.16) in two parts depending on 𝑞 > 𝑥/𝑝2 or 𝑞 6 𝑥/𝑝2. It
gives

𝑆2 = 𝑈 + 𝑉
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with

𝑈 =
∑︁

𝑥1/4<𝑝6𝑥1/3

𝑓(𝑝)
∑︁
𝑝<𝑞6𝑦
𝑞>𝑥/𝑝2

𝑓(𝑞)Φ
(︂
𝑥

𝑝𝑞
, 𝜋(𝑝)− 1

)︂

and

𝑉 =
∑︁

𝑥1/4<𝑝6𝑥1/3

𝑓(𝑝)
∑︁
𝑝<𝑞6𝑦
𝑞6𝑥/𝑝2

𝑓(𝑞)Φ
(︂
𝑥

𝑝𝑞
, 𝜋(𝑝)− 1

)︂
.

Computing 𝑈 . With 𝑦 <
√
𝑥 (cf. (7.6)), the condition 𝑞 > 𝑥/𝑝2 implies 𝑝2 > 𝑥/𝑞 > 𝑥/𝑦 > 𝑥1/2.

Thus,

𝑈 =
∑︁

√
𝑥/𝑦<𝑝6𝑥1/3

𝑓(𝑝)
∑︁
𝑝<𝑞6𝑦
𝑞>𝑥/𝑝2

𝑓(𝑞)Φ
(︂
𝑥

𝑝𝑞
, 𝜋(𝑝)− 1

)︂
.

From 𝑥/𝑝2 < 𝑞 we deduce 𝑥/(𝑝𝑞) < 𝑝 and Φ(𝑥/(𝑝𝑞), 𝜋(𝑝)− 1) = 1, and we have 𝑥/𝑝2 > 𝑝 so that

𝑈 =
∑︁

√
𝑥/𝑦<𝑝6𝑥1/3

𝑓(𝑝)
∑︁
𝑝<𝑞6𝑦
𝑞>𝑥/𝑝2

𝑓(𝑞) =
∑︁

√
𝑥/𝑦<𝑝6𝑥1/3

𝑓(𝑝)
(︂
𝜋𝑓 (𝑦)− 𝜋𝑓

(︂
𝑥

𝑝2

)︂)︂
.

Since 𝑥/𝑝2 < 𝑞 6 𝑦 the sum 𝑈 is calculated in 𝑂(𝑦) operations with the table of values of 𝜋𝑓 (𝑢).

Computing 𝑉 . For each term involved in 𝑉 we have 𝑝 6 𝑥/(𝑝𝑞) < 𝑥1/2 < 𝑝2. Hence, by (7.3),
Φ(𝑥/(𝑝𝑞), 𝜋(𝑝) − 1) is the sum of 𝑓(𝑛) for 𝑛 satisfying 𝑛 6 𝑥/(𝑝𝑞) and 𝑃−(𝑛) > 𝑝. These 𝑛’s are
𝑛 = 1 and all the primes 𝑛 satisfying 𝑝− 1 < 𝑛 6 𝑥/(𝑝𝑞). Thus

Φ
(︂
𝑥

𝑝𝑞
, 𝜋(𝑝)− 1

)︂
= 1 + 𝜋𝑓

(︂
𝑥

𝑝𝑞

)︂
− 𝜋𝑓 (𝑝− 1).

And we write

𝑉 = 𝑉1 + 𝑉2

with

𝑉1 =
∑︁

𝑥1/46𝑝<𝑥1/3

𝑓(𝑝)
∑︁

𝑝<𝑞6min(𝑥/𝑝2,𝑦)

𝑓(𝑞)(1− 𝜋𝑓 (𝑝− 1)),

𝑉2 =
∑︁

𝑥1/46𝑝<𝑥1/3

𝑓(𝑝)
∑︁

𝑝<𝑞6min(𝑥/𝑝2,𝑦)

𝑓(𝑞)𝜋𝑓

(︂
𝑥

𝑝𝑞

)︂
.

Computing 𝑉1 can be achieved in 𝑂(𝑦) time once we have tabulated 𝜋𝑓 (𝑢) for 𝑢 6 𝑦.

Computing 𝑉2. We first split 𝑉2 in two parts in order to simplify the condition 𝑞 6 min(𝑥/𝑝2, 𝑦):

𝑉2 =
∑︁

𝑥1/4<𝑝6
√
𝑥/𝑦

𝑓(𝑝)
∑︁
𝑝<𝑞6𝑦

𝑓(𝑞)𝜋𝑓

(︂
𝑥

𝑝𝑞

)︂
+

∑︁
√
𝑥/𝑦<𝑝<𝑥1/3

𝑓(𝑝)
∑︁

𝑝<𝑞6𝑥/𝑝2

𝑓(𝑞)𝜋𝑓

(︂
𝑥

𝑝𝑞

)︂
.
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In the purpose to speed up the computation of the above two sums we now write, 𝑉2 = 𝑊1 +𝑊2 +
𝑊3 +𝑊4 +𝑊5 with

𝑊1 =
∑︁

𝑥1/4<𝑝6𝑥/𝑦2

𝑓(𝑝)
∑︁
𝑝<𝑞6𝑦

𝑓(𝑞)𝜋𝑓

(︂
𝑥

𝑝𝑞

)︂
,

𝑊2 =
∑︁

𝑥/𝑦2<𝑝6
√
𝑥/𝑦

𝑓(𝑝)
∑︁

𝑝<𝑞6
√
𝑥/𝑝

𝑓(𝑞)𝜋𝑓

(︂
𝑥

𝑝𝑞

)︂
,

𝑊3 =
∑︁

𝑥/𝑦2<𝑝6
√
𝑥/𝑦

𝑓(𝑝)
∑︁

√
𝑥/𝑝<𝑞6𝑦

𝑓(𝑞)𝜋𝑓

(︂
𝑥

𝑝𝑞

)︂
,

𝑊4 =
∑︁

√
𝑥/𝑦<𝑝6𝑥1/3

𝑓(𝑝)
∑︁

𝑝<𝑞6
√
𝑥/𝑝

𝑓(𝑞)𝜋𝑓

(︂
𝑥

𝑝𝑞

)︂
,

𝑊5 =
∑︁

√
𝑥/𝑦<𝑝6𝑥1/3

𝑓(𝑝)
∑︁

√
𝑥/𝑝<𝑞6𝑥/𝑝2

𝑓(𝑞)𝜋𝑓

(︂
𝑥

𝑝𝑞

)︂
.

Computing 𝑊1 and 𝑊2. These two quantities need values of 𝜋𝑓 (𝑥/(𝑝𝑞)) with 𝑥1/3 < 𝑥/(𝑝𝑞) <
𝑥1/2. These are computed with a sieve of the interval [1,

√
𝑥 ]. The sieving is done by blocks, and,

for each block, we sum 𝑓(𝑝)𝑓(𝑞)𝜋𝑓 (𝑥/(𝑝𝑞)) for the pairs (𝑝, 𝑞) satisfying the conditions of the sum
𝑊1 or 𝑊2 and such that 𝑥/(𝑝𝑞) lies in the block.

The cost of this computation is the sum of three terms:
∙ the cost of the above sieve on [1,

√
𝑥 ] is 𝑂(

√
𝑥 log log 𝑥);

∙ the cost of adding the terms of the sum 𝑊1, 𝑂(𝑥/(𝑦 log2 𝑥));
∙ the cost of adding the terms of the sum 𝑊2, 𝑂(𝑥3/4/(𝑦1/4 log2 𝑥)).
Computing 𝑊3 and 𝑊5. For 𝑊3, for each 𝑝 we apply Lemma 2.6 with 𝑧 = 𝑥/𝑝 and 𝑢 = 𝑦. Thus,

for each value of 𝑝, the sum on 𝑞 costs 𝑂(𝜋(
√︀
𝑥/𝑝)), and the total cost of the computation of 𝑊3

is
𝑂

(︂ ∑︁
𝑥/𝑦2<𝑝6𝑥/𝑦

𝜋

(︂√︂
𝑥

𝑝

)︂)︂
.

For 𝑊5, for each 𝑝 we apply lemma 2.6 with 𝑧 = 𝑥/𝑝 and 𝑢 = 𝑥/𝑝2. Thus, for each value of 𝑝, the
sum on 𝑞 costs 𝑂(𝜋(

√︀
𝑥/𝑝)), and the total cost of the computation of 𝑊5 is

𝑂

(︂ ∑︁
√
𝑥/𝑦<𝑝6𝑥1/3

𝜋

(︂√︂
𝑥

𝑝

)︂)︂
.

Thus the costs of computing 𝑊3 and 𝑊5 add to

𝑂

(︂ ∑︁
𝑥/𝑦2<𝑝6𝑥1/3

𝜋

(︂√︂
𝑥

𝑝

)︂)︂
= 𝑂

(︂ ∑︁
𝑥/𝑦2<𝑝6𝑥1/3

(︂ √︀
𝑥/𝑝

log(𝑥/𝑝)

)︂)︂
= 𝑂

(︂
𝑥2/3

log2 𝑥

)︂
.

Computing 𝑊4. We simply sum over (𝑝, 𝑞). There would be no advantage to proceed as for 𝑊3

since most of the values 𝜋𝑓 (𝑥/(𝑝𝑞)) are distinct. The cost is

𝑂

(︂ ∑︁
√
𝑥/𝑦<𝑝6𝑥1/3

𝜋

(︂√︂
𝑥

𝑝

)︂)︂
= 𝑂

(︂
𝑥2/3

log2 𝑥

)︂
.

As in [11; Section 8], we then see that, since 𝑦 = 𝑥1/3 log3 𝑥 log log 𝑥, the total cost of the
computation of 𝜋𝑓 (𝑥) is 𝑂(𝑥2/3/ log2 𝑥).
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8. The algorithm to calculate ℎ(𝑛)

8.1. The function 𝐺(𝑝𝑘, 𝑚). The function 𝐺(𝑝𝑘,𝑚) has been introduced and studied in [5].

Definition 8.1. Let 𝑝𝑘 be the 𝑘th prime, for some 𝑘 > 3 and 𝑚 an integer satisfying 0 6 𝑚 6
𝑝𝑘+1 − 3. We define

𝐺(𝑝𝑘,𝑚) = max
𝑄1𝑄2 · · ·𝑄𝑠
𝑞1𝑞2 · · · 𝑞𝑠

(8.1)

where the maximum is taken over the primes 𝑄1, 𝑄2, . . . , 𝑄𝑠, 𝑞1, 𝑞2, . . . , 𝑞𝑠, 𝑠 > 0, satisfying

3 6 𝑞𝑠 < 𝑞𝑠−1 < · · · < 𝑞1 6 𝑝𝑘 < 𝑝𝑘+1 6 𝑄1 < 𝑄2 < · · · < 𝑄𝑠 (8.2)

and
𝑠∑︁
𝑖=1

(𝑄𝑖 − 𝑞𝑖) 6 𝑚. (8.3)

The additive function ℓ (cf. Section 1.1) can easily be extended to fractions by setting

ℓ

(︂
𝑀

𝑁

)︂
= ℓ(𝑀)− ℓ(𝑁)

when 𝑀 and 𝑁 are coprime or are both squarefree. Therefore, the inequality (8.3) implies

ℓ(𝐺(𝑝𝑘,𝑚)) 6 𝑚. (8.4)

8.1.1. Properties of 𝐺(𝑝𝑘,𝑚). Obviously, 𝐺(𝑝𝑘,𝑚) is non-decreasing on 𝑚 and 𝐺(𝑝𝑘, 2𝑚+1) =
𝐺(𝑝𝑘, 2𝑚). The maximum in (8.1) is unique (from the uniqueness of the standard factorization
into primes). For small 𝑚’s, we have

0 6 𝑚 < 𝑝𝑘+1 − 𝑝𝑘 =⇒ 𝐺(𝑝𝑘,𝑚) = 1. (8.5)

From Proposition 8 of [5], we have
𝑝𝑘+1

(𝑝𝑘+1 −𝑚)⋆
6 𝐺(𝑝𝑘,𝑚) 6

𝑝𝑘+1

𝑝𝑘+1 −𝑚
. (8.6)

Note that if 𝑝𝑘+1 −𝑚 is prime, then (8.6) yields the exact value of 𝐺(𝑝𝑘,𝑚).
8.1.2. Computation of 𝐺(𝑝𝑘,𝑚). In [5; Section 8], two algorithms are given to calculate

𝐺(𝑝𝑘,𝑚).
The first one is a combinatorial algorithm. In its first step, the primes allowed to divide the

denominator of 𝐺(𝑝𝑘,𝑚) are determined. From (8.2) and (8.3), they are all the primes in the range
[(𝑝𝑘+1−𝑚), 𝑝𝑘], say 𝑃1 < 𝑃2 < · · · < 𝑃𝐾 . Similarly, the primes authorized to divide the numerator
are all the primes 𝑃𝐾+1 < 𝑃𝐾+2 < · · · < 𝑃𝑅 in [𝑝𝑘+1, 𝑝𝑘 +𝑚]. By setting 𝒫 ′ = {𝑃1, 𝑃2, . . . , 𝑃𝑅},
from the definition (1.14), we get

𝐺(𝑝𝑘,𝑚) =
1

𝑃1𝑃2 · · ·𝑃𝐾
ℎ𝐾(𝑃1 + 𝑃2 + · · ·+ 𝑃𝐾 +𝑚,𝒫 ′)

and ℎ𝑗(𝑛,𝒫 ′) can be computed by induction on 𝑗 in a way similar to that exposed in Section 1.4.
In [5; Section 8], one can find the details and also some tricks to improve the running time of this
combinatorial algorithm which, however, remains rather slow when 𝑚 is large.

The second algorithm, which is more sophisticated, is based on the following remark: if
𝐺(𝑝𝑘,𝑚) = 𝑄1𝑄2 · · ·𝑄𝑠/(𝑞1𝑞2 · · · 𝑞𝑠) and 𝑚 is large, the least prime factor 𝑞𝑠 of the denominator
is close to 𝑝𝑘+1 −𝑚 while all the other primes 𝑄1, . . . , 𝑄𝑠, 𝑞1, . . . , 𝑞𝑠−1 are close to 𝑝𝑘.

More precisely, the following proposition (which is Proposition 10 of [5]) says that if 𝑝𝑘+1−𝑚+𝛿
is prime for some small 𝛿 and if 𝐺(𝑝𝑘+1, 𝛿) is not too small, then the computation of 𝐺(𝑝𝑘,𝑚) is
reduced to the computation of 𝐺(𝑝𝑘+1,𝑚

′) for few small values of 𝑚′, which can be done by the
above combinatorial algorithm.
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Proposition 8.1. We want to compute 𝐺(𝑝𝑘,𝑚) as defined in (8.1) with 𝑝𝑘 odd and 𝑝𝑘+1−𝑝𝑘 6
𝑚 6 𝑝𝑘+1 − 3. We assume that we know some even non-negative integer 𝛿 satisfying

𝑝𝑘+1 −𝑚+ 𝛿 is prime, (8.7)

𝐺(𝑝𝑘+1, 𝛿) > 1 +
𝛿

𝑝𝑘+1
(8.8)

and
𝛿 <

2𝑚
9

<
2𝑝𝑘+1

9
. (8.9)

If 𝛿 = 0, we know from (8.6) that 𝐺(𝑝𝑘,𝑚) = 𝑝𝑘+1/(𝑝𝑘+1 −𝑚). If 𝛿 > 0, we have

𝐺(𝑝𝑘,𝑚) = max
𝑞 prime

𝑝𝑘+1−𝑚6𝑞6̂︀𝑞
𝑝𝑘+1

𝑞
𝐺(𝑝𝑘+1,𝑚− 𝑝𝑘+1 + 𝑞), (8.10)

where ̂︀𝑞 is defined by

̂︀𝑞 =
𝑝𝑘+1𝑝𝑘+2(𝑝𝑘+1 −𝑚+ 𝛿)
(𝑝𝑘+1 + 𝛿)(𝑝𝑘+1 − 3𝛿/2)

6 𝑝𝑘+2 −𝑚+
3𝛿
2
. (8.11)

How to compute 𝐺(𝑝𝑘,𝑚)? The combinatorial algorithm should be tried if 𝑚 is small, but it is
quadratic in 𝑚 and has no chance to terminate if 𝑚 is larger than, say, 106. We have no guarantee
that the conditions of Proposition 8.1 are satisfied. However in all our numerical applications, we
have found 𝛿 < 1000 in (8.7) (see [5; Section 9.2]), so that, by (8.10) and (8.11), we have

𝑚− 𝑝𝑘+1 + 𝑞 6 𝑚− 𝑝𝑘+1 + ̂︀𝑞 6 𝑝𝑘+2 − 𝑝𝑘+1 +
3𝛿
2

and, in (8.10), 𝐺(𝑝𝑘+1,𝑚− 𝑝𝑘+1 + 𝑞) can be easily calculated by the combinatorial algorithm.
8.2. Description of the algorithm to compute ℎ(𝑛). To compute ℎ(𝑛), the first step is to

determine 𝑝𝑘 and 𝜎𝑘 defined by (1.8). This step is explained in Section 8.2.1 and will furnish also
𝑝𝑘+1 and 𝑛′ = 𝑛− 𝑝𝑘.

8.2.1. Computation of 𝑝𝑘 and 𝜎𝑘. Compute 𝑥 =
√︁

Li−1(𝑛), so that Li(𝑥2) = 𝑛 and 𝑥 ∼
√
𝑛 log 𝑛.
Using Proposition 7.1, we compute 𝜋id(𝑥) in time 𝑂(𝑥2/3/ log2 𝑥) = 𝑂(𝑛1/3/(log 𝑛)−5/3).
To get 𝜎𝑘, we have to add (if 𝜋id(𝑥) < 𝑛) or to subtract (if 𝜋id(𝑥) > 𝑛) to 𝜋id(𝑥) the primes

between 𝑥 and 𝑝𝑘, calculated by sieving. In practice, this step is very short. But we are able to
give a small estimate for it only under Riemann’s hypothesis. By Lemma 2.5, we have

Li(𝑝2
𝑘)−

5
24𝜋

𝑝
3/2
𝑘 log 𝑝𝑘 < 𝜎𝑘 6 𝑛 < 𝜎𝑘+1 < Li(𝑝2

𝑘+1) +
5

24𝜋
𝑝
3/2
𝑘+1 log 𝑝𝑘+1

which implies

𝑛 = Li(𝑝2
𝑘) +𝑂(𝑝3/2

𝑘 log 𝑝𝑘) ∼ Li(𝑝2
𝑘) ∼

𝑝2
𝑘

2 log 𝑝𝑘
.

Therefore, we get log 𝑛 ∼ 2 log 𝑝𝑘, 𝑝𝑘 ∼
√
𝑛 log 𝑛 and

Li(𝑝2
𝑘) = 𝑛+𝑂(𝑛3/4(log 𝑛)7/4). (8.12)

Further, since 𝑥 ∼ 𝑝𝑘 ∼
√
𝑛 log 𝑛, we have

|𝑛− Li(𝑝2
𝑘)| = |Li(𝑥2)− Li(𝑝2

𝑘)| ∼
|𝑥2 − 𝑝2

𝑘|
2 log 𝑥

∼ 2|𝑥− 𝑝𝑘|
√︂

𝑛

log 𝑛
,

so that, from (8.12),
|𝜋(𝑥)− 𝜋(𝑝𝑘)| 6 |𝑥− 𝑝𝑘| = 𝑂(𝑛1/4(log 𝑛)9/4).



Maximal Product of Primes Whose Sum is Bounded 111

8.2.2. Computation of ℎ(𝑛)/𝑁𝑘. By Corollary 6.1, we have ℎ(𝑛) = ℎ𝑘(𝑛). Let us set 𝑛′ = 𝑛−𝜎𝑘.
If 𝑛′ = 𝑝𝑘+1 − 1 or 𝑛′ = 𝑝𝑘+1 − 2, Proposition 5.3 yields ℎ(𝑛) = 𝑁𝑘+1/2. So, we may suppose
𝑛′ 6 𝜎𝑘+1 − 3. From the definition (8.1) of function 𝐺, we have

ℎ(𝑛) = ℎ𝑘(𝑛) = 𝑁𝑘𝐺(𝑝𝑘, 𝑛′) (8.13)

and we compute 𝐺(𝑝𝑘, 𝑛′) as explained in Section 8.1.2. In practice, the computation of 𝐺(𝑝𝑘, 𝑛)
is very fast. However, as explained in Section 8.1.2, we have no estimation of the running time.

Below, are listed some values of ℎ(𝑛)/𝑁𝑘 = 𝐺(𝑝𝑘, 𝑛′) together with 𝑝𝑘, 𝑛′ = 𝑛 − 𝜎𝑘, 𝑒 = 𝑒(𝑛)
the largest integer such that ℎ(𝑛− 𝑒) = ℎ(𝑛) and, if the algorithm of Proposition 8.1 is used, 𝛿 and
𝑄, the number of primes used in the sum (8.10),

𝑛 = 1012, 𝑝𝑘 = 5477081, 𝑛′ = 4935150, 𝑒 = 0, 𝛿 = 18, 𝑄 = 1,

𝐺(𝑝𝑘, 𝑛′) =
29998525822277
2968309525031

=
5477089 · 5477093
5477081 · 541951

;

𝑛 = 1035, 𝑝𝑘 = 2898434150644708999, 𝑛′ = 1886081812111845520, 𝑒 = 16,

𝛿 = 134, 𝑄 = 5, 𝐺(𝑝𝑘, 𝑛′) =
2898434150644709023
1012352338532863519

.

The values of ℎ(10𝑎) for 𝑎 6 35 and of ℎ = 2𝑏 for 𝑏 6 116 can be found on the authors’s web
sites [2], [3], together with the Maple or Sage programs computing ℎ(𝑛)/𝑁𝑘.

9. An open question

Given 𝑛 and 𝑗 < 𝑘(𝑛), how to compute ℎ𝑗(𝑛)? We have not succeeded in solving this problem
when 𝑛 is too large to use the naive algorithm described in Section 1.4. The case 𝑗 = 2 is already
not that simple.

A first step is certainly to calculate 𝑟 = 𝑟(𝑛, 𝑗) defined by (4.1), which can be done by the
method of Section 8.2.1. If we are lucky enough that 𝑞 = 𝑝𝑗+𝑟+1 − 𝑛′ = 𝑝𝑗+𝑟+1 − (𝑛− 𝜎𝑗+𝑟 + 𝜎𝑟)
is prime, then the value ℎ𝑗(𝑛) = 𝑁𝑗+𝑟+1/(𝑞𝑁𝑟) is given by (4.24).

In the general case, by setting 𝑛′ = 𝑛− (𝜎𝑗+𝑟 − 𝜎𝑟), one may think that ℎ′𝑗(𝑛) = (𝑁𝑗+𝑟/𝑁𝑟)×
𝐺(𝑝𝑗+𝑟, 𝑛′) has a good chance to be the value of ℎ𝑗(𝑛). However, there are exceptions.
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[4] E. Landau, “Über die Maximalordnung der Permutationen gegebenen Grades”, Arch. der Math. und
Phys. (3), 5 (1903), 92–103; Handbuch der Lehre von der Verteilung der Primzahlen, Band 1, Chelsea
Publ., New York, 1953, 222–229.
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Nombres Bordeaux, 20:3 (2008), 625–671.
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1. Introduction

In this paper we prove a generalization of a theorem of Schneider which can be seen as the
counterpart in the theory of transcendental numbers to work of Chern [1] in value distribution
theory.

In the past transcendence theory has been largely related to the study of values of analytic
functions with additional properties. The first remarkable instance was Hermite’s work on 𝑒 followed
by Lindemann’s spectacular proof of the transcendence of 𝜋 as a corollary of his celebrated theorem
on the transcendence of 𝑒𝛼 for algebraic 𝛼 ̸= 0. A further example is the solution of Hilbert’s
seventh problem by Gelfond [2] and independently by Schneider [3]. All these results are theorems
about holomorphic functions of exponential type which satisfy linear differential equations. In 1936
Schneider [4] extended the results to elliptic functions which again satisfy a system of first order
differential equations. In contrast to exponential functions they are only meromorphic and have
order of growth 2. Then Schneider [5] realized in 1948 that the methods which were developed by
himself and by Gelfond can be used to prove a very general and very conceptual transcendence
criterion which included all the results described so far. Schneider pointed out in [5; § 3, b)] that
Gelfond’s proof of the Hilbert problem is not covered by his theorem and he puts this as an
open question. In his book Lang [6] streamlined the formulation of the theorem by simplifying the
hypotheses and got a very elegant criterion, now known as the Schneider–Lang Criterion. This has
the effect that the theorem becomes less general but has the advantage that its proof becomes
slightly simpler and that the criterion is much easier to apply. In particular Lang assumes that
the functions satisfy differential equations which is not needed in Schneider’s theorem. However
it still covers the main applications and even includes Gelfond’s proof. It is clear that requiring
differential equations is restrictive and schrinks the general applicability of the theorem.

Schneider–Lang Criterion. Let 𝐾 ⊂ C be a number field and let 𝑓1, . . . , 𝑓𝑁 be meromorphic
functions of order 6 𝜌. Assume that the field 𝐾(𝑓) = 𝐾(𝑓1, . . . , 𝑓𝑁 ) has transcendence degree > 2
over 𝐾 and that the derivative ∇ = 𝑑/𝑑𝑡 maps the ring 𝐾[𝑓 ] = 𝐾[𝑓1, . . . , 𝑓𝑁 ] into itself. If 𝒮 is a
set of points in C such that

𝑓𝑖(𝑤) ∈ 𝐾

for all 𝑤 ∈ 𝒮 then |𝒮| 6 20𝜌[𝐾 : Q].

The elegance of the criterion was the starting point for further spectacular progress. In the
same book [6] Lang got a version of the theorem for functions on C𝑛. However he did not make
real use of the much more complicated complex analysis in the case of several variables. Schneider
had already pointed out among others in his paper this possibility. Later, in a wonderful paper
[7], Bombieri, using very deep techniques in complex analysis of several variables, got the genuine
several variables version of Schneider’s theorem á la Schneider–Lang.

The first author was supported by scholarship of the Zurich Graduate School in Mathematics.
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Bombieri’s Theorem. Let 𝐾 ⊂ C be a number field and let 𝑓 = (𝑓1, . . . , 𝑓𝑛) be meromorphic
functions in C𝑑 of finite order. Assume that

(1) tr deg𝐾(𝑓) > 𝑑+ 1;
(2) the partial derivatives 𝜕/𝜕𝑧𝛼 , 𝛼 = 1, . . . , 𝑑, map the ring 𝐾[𝑓 ] into itself.

Then the set 𝒮 of points 𝜉 ∈ C𝑛 where 𝑓(𝜉) takes values in 𝐾𝑁 is contained in an algebraic
hypersurface.

It is remarkable that the proofs of the two theorems above are closely related to value distribution
theory in the case of functions on C and C𝑛 respectively.

One main topic in Nevanlinna theory is to understand the relation between the growth of
pole divisors and the growth of functions. In the case of rational functions the situation is very
simple because the divisors are all finite and then the theory dates back to Gauss and his work
on the fundamental theorem of algebra. In the case of meromorphic functions on C the value
distribution theory is highlighted by two Main Theorems which can be found in the monograph [8]
by Nevanlinna.

The beauty of Nevanlinna’s theory seduced many mathematicians to try to understand the
distribution property of functions in different and more general situations. First it was extended to
functions on C𝑛 by Stoll in [9] and by Chern [10]. Chern’s insight into the role played by infinity
in Nevanlinna theory lead to an extension of the theory to affine curves which was published in [1].
The general case of affine varieties has been accomplished by Ph. Griffiths and King in [11] and [12].
They introduced exhaustion functions to define growth and made use of differential geometric and
complex algebrao-geometric methods.

The work of Schneider, Lang and Bombieri in transcendence theory is related to the cases C and
C𝑛 which were studied by Nevanlinna and Stoll whereas our work now deals with affine curves.

Let 𝑍 be a smooth projective curve of genus 𝑔 over C and 𝒫 a non-empty set of 𝑙 points in 𝑍.
Then 𝐶 := 𝑍−𝒫 is an affine algebraic curve. We let 𝑋 be a non-singular algebraic variety defined
over a number field 𝐾 with tangent sheaf 𝒯𝑋 . Further we assume that 𝜓 : 𝐶 → 𝑋C is an integral
curve of a vector field ∆ ∈ Γ(𝑋, 𝒯𝑋 ⊗ℳ𝑋) which by definition acts on the sheaf of meromorphic
sections ℳ𝑋 as derivations. Then for every 𝑐 ∈ 𝐶 there is an analytic local section ∇ at 𝑐 of the
tangent sheaf 𝒯𝐶 which does not vanish at 𝑐 and such that locally we have 𝜓*(∇) = ∆C. The
section ∇ acts on analytic functions on 𝐶 as derivation 𝑓 ↦→ ∇(𝑓) := (𝑑𝑓,∇) given by evaluating
the differential 𝑑𝑓 of a function 𝑓 in ∇. The local sections ∇ for varying 𝑐 ∈ 𝐶 glue together and
give a nowhere vanishing holomorphic global section ∇ ∈ Γ(𝐶, 𝒯𝐶).

Our results depend on the order of the integral curve 𝜓. There are several essentially equivalent
approaches to a concept of order in our situation. In Section 5 we shall discuss the different ways
to define an order 𝜌(𝜓) of 𝜓 and we shall show that they lead to the same value which coincides
with the order in the Schneider–Lang criterion when 𝐶 = A1(C) and 𝑋 = A𝑛.

Theorem 1.1. If the dimension of the Zariski closure 𝜓(𝐶) of 𝜓(𝐶) is at least 2 then

|𝜓−1(𝑋(𝐾))| 6 𝑔 + 1 + 2[𝐾 : Q] 𝑙max(𝜌, 2𝑔).

In Theorem 1.1 we start from objects on 𝑋. If instead we start with objects on 𝐶 we get the
following theorem which then takes more the form of the Schneider–Lang criterion.

Theorem 1.2. Let 𝐾 ⊂ C be a number field and let 𝑓1, . . . , 𝑓𝑁 be holomorphic functions on 𝐶
with order 6 𝜌. We assume that the field 𝐾(𝑓1, . . . , 𝑓𝑁 ) has transcendence degree > 2 over 𝐾 and
that ∇ is an analytic section of 𝒯𝐶 which acts as a derivation on 𝐾[𝑓1, . . . , 𝑓𝑁 ] by 𝑓 ↦→ (∇, 𝑑𝑓).
If 𝒮 is a subset of 𝐶 such that 𝑓𝑖(𝑤) ∈ 𝐾 for all 𝑤 ∈ 𝒮 and all 𝑖 then

|𝒮| 6 𝑔 + 1 + 2[𝐾 : Q] 𝜌𝑙. (1)

We give two proofs of the theorem in the last Section. One is based on a Jensen’s Formula which
will be discussed in Section 4 and a second uses the maximum principle.
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Before we state our next theorem we discuss how Theorem 1.1 and Theorem 1.2 are rela-
ted. Let 𝑓1, . . . , 𝑓𝑁 be functions on 𝐶 as in Theorem 1.2 and let 𝐹 : 𝐶 → C𝑁 be the map
𝐹 (𝑧) = (𝑓1(𝑧), . . . , 𝑓𝑁 (𝑧)). The derivation ∇ of 𝐾[𝑓1, . . . , 𝑓𝑁 ] can be lifted to give a regular
algebraic vector field ∆ on A𝑁

𝐾 which can be obtained explicitly. For its construction we express
𝐾[𝑓1, . . . , 𝑓𝑁 ] as 𝐾[𝑇1, . . . , 𝑇𝑁 ]/𝐼 for an ideal 𝐼. If ∇(𝑓𝑖) = 𝑔𝑖(𝑓1, 𝑓2, . . . , 𝑓𝑁 ) then we take
∆ =

∑︀
𝑖 𝑔𝑖(𝑇1, . . . , 𝑇𝑁 ) 𝜕/𝜕𝑇𝑖. Clearly the choice of ∆ is not unique since taking ∆ + ℎ 𝜕/𝜕𝑇𝑖 for

any ℎ ∈ 𝐼 is another possibility to select. It is clear however that their restrictions to 𝐾[𝑓1, . . . , 𝑓𝑁 ]
coincide.

For 𝑎 ∈ 𝐶 we denote by ∇𝑎 the germ of ∇ at 𝑎. We have 𝑑𝐹 (∇𝑎)(𝑇𝑖) = ∇𝑎(𝐹 *(𝑇𝑖)) by the
definition of 𝑑𝐹 , we have ∇𝑎(𝐹 *(𝑇𝑖)) = 𝑔𝑖(𝐹 (𝑎)) by hypothesis and we have 𝑔𝑖(𝐹 (𝑎)) = ∆𝐹 (𝑎)(𝑇𝑖)
by construction. Since the differentials 𝑑𝑇𝑖 give a basis for Ω1

C𝑁 at every point in C𝑁 we deduce
that 𝑑𝐹 (∇𝑎) = ∆𝐹 (𝑎) and we conclude that 𝐹 : 𝐶 → C𝑁 is an integral curve of ∆C provided that
∇ does not have any zero on 𝐶. This shows that Theorem 1.2 is a special case of Theorem 1.1
when 𝑋 = A𝑁𝐾 . However using a result of Griffiths the proof of Theorem 1.1 can be reduced to
a situation as given in Theorem 1.2. This will be explained in Section 6.

After we had finished a first version of this article we learned that there is a paper by
Wakabayashi [13] on the same topic. His result is similar to our Theorem 1.2 with the difference
that it applies for meromorphic functions and gives a different estimate for the cardinality of 𝒮. It is
difficult to compare the estimate given there with ours because his order is defined in a different
way. The order we use is defined in an intrinsic way. The proofs rely on Jensen’s equality which
needs exhaustion functions. Wakabayashi builds on Green’s functions. In our approach we use
Riemann–Roch to construct a finite map 𝐶 → C and then pull back the distance function of C to
obtain the so called Griffiths–King’s exhaustion function on 𝐶.

We are now going to state our Main Theorem and consider as before a holomorphic mapping
𝑓 : 𝐶 → 𝑋C where 𝑋 is a projective variety defined over 𝐾. Let ∇ be a vector field in Γ(𝐶, 𝒯𝐶)
without zero and assume that ∇ acts as a derivation on the field 𝑓*(𝐾(𝑋)). Then ∇ can again be
lifted to a rational vector field ∆ on 𝑋, i.e. ∇ ∈ Γ(𝐶, 𝒯𝐶)∩ Γ(𝐶, 𝑓−1(𝒯𝑋 ⊗ℳ𝑋)). We call a point
𝑥 ∈ 𝑋 a regular point of ∆ if and only if ∆(𝒪𝑋,𝑥) ⊆ 𝒪𝑋,𝑥. Otherwise we call 𝑥 a pole of ∆. The
set of regular points of ∆ is an open subvariety 𝒰 of 𝑋. As usual we let 𝑓(𝐶) be the Zariski closure
of 𝑓(𝐶).

Theorem 1.3 (Main). If dim 𝑓(𝐶) > 2 then

|𝑓−1(𝒰(𝐾))| 6 𝑔 + 1 + 2[𝐾 : Q] 𝑙max(𝜌, 2𝑔).

A significant hypothesis in our theorems is the existence of differential equations. There are two
aspects which should be mentioned in this context. The first concerns the growth. It seems to be
possible that in some cases the condition on the growth of 𝑓 can be replaced by more accessible
data related to the differential equations which determine the growth behavior of the solutions to
some extend. We intend to come back to this question in the future.

The second concerns Schneider’s original work where he taught us that differential equations are
not necessary. They can also be removed from our work in the spirit of Schneider without making
our work obsolete since results which can be expected without assuming differential equations are
of different nature. We shall also come back to this point in the last section.

Our main Theorem 1.3 goes much beyond Theorem 1.1 and Theorem 1.2 and much beyond
Wakabayashi’s result since it deals with maps instead of functions and in addition – and this
is a novelty – we allow singularities of the differential operator. To deal with singularities we
use techniques from algebraic geometry and commutative algebra and use a blow up argument to
reduce the singular case to a regular. In Section 7 we give several examples to illustrate how singular
differential operators appear in nature. In particular we deduce an old theorem of Schneider on the
transcendence of periods of elliptic functions. A similar example could also be given for abelian
functions.
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Theorem 1.3 and Theorem 1.1 are more of geometric nature and can be seen as a finiteness
Theorem on rational points on a certain class of analytic curves. Such an aspect is missing
completely in the work of Wakabayashi.

Finally we should explain why we for the moment kept off from the higher dimensional question
á la Bombieri. The main reason is that we intended first to investigate carefully all the possibilities
which one has in a very new and unexplored area. For this we chose the most simple but still
generic new situation. The next step would then be to extend the work to mappings from an affine
variety into a projective variety along the lines given by Bombieri. The main work here consists of
extending the 𝐿2-analysis on C𝑛 developed by Hörmander in [14] and used by Bombieri in his work
to affine varieties. There are no fundamental obstructions to be expected, in particular since much
work has been done in this direction so far by quite a number of authors, especially by H. Skoda
and J.-P. Demailly.

Since Schneider’s original theorem has stayed relatively unattended we decided to state and
discuss the theorem in a version more in the style of today. We do this at the end of the paper in
an appendix and we shall also discuss possible extensions.

2. Standard Estimates

Let 𝐾 be an algebraic number field of degree 𝑑 over the rationals Q and with discriminant
disc(K). For a place 𝑣 of 𝐾 we denote by | · |𝑣 the normalized absolute value such that |𝑝|𝑣 =
𝑝−[𝐾𝑣:Q𝑝] when 𝑣 | 𝑝 where 𝐾𝑣 is the completion of 𝐾 at 𝑣. For an archimedean place 𝑣 | ∞
corresponding to the embedding 𝜏 of 𝐾 into C we define |𝑥|𝑣 = |𝜏(𝑥)|[𝐾𝑣 :R] where |𝜏(𝑥)| is the
Euclidean absolute value and where 𝐾𝑣 is defined as in the non-archimedean case. Let A𝑛 be the
affine space of dimension 𝑛. As in [15] we introduce for 𝑥 = (𝑥1 . . . , 𝑥𝑛) ∈ A𝑛(𝐾) the absolute
values1

|𝑥|𝑣 =

⎧⎪⎨⎪⎩
max𝑖(|𝑥𝑖|𝑣), 𝑣 non-archimedean,
(
∑︀
𝑖 𝜏(𝑥𝑖)

2)1/2, 𝑣 real,∑︀
𝑖 𝜏(𝑥𝑖)𝜏(𝑥𝑖), 𝑣 complex,

and define the logarithmic (Weil) height ℎ𝐿2(𝑥) of 𝑥 ∈ A𝑛(𝐾) as

ℎ𝐿2(𝑥) =
∑︁
𝑣

log |𝑥|𝑣.

On writing log+(𝑥) for max(0, log(|𝑥|)) we introduce

ℎ+
𝐿2(𝑥) =

∑︁
𝑣

log+ |𝑥|𝑣.

The two sums are taken over all places of 𝐾. The definition of the height depends on the field 𝐾
for which 𝑥 ∈ A𝑛(𝐾).

If we take instead of the 𝐿2-norm the maximum norm |𝑥|𝑣 = max(|𝑥𝑖|𝑣) we get a different height
ℎmax(𝑥). Both are related by

ℎmax 6 ℎ𝐿2 6 ℎmax +
𝑑

2
log(𝑛+ 1) (2)

1The absolute values are norms as soon as 𝑣 is either a non-archimedean or a real place. Norms are subadditive.
At the remaining places only the square root of the absolute value is a norm. However on taking log+ all absolute
values lead to subadditive functions. The modified definition comes from the fact that there are 𝑟 real and 2𝑠 complex
embeddings but only 𝑟 real and 𝑠 complex places. This is compensated by introducing the weight 2 = [C : R] at the
non-real archimedean places and is built in in the definition of our absolute values so that the sum of the weights is
𝑟 + 2𝑠. This gives the very useful subadditivity ℎ𝐿2 (𝑥 + 𝑦) 6 ℎ𝐿2 (𝑥) + ℎ𝐿2 (𝑦) and the same for ℎmax.



Meromorphic Maps on Riemann Surfaces and Transcendence 117

when evaluated on A𝑛. The inequalities also hold for ℎ𝐿2 and ℎmax repaced by ℎ+
𝐿2 and ℎ+

max. In
the case 𝑛 = 1 we also introduce

ℎ(𝑥) =
∑︁
𝑣

log+ |𝑥|𝑣.

The norm satisfies the product formula ∏︁
𝑣

|𝑥|𝑣 = 1

for any 𝑥 ̸= 0 in 𝐾.
The Weil height can be extended to polynomials in 𝑛 variables 𝑇1, . . . , 𝑇𝑛 with coefficients

in 𝐾. Let 𝑃 =
∑︀
𝑖 𝑝𝑖𝑇

𝑖 be such a polynomial with 𝑖 : {1, . . . , 𝑛} → N a multi-index and 𝑇 𝑖 =
𝑇
𝑖(1)
1 · · ·𝑇 𝑖(𝑛)

𝑛 . It corresponds to a point 𝑝 = ( . . . , 𝑝𝑖, . . . ) in an affine space A𝑁 (𝐾) and we define
|𝑃 |𝑣 as |𝑝|𝑣 and the height of 𝑃 as

ℎ(𝑃 ) =
∑︁
𝑣

log |𝑃 |𝑣

where ℎ is ℎ𝐿2 or ℎmax depending on the choice of norms. We shall also use

ℎ+(𝑃 ) =
∑︁
𝑣

log+ |𝑃 |𝑣.

The next Lemma is a modification of the classical Liouville estimate which gives a natural impro-
vement in a special case.

Lemma 2.1 (Modified Liouville Estimate). Let 𝐿 = 𝑙1𝑇1 + · · · + 𝑙𝑁𝑇𝑁 be a linear form with
coefficients in Z, 𝑤 is an archimedean place of 𝐾 and 𝜉 ∈ 𝐾𝑁 . If 𝐿(𝜉) ̸= 0 then

log |𝐿(𝜉)|𝑤 > −(ℎ+
𝐿2(𝜉) + ℎ𝐿2(𝐿)) + log |𝐿| (3)

with |𝐿| the 𝐿2-norm of 𝐿.

Proof. This is an easy application of the product formula and one has only to observe that by the
Schwarz inequality we have log |𝐿(𝜉)|𝑣 6 log |𝐿|𝑣 + log |𝜉|𝑣 for an archimedean 𝑣 and log |𝐿(𝜉)|𝑣 6
log |𝜉|𝑣 in the non-archimedean case.

In the proofs we shall consider a system of linear equations

𝐿𝑖(𝑇1, . . . , 𝑇𝑁 ) =
𝑁∑︁
𝑗=1

𝑙𝑖,𝑗 𝑇𝑗 = 0 (4)

with coefficients in 𝐾 and with 1 6 𝑖 6 𝑀 .

Lemma 2.2 (Siegel’s Lemma). If 𝑁 > 𝑀 then (4) has a non-trivial solution 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑁 ) ∈
𝒪𝑁𝐾 such that

ℎ+
max(𝑥) 6

1
2

log |disc(𝐾)|+ 𝑀

𝑁 −𝑀
max
𝑖

(ℎ𝐿2(𝐿𝑖)).

Proof. This is Corollary 11 of [15].

Let ∆: 𝐾[𝑇1, . . . , 𝑇𝑁 ]→ 𝐾[𝑇1, . . . , 𝑇𝑁 ] be a differential operator of order 1. We may write

∆ = 𝑔1
𝜕

𝜕𝑇1
+ 𝑔2

𝜕

𝜕𝑇2
+ · · ·+ 𝑔𝑁

𝜕

𝜕𝑇𝑁
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with 𝑔1, 𝑔2, . . . , 𝑔𝑁 in 𝐾[𝑇1, . . . , 𝑇𝑁 ]. It maps the vector space 𝐾[𝑇1, . . . , 𝑇𝑁 ]𝐷 of polynomials of
degree 6 𝐷 into 𝐾[𝑇1, . . . , 𝑇𝑁 ]𝐷+𝜔 for 𝜔 = max𝑖(deg 𝑔𝑖)− 1 and we get for any set of integers 𝑚𝑗

with 0 6 𝑚𝑗 6 𝑚 in terms of the 𝐿2-norm the bounds

log+ |∆𝑇𝑚1
1 · · ·𝑇𝑚𝑁

𝑁 |𝑣 6

⎧⎪⎨⎪⎩
∑︀
𝑗 log+ |𝑔𝑗 |𝑣 + log+ |𝑚|𝑣 + log(𝑁), 𝑣 real,∑︀
𝑗 log+ |𝑔𝑗 |𝑣 + log+ |𝑚|𝑣 + log(𝑁), 𝑣 complex,

max𝑗(log+ |𝑔𝑗 |𝑣), 𝑣 archimedean.

Together with induction this leads to the following.

Lemma 2.3. Let 𝑃 be a polynomial of degree 6 𝑟 in 𝐾[𝑇1, . . . , 𝑇𝑁 ] and 𝑥 ∈ 𝐾𝑁 . Then there
exist positive real constants 𝐶𝑣 depending only on ∆, 𝑁 and 𝑥 such that 𝐶 =

∑︀
𝑣 𝐶𝑣 is finite and

log+ |∆𝑘𝑃 (𝑥)|𝑣 6

⎧⎪⎨⎪⎩
log+ |𝑃 |𝑣 + 𝑘 log(𝑟 + 𝑘𝜔) + 𝐶𝑣(𝑟 + 𝑘𝜔), 𝑣 real,
log+ |𝑃 |𝑣 + 2𝑘 log(𝑟 + 𝑘𝜔) + 𝐶𝑣(𝑟 + 𝑘𝜔), 𝑣 complex,
log+ |𝑃 |𝑣 + 𝐶𝑣 (𝑟 + 𝑘𝜔), 𝑣 -∞.

(5)

Remark. The constant 𝐶 can be easily seen to be of the form 𝐶 ′ℎ+(𝑥) with 𝐶 ′ independent
on 𝑥.

3. Rational Functions on Curves

Let 𝑍 be as in the introduction a smooth projective curve of genus 𝑔, 𝒫 a non-empty finite set
of 𝑙 points in 𝑍, 𝒮 a finite set of points in 𝐶 = 𝑍 ∖ 𝒫 and ∇ ∈ Γ(𝐶, 𝒯𝐶). We shall construct in
this section rational functions with prescribed zero and polar divisors using the classical theory of
linear systems and the Riemann–Roch Formula. For a divisor 𝐷 we write 𝒪(𝐷) for the invertible
sheaf associated with 𝐷 which is ℒ(𝐷) in Hartshorne’s notation. The first lemma is classical but
for convenience we give the short proof.

Lemma 3.1. Let 𝑍 be a compact Riemann surface of genus 𝑔 and let 𝐷 be a divisor on 𝑍 with
deg𝐷 > 2𝑔 . Then the complete linear system |𝐷| of 𝒪(𝐷) has no base point.

Proof. For 𝑝 ∈ 𝑍 the exact sequence

0→ 𝒪(𝐷 − (𝑝))→ 𝒪(𝐷)
𝑟𝑝−→ 𝐿𝑝 → 0

induces an exact sequence

𝐻0(𝑍,𝒪(𝐷))→ 𝐻0(𝑍,𝐿𝑝)→ 𝐻1(𝑍,𝒪(𝐷 − (𝑝)))

in cohomology. Since the canonical bundle 𝐾𝑍 on 𝑍 has degree 2𝑔− 2 and since deg𝒪(𝐷 − (𝑝)) =
deg𝐷 − 1 > 2𝑔 − 1 we have deg(𝐾𝑍 ⊗ (𝒪(𝑝)−𝐷)) < 0 and Serre duality gives

𝐻1(𝑍,𝒪(𝐷 − (𝑝)) = 𝐻0(𝑍,𝐾𝑍 ⊗𝒪((𝑝)−𝐷)) = 0.

We deduce that the connecting homomorphism 𝐻0(𝑍,𝒪(𝐷)) → 𝐻0(𝑍,𝐿𝑝) is surjective and this
means that 𝑝 is not a base point and the conclusion of the lemma follows.

Lemma 3.2. We assume that |𝒮| > 𝑚1|𝒫|+2𝑔 for some 𝑚1 > 1. Then there exists a holomorphic
map 𝑓 : 𝑍 → P1 such that (𝑓)0 =

∑︀
𝑤∈𝒮(𝑤) and (𝑓)∞ >

∑︀
𝑝∈𝒫 𝑚1 (𝑝).

Proof. We apply the Riemann–Roch Formula to the divisor

𝐷 =
∑︁
𝑤∈𝒮

(𝑤)−
∑︁
𝑝∈𝒫

𝑚1(𝑝)
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which has deg𝐷 = |𝒮| − 𝑚1𝑙 > 2𝑔 and get 𝑙(𝐷) = 𝑖(𝐷) + deg𝐷 + 1 − 𝑔 > 𝑔 + 1. The linear
system |𝐷| is a projective space of dimension 𝑔. By Lemma 3.1 we know that |𝐷| has no base
points. Therefore for 𝑤 ∈ 𝒮 the space 𝐷𝑤 = {𝐷′ ∈ |𝐷| : 𝑤 ∈ 𝐷′} is a hyperplane in |𝐷| and
|𝐷| −

⋃︀
𝑤∈𝒮 𝐷𝑤 is nonempty. Each 𝐷′ ∈ |𝐷| ∖

⋃︀
𝑤∈𝒮 𝐷𝑤 is effective and has the property that

𝐷 ∼ 𝐷′. Therefore
∑︀
𝑤∈𝒮(𝑤) ∼ 𝑚1𝒫 +𝐷′. By our selection of 𝐷′ we have 𝑤 /∈ 𝐷′ for 𝑤 ∈ 𝒮 and

this implies that no (𝑤) with 𝑤 ∈ 𝒮 can be canceled by 𝐷′. The difference is linearly equivalent to
zero and this means that there is a holomorphic map 𝑓 : 𝑍 → P1 such that (𝑓)0 =

∑︀
𝑤∈𝒮(𝑤) and

(𝑓)∞ =
∑︀
𝑝∈𝒫 𝑚1(𝑝) +𝐷′ >

∑︀
𝑝∈𝒫 𝑚1(𝑝) as stated.

For each 𝑝 ∈ 𝒫 we choose a local coordinate 𝑧𝑝 in a neighborhood of 𝑝. We assume that
|𝒮| > |𝒫| + 2𝑔 and then there exist integers 𝑚1 > 1 and 2𝑔 6 𝑡 6 𝑙 + 2𝑔 − 1 such that |𝒮| =
𝑚1|𝒫|+ 𝑡.

Lemma 3.3. There exist constants 𝐶1, 𝐶2 > 0 such that for all integers 𝑁 > 1 there is a
holomorphic mapping 𝜑𝑁 : 𝑍 → P1 such that

(i) (𝜑𝑁 )0 =
∑︀
𝑤∈𝒮 𝑁 (𝑤);

(ii) |𝜑𝑁 (𝑧𝑝)| > |𝐶1/𝑧𝑝|𝑚1𝑁 for all 𝑝 ∈ 𝒫 and all 𝑧𝑝 sufficiently small;
(iii) |∇𝑁𝜑𝑁 (𝑤)| 6 𝑁 !𝐶𝑁2 for all 𝑤 ∈ 𝒮 .

Proof. By Lemma 3.2 there exists a function 𝑔 such that,

(𝑔)0 =
∑︁
𝑤∈𝒮

(𝑤), (𝑔)∞ >
∑︁
𝑝∈𝒫

𝑚1(𝑝).

Now we put 𝜑𝑁 = 𝑔𝑁 and (i) follows.
Since 𝑔 has a pole of order at least 𝑚1 at each 𝑝 in 𝒫 there exists a constant 𝐶1 > 0 such that

|𝑔(𝑧𝑝)| > |𝐶1/𝑧𝑝|𝑚1 for 𝑧𝑝 sufficiently small and 𝑝 ∈ 𝒫. Therefore the function 𝜑𝑁 can be estimated
from below by |𝜑𝑁 (𝑧𝑝)| > |𝐶1/𝑧𝑝|𝑚1𝑁 for 𝑧𝑝 sufficiently small and 𝑝 ∈ 𝒫 which gives (ii).

Since ∇ is non-zero at 𝑤 by hypothesis we find a local parameter 𝑡 at 𝑤 ∈ 𝒮 satisfying 𝑡(𝑤) = 0
such that in a neighborhood of 𝑤 the derivation ∇ takes the form 𝜕/𝜕𝑡. Then 𝑔(𝑡) can be written
as 𝑡𝜖(𝑡) near 𝑤 for some unit 𝜖(𝑡) and 𝜑𝑁 (𝑡) as 𝑡𝑁 𝜖(𝑡)𝑁 . Therefore ∇𝑁𝜑𝑁 (𝑤) = 𝑁 ! 𝜖(0)𝑁 and if
we define 𝐶2 as the maximum of |𝜖(0)| taken over all 𝑤 ∈ 𝒮 we get (iii).

Remark. The existence of 𝜑𝑁 in Lemma 3.3 is essential for the first proof of Theorem 1.2.
In classical transcendence proofs there already exist functions which are analogous to our 𝜑𝑁 . We
mention the polynomial

∏︀
𝑤∈𝒮(𝑡−𝑤)𝑁 in [6] or the Blaschke products

∏︀
𝑤∈𝒮(𝑟(𝑤 − 𝑡)/(𝑟2 − 𝑤𝑡))𝑁

in [16] which play the role of our 𝜑𝑁 there. All such 𝜑𝑁 have the property that they take 0 up to
order 𝑁 at fixed finitely many points and take large values near the boundary.

In the second proof of Theorem 1.2 we need a special exhaustion function for the affine curve
𝐶 = 𝑍 ∖ 𝒫. This is provided in the next lemma.

Lemma 3.4. For all 𝑎 ∈ 𝐶 and for all integers 𝑞 > 0 there exists a rational map 𝜋 : 𝑍 → P1

such that
(i) (𝜋)0 = 𝑡 (𝑎), 𝑞𝑙 6 𝑡 6 𝑞𝑙 + 𝑔 ;
(ii) (𝜋)∞ >

∑︀
𝑝∈𝒫 𝑞 (𝑝).

The projection 𝜋 only depends on 𝑎 and 𝑞 .

Proof. The divisor 𝐷 = (𝑞𝑙 + 𝑔)(𝑎)−
∑︀
𝑝∈𝒫 𝑞 (𝑝) has degree 𝑔 and the Riemann–Roch Formula

gives 𝑙(𝐷) = 𝑖(𝐷) + deg𝐷 + 1− 𝑔 > 1 which implies the desired conclusion.

4. Jensen’s Formula

In this section we shall discuss Jensen’s Formula which was a starting point for Nevanlinna
theory. Although this formula can be stated in very simple and elementary terms it is conceptually
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better and advantageously to express the formula in terms of the standard functions in Nevanlinna
theory. We begin with recalling the definition of the Nevanlinna characteristic function and of the
order of a meromorphic function 𝑓 on C and we shall state the First Main Theorem (FMT) in
classical Nevanlinna theory which shows how the various functions are related.

For real 𝛼 we recall log+ 𝛼 to be the maximum of the numbers log𝛼 and 0, and we let 𝑛(𝑟,∞)
be the number of poles of 𝑓 in the closed disk |𝑧| 6 𝑟. Then the standard functions in Nevanlinna
theory are

𝑀(𝑟, 𝑓) = max
|𝑧|=𝑟

|𝑓(𝑧)|,

𝑁(𝑟, 𝑓) = 𝑁(𝑟,∞) =
∫︁ 𝑟

0

𝑛(𝑡,∞)− 𝑛(0,∞)
𝑡

𝑑𝑡+ 𝑛(0,∞) log 𝑟,

𝑚(𝑟, 𝑓) = 𝑚(𝑟,∞) =
1
2𝜋

∫︁ 2𝜋

0

log+ |𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜙)| 𝑑𝜙,

𝑁(𝑟, 𝑎) = 𝑁

(︂
𝑟,

1
𝑓 − 𝑎

)︂
,

𝑚(𝑟, 𝑎) = 𝑚

(︂
𝑟,

1
𝑓 − 𝑎

)︂
,

𝑇 (𝑟, 𝑓) = 𝑚(𝑟,∞) +𝑁(𝑟,∞).

We call 𝑀(𝑟, 𝑓) the maximum modulus function and 𝑇 (𝑟, 𝑓) the Nevanlinna characteristic function
of 𝑓 and we write simply 𝑀(𝑟), 𝑚(𝑟), 𝑁(𝑟), 𝑇 (𝑟) when no confusion can arise.

First Main Theorem [8; p. 166]. For any meromorphic function 𝑓 we have

𝑁(𝑟, 𝑎) +𝑚(𝑟, 𝑎) = 𝑇 (𝑟, 𝑓) +𝑂(1).

It is not difficult to see that the First Main Theorem is equivalent to Jensen’s Formula which
we shall present only for holomorphic functions since we need it only in this case. Such an entire
function can be expressed as 𝑓(𝑧) = 𝑧𝜆𝜖(𝑧) for some unit 𝜖(𝑧).

Jensen’s Formula [8; p. 164]. We have

log |𝜖(0)|+𝑁(𝑟, 0) =
1
2𝜋

∫︁ 2𝜋

0

log |𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜃)| 𝑑𝜃.

Jensen’s Formula is closely related to the Schwarz Lemma as it is used in transcendence theory.
There usually a holomorphic function is constructed with growth and vanishing conditions. The
growth conditions are used to give an upper bound for the integral in the formula. The vanishing
conditions lead to a lower bound for 𝑁(𝑟, 0). Arithmetical data enter through the term log |𝜖(0)| on
the left and one derives a lower bound of log |𝜖(0)| using Liouville estimates. In this way a proof of
Schneider’s theorem can be obtained, although there is not too much difference with the standard
proof. We shall give one proof of Theorem 1.2 along these lines. This needs a Jensen’s Formula in
the more general situation of an affine algebraic curve which we shall derive now.

Let 𝑓 be a meromorphic function on a smooth affine algebraic curve 𝐶 as in Section 3. We
recall briefly from [12] some aspects of Nevanlinna theory of affine varieties in the case of curves,
especially the use of a special exhaustion function. Since 𝑍 is a smooth curve we can choose by
Riemann–Roch a projection 𝜋 : 𝑍 → P1 such that 𝜋−1(∞) =

∑︀
𝑝∈𝒫 𝑚𝑝 (𝑝) with 𝑚𝑝 > 1. The

projection 𝜋 gives a special exhaustion function 𝜏(𝑧) = log |𝜋(𝑧)| on 𝐶 in the sense of Griffiths and
King and for real 𝑟 > 0 we put 𝐶[𝑟] = {𝑧 ∈ 𝐶 : 𝑒𝜏(𝑧) = |𝜋(𝑧)| 6 𝑟}. We consider now the curve 𝐶
as a Riemann surface and for real 𝑟 > 0 we define Div𝐶[𝑟] to be the free abelian group generated
by 𝐶[𝑟]. Its elements can be expressed as finite suns

∑︀
𝑧∈𝐶[𝑟] 𝑛𝑧(𝑧) with integer coefficients 𝑛𝑧 and
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with a symbol (𝑧) for each 𝑧 ∈ 𝐶[𝑟]. For 𝑠 6 𝑟 there is a natural injective group homomorphism
𝜄𝑠,𝑟 : Div𝐶[𝑠]→ Div𝐶[𝑟].

The family {Div𝐶[𝑟], 𝜄𝑠,𝑟} is a direct system and Div𝐶 = lim−→Div𝐶[𝑟] is defined to be the group
of analytic divisors on 𝐶. Its elements can be written as

𝐷 =
∑︁
𝑧∈𝐶

𝐷(𝑧)(𝑧)

with 𝐷(𝑧) ∈ Z and zero up to a discrete and countable set of points, the support supp(𝐷) of 𝐷.
Let 𝑝𝑟 : Div𝐶 → Div𝐶[𝑟] be the natural projection. Then 𝐷[𝑟] = 𝑝𝑟(𝐷) has finite support in 𝐶[𝑟]
and therefore 𝑛𝜋(𝐷, 𝑟) =

∫︀
𝐷[𝑟]

1 is an integer. To characterize the growth of 𝐷 we define

𝑁𝜋(𝐷, 𝑟) =
∫︁ 𝑟

0

𝑛𝜋(𝐷, 𝑡)− 𝑛𝜋(𝐷, 0)
𝑡

𝑑𝑡+ 𝑛𝜋(𝐷, 0) log 𝑟.

Let 𝑓 : 𝐶 → P1 be a meromorphic function and ord𝑧 𝑓 its order at 𝑧 ∈ 𝐶. Then

(𝑓) =
∑︁
𝑧∈𝐶

(ord𝑧 𝑓)(𝑧)

is the divisor of 𝑓 . To characterize the growth of the function 𝑓 we define the Ahlfors–Shimizu
characteristic function by

𝑇𝜋𝐴𝑆(𝑟, 𝑓) =
∫︁ 𝑟

0

∫︁
𝐶[𝑡]

𝑓*
(︂
𝑖

2𝜋
𝑑𝑧 ∧ 𝑑𝑧

(1 + |𝑧|2)2

)︂
𝑑𝑡

𝑡
(6)

as given by (5.1) in [12] in the case 𝑚 = 𝑞 = 1. From the definition we easily see that 𝑇𝜋𝐴𝑆(𝑟, 𝑓) >
𝐶 log 𝑟 for some positive 𝐶 and sufficiently large 𝑟 if 𝑓 is non-constant. When we compare the
growth of a divisor and the growth of a function, the FMT in Nevanlinna theory (see [1; p. 332]
and [12; pp. 184, 189–190] for more details) shows us that the error term can be estimated by the
proximity function

𝑚𝜋
𝐴𝑆(𝑟, 𝑓) =

∫︁
𝜕𝐶[𝑟]

log (1 + |𝑓(𝑧)|2) 𝑑𝑐𝜏

with 𝑑𝑐𝑓 defined as √
−1
4𝜋

(︂
𝜕𝑓

𝜕𝑧
𝑑𝑧 − 𝜕𝑓

𝜕𝑧
𝑑𝑧

)︂
.

First Main Theorem*. Let 𝐷∞ be the polar divisor of 𝑓 . Then

𝑇𝜋𝐴𝑆(𝑟, 𝑓) = 𝑁𝜋(𝐷∞, 𝑟) +𝑚𝜋
𝐴𝑆(𝑟, 𝑓) +𝑂(1). (7)

It can be shown that 𝑚𝜋
𝐴𝑆(∞, 𝑟) =

∫︀
𝜕𝐶[𝑟]

log+ |𝑓(𝑧)|2 𝑑𝑐𝜏 +𝑂(1) and therefore, if we define the
Nevanlinna’s characteristic function 𝑇𝜋(𝑟, 𝑓) as 𝑁𝜋(𝐷∞, 𝑟) +𝑚𝜋(𝑟, 𝑓), where

𝑚𝜋(𝑟, 𝑓) =
∫︁
𝜕𝐶[𝑟]

log+ |𝑓(𝑧)|2 𝑑𝑐𝜏,

we see that the First Main Theorem* implies that the Nevanlinna characteristic function and the
Ahlfors–Shimizu characteristic function coincide up to a bounded term.

As we have already mentioned the FMT is equivalent to a formula of Jensen’s type. We shall
state now a version of a general Jensen Formula as given in [12; Proposition 3.2], that is adapted
to our situation.
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Jensen’s Formula*. Let 𝑓 be a meromorphic function on 𝐶 with divisor 𝐷 . Then for all real
numbers 𝑟 and 𝑟0 with 𝑟 > 𝑟0 we have

𝑁𝜋(𝐷, 𝑟)−𝑁𝜋(𝐷, 𝑟0) +
∫︁
𝜕𝐶[𝑟0]

log |𝑓 |2 𝑑𝑐𝜏 =
∫︁
𝜕𝐶[𝑟]

log |𝑓 |2 𝑑𝑐𝜏. (8)

An explicit form of FMT for functions on affine curves goes back to Chern in [1; p. 332]. Later
Griffiths and King [12] were able to extend it to affine varieties using special exhaustion functions.
Since Chern’s result does not depend on any special exhaustion function his result is more general
than the result of Griffiths and King in the one variable case. However we still prefer their setting
because special exhaustion functions make the formula more applicable. When 𝑛(𝐷, 0) = 0 we can
take 𝑟0 = 0 and then the above formula becomes

𝑁𝜋(𝐷, 𝑟) +
∑︁

𝜋(𝑧)=0

log |𝑓(𝑧)| =
∫︁
𝜕𝐶[𝑟]

log |𝑓 |2 𝑑𝑐𝜏. (9)

In the second proof of Theorem 1.2 we construct a holomorphic function 𝑓 which satisfies again
growth and vanishing conditions. Then from the growth conditions we derive an upper bound
for the integral. The vanishing conditions lead to a lower bound for 𝑁𝜋(𝐷, 𝑟) and the sum can
be bounded from below by a Liouville estimate. A comparison of the bounds then leads to the
stated result. In the next section we discuss the notion of the order of a function which is used to
characterize growth conditions.

5. Functions of finite order on curves

Since there are at least two possible definitions of the order of functions on curves (see [17]
or [12]) we have to discuss the notion carefully. For a clear and detailed exposition on the different
indicators of orders for meromorphic functions 𝑓 : C→ P1 we refer to [18].

We discuss first the case when 𝑓 is an entire function. Here the order of 𝑓 is defined using the
maximum modulus function or the Nevanlinna characteristic function. It is given by

𝜌(𝑓) = lim
𝑟→∞

log log𝑀(𝑟, 𝑓)
log 𝑟

and
𝜌(𝑓) = lim

𝑟→∞

log 𝑇 (𝑟, 𝑓)
log 𝑟

respectively. The two definitions are equivalent and for a proof we refer to [8; p. 216].
When 𝑓 is a meromorphic function, 𝑀(𝑟, 𝑓) does not make sense. There are two variants to

overcome the difficulty. The first makes use of the well-known fact that a meromorphic function
is of order 6 𝜌 if and only if it can be expressed as 𝑓 = ℎ/𝑔 where ℎ and 𝑔 are both entire
functions and of order 6 𝜌 (see [8; p. 223]). Then 𝜌(𝑓) is the infimum of max(𝜌(ℎ), 𝜌(𝑔)) with ℎ
and 𝑔 taken over all representations of 𝑓 = ℎ/𝑔 as a quotient of two holomorphic functions. The
second variant uses the Nevanlinna characteristic function 𝑇 (𝑟, 𝑓) which is also well-defined for
meromorphic functions.

In the case of a meromorphic function on a curve 𝐶 = 𝑍 ∖𝒫 we again begin with a holomorphic
function 𝑓 and define the local maximum modulus function and the local order of 𝑓 at 𝑝 ∈ 𝒫 by

𝑀𝑝(𝑟) = max
|𝑧𝑝|=1/𝑟

|𝑓(𝑧𝑝)|, 𝜌𝑝(𝑓) = lim
𝑟→∞

log log𝑀𝑝(𝑟)
log 𝑟

.

Then the order of 𝑓 is given by 𝜌(𝑓) = max𝑝∈𝒫 𝜌𝑝(𝑓) and it is easily seen that 𝜌𝑝(𝑓) and therefore
𝜌(𝑓) are independent of the choice of local coordinates. Moreover 𝑓 is of order 𝜌 if and only if
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𝜌 is maximal with the property that for any 𝜖 > 0 we always have log |𝑓(𝑧𝑝)| 6 1/|𝑧𝑝|𝜌+𝜖 for
all 𝑧𝑝 sufficiently small. When 𝑓 is a meromorphic function we define 𝜌𝑝(𝑓) as before to be the
infimum of max(𝜌(ℎ), 𝜌(𝑔)) taken over all representations of 𝑓 = ℎ/𝑔 in a neighborhood of 𝑝 and
𝜌(𝑓) = max 𝜌𝑝(𝑓). This definition was suggested by Griffiths in [17].

Another approach to the growth of functions is to use Nevanlinna’s or Ahlfors–Shimizu’s
characteristic function 𝑇𝜋(𝑟, 𝑓) and 𝑇𝜋𝐴𝑆(𝑟, 𝑓) respectively and using a special exhaustion 𝜋 which
was suggested by Griffiths and King in [12]. As already noted both functions coincide up to 𝑂(1).
Therefore we can use either of them to define the order of growth of a function 𝑓 . We use
Nevanlinna’s characteristic function and put

𝜌𝜋𝑇 (𝑓) = lim
𝑟→∞

log 𝑇𝜋(𝑟, 𝑓)
log 𝑟

. (10)

When 𝑓 is holomorphic we can also use the maximum modulus function

𝑀𝜋(𝑟, 𝑓) = max
𝑧∈𝜕𝐶[𝑟]

|𝑓(𝑧)| (11)

and get

𝜌𝜋(𝑓) = lim
𝑟→∞

log log𝑀𝜋(𝑟, 𝑓)
log 𝑟

. (12)

Although it is not the main purpose of this paper we shall prove that 𝜌𝜋𝑇 (𝑓) and 𝜌𝜋(𝑓) are equal.
This gives a generalization of the classical identity for holomorphic functions on C described at the
beginning of this section. It also provides an example how the exhaustion function of Griffith and
King can be applied.

We begin with a simple lemma. Let 𝑟 : D→ D be the ramified covering of the open unit disk D
of degree 𝑛 given by 𝑧 ↦→ 𝑧𝑛 and assume that 𝑢 : D→ R ∪ {−∞} is a subharmonic function on D.

Lemma 5.1. The function 𝑣 : D→ R ∪ {−∞} given by

𝑣(𝑧) = max
𝑟(𝑤)=𝑧

𝑢(𝑤)

is subharmonic.

Proof. The function 𝑣 is upper semi-continuous and takes values in [−∞,+∞). According to
[19; Chap. 3, Corollary 7 to Proposition 4] the property to be subharmonic is local. To show that
𝑣(𝑧) is subharmonic we let ℎ(𝑧) be a harmonic function on a sufficiently small compact disk B ⊂ D
with ℎ(𝑧) > 𝑣(𝑧) on the boundary 𝜕𝐵. We shall prove that this holds for all 𝑧 in B. This will imply
that 𝑣 is subharmonic (see [19; Definition 4]).

The upper semi-continuous function 𝜙(𝑤) = max𝜁𝑛=1 𝑢(𝜁𝑤) is the maximum of a finite collection
of subharmonic functions and therefore subharmonic. The pullback of ℎ(𝑧) by the holomorphic
function 𝑟(𝑤) is harmonic as one sees by applying the Laplace operator 4 𝜕𝜕 to the pullback.2
Furthermore it satisfies

(𝑟*ℎ)(𝑤) = ℎ(𝑧) > 𝑣(𝑧) = max
𝑟(𝑤)=𝑧

𝑢(𝑤) = max
𝜁𝑛=1

𝑢(𝜁𝑤) = 𝜙(𝑤)

for 𝑤 on the boundary 𝑟−1(𝜕B) and 𝑧 = 𝑟(𝑤). Since 𝜙(𝑤) is subharmonic we deduce that this
holds for all 𝑤 with 𝑟(𝑤) ∈ B. The image 𝑧 = 𝑟(𝑤) of such a 𝑤 is in B and

ℎ(𝑧) = (𝑟*ℎ)(𝑤) > 𝜙(𝑤) = max
𝜁𝑛=1

𝑢(𝜁𝑤) = max
𝑟(𝑤)=𝑧

𝑢(𝑤) = 𝑣(𝑧).

2Here the calculation: we write 𝑢 = 𝑢(𝑤, 𝑤), 𝑤 = 𝑓(𝑧), 𝑤 = 𝑓(𝑧) and differentiate. Applying first 𝜕, then 𝜕 and
observing that 𝜕𝑧𝑓 = 0 and 𝜕𝑧𝜕𝑧𝑓 = 0 we get 𝜕(𝑓*𝑢) = 𝑓*(𝜕𝑤𝑢) · 𝜕𝑧𝑓 and then

𝜕𝜕(𝑓*𝑢) = 𝑓*(𝜕𝑤𝜕𝑤𝑢) · 𝜕𝑧𝑓 𝜕𝑧𝑓 + 𝑓*(𝜕𝑤𝑢) · 𝜕𝑧𝜕𝑧𝑓 = 𝑓*(𝜕𝑤𝜕𝑤𝑢) · 𝜕𝑧𝑓 𝜕𝑧𝑓 = 0.

Since 𝜕𝑧𝑓 𝜕𝑧𝑓 > 0 we deduce – this only as a side remark – that the pullback of a subharmonic function by
a holomorphic function is subharmonic. For this one uses that 𝜕𝜕𝑢 > 0 for subharmonic 𝑢.
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The lemma is applied to yield a global version for finite (i.e., proper and non-constant) mapping
between Riemann surfaces.

Lemma 5.2. For all finite and holomorphic mappings 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 between Riemann surfaces
and all subharmonic functions 𝑢 on 𝑋 the function 𝑣(𝑧) = max𝑓(𝑤)=𝑧 𝑢(𝑤) is subharmonic on 𝑌 .

Proof. Again we use that subharmonicity is a local property. The map 𝑓 is a finite covering and
if the disk 𝑖 : D →˓ 𝑌 is small enough the inverse image 𝑓−1(D) = D ×𝑌 𝑋 of D under 𝑓 has only
finitely many connected components 𝑋𝜄 and all ramification points are in the fiber over the center
of the disk. The restriction 𝑓𝜄 of 𝑓 to any of the components 𝑋𝜄 then takes the form as described
in Lemma 5.1 which we apply now to all the components. It follows that the function 𝑣𝜄 associated
with 𝑓𝜄 is subharmonic. We write 𝑣(𝑧) as max𝜄 𝑣𝜄(𝑧). The same arguments as in the proof of the
previous lemma then show that 𝑣(𝑧) is subharmonic as stated.

Remark. Our lemma can be regarded as subharmonic descent under holomorphic coverings and
𝑣(𝑧) can be seen as (𝑓*𝑢)(𝑧). The Lemma then says that 𝑓*𝑢 is subhamonic for 𝑢 subharmonic.

We apply the Lemma in the case when 𝑋 is an affine curve and when 𝑌 is the complex plane C.

Proposition 5.1. We have
𝜌𝜋(𝑓) = 𝜌𝜋𝑇 (𝑓).

Proof. Let 𝑑 be the degree of 𝜋. Since 𝑓 is holomorphic, 𝑁𝜋(𝐷∞, 𝑟) is zero and therefore, by
the definition of the Nevanlinna characteristic function, we have

𝑇𝜋(𝑟, 𝑓) = 𝑚𝜋(𝑟, 𝑓) =
∫︁
𝜕𝐶[𝑟]

log+ |𝑓(𝑧)|2 𝑑𝑐𝜏 6 𝑑 log+𝑀𝜋(𝑟).

We know that log+ |𝑓(𝑤)| is subharmonic on 𝐶 for 𝑓 holomorphic and Lemma 5.2 implies that
ℎ(𝑧) = max𝜋(𝑤)=𝑧(log+ |𝑓(𝑤)|) is a subharmonic function on C. For 𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝜙 and 𝑟 < 𝜚 the
Harnack inequality gives

ℎ(𝑧) 6
𝜚+ 𝑟

𝜚− 𝑟

∫︁ 2𝜋

0

ℎ(𝜚𝑒𝑖𝜃) 𝑑𝜃 6
𝜚+ 𝑟

𝜚− 𝑟

∫︁
𝜕𝐶[𝜚]

log+ (|𝑓(𝑧)|2) 𝑑𝑐𝜏 =
𝜚+ 𝑟

𝜚− 𝑟
𝑇𝜋(𝜚, 𝑓)

and this implies that

log+𝑀𝜋(𝑟, 𝑓) 6
𝜚+ 𝑟

𝜚− 𝑟
𝑇𝜋(𝜚, 𝑓).

On putting the inequalities together we deduce that

1
𝑑
𝑇𝜋(𝑟, 𝑓) 6 log+𝑀𝜋(𝑟, 𝑓) 6

𝜚+ 𝑟

𝜚− 𝑟
𝑇𝜋(𝜚, 𝑓).

Since 𝑓 is nontrivial, there exists 𝐶 > 0 such that 𝑇𝜋(𝑟, 𝑓) > 𝐶 log 𝑟 (see the remark following (6)
and notice that 𝑇𝜋(𝑟, 𝑓) and 𝑇𝜋𝐴𝑆(𝑟, 𝑓) differ only by a bounded term). Therefore the left hand
side of the inequalities shows that log+𝑀𝜋(𝑟, 𝑓) = log𝑀𝜋(𝑟, 𝑓) for sufficiently large 𝑟. We put 𝜚 =
𝑟 + 𝜖 for 𝜖 > 0 and then an easy calculation gives

𝜌𝜋(𝑓) = lim
𝑟→∞

log log+𝑀𝜋(𝑟)
log 𝑟

= lim
𝑟→∞

log 𝑇𝜋(𝑟, 𝑓)
log 𝑟

= 𝜌𝜋𝑇 (𝑓).

The order 𝜌𝜋𝑇 depends on the choice of the covering map 𝜋 in Section 4 whereas the order 𝜌 =
max𝑝 𝜌𝑝 with 𝑝 ∈ 𝒫 is independent of any choice. However they can be compared.

Lemma 5.3. We have 𝜌𝜋𝑇 = max𝑝(𝜌𝑝/𝑚𝑝).
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Proof. Since we shall not use Lemma 5.3 later we only verify it for holomorphic 𝑓 . The function
(1/𝜋(𝑧))1/𝑚𝑝 gives a local coordinate on a neighborhood 𝑈𝑝 of 𝑝 and then for sufficiently large 𝑟
we have

𝑀𝑝(𝑟) = max(|𝑓(𝑧)| : 𝑧 ∈ 𝑈𝑝, |𝜋(𝑧)| = 𝑟𝑚𝑝).

Since 𝑀𝜋(𝑟) = max|𝜋(𝑧)|=𝑟(|𝑓(𝑧)|) we conclude that 𝑀𝜋(𝑟) = max𝑝𝑀𝑝(𝑟1/𝑚𝑝). This implies that

𝜌𝜋𝑇 (𝑓) = 𝜌𝜋(𝑓) = lim
𝑟→∞

log log𝑀𝜋(𝑟)
log 𝑟

= max
𝑝

(︂
lim
𝑟→∞

log log𝑀𝑝(𝑟1/𝑚𝑝)
log 𝑟

)︂
and the latter is max𝑝(𝜌𝑝/𝑚𝑝).

We point out that 𝜌(𝑓) depends only on some smooth completion of 𝐶 and therefore is an
intrinsic notion in the case of affine curves (since a smooth completion of a smooth affine curve
is unique). However the order function 𝜌𝜋 depends on a special exhaustion function induced by
a projection 𝜋 : 𝐶 → C and is therefore an extrinsic notion. By Lemma 5.3 the order function
𝜌(𝑓) is finite if and only if 𝜌𝜋(𝑓) is finite and Griffiths uses both in [17] and [12]. However for our
purpose an estimate in terms of 𝜌(𝑓) is essential.

Let 𝐶 be an affine algebraic curve and let 𝑉 be a projective algebraic variety. Let as usual
R(𝑉 ) be the field of rational functions on 𝑉 . A holomorphic map 𝑓 : 𝐶 → 𝑉 has order 6 𝜌 if and
only if 𝑓*R(𝑉 ) consists of meromorphic functions of order 6 𝜌. It is easy to see that the latter is
equivalent to 𝜌(𝑓*(𝑧𝑖/𝑧𝑗)) 6 𝜌.

In the next proposition we shall compare the growth of a positive divisor 𝐷 =
∑︀
𝑧∈𝐶 𝐷(𝑧) (𝑧)

with the growth of a function. We put

𝑛(𝑟,𝐷) =
∑︁
𝑧

𝐷(𝑧)

where the sum is take over all 𝑧 ∈ 𝐶 not in the union of the sets |𝑧𝑝| 6 𝑟−1 with 𝑝 ∈ 𝒫 and

𝜌(𝐷) = lim
𝑟→∞

∫︀ 𝑟
𝑟0
𝑛(𝑡,𝐷) 𝑑𝑡/𝑡

log 𝑟
.

The following proposition is [17; Proposition 5.23].

Proposition 5.2. Let 𝐷 be a positive divisor on 𝐶 . Then there exists a function 𝑓 ∈ 𝒪(𝐷)
such that (𝑓) = 𝐷 and

𝜌(𝑓) 6 max(𝜌(𝐷), 2𝑔).

It is essential for the proof of the following.

Lemma 5.4. Let 𝑓1, . . . , 𝑓𝑛 be meromorphic functions of order 6 𝜌 on 𝐶 and let 𝒮 ⊂ 𝐶 be
a finite set. If 𝑓𝑖(𝑤) ̸= ∞ for 1 6 𝑖 6 𝑛 and 𝑤 ∈ 𝒮 then there exists a holomorphic function ℎ on
𝐶 such that

(i) 𝜌(ℎ) 6 max(𝜌, 2𝑔);
(ii) ℎ𝑓𝑖 are all holomorphic and 𝜌(ℎ𝑓𝑖) 6 max(𝜌, 2𝑔) for 1 6 𝑖 6 𝑛;
(iii) ℎ(𝑤𝑖) ̸= 0 for 𝑤 ∈ 𝑆 .

Proof. By (7) we have 𝜌((𝑓𝑖)∞) 6 𝜌 and this gives

𝜌((𝑓1)∞ + · · ·+ (𝑓𝑛)∞) 6 max
𝑖
𝜌(𝑓𝑖)∞ 6 𝜌.

By Proposition 5.2 there is a holomorphic function ℎ of order at most max(𝜌, 2𝑔) on 𝐶 such that
(ℎ) = (𝑓1)∞ + · · ·+ (𝑓𝑛)∞ and such that ℎ satisfies the conditions in the statement of the lemma.
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6. Algebraic points and algebraic distributions

In this section we give the proofs of the theorems. We begin with Theorem 1.2 for which we shall
give two different proofs. As usual the first step in the proofs is the construction of an auxiliary
function 𝐹 . Here we use Lemma 2.2. In the first proof we apply the maximum principle to the
function 𝐹/𝜑𝑁 with 𝜑𝑁 constructed in Lemma 3.3. The second proof is based on the Griffiths–King
exhaustion function which was constructed in Lemma 3.4 and on Jensen’s Formula associated with
the exhaustion function.

Proof of Theorem 1.2. Let 𝑓, 𝑔 ∈ {𝑓1, 𝑓2, . . . , 𝑓𝑁} be algebraically independent over𝐾. We define
𝑚 = |𝒮| and choose integers 𝑟, 𝑛 with 𝑛 sufficiently large such that

𝑟2 > 2𝑛𝑚 log(𝑛) > (𝑟 − 1)2.

For the construction of the auxiliary function we consider the polynomial 𝑃 =
∑︀𝑟
𝑖,𝑗=1 𝑎𝑖,𝑗𝑆

𝑖𝑇 𝑗

with undetermined coefficients 𝑎𝑖,𝑗 . They will be chosen in 𝒪𝐾 such that the system of 𝑚𝑛 linear
equations

𝑟∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖,𝑗∇𝑘(𝑓 𝑖𝑔𝑗)(𝑤) = 0 (13)

for 0 6 𝑘 < 𝑛 and 𝑤 ∈ 𝒮 in 𝑟2 unknowns 𝑎𝑖,𝑗 is satisfied. By Lemma 2.3 we see that the 𝐿2-heights
of the linear forms

𝐿𝑘,𝑤 =
𝑟∑︁

𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖,𝑗∇𝑘(𝑓 𝑖𝑔𝑗)(𝑤)

in the unknowns 𝑎𝑖,𝑗 can be estimated from above by

[𝐾 : Q] 𝑘 log(𝑟 + 𝑘𝜔) + 𝐶(𝑘 + 𝑟).

On applying Lemma 2.2 with 𝑁 = 𝑟2 and 𝑀 = 𝑛𝑚 together with (2) and on observing that 𝑟 =
𝑂(
√︀
𝑛 log(𝑛)) which gives

𝑀

𝑁 −𝑀
6

1
log(𝑛)

for 𝑛 > 4 we find a nontrivial solution 𝑎 = (. . . , 𝑎𝑖,𝑗 , . . . ) ∈ 𝒪𝑟
2

𝐾 such that

ℎ+
max(𝑃 ) 6 𝐶3[𝐾 : Q]𝑛

where 𝐶3 only depends on 𝑤. Since 𝑓, 𝑔 are algebraically independent over 𝐾, the function 𝐹 =
𝑃 (𝑓, 𝑔) is not identically zero.

From (13) we deduce that the holomorphic function 𝐹 on 𝐶 satisfies (𝐹 )0 >
∑︀
𝑤∈𝒮 𝑛 (𝑤). We

let 𝑠 > 𝑛 be the largest integer such that

(𝐹 )0 >
∑︁
𝑤∈𝒮

𝑠 (𝑤) (14)

By definition ∇𝑠𝐹 does not vanish at some 𝑤 ∈ 𝒮. By Lemma 2.3 the height ℎ+(∇𝑠𝐹 (𝑤)) is at
most ℎ+

max(𝑃 ) + [𝐾 : Q] 𝑠 log(𝑟 + 𝑠) +𝑂(𝑟 + 𝑠) and this leads to

ℎ+(∇𝑠𝐹 (𝑤)) 6 [𝐾 : Q] 𝑠 log 𝑠+ 𝐶4𝑠 (15)

where 𝐶4 only depends on ∆, [𝐾 : Q] and 𝑤.



Meromorphic Maps on Riemann Surfaces and Transcendence 127

Variant 1. In this variant we obtain a bound which is slightly weaker than the bound stated in
the theorem. We write 𝑚 = 𝑙𝑚1 + 𝑡 with 𝑚1 > 0 and 2𝑔 6 𝑡 6 𝑙+ 2𝑔− 1 and we may assume that
𝑚1 > 1 since otherwise |𝒮| 6 2𝑔 + 𝑙 − 1. Lemma 3.3 gives a function 𝜑𝑠 such that

𝐸 =
𝐹

𝜑𝑠

is holomorphic. We shall derive an upper bound by the maximum principle and by the Liouville
estimate a lower bound for log |𝐸(𝑤)| and compare the upper and the lower bound. This will
eventually give an estimate from above for |𝒮| which is slightly weaker than (1).

We begin with the upper bound. Since 𝑓 and 𝑔 are of order 6 𝜌 we know that for all 𝜖 > 0, for
a sufficiently small positive 𝜂 and for all 𝑝 ∈ 𝒫 the inequality

log max(|𝑓(𝑧𝑝)|, |𝑔(𝑧𝑝)|) 6 |𝑧𝑝|−(𝜌+𝜖)

for |𝑧𝑝| 6 𝜂 gives
log |𝐹 (𝑧𝑝)| 6 𝐶5𝑛+ 2𝑟|𝑧𝑝|−(𝜌+𝜖).

Together with (ii) in Lemma 3.3 we conclude that

log |𝐸(𝑧𝑝)| 6 𝐶5𝑛+ 2𝑟|𝑧𝑝|−(𝜌+𝜖) −𝑚1𝑠 log
𝐶1

|𝑧𝑝|
.

From the maximum principle applied to the complement of the union of the discs with radius 𝜂
around 𝑝 for 𝑝 ∈ 𝒫 we get the upper bound

log |𝐸(𝑤)| 6 𝐶5𝑛+ 2𝑟𝜂−(𝜌+𝜖) −𝑚1𝑠 log
𝐶1

𝜂
. (16)

For the lower bound we observe that 𝐸(𝑤) = ∇𝑠𝐹 (𝑤)/∇𝑠𝜑𝑠(𝑤) and that by (iii) in Lemma 3.3
we have

log |∇𝑠𝜑𝑠(𝑤)| 6 𝑠 log 𝑠+ 𝑠 log𝐶2.

This leads together with Lemma 2.1 to the lower bound

log |∇𝑠𝐹 (𝑤)| > −([𝐾 : Q]− 1)𝑠 log 𝑠− 𝐶4𝑠.

Note that the contribution involving 𝑠 log 𝑠 comes from the exponents of the polynomial 𝐹 by
differentiating 𝑠 times a monomial, and therefore is in Z. As a consequence one has only to account
for [𝐾 : Q]− 1 terms of size 𝑠 log 𝑠.

We put the estimates together and obtain the lower bound

log |𝐸(𝑤)| = log |∇𝑠𝐹 (𝑤)| − log |∇𝑠𝜑𝑠(𝑤)| > −[𝐾 : Q]𝑠 log 𝑠− 𝐶6𝑠.

Since 𝑛 6 𝑠 a comparison of the upper bound (16) and the lower bound above gives

−[𝐾 : Q]𝑠 log 𝑠 6 2𝑟𝜂−(𝜌+𝜖) −𝑚1𝑠 log
𝐶1

𝜂
+ 𝐶7𝑠,

where 𝐶7 only depends on 𝑤, [𝐾 : Q] and ∆. We relate 𝜂 and 𝑠 by the equation 𝑠𝜂𝜌+𝜖 = 𝑟𝐶𝜌+𝜖1

and find that
0 6 [𝐾 : Q]𝑠 log 𝑠−

(︂
𝑚1

2𝜌+ 2𝜖

)︂
𝑠 log 𝑠+ 𝐶8𝑠 log log 𝑠.

This can hold for large 𝑠 only if [𝐾 : Q](𝜌+ 𝜖) > 𝑚1 for all 𝜖 > 0 so that

|𝒮| = 𝑚 6 𝑙(𝑚1 + 1) + 2𝑔 − 1 6 2[𝐾 : Q]𝜌𝑙 + 𝑙 + 2𝑔 − 1 6 𝑙 + 2[𝐾 : Q] 𝜌𝑙 + 2𝑔 − 1.
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Remark. Note that the upper bound can be improved to 2[𝐾 : Q] 𝜌𝑙+ 2𝑔− 1 if 𝜌 > (𝑙− 1)/2𝑙.

Variant 2. In this variant we use Jensen’s Formula which needs an exhaustion function. We fix
a positive integer 𝑞 and then Lemma 3.4 gives a projection 𝜋 : 𝑍 → P1 with 𝑞𝑙 6 deg 𝜋 6 𝑞𝑙 + 𝑔.
Furthermore the Lemma shows that there exists a divisor 𝐷 > 0 such that (𝜋)∞ =

∑︀
𝑝∈𝒫 𝑞(𝑝)+𝐷.

We put 𝐶 ′ := 𝐶 ∖ supp𝐷 and replace 𝒫 by 𝒫 ′ = supp𝐷 ⊇ 𝒫, 𝒮 by 𝒮 ′ = 𝒮 ∖ supp𝐷 to obtain a
new curve such that 𝜋 restricts to a finite covering 𝜋′ : 𝐶 ′ → C which is totally ramified above 0
with 𝜋′−1(0) = 𝑡(𝑤) for 𝑡 = deg 𝜋.

Similar to the definition of 𝐸 we define the function 𝐺 = 𝐹 𝑡/𝜋𝑠 on 𝐶 ′ with 𝑠 the order of 𝐹
at 𝑤. The function 𝐺 is holomorphic on 𝐶 ′ by construction and has divisor

𝐷0 > 𝑠𝑡
∑︁
𝑢

(𝑢) (17)

with the sum taken over all 𝑢 ̸= 𝑤 in 𝒮 ′.
We choose a local parameter 𝑧 at 𝑤 such that 𝑧(𝑤) = 0 and such that ∇ can be written as 𝜕/𝜕𝑧.

Then we have 𝐹 (𝑧)𝑡/𝑧𝑠𝑡 = (∇𝑠𝐹 (𝑤)/𝑠!)𝑡 + 𝑧𝜖(𝑧) and 𝜋(𝑧)𝑠/𝑧𝑠𝑡 = 𝜖′(𝑧)𝑠 near 𝑤 where 𝜖 and 𝜖′ are
units. This gives

𝐺(𝑤) =
𝐹 (𝑤)𝑡

𝜋(𝑤)𝑠
=

(∇𝑠𝐹 (𝑤)/𝑠!)𝑡

𝜖′(0)𝑠

and the lower bound
log |𝐺(𝑤)| > −([𝐾 : Q]− 1) 𝑡𝑠 log 𝑠− 𝐶9𝑡𝑠

follows readily. The constant 𝐶9 only depends on 𝑤 and 𝑞.
Now we are ready to apply Jensen’s Formula (9) with 𝐶 replaced by 𝐶 ′ and 𝑓 replaced by 𝐺.

Since 𝜋 is totally ramified in 𝑤 the sum
∑︀
𝜋(𝑧)=0 log |𝐺(𝑧)| in Jensen’s Formula becomes 𝑡 log |𝐺(𝑤)|

and from the inequality above we obtain for the sum the lower bound∑︁
𝜋(𝑧)=0

log |𝐺(𝑧)| > −([𝐾 : Q]− 1)𝑡2𝑠 log 𝑠− 𝐶9𝑡
2𝑠. (18)

For the integral we need an estimate from above for |𝐺|𝑅 := max(|𝐺(𝑧)|) where the maximum
is taken over all 𝑧 ∈ 𝐶 ′ with |𝜋(𝑧)| = 𝑅. The boundary Γ decomposes into connected components
Γ𝑝, one for each 𝑝 ∈ supp(𝜋)∞ for which we choose local coordinates 𝑧𝑝 = (1/𝜋(𝑧))1/𝑛𝑝 . We have

max
𝑧∈Γ𝑝

(log |𝐺(𝑧)|) = 𝑡max
𝑧∈Γ𝑝

(log |𝐹 (𝑧)|)− 𝑠 log𝑅.

Since 𝑛𝑝 > 𝑞 for 𝑝 ∈ 𝒫 the inequality (16) gives

max
𝑧∈Γ𝑝

(log |𝐺(𝑧)|) 6 𝐶5𝑡𝑛+ 2𝑟𝑡𝑅(𝜌+𝜖)/𝑞 − 𝑠 log𝑅

for 𝑝 ∈ 𝒫. This also holds for 𝑝 ∈ supp(𝜋)∞ ∖𝒫 since 𝑓 and 𝑔 are of order 0 at 𝑝. We conclude that∫︁
𝜕𝐶′[𝑅]

log |𝐺|2 𝑑𝑐𝜏 6 𝐶5𝑡
2𝑛+ 2𝑟𝑡2𝑅(𝜌+𝜖)/𝑞 − 𝑠𝑡 log𝑅. (19)

We also need a lower bound for the zero divisor 𝐷0 of the holomorphic function 𝐺 on 𝐶 ′. Since
|𝐶 ∖𝐶 ′| 6 𝑔 by Lemma 3.4 the number of terms in the sum is at least 𝑚− 𝑔 − 1 and this leads to
the lower bound

𝑛𝜋(𝐷0, 𝑟) =
∫︁
𝐷[𝑟]

1 > 𝑠𝑡(𝑚− 𝑔 − 1)
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for sufficiently large 𝑟. Therefore we obtain

𝑁𝜋(𝐷0, 𝑅) > (𝑚− 𝑔 − 1)𝑠𝑡 log
𝑅

𝐶10
(20)

for some positive constant 𝐶10 which depends only on 𝑤 and 𝑞 provided that 𝑅 is sufficiently large
which is certainly the case if 𝑟𝑅(𝜌+𝜖)/𝑞 = 𝑠. This choice makes the estimate for the integral given in
(19) a second order term of the form 𝑂(𝑡2𝑠). A comparison of the leading terms for 𝑛 and therefore
also for 𝑠 going to infinity in (18)–(20) shows that

(𝑚− 𝑔 − 1)𝑞 6 2[𝐾 : Q](𝜌+ 𝜖)𝑡

for all 𝑞 > 1. Since by (i) in Lemma 3.4 we have lim𝑞→∞ 𝑡/𝑞 = 𝑙 the desired inequality for |𝒮|
follows readily.

Remark. By a suitable modification of Lemma 3.4 and of the second proof of Theorem 1.2 the
statement of Theorem 1.2 can be improved to give

|𝒮| 6 𝑔 + 1 + 2[𝐾 : Q]
∑︁
𝑝∈𝒫

𝜌𝑝,

where 𝜌𝑝 = max𝑖 𝜌𝑝(𝑓𝑖).

Proof of Theorem 1.3. Let 𝒮 ⊂ 𝐶 be a finite set such that 𝑓(𝒮) ⊂ 𝒰(𝐾). Let 𝜋 : ̃︀𝑋 → 𝑋 be the
blow-up of 𝑋 in 𝑋 ∖𝒰 and let 𝐸 = 𝜋−1(𝑋 ∖𝒰) be the exceptional divisor. We choose a hyperplane
section 𝐻 of 𝑋 which does not meet 𝑓(𝒮) and put ̃︀𝐻 = 𝜋−1𝐻. Then if 𝑛 is sufficiently large
the divisor 𝑛 ̃︀𝐻 + 𝐸 is very ample. Therefore ̃︀𝑌 = ̃︀𝑋 ∖ ( ̃︀𝐻 ∪ 𝐸) takes the form Spec𝑅 for some
𝐾-algebra 𝑅 of finite type which can be written as 𝑅 = 𝐾[𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑛]. Since the rational vector
field ∆ is regular on ̃︀𝑌 we have ∆(𝒪̃︀𝑌 ,𝑦) ⊆ 𝒪̃︀𝑌 ,𝑦 for all 𝑦 ∈ ̃︀𝑌 and therefore 𝒪̃︀𝑌 ,𝑦 = 𝑅m𝑦

where m𝑦

denotes the maximal ideal at 𝑦. By [20; Theorem 4.7] we have 𝑅 =
⋂︀
𝑦∈̃︀𝑌 𝑅m𝑦

. We conclude that
∆(𝑅) ⊆ 𝑅 and hence there exist 𝑔𝑖 ∈ 𝐾[𝑦1, . . . , 𝑦𝑛] such that ∆(𝑦𝑖) = 𝑔𝑖 on ̃︀𝑌 . Then the functions
𝑓𝑖(𝑧) = 𝑓*(𝑦𝑖) satisfy ∇(𝑓𝑖) = 𝑔𝑖[𝑓1, . . . , 𝑓𝑛]. They are meromorphic of order 6 𝜌 on 𝐶 and satisfy
𝑓𝑖(𝑤) ̸= ∞ for 1 6 𝑖 6 𝑛 and 𝑤 ∈ 𝒮. Let ℎ be as in Lemma 5.4 and replace in the second proof
the function 𝐺 = 𝐹 𝑡/𝜋𝑠 by 𝐺 = 𝐹 𝑡ℎ2𝑟𝑡/𝜋𝑠. The required estimate follows then similarly.

Remark. Our method still works if the holomorphic tangent vector ∇ has zeroes and we get
results similar to Theorem 1.2 and Theorem 1.3. For instance the conclusion of Theorem 1.2 holds
for 𝒮 replaced by 𝒮0 = {𝑤 ∈ 𝒮 : ∇𝑤 ̸= 0}.

Proof of the Theorem 1.1. Our discussion before the statement of Theorem 1.1 shows that the
hypothesis of Theorem 1.3 are satisfied. By Theorem 1.3,

|𝑓−1(𝒰(𝐾))| 6 𝑔 + 1 + 2[𝐾 : Q] 𝑙max(𝜌, 2𝑔).

However 𝐶 is integral and this implies that 𝜓(𝐶) ⊆ 𝒰 which implies desired results.

7. Singularities

It is critical to exclude poles in the formulation of Theorem 1.3. Otherwise the relation
|𝑓−1(𝑋(𝐾))| <∞ is not generally true. We give a simple example.

Example 7.1. Consider the map 𝑓 : C → P3 = {(𝑧0 : 𝑧1 : 𝑧2 : 𝑧3)} which is given by 𝑓(𝑧) =
(𝑧 : ℘(𝑧) : ℘′(𝑧) : 1) and ∇ ∈ Γ(C, 𝒯C) where ∇ = 𝜕/𝜕𝑧. Let

𝑧02 =
𝑧0
𝑧2
, 𝑧12 =

𝑧1
𝑧2
, 𝑧32 =

𝑧3
𝑧2
.
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Then we may take ∆ as

∆(𝑧02) = 𝑧32 −
𝑧02𝑧

2
12

𝑧32
+
𝑔2
2
𝑧02𝑧12,

∆(𝑧12) = 1− 6𝑧3
12

𝑧32
+
𝑔2
2
𝑧12𝑧32, ∆(𝑧32) =

𝑔2
2
𝑧2
32 − 6𝑧2

12.

Notice that 𝐴 = (0 : 0 : 1 : 0) is in the set 𝑃 (∆) of singular points of ∆ and also in P3(𝐾) but
|𝑓−1(𝐴)| = |Λ| =∞. This occurs because 𝐴 /∈ 𝒰(𝐾).

A slight modification of the example leads to

Example 7.2. Consider the map 𝑓 : C → 𝑋 = 𝑉 (𝑧2
2𝑧3 − 4𝑧3

1 + 𝑔2𝑧1𝑧
2
3 + 𝑔3𝑧

3
3) ⊂ P3 which is

given by 𝑓(𝑧) = (𝑧 : ℘(𝑧) : ℘′(𝑧) : 1) and ∇ = 𝜕/𝜕𝑧 ∈ Γ(C, 𝒯C). Now we have

∆(𝑧02) = 𝑧32 −
𝑧02𝑧

2
12

𝑧32
+
𝑔2
2
𝑧02𝑧12,

∆(𝑧12) = 1− 6𝑧3
12

𝑧32
+
𝑔2
2
𝑧12𝑧32, ∆(𝑧32) =

𝑔2
2
𝑧2
32 − 6𝑧2

12.

Although 6𝑧3
12/𝑧32 is a regular function at 𝐴 = (0 : 0 : 1 : 0) ∈ 𝑋, 𝑧02𝑧2

12/𝑧32 is not a regular
function at 𝐴 ∈ 𝑋. This explains why we have both 𝐴 = (0 : 0 : 1 : 0) ∈ 𝑋(𝐾) and |𝑓−1(𝐴)| =
|Λ| =∞.

We now change in a different way and give a slightly new proof of a theorem of Schneider on
the transcendence of periods.

Example 7.3. Consider the map 𝑓 : C→ 𝑋 = P1 ×𝐸 which is given by 𝑓(𝑧) = ((𝑧 : 1), (℘(𝑧) :
℘′(𝑧) : 1)) where

𝐸 = 𝑉 (𝑧2
2𝑧3 − 4𝑧3

1 + 𝑔2𝑧1𝑧
2
3 + 𝑔3𝑧

3
3) ⊂ P2 = {(𝑧1 : 𝑧2 : 𝑧3)}

and ∇ = 𝜕/𝜕𝑧 ∈ Γ(C, 𝒯C). One can check that 𝑓*∇ is regular at ((z : 1), (0 : 1 : 0)) for all 𝑧 ∈ C.
If a non-zero 𝑤 ∈ Λ is an algebraic number and is in 𝐾, then we will have 𝑓(𝑛𝑤) = ((𝑛𝑤 : 1),
(0 : 1 : 0)) ∈ 𝑋(𝐾) ∖ 𝑃 (𝑓*∆)) for all 𝑛 ∈ N. This contradicts Theorem 1.3.

8. Appendix

8.1. Schneider’s Theorem revisited. In this appendix we shall state Schneider’s theorem as
announced in the introduction, we shall comment on it and relate it to our work. We make the
same geometric assumptions as in Theorem 1.2. In particular we fix a vector field ∇.

In Section 4 we introduced the notion of an analytic divisor on 𝐶 to be an element of the
group Div𝐶 = lim−→Div𝐶[𝑟]. We shall extend the notion slightly and define ̃︂Div𝐶 using the same
direct system and requiring that an element of ̃︂Div𝐶 is a family of divisors 𝐷 = {𝐷[𝑟] =∑︀
𝑧∈𝐶[𝑟]𝐷[𝑟](𝑧) (𝑧)} which as divisors satisfy 𝐷[𝑟] 6 𝐷[𝑠] for 𝑟 6 𝑠. The limit is given by∐︀
Div𝐶[𝑟]/∼ where 𝐷[𝑟] ∼ 𝐷[𝑠] if and only if there exists some 𝑡 such that 𝐷[𝑡] > 𝐷[𝑟] and

𝐷[𝑡] > 𝐷[𝑠]. This obviously is an equivalence relation and shows that the limit exists.
Translated into the language of schemes this means that if 𝒥𝑟 denotes the ideal of 𝐷[𝑟] in 𝒪𝐶

then there are closed immersions 𝜄[𝑟] : Spec(𝒪𝐶/𝒥𝑟) → 𝐶 which form a direct system of schemes
and we write ̃︀𝐷 = lim−→ Spec(𝒪𝐶/𝒥𝑟). It has the property that the divisor associated with ̃︀𝐷 is 𝐷.
We identify 𝐷[𝑟] with Spec(𝒪𝐶/𝒥𝑟). Clearly we have ̃︂Div𝐶 ⊇ Div𝐶. A divisor 𝐷 in ̃︂Div𝐶 is
effective if 𝐷[𝑟] > 0 for all 𝑟. There is for each 𝑟 a canonical surjective homomorphism of sheaves
𝜄[𝑟]♯ : 𝒪an

𝐶 → 𝜄[𝑟]*𝒪𝐷[𝑟]. Here 𝒪an
𝐶 is the sheaf of germs of holomorphic functions on 𝐶. The kernel

of 𝜄[𝑟]♯ is an ideal sheaf 𝒥 [𝑟]. For 𝑧 ∈ supp𝐷[𝑟] we choose a local coordinate 𝜏𝑧 ∈ 𝒥 [𝑟]𝑧 at 𝑧 such
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that ∇ = 𝑑/𝑑𝜏𝑧 locally at 𝑧. The local coordinate is uniquely determined by this property. For 𝐷[𝑟]
given we introduce the algebra 𝑅[𝑟] =

⨁︀
𝐾[𝜏𝑧]/(𝜏

𝐷[𝑟](𝑧)
𝑧 ) and then Γ(𝐷[𝑟], 𝜄[𝑟]*𝒪𝐷[𝑟]) = 𝑅[𝑟]⊗𝐾C.

There is a canonical identification of 𝑅[𝑟] considered as a vector space with 𝐾𝐷[𝑟] and this is used to
define the ℎ+(𝑓) of 𝑓 ∈ 𝑅[𝑟]. The homomorphism 𝜄[𝑟]♯ extends to the sheaf of germs of meromorphic
functions on 𝐶 which are holomorphic on 𝐷. We let now 𝐷 ∈̃︂Div𝐶 be a divisor and define

𝛿 = lim
log deg𝐷[𝑟]

log 𝑟
.

Let 𝑓 be a meromorphic function on 𝐶 which is holomorphic on 𝐷 and which has the property
that 𝜄[𝑟]♯(𝑓) ∈ 𝑅[𝑟] for all 𝑟. Then the arithmetic growth of 𝑓 along 𝐷 is defined as

𝜇 = lim
log ℎ+(𝜄[𝑟]♯(𝑓))

log deg𝐷[𝑟]
.

Let 𝐷 ∈ ̃︂Div𝐶 be an effective divisor such that 𝐷[𝑟](𝑧) log𝐷[𝑟](𝑧) 6 deg𝐷[𝑟] for all 𝑧 ∈
supp𝐷[𝑟]. Let 𝑓1, 𝑓2, . . . , 𝑓𝑛 be holomorphic functions on 𝐶 and assume that 𝜄[𝑟]♯(𝑓𝑖) ∈ 𝑅[𝑟] for
1 6 𝑖 6 𝑛 and 𝑟 sufficiently large. We define 𝜌 = max𝑖(𝜌𝑖) and 𝜇 = max𝑖(𝜇𝑖) where 𝜌1, 𝜌2, . . . , 𝜌𝑛
and 𝜇1, 𝜇2, . . . , 𝜇𝑛 are the growth and arithmetic growth respectively of the functions. The following
theorem is an extension to Riemann surfaces of Schneider’s Satz III in [5] mentioned in the
introduction in the case when the functions are holomorphic.

Theorem 8.1. If we have max(𝜇, 𝜌/𝛿) < 1− 1/𝑛 then the image of the mapping

𝑓 = (𝑓1, 𝑓2, . . . , 𝑓𝑛) : 𝐶 → C𝑛

is contained in an algebraic hypersurface defined over 𝐾 .

The proof is very similar to the proof of our main theorems but here (8) is not sufficient, instead
we need to use a version of Jensen’s Formula as formulated in [1; p. 332]. In the case when the
functions are meromorphic one has to assume in addition that 𝜌 > 2𝑔 where 𝑔 is the genus of 𝐶.
This is needed because [17; Proposition 5.25] (see Section 8.3).

As an application which is not covered by any of the theorems in the introduction we take a
meromorphic function 𝑓 on 𝐶 which has the property that 𝜄[𝑟]♯(𝑓) ∈ 𝑅[𝑟] for all sufficiently large 𝑟.
We put 𝑓1 = 𝑓 , 𝑓2 = ∇𝑓 , . . . , 𝑓𝑛 = ∇𝑛−1𝑓 for 𝑛 sufficiently large so to satisfy the hypothesis of the
theorem. Then the function 𝑓 satisfies an algebraic differential equation with constant coefficients.
As has been mentioned in the introduction the theorem does not include Gelfond’s proof of the
seventh Hilbert Problem and, as a consequence, does not include the Schneider–Lang Criterion,
even in the case when 𝐶 = C. It would be very interesting to find a criterion in the style of our
theorem above which does include our main theorems and without making the assumption that
the functions satisfy differential equations.

All theorems that have been mentioned so far deal only with the transcendence of numbers. As
already has been pointed out in the last paragraph of Schneider’s paper in [5] the methods are not
strong enough to get a criterion about algebraic independence. The only substantial contribution in
this very general direction is [21]. The techniques which are applied there are much more involved.
Any further progress in the direction opened there would be of highest interest.

8.2. Proof of Theorem 8.1. We shall give now a short sketch of the proof of the theorem.
The proof is very similar to the proof of Theorem 1.2 and depends on estimates of the same flavor
as those given there together with estimates similar to those in [5]. Therefore we shall not give
such details here which can be extracted without much effort from [5]. The main difference is
that we do not use any kind of Schwarz Lemma. Especially in the case when the functions are
meromorphic but not holomorphic the estimates which are needed there become very unpleasant.
Instead our approach goes through Nevanlinna theory and seems to be new. We reduce the proof
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to an application of Jennsen’s Formula together with the First Main Theorem. This gives a very
elegant and clean way to do the last step in the proof. For simplicity we restrict ourselves to the
special case when 𝐶 = C.

The first step is standard. We choose an integer 𝑟 sufficiently large and construct on the basis
of Siegel’s Lemma a polynomial 𝐹 ∈ 𝐾[𝑇1, . . . , 𝑇𝑛] of degree 𝑑 such that 𝑓 ∈ ker 𝜄[𝑟]♯ for 𝑓 =
𝐹 (𝑓1, . . . , 𝑓𝑛) and 𝜄 taken in the analytic category. The parameters are chosen such that

(𝑑+ 1)𝑛 > 𝑁(𝐷[𝑟], 𝑅) > 𝑑𝑛

and such that 𝑅 = 𝑟1+𝜖. As a consequence we have

𝑁(𝐷[𝑟], 𝑅) > 𝑁(𝐷[𝑟], 𝑟) +𝑚(𝐷[𝑟]) log
(︂
𝑅

𝑟

)︂
where 𝑚 = 𝑚(𝐷[𝑟]) denotes the geometric degree of the divisor 𝐷[𝑟]. This shows that the exponent
𝑀/(𝑁 −𝑀) which occurs in Siegel’s Lemma is of order 1/ log𝑚. An application of the Siegel lemma
shows that the logarithmic height of 𝐹 is at most 𝑂(𝑚1/𝑛+𝜇+𝜖 + 𝑚1/𝑛+𝜂+𝜖) since the exponent
𝑀/(𝑁 −𝑀) kills the log𝑚 in the logarithm of the factorials. The condition on 𝜂 then shows that
this is at most 𝑂(𝑚1−𝜖) for 𝜖 sufficiently small. The function 𝑓 is in ker 𝜄[𝑟]♯ by construction and this
shows that 𝑁(𝑓, 0, 𝑅) > 𝑚(𝐷[𝑟]) log(𝑅/𝑟). We write 𝑓(𝑧) = 𝑐𝑒𝑧

𝑒𝜖(𝑧) with 𝜖(𝑧) = 1 +
∑︀
𝑛>1 𝜖(𝑛)𝑧𝑛

and assume for simplicity that 0 is a component of the divisor. The general case can be treated in
a similar way.

Lemma 8.2 (Jensen’s Inequality). Let 𝑓 be meromorphic. Then

log |𝑐𝑒| 6 𝑇 (𝑓,∞, 𝑟)−𝑁(𝑓, 0, 𝑟). (21)

Proof. This is an easy consequence of Jensen’s Formula.

In our situation 𝑁(𝑓, 0, 𝑅) can be bounded from below by 𝑁(𝐷[𝑟], 𝑟), we use standard
inequalities for the Nevanlinna characteristic function 𝑇 to bound 𝑇 (𝑓,∞, 𝑅) from above and
the Liouville estimate gives a lower bound for log |𝑐𝑒|. Comparing the upper and lower bound then
gives 𝑓 ∈ ker 𝜄[𝑟 + 1]♯. Since this holds for all 𝑟 we conclude that 𝑓 ∈ ker lim←− 𝜄[𝑟]

♯. By Schneider’s
arguments one deduces that 𝑓 = 0.

8.3. Meromorphic functions of finite growth on affine varieties. In Theorems 1.1 and 1.3
the upper bound for the number of points in the set 𝑆 contains the term max(𝜌, 2𝑔) with 𝑔 the
genus of the affine curve 𝐶. It is an interesting question to see whether the dependence is natural
or whether it can be removed. This turns out to be a question about meromorphic functions on
affine curves.

The field of meromorphic functions ℳ(𝐶) contains as a subfield the field of meromorphic
functions ℳf.o.(𝐶) of finite order with the order defined by using either the Nevanlinna or the
Ahlfors–Schimizu characteristic function. Both characteristic functions are based on a choice
of an exhaustion function. In Section 4 such a function has been constructed on applying the
Riemann–Roch Theorem. We have seen that the resulting order does not depend on the chosen
characteristic function. The field ℳf.o.(𝐶) contains for any 𝜌 as algebraically closed subfield the
field ℳ𝜌(𝐶) of meromorphic functions of order at most 𝜌 and is the direct limit of this system of
subfields (see [22]).

A basic question is whether there are meromorphic functions on an affine curve 𝐶 different
from algebraic functions. Another question is whether a meromorphic function of order 𝜌 can be
expressed as a quotient of two entire functions of order 𝜌. It turns out that this is the case provided
that the order is > 2𝑔 (see Proposition 5.2) and the bound is also best possible in general as can
be found in the already mentioned articles of Griffiths.

The answer to the first question is given by the Weierstrass Product Theorem on Riemann
surfaces. In section 4 we introduced the analytic divisors Div(𝐶) on 𝐶 which can be seen as
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maps 𝐷 : 𝐶 → Z. By [23; Theorem 25.5] each divisor 𝐷 is principal and this shows that there
are meromorphic functions 𝑓 on 𝐶 which have 𝐷 a divisor. If the divisor 𝐷 is effective so that
𝐷(𝑧) > 0 for all 𝑧 ∈ 𝐶 then we introduced 𝑁𝜋(𝐷, 𝑟) and 𝐷 has order 𝜌 if 𝑁𝜋(𝐷, 𝑟) = 𝑂(𝑟𝜌). By
[17; Theorem I] there exists an entire function 𝑓 on 𝐶 which has 𝜌(𝑓) = 𝜌(𝐷) and divisor 𝐷. As
an application a transcendental function of finite order can be constructed by choosing a divisor
𝐷 with 𝑁𝜋(𝐷, 𝑟) = 𝑂(𝑟𝜌) and 𝜌 > 0 and then the function 𝑓 is transcendental. An interesting
consequence is the following.

Teopeма 8.1. For each non-negative integer 𝑛 there exists a subring 𝐿 ⊆ℳf.o.(𝐶) which has
transcendence degree 𝑛 over the field of rational functions ℛ(𝐶) of 𝐶 .

Proof. For 𝑛 = 0 we take 𝐿0 = ℛ(𝐶). We proceed by induction and assume the theorem
to be true for 𝑛 with subring 𝐿𝑛. There exist 𝑓1, . . . , 𝑓𝑛 ∈ 𝐿𝑛 such that 𝐿𝑛 is algebraic over
ℛ(𝐶)[𝑓1, . . . , 𝑓𝑛]. We take 𝜌 = max16𝑖6𝑛(𝜌(𝑓𝑖)) and choose 𝑓𝑛+1 ∈ 𝒪𝑘(𝐶) with 𝑘 = 𝜌(𝑓𝑛+1) > 𝜌.
Since 𝒪𝜌(𝐶) is algebraically closed in ℳ𝜌(𝐶) the entire function 𝑓𝑛+1 is transcendental over 𝐿𝑛
and we tale 𝐿𝑛+1 = 𝐿𝑛[𝑓𝑛+1].

The authors would like to thank P. Ng from HKU for carefully going through the first version
of this paper which was part of the thesis of the first author at ETHZ in 2011 and for carefully
reading the revised and expanded final version. The second author likes to thank the Department
of Mathematics of the Hong Kong University of Science and Technology for inviting him in Summer
2010 to give a series of lectures on the first version of the paper. The final version was finished in
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gleichungen genügen”, J. Reine Angew. Math., 317 (1980), 102–119.

[22] S. Hellerstein, L.A. Rubel, “Subfields that are algebraically closed in the field of all meromorphic
functions”, J. Analyse Math., 12 (1964), 105–111.

[23] O. Forster, Lectures on Riemann Surfaces, Grad. Texts in Math., 81, Springer-Verlag, Berlin, 1981.

http://dx.doi.org/10.1007/BF01393823
http://www.zentralblatt-math.org/zmath/search/?an=Zbl 1145.11004
http://www.zentralblatt-math.org/zmath/search/?an=Zbl 1145.11004
http://www.zentralblatt-math.org/zmath/search/?an=Zbl 0269.14002
http://www.zentralblatt-math.org/zmath/search/?an=Zbl 0269.14002
http://www.zentralblatt-math.org/zmath/search/?an=Zbl 0269.14003
http://www.zentralblatt-math.org/zmath/search/?an=Zbl 0269.14003
http://www.zentralblatt-math.org/zmath/search/?an=Zbl 0317.32023
http://www.zentralblatt-math.org/zmath/search/?an=Zbl 0317.32023
http://www.zentralblatt-math.org/zmath/search/?an=Zbl 0223.32001
http://www.zentralblatt-math.org/zmath/search/?an=Zbl 0223.32001
http://www.zentralblatt-math.org/zmath/search/?an=Zbl 0666.13002
http://www.zentralblatt-math.org/zmath/search/?an=Zbl 0666.13002
http://www.zentralblatt-math.org/zmath/search/?an=Zbl 0422.10028
http://www.zentralblatt-math.org/zmath/search/?an=Zbl 0422.10028
http://dx.doi.org/10.1007/BF02807430
http://dx.doi.org/10.1007/BF02807430
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4612-5961-9


Современные проблемы математики
Вып. 17, 2013, 135–152 DOI: 10.4213/spm47

О точной и приближенной билинейных сложностях
умножения матриц размеров 4× 2 и 2× 2

В.Б. Алексеев 𝑎, А. В. Смирнов 𝑏

𝑎 Московский государственный университет им. М.В. Ломоносова
𝑏 Российский федеральный центр судебной экспертизы при МЮ РФ

Памяти Анатолия Алексеевича Карацубы

1. Введение

В 1960 г. А. А. Карацуба [1] нашел алгоритм умножения двух 𝑛-разрядных чисел с числом
операций 𝑂(𝑛log2 3). Первый автор узнал об этом результате летом 1963 г., когда, окончив 9-й
класс, приехал на летнюю математическую школу, организованную под Москвой академиком
А. Н. Колмогоровым. Одним из преподавателей в эту школу был приглашен молодой тогда
А. А. Карацуба. Его результат произвел на всех огромное впечатление и в большой степе-
ни определил научные интересы первого автора. А. А. Карацуба показал, что для простых
широко распространенных арифметических и алгебраических операций существуют нестан-
дартные асимптотически более быстрые алгоритмы. Поиск таких алгоритмов стал одной из
важных задач в математике. И если для умножения чисел задачу удалось продвинуть почти
до конца, то с умножением матриц ситуация оказалась намного сложнее.

Данная работа в основном посвящена задаче умножения матрицы размера 4× 2 на матрицу
размера 2× 2. В работе показано, что билинейная сложность этой задачи равна 14 над любым
полем. С другой стороны, показано, что для этой задачи существуют приближенные били-
нейные алгоритмы с билинейной сложностью 13. Для задачи умножения матрицы размера
5× 2 на матрицу размера 2× 2 приведен приближенный билинейный алгоритм с билинейной
сложностью 16 над любым полем характеристики, отличной от 2.

Пусть ‖𝑎𝑖𝑗‖𝑚×𝑛 обозначает матрицу размера 𝑚× 𝑛 над некоторым полем. Задача умно-
жения матрицы ‖𝑎𝑖𝑗‖𝑚×𝑛 на матрицу ‖𝑏𝑘𝑙‖𝑛×𝑝 состоит (по определению) в вычислении 𝑚𝑝
билинейных форм вида

∑︀𝑛
𝑗=1 𝑎𝑖𝑗𝑏𝑗𝑙. Если вычислять эти формы непосредственно по указан-

ным формулам, то необходимо сделать 𝑚𝑛𝑝 умножений и почти столько же сложений. При
𝑚 = 𝑛 = 𝑝 всего операций больше, чем 𝑛3. В 1969 г. Штрассен [2] показал, что существуют бо-
лее быстрые по порядку алгритмы умножения матриц, построив алгоритм с числом операций
над элементами поля 𝑂(𝑛log2 7). К 1986 г. эта оценка трудами многих авторов была понижена
до 𝑂(𝑛2.38) [3] (см. обзор [4]), однако с тех пор эта оценка существенно не улучшена, несмотря
на большой интерес к задаче.

Алгоритм Штрассена [2] для умножения матриц порядка 𝑛 со сложностью 𝑂(𝑛log2 7) осно-
ван на найденном им алгоритме умножения двух квадратных матриц порядка 2 с 7 умноже-
ниями вместо 8 в обычном алгоритме. Затем этот алгоритм рекурсивно использовался для
умножения матриц порядка 2𝑘 с числом умножений 7𝑘. Этот прием идейно аналогичен мето-
ду А. А. Карацубы для умножения 𝑛-разрядных чисел с числом операций 𝑂(𝑛log2 3), который
сейчас принято называть “разделяй и властвуй”.

Для того чтобы можно было применять рекурсию, Штрассен построил специального вида
алгоритм умножения матриц порядка 2, а именно так называемый билинейный алгоритм.

Работа первого автора выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных исследований
(грант № 12-01-91331-ННИО-а).

c○ В.Б. Алексеев, А.В. Смирнов, 2013

http://dx.doi.org/10.4213/spm47
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Определение. Пусть 𝐹 – некоторое кольцо, и пусть имеется 2 множества переменных
𝐴 = {𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑟} и 𝐵 = {𝑏1, 𝑏2, . . . , 𝑏𝑠}. Билинейными алгоритмами над 𝐴 и 𝐵 и коль-
цом 𝐹 называются алгоритмы, в которых сначала вычисляются произведения (

∑︀𝑟
𝑖=1 𝛼

𝑡
𝑖𝑎𝑖)×

(
∑︀𝑠
𝑗=1 𝛽

𝑡
𝑗𝑏𝑗) некоторых линейных форм (с коэффициентами из 𝐹 ) от первого множества пе-

ременных на некоторые линейные формы (с коэффициентами из 𝐹 ) от второго множества
переменных, где 𝑡 = 1, 2, . . . , 𝑑, а на втором этапе вычисляются некоторые линейные комбина-
ции этих 𝑑 произведений. При этом число умножений 𝑑 называется билинейной сложностью
алгоритма.

Определение. Будем говорить, что билинейный алгоритм над кольцом 𝐹 вычисляет си-
стему билинейных форм 𝐶𝑘 =

∑︀𝑟
𝑖=1

∑︀𝑠
𝑗=1 𝑐

𝑘
𝑖𝑗𝑎𝑖𝑏𝑗 , 𝑘 = 1, . . . , ℎ, где 𝑐𝑘𝑖𝑗 – произвольные кон-

станты из 𝐹 , если каждая из этих билинейных форм оказывается вычисленной на втором
этапе алгоритма. Билинейной сложностью задачи вычисления системы билинейных форм
над кольцом 𝐹 называется минимальная билинейная сложность алгоритмов над 𝐹 , вычисля-
ющих данную систему билинейных форм.

Требование билинейности при изучении сложности умножения матриц связано с тем, что
при рекурсии вместо переменных подставляются матрицы, которые могут не коммутировать.

Кроме обычных (точных) билинейных алгоритмов, определенных выше, рассматривают
также приближенные билинейные алгоритмы. Интерес к ним связан как с возможностью
практического использования, так и с тем фактом, что, имея быстрый приближенный били-
нейный алгоритм для умножения матриц, можно получать асмптотически быстрый точный
алгоритм для умножения матриц [5] (см. также обзор [4]).

Напомним, что лорановскими многочленами от переменной 𝑥 называют выражения, отли-
чающиеся от обычных многочленов тем, что в них разрешаются также целые отрицательные
степени 𝑥.

Определение. Приближенным билинейным алгоритмом над двумя множествами пере-
менных 𝐴 и 𝐵 и кольцом 𝐹 называется любой билинейный алгоритм над теми же множества-
ми переменных, в котором в качестве коэффициентов вместо кольца 𝐹 используется кольцо
лорановских многочленов от 𝑥 с коэффициентами из 𝐹 . При этом число умножений линейных
форм 𝑑 также называется билинейной сложностью приближенного алгоритма.

Определение. Пусть зафиксированы множества переменных 𝐴 и 𝐵 и кольцо 𝐹 . Будем
говорить, что приближенный билинейный алгоритм приближенно вычисляет систему били-
нейных форм 𝐶𝑘 над 𝐹 , 𝑘 = 1, . . . , ℎ, если на втором этапе этот билинейный алгоритм строит
выражения вида 𝐶𝑘 +𝑂(𝑥) для всех 𝑘 = 1, . . . , ℎ, где 𝑂(𝑥) – многочлены, содержащие только
положительные степени 𝑥 (коэффициентами многочленов автоматически являются билиней-
ные формы).

Определение. Приближенной билинейной сложностью задачи вычисления системы би-
линейных форм над кольцом 𝐹 называется минимальная билинейная сложность приближен-
ных билинейных алгоритмов над 𝐹 , приближенно вычисляющих данную систему билинейных
форм.

Из определения видно, что если мы работаем, например, в поле действительных или ком-
плексных чисел, то, выбирая конкретное сколь угодно близкое к 0 число 𝑥, мы можем из при-
ближенного билинейного алгоритма получить обычный билинейный алгоритм той же слож-
ности, сколь угодно точно вычисляющий заданную систему билинейных форм. При этом
выбор 𝑥 = 0 может оказаться запрещенным из-за наличия в коэффициентах отрицательных
степеней 𝑥.

Выше отмечено, что уже более 20 лет не удается существенно улучшить результат 𝑂(𝑛2.38)
Копперсмита и Винограда для сложности умножения матриц порядка 𝑛. В связи с этим воз-
никает необходимость рассмотрения различных подходов к разработке быстрых алгоритмов
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умножения матриц. В частности, интересно исследовать (для последующих обобщений), как
устроены оптимальные алгоритмы умножения матриц малых размеров, как для них строить
алгоритмы умножения с малой сложностью и какие существуют преграды в виде нижних
оценок. В данной работе исследуются билинейные алгоритмы и, соответственно, билиней-
ная сложность. Отметим, что полученные результаты позволяют лучше понять ситуацию
в данной области, но не дают непосредственно улучшений в сложности умножения больших
матриц.

Как сказано выше, Штрассен построил билинейный алгоритм для задачи умножения двух
матриц порядка 2 с билинейной сложностью 7 (над произвольным полем). Виноград [6] по-
казал, что эту оценку нельзя понизить, т.е. билинейная сложность задачи умножения двух
матриц порядка 2 равна 7.

Несмотря на простоту постановки, задача определения билинейной сложности умножения
двух матриц оказывается тяжелой даже при малых размерах матриц. Так, про билинейную
сложность задачи умножения двух матриц порядка 3 над любым полем известно только, что
она не больше 23 [7] и не меньше 19 [8]. Имеются также некоторые общие нижние и верхние
оценки для билинейной сложности умножения двух матриц порядка 𝑘 и некоторые верхние
оценки для билинейной сложности умножения матриц конкретных порядков. В работе [9]
построен приближенный билинейный алгоритм для умножения двух матриц порядка 3 (над
произвольным полем) с билинейной сложностью 21 (см. также [4]). Одним из авторов данной
работы (А.В. Смирновым) построен приближенный билинейный алгоритм для умножения
двух матриц порядка 3 с билинейной сложностью 20, который будет опубликован в другой
статье.

Поскольку билинейный алгоритм является частным случаем приближенного билинейного
алгоритма, то для любой задачи приближенная билинейная сложность не больше, чем били-
нейная сложность. Известно, что приближенная билинейная сложность может быть меньше,
чем билинейная сложность. Одним из простых примеров является следующий. Пусть требует-
ся перемножить 2 матрицы порядка 2, причем один элемент в одной из них равен 0. Обычный
алгоритм (“строка на столбец”) требует 6 умножений элементов. Нетрудно показать, что лю-
бой билинейный алгоритм для этой задачи имеет билинейную сложность не менее 6. В то же
время, справедливо следующее утверждение.

Утверждение 1. Для умножения матрицы порядка 2 с одним нулевым элементом на
матрицу порядка 2 над любым полем существует приближенный билинейный алгоритм
с билинейной сложностью 5.

Такой алгоритм построен в работе [10] (см. также [4]).
Если необходимо умножить матрицу размера 𝑚 × 2 на матрицу размера 2× 2, то можно

разбить первую матрицу на блоки размера 2× 2; при 𝑚 нечетном последний блок будет иметь
размер 1× 2. Тогда умножение матрицы размера 𝑚× 2 на матрицу размера 2× 2 сведется к
⌊𝑚/2⌋ умножениям матриц порядка 2 и (при 𝑚 нечетном) умножению матрицы размера 1× 2
на матрицу размера 2× 2 (и некоторым сложениям). Из результата Штрассена легко выте-
кает, что для этого достаточно ⌈7𝑚/2⌉ умножений, т.е. мы получаем билинейный алгоритм
с билинейной сложностью ⌈7𝑚/2⌉. Хопкрофт и Керр [11] показали, что эту оценку нельзя
понизить для задачи умножения таких матриц над полем из 2 элементов. Для произвольных
полей и произвольных 𝑚 не известно, является ли эта оценка неулучшаемой.

В работе одного из авторов [12] было показано, что при 𝑚 = 3 любой билинейный алго-
ритм имеет билинейную сложность не меньше 11 над произвольным полем, т.е. билинейная
сложность задачи умножения матрицы размера 3× 2 на матрицу размера 2× 2 равна 11
над любым полем. В то же время существует приближенный билинейный алгоритм для этой
задачи с билинейной сложностью 10. Его можно построить следующим образом.

Пусть нужно умножить матрицу 𝐴 = ‖𝑎𝑖𝑗‖3×2 на матрицу 𝐵 = ‖𝑏𝑘𝑙‖2×2. Пусть матрица
𝐴1 получается из 𝐴 заменой 𝑎22, 𝑎31, 𝑎32 на 0, а матрица 𝐴2 получается из 𝐴 заменой 𝑎11,
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𝑎12, 𝑎21 на 0. Тогда 𝐴 = 𝐴1 +𝐴2, и задача сводится к вычислению произведений 𝐴1𝐵 и 𝐴2𝐵.
Полностью нулевые строки в матрицах 𝐴1 и 𝐴2 порождают соответствующие нулевые строки
в матрицах 𝐴1𝐵 и 𝐴2𝐵. Поэтому задача фактически сводится к двум умножениям матриц
порядка 2, причем в каждом произведении один элемент в одной из матриц равен 0 (и некото-
рым дополнительным сложениям). По утверждению 1 для каждого из произведений можно
построить приближенный билинейный алгоритм с билинейной сложностью 5. Объединяя эти
алгоритмы, получим приближенный билинейный алгоритм для задачи умножения матрицы
размера 3× 2 на матрицу размера 2× 2 с билинейной сложностью 10 (этот алгоритм построен
в [10]).

Использованная конструкция показывает также, что для задачи умножения матрицы по-
рядка 2 с одним нулевым элементом на матрицу порядка 2 действительно не существует
билинейного алгоритма (обычного) с билинейной сложностью 5. Если бы такой алгоритм су-
ществовал, то так же, как выше, из него можно было бы получить билинейный алгоритм для
задачи умножения матрицы размера 3× 2 на матрицу размера 2× 2 с билинейной сложно-
стью 10, что невозможно в соответствии с результатом из [12].

Отметим, что если считать переменные 𝑎𝑖𝑗 и 𝑏𝑘𝑙 коммутирующими и отказаться от били-
нейности, то для задачи умножения матрицы размера 3× 2 на матрицу размера 2× 2 можно
построить алгоритм с 10 умножениями [13].

Данная работа в основном посвящена задаче умножения матрицы размера 4× 2 на мат-
рицу размера 2× 2. В этом случае верхняя оценка билинейной сложности равна 14 (дважды
используется алгоритм Штрассена). В работе [13] показано, что при использовании коммута-
тивности можно построить алгоритм с 13 умножениями. Мы покажем, что для билинейных
алгоритмов оценка 14 неулучшаема над любым полем. С другой стороны, мы покажем, что
существуют приближенные билинейные алгоритмы для этой задачи с билинейной сложно-
стью 13.

Отметим еще, что все результаты допускают обобщение с использованием двойственности.
Задачу умножения матрицы размера 𝑚× 𝑛 на матрицу размера 𝑛× 𝑝 можно задать тройкой
чисел 𝑚, 𝑛, 𝑝. Теорема о двойственности [14] (см. также [4]) утверждает, что билинейная
сложность и приближенная билинейная сложность не изменяются при любых перестановках
чисел 𝑚, 𝑛, 𝑝.

2. Приближенные алгоритмы

Teopeма 1. Для задачи умножения матрицы 𝐴 = ‖𝑎𝑖𝑗‖ размера 4× 2 на матрицу
𝐵 = ‖𝑏𝑘𝑙‖ размера 2× 2 над любым полем существуют приближенные билинейные алго-
ритмы с билинейной сложностью 13. Примером такого алгоритма является следующий
приближенный билинейный алгоритм:

𝐷1 = (−𝑥𝑎12 + 𝑎22 + 𝑎42)(−𝑏11 + 𝑏22),
𝐷2 = (𝑥𝑎12 − 𝑎22)(−𝑥𝑏21 + 𝑏22),

𝐷3 = (𝑥2𝑎11 + 𝑥𝑎12 − 𝑥𝑎21 − 𝑎22 − 𝑎42)𝑏11,
𝐷4 = (−𝑥𝑎41 − 𝑥𝑎12 + 𝑎22 + 𝑎42)(−𝑏11 + 𝑥𝑏21),
𝐷5 = 𝑎42𝑏22,

𝐷6 = 𝑎21(−𝑥𝑏11 + 𝑥𝑏21 + 𝑏12),

𝐷7 = (𝑥2𝑎31 + 𝑥𝑎32 + 𝑎42)(𝑏12 − 𝑥𝑏21),
𝐷8 = ((𝑥+ 𝑥2)𝑎31 + 𝑎41)(𝑥𝑏11 + 𝑏12 − 𝑥2𝑏21),
𝐷9 = (𝑥𝑎32 + 𝑎42)(−𝑏12 + 𝑥𝑏21 + 𝑥𝑏22),
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𝐷10 = (𝑥2𝑎11 + 𝑎22)(𝑏12 − 𝑥2𝑏21 + 𝑥𝑏22),
𝐷11 = (𝑎21 + 𝑎22)(𝑏12 + 𝑥𝑏21),
𝐷12 = (𝑥𝑎32 − 𝑥𝑎31 + 𝑎42 − 𝑎41)𝑏12,
𝐷13 = 𝑎22𝑏12,

𝐶11 = 𝑥−2(−𝐷1 −𝐷2 +𝐷3 +𝐷5 −𝐷6 +𝐷11 −𝐷13),

𝐶21 = 𝑥−1(−𝐷6 +𝐷11 −𝐷13),

𝐶31 = 𝑥−2(𝐷1 +𝐷2 −𝐷4 −𝐷5 −𝐷7 +𝐷8 +𝐷12),

𝐶41 = 𝑥−1(−𝐷1 −𝐷2 +𝐷4 +𝐷5),

𝐶12 = 𝑥−2(𝑥𝐷2 +𝐷10 −𝐷13),
𝐶22 = 𝐷1 −𝐷3 −𝐷5 +𝐷6,

𝐶32 = 𝑥−2(−𝑥𝐷5 +𝐷7 +𝐷9),
𝐶42 = 𝐷5 +𝐷8.

Для доказательства этой теоремы нетрудно провести указанные вычисления и проверить,
что 𝐶𝑖𝑗 = 𝑎𝑖1𝑏1𝑗 + 𝑎𝑖2𝑏2𝑗 +𝑂(𝑥) для всех 𝑖 = 1, . . . , 4 и 𝑗 = 1, 2, что соответствует определению
приближенного алгоритма для умножения матриц.

Ниже мы приведем еще одну конструкцию приближенного билинейного алгоритма с би-
линейной сложностью 13 для задачи умножения матрицы размера 4× 2 на матрицу размера
2× 2, основанную на следующей теореме.

Teopeма 2. Для задачи умножения матрицы 𝐴 = ‖𝑎𝑖𝑗‖ размера 3× 2 с одним нулевым
элементом (пусть 𝑎32 = 0) на матрицу 𝐵 = ‖𝑏𝑘𝑙‖ размера 2× 2 над любым полем характе-
ристики, отличной от 2, существуют приближенные билинейные алгоритмы с билинейной
сложностью 8. В то же время билинейная сложность точного умножения в этой задаче
над любым полем равна 9.

Доказательство. Рассмотрим следующий алгоритм:

𝐷1 = (− 1
2 𝑥𝑎11 − 1

2 𝑎21 + 𝑥−1𝑎22)(−𝑏11 + 𝑏12 + 𝑥𝑏21),

𝐷2 = (𝑥−1𝑎22 + 1
2 𝑥

−1𝑎31)(𝑏11 − 𝑏12),
𝐷3 = (𝑥𝑎11 + 𝑎12 − 1

2 𝑎21 − 𝑥−1𝑎22)(𝑏11 + 𝑏12 + 𝑥𝑏22),

𝐷4 = ( 1
2 𝑥𝑎11 − 𝑎12 − 1

2 𝑎21 + 𝑥−1𝑎22)(𝑏11 + 𝑏12 − 𝑥𝑏21),
𝐷5 = (−𝑥𝑎11 + 𝑎21 − 𝑥−1𝑎31)𝑏11,

𝐷6 = ( 1
2 𝑎21 + 𝑥−1𝑎22)(−𝑏11 + 𝑏12 + 𝑥𝑏22),

𝐷7 = (−𝑎12 + 𝑥−1𝑎22 + 1
2 𝑥

−1𝑎31)(𝑏11 + 𝑏12),

𝐷8 = (𝑎21 + 𝑥−1𝑎31)𝑏12,

𝐶11 = 𝑥−1(𝐷1 +𝐷2 +𝐷4 −𝐷7 +𝐷8),

𝐶12 = 𝑥−1(𝐷2 +𝐷3 +𝐷5 +𝐷6 +𝐷7),

𝐶21 = 𝐷1 +𝐷2 + 1
2 (𝐷5 +𝐷8),

𝐶22 = 𝐷2 +𝐷6 + 1
2 (𝐷5 +𝐷8),

𝐶31 = −𝑥𝐷5,

𝐶32 = 𝑥𝐷8.
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Проводя указанные вычисления, нетрудно проверить, что выполняются равенства 𝐶𝑖𝑗 =
𝑎𝑖1𝑏1𝑗 + 𝑎𝑖2𝑏2𝑗 + 𝑂(𝑥) для 𝑖 = 1, 2, 𝑗 = 1, 2 и 𝐶31 = 𝑎31𝑏11 + 𝑂(𝑥), 𝐶32 = 𝑎31𝑏12 + 𝑂(𝑥), что
соответствует определению приближенного алгоритма для умножения указанных матриц.
Отсюда следует первая часть утверждения теоремы.

Если разбить матрицу 𝐴 на матрицу порядка 2 и матрицу с одним ненулевым элементом
и использовать алгоритм Штрассена, то потребуется 9 умножений. С другой стороны, если
бы существовал билинейный алгоритм для рассматриваемой задачи с билинейной сложно-
стью 8, то, добавляя к нему 2 произведения 𝑎32𝑏21 и 𝑎32𝑏22, мы получили бы билинейный ал-
горитм для задачи умножения матрицы размера 3× 2 на матрицу размера 2× 2 с билинейной
сложностью 10, что невозможно в соответствии с результатом из [12]. Теорема 2 полностью
доказана.

Пусть теперь надо умножить матрицу 𝐴 = ‖𝑎𝑖𝑗‖ размера 4× 2 на матрицу 𝐵 = ‖𝑏𝑘𝑙‖
размера 2× 2. Пусть матрица 𝐴1 получается из 𝐴 заменой 𝑎32, 𝑎41, 𝑎42 на 0, а матрица 𝐴2 по-
лучается из 𝐴, наоборот, заменой на 0 всех остальных элементов. Тогда 𝐴 = 𝐴1 +𝐴2, и задача
сводится к вычислению произведений 𝐴1𝐵 и 𝐴2𝐵. Полностью нулевые строки в матрицах 𝐴1

и 𝐴2 порождают соответствующие нулевые строки в матрицах 𝐴1𝐵 и 𝐴2𝐵. Поэтому задача
фактически сводится к умножению матрицы размера 3× 2 с одним нулевым элементом на
матрицу порядка 2 и умножению матрицы порядка 2 с одним нулевым элементом на матрицу
порядка 2 (и некоторым дополнительным сложениям). По теореме 2 и утверждению 1 для
этих задач можно построить приближенные билинейные алгоритмы с билинейными сложно-
стями соответственно 8 и 5. Объединяя эти алгоритмы, получим еще один приближенный
билинейный алгоритм для задачи умножения матрицы размера 4× 2 на матрицу размера
2× 2 с билинейной сложностью 13. Заметим, что этот алгоритм, в отличие от алгоритма из
теоремы 1, можно реализовать в любых полях характеристики, отличной от 2.

Используя теорему 2, легко получить следующий результат.

Teopeма 3. Для задачи умножения матрицы 𝐴 размера 5× 2 на матрицу 𝐵 размера
2× 2 над любым полем характеристики, отличной от 2, существует приближенный били-
нейный алгоритм с билинейной сложностью 16.

Доказательство. Разрежем (как выше) матрицу 𝐴 размера 5× 2 на 2 матрицы 𝐴1 и 𝐴2.
К первой отнесем элементы первых двух строк и элемент 𝑎31 (остальные обнулим), ко второй
отнесем элемент 𝑎32 и элементы 4-й и 5-й строк. Тогда 𝐴 = 𝐴1 + 𝐴2, и задача сводится к
вычислению произведений 𝐴1𝐵 и 𝐴2𝐵. Получаем, что фактически задача сводится к двум
умножениям матрицы размера 3× 2 с одним нулевым элементом на матрицу порядка 2. При-
меняя дважды алгоритм из теоремы 2, получим приближенный билинейный алгоритм для
задачи умножения матрицы размера 5× 2 на матрицу размера 2× 2 с билинейной сложно-
стью 16. Теорема доказана.

Отметим, что имеющаяся верхняя оценка для билинейной сложности точного умножения
в этой задаче равна 18.

Cледствие. Для задачи умножения матрицы 𝐴 размера 𝑚 × 2 на матрицу 𝐵 разме-
ра 2× 2 над любым полем характеристики, отличной от 2, существует приближенный
билинейный алгоритм с билинейной сложностью ⌈16𝑚/5⌉.

Доказательство. Для 𝑚 = 5𝑘, 5𝑘 + 3, 5𝑘 + 4 разрежем матрицу 𝐴 на 𝑘 матриц разме-
ра 5× 2 и (для 𝑚 = 5𝑘 + 3, 5𝑘 + 4) 1 матрицу размера 3× 2 или 4× 2 соответственно. Для
𝑚 = 5𝑘+ 1, 5𝑘+ 2 разрежем матрицу 𝐴 на 𝑘− 1 матриц размера 5× 2 и дополнительно либо
на 2 матрицы размера 3× 2, либо 1 матрицу размера 3× 2 и 1 матрицу размера 4× 2 соот-
ветственно. Для умножения матриц размера 5× 2 на матрицу 𝐵 размера 2× 2 используем
приближенный билинейный алгоритм с билинейной сложностью 16 из теоремы 3. Для умно-
жения матриц размеров 4× 2 и 3× 2 на матрицу 𝐵 размера 2× 2 используем приближенные
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билинейные алгоритмы с билинейной сложностью 13 (из теоремы 1) и 10 (см. раздел 1) соот-
ветственно. Легко проверить, что суммарная билинейная сложность построенных алгоритмов
во всех случаях выражается формулой ⌈16𝑚/5⌉. Следствие доказано.

Отметим, что для полей характеристики 2 в этом следствии можно аналогичным образом,
используя теорему 1, получить приближенный билинейный алгоритм с билинейной сложно-
стью ⌈13𝑚/4⌉.

В заключение раздела укажем, что приведенные в доказательствах теорем 3 и 2 прибли-
женные алгоритмы получены на компьютере с помощью эвристического вычислительного
метода. Детали этого метода планируется представить в отдельной статье.

3. Нижняя оценка

В этом разделе мы покажем, что любой билинейный алгоритм (точный) для задачи умно-
жения матрицы размера 4× 2 на матрицу размера 2× 2 над любым полем имеет билинейную
сложность не менее 14 (еще раз отметим, что в [11] такой результат получен только для поля
из 2 элементов). Мы покажем, что для этой задачи не существует билинейного алгоритма
с билинейной сложностью 13. Идея доказательства состоит в том, чтобы из произвольного
решения сложности 13 получить решение более простого вида, а уже для этого более просто-
го вида доказать невозможность. Опишем сначала способы представления и преобразования
решений.

Пусть заданы 2 матрицы 𝐴 = ‖𝑎𝑖𝑗‖𝑚×𝑛 и 𝐵 = ‖𝑏𝑘𝑙‖𝑛×𝑝; фактически заданы 2 набора пере-
менных: 𝑎𝑖𝑗 (их 𝑚𝑛) и 𝑏𝑘𝑙 (их 𝑛𝑝). Любое выражение вида

∑︀𝑚
𝑖=1

∑︀𝑛
𝑗=1

∑︀𝑛
𝑘=1

∑︀𝑝
𝑙=1 𝛼(𝑖𝑗)(𝑘𝑙)𝑎𝑖𝑗𝑏𝑘𝑙

можно рассматривать как билинейную форму от двух множеств переменных {𝑎𝑖𝑗} и {𝑏𝑘𝑙}.
Матрица этой билинейной формы задается коэффициентами 𝛼(𝑖𝑗)(𝑘𝑙). Для того чтобы точ-
но задать эту матрицу, необходимо упорядочить все переменные 𝑎𝑖𝑗 и все переменные 𝑏𝑘𝑙.
Мы упорядочим переменные 𝑎𝑖𝑗 по строкам матрицы 𝐴: 𝑎11, 𝑎12, . . . , 𝑎1𝑛, 𝑎21, 𝑎22, . . . , 𝑎2𝑛, . . . ,
𝑎𝑚1, 𝑎𝑚2, . . . , 𝑎𝑚𝑛, и сопоставим их в этом порядке строкам матрицы коэффициентов билиней-
ной формы. Переменные 𝑏𝑘𝑙 упорядочим по столбцам матрицы 𝐵: 𝑏11, 𝑏21, . . . , 𝑏𝑛1, 𝑏12, 𝑏22, . . . ,
𝑏𝑛2, . . . , 𝑏1𝑝, 𝑏2𝑝, . . . , 𝑏𝑛𝑝, и сопоставим их в этом порядке столбцам матрицы коэффициентов
билинейной формы. Таким образом, переменной 𝑎𝑖𝑗 соответствует строка с номером (𝑖−1)𝑛+𝑗,
а переменной 𝑏𝑘𝑙 соответствует столбец с номером 𝑘 + (𝑙 − 1)𝑛. Тогда в матрице билинейной
формы на пересечении строки, соответствующей 𝑎𝑖𝑗 , и столбца, соответствующего 𝑏𝑘𝑙, будет
(как обычно) ставиться коэффициент 𝛼(𝑖𝑗)(𝑘𝑙) в билинейной форме при 𝑎𝑖𝑗𝑏𝑘𝑙.

Умножение матрицы 𝐴 = ‖𝑎𝑖𝑗‖𝑚×𝑛 на матрицу 𝐵 = ‖𝑏𝑘𝑙‖𝑛×𝑝 состоит в вычислении 𝑚𝑝 би-
линейных форм вида

∑︀𝑛
𝑗=1 𝑎𝑖𝑗𝑏𝑗𝑙. Посмотрим, как выглядят матрицы этих билинейных форм

при указанной упорядоченности 𝑎𝑖𝑗 и 𝑏𝑘𝑙. Разобъем матрицу билинейной формы размера
𝑚𝑛 × 𝑛𝑝 на блоки размера 𝑛 × 𝑛. Тогда ее можно рассматривать как блочную матрицу раз-
мера 𝑚× 𝑝 с блоками размера 𝑛×𝑛. При этом в матрице билинейной формы

∑︀𝑛
𝑗=1 𝑎𝑖𝑗𝑏𝑗𝑙 при

фиксированных 𝑖, 𝑙 единицы стоят только в клетках с координатами ((𝑖− 1)𝑛+ 𝑗, 𝑗+(𝑙− 1)𝑛),
𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛, т.е. в 𝑖𝑙-м блоке на диагонали стоят 1, а все остальные элементы матрицы рав-
ны 0. Другими словами, 𝑖𝑙-й блок является единичной матрицей 𝐸𝑛 порядка 𝑛, а все остальные
блоки – нулевые матрицы. Обозначим такую матрицу размера 𝑚𝑛× 𝑛𝑝 при фиксированных
𝑚, 𝑛, 𝑝 через 𝐸𝑖𝑙 (1 6 𝑖 6 𝑚, 1 6 𝑙 6 𝑝).

Нам нужно, чтобы все 𝑚𝑝 билинейных форм
∑︀𝑛
𝑗=1 𝑎𝑖𝑗𝑏𝑗𝑙 выражались как линейные комби-

нации некоторых разложимых билинейных форм вида (
∑︀𝑚
𝑖=1

∑︀𝑛
𝑗=1 𝛼𝑖𝑗𝑎𝑖𝑗)(

∑︀𝑛
𝑘=1

∑︀𝑝
𝑙=1 𝛽𝑘𝑙𝑏𝑘𝑙)

с коэффициентами из заданного поля. Это равносильно тому, что матрицы этих 𝑚𝑝 билиней-
ных форм выражаются как линейные комбинации матриц разложимых билинейных форм.
В связи с этим возникает вопрос: как выглядят матрицы разложимых билинейных форм?
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Лемма 1. Ненулевую билинейную форму 𝐶 =
∑︀𝑟
𝑖=1

∑︀𝑠
𝑗=1 𝑐𝑖𝑗𝑥𝑖𝑦𝑗 над произвольным по-

лем 𝐹 можно представить в виде произведения двух линейных форм соответственно от
первого и второго множества переменных 𝐶 = (

∑︀𝑟
𝑖=1 𝛼𝑖𝑥𝑖)(

∑︀𝑠
𝑗=1 𝛽𝑗𝑦𝑗), тогда и только то-

гда, когда матрица 𝑐𝑖𝑗 этой билинейной формы имеет ранг 1.

Доказательство. Если билинейная форма 𝐶 разложима, т.е.

𝐶 =
𝑟∑︁
𝑖=1

𝑠∑︁
𝑗=1

𝑐𝑖𝑗𝑥𝑖𝑦𝑗 =
(︂ 𝑟∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖𝑥𝑖

)︂(︂ 𝑠∑︁
𝑗=1

𝛽𝑗𝑦𝑗

)︂
,

то (𝑐𝑖1, 𝑐𝑖2, . . . , 𝑐𝑖𝑠) = 𝛼𝑖(𝛽1, 𝛽2, . . . , 𝛽𝑠), поэтому все строки матрицы ‖𝑐𝑖𝑗‖ билинейной фор-
мы 𝐶 пропорциональны и матрица ‖𝑐𝑖𝑗‖ имеет ранг 1. Обратно, если матрица ‖𝑐𝑖𝑗‖ имеет
ранг 1, то существует такой вектор (𝛽1, 𝛽2, . . . , 𝛽𝑠) и такие константы 𝛼𝑖, что (𝑐𝑖1, 𝑐𝑖2, . . . , 𝑐𝑖𝑠) =
𝛼𝑖(𝛽1, 𝛽2, . . . , 𝛽𝑠). Тогда

𝐶 =
𝑟∑︁
𝑖=1

𝑠∑︁
𝑗=1

𝑐𝑖𝑗𝑥𝑖𝑦𝑗 =
(︂ 𝑟∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖𝑥𝑖

)︂(︂ 𝑠∑︁
𝑗=1

𝛽𝑗𝑦𝑗

)︂
.

Лемма доказана.

Таким образом, задача определения билинейной сложности умножения матрицы 𝐴 =
‖𝑎𝑖𝑗‖𝑚×𝑛 на матрицу 𝐵 = ‖𝑏𝑘𝑙‖𝑛×𝑝 (над фиксированным полем 𝐹 ) может быть сведена к сле-
дующей задаче.

Задача 𝐸. Найти 𝑑 матриц 𝐷1, 𝐷2, . . . , 𝐷𝑑 ранга 1 (над фиксированным полем 𝐹 ), ли-
нейными комбинациями которых являются все указанные выше матрицы 𝐸𝑖𝑙 (при заданных
параметрах 𝑚, 𝑛, 𝑝). Это число 𝑑 будем называть сложностью найденного решения.

В результате получаем, что билинейная сложность умножения матрицы 𝐴 = ‖𝑎𝑖𝑗‖𝑚×𝑛
на матрицу 𝐵 = ‖𝑏𝑘𝑙‖𝑛×𝑝 равна наименьшей сложности решения задачи 𝐸 (при заданных
параметрах 𝑚, 𝑛, 𝑝).

Для удобства введем следующее обозначение. В дальнейшем выражение |𝑃1|𝑃2| · · · |𝑃𝑚|
будет обозначать матрицу, разрезанную на 𝑚 вертикальных блоков одинаковой ширины 𝑛.
Для произвольной матрицы 𝑃 порядка 𝑚𝑛 и для любых 1 6 𝑖 6 𝑚, 1 6 𝑙 6 𝑝 определим
матрицы 𝑃𝑖𝑙 размера 𝑚𝑛 × 𝑛𝑝 следующим образом. Пусть 𝑃 = |𝑃1|𝑃2| · · · |𝑃𝑚| – разбиение
матрицы 𝑃 на вертикальные блоки ширины 𝑛. Тогда положим 𝑃𝑖𝑙 = |0| · · · |0|𝑃𝑖|0| · · · |0|, где все
блоки имеют ширину 𝑛, 𝑙-й блок матрицы 𝑃𝑖𝑙 равен 𝑃𝑖, т.е. 𝑖-му блоку матрицы 𝑃 , а остальные
блоки матрицы 𝑃𝑖𝑙 являются нулевыми матрицами. Важно заметить, что указанные выше
матрицы 𝐸𝑖𝑙 являются частным случаем матриц 𝑃𝑖𝑙 при 𝑃 = 𝐸, где 𝐸 – единичная матрица
порядка 𝑚𝑛. Рассмотрим следующую задачу.

Задача 𝑃 . Найти наименьшее число 𝑑 матриц ранга 1, линейными комбинациями которых
являются все указанные выше матрицы 𝑃𝑖𝑙.

Замечание 1. Если 𝐷1, 𝐷2, . . . , 𝐷𝑑 – решение задачи 𝑃 и все матрицы умножить на про-
извольные ненулевые константы, то, очевидно, снова получится решение задачи 𝑃 .

Замечание 2. Указанная выше задача 𝐸 является частным случаем задачи 𝑃 при 𝑃 = 𝐸.

Лемма 2. Над любым полем 𝐹 наименьшая сложность решения задачи 𝑃 при фиксиро-
ванных 𝑚, 𝑛, 𝑝 одинакова для всех невырожденных матриц 𝑃 и равна билинейной сложно-
сти умножения матрицы 𝐴 = ‖𝑎𝑖𝑗‖𝑚×𝑛 на матрицу 𝐵 = ‖𝑏𝑘𝑙‖𝑛×𝑝 . Если 𝐷1, 𝐷2, . . . , 𝐷𝑑 –
решение задачи 𝑃 и 𝐶 – невырожденная матрица, то 𝐶𝐷1, 𝐶𝐷2, . . . , 𝐶𝐷𝑑 – решение зада-
чи 𝐶𝑃 .
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Доказательство. Пусть 𝐶 – невырожденная матрица порядка 𝑚𝑛. Имеем

𝐶𝑃 = 𝐶 · (|𝑃1|𝑃2| · · · |𝑃𝑚|) = |𝐶𝑃1|𝐶𝑃2| · · · |𝐶𝑃𝑚|.

Отсюда (𝐶𝑃 )𝑖 = 𝐶 ·𝑃𝑖 для всех 𝑖 и (𝐶𝑃 )𝑖𝑙 = 𝐶 ·𝑃𝑖𝑙 при всех 𝑖 и 𝑙. Поэтому если матрица 𝑃𝑖𝑙 яв-
ляется линейной комбинацией матриц 𝐷1, 𝐷2, . . . , 𝐷𝑑 ранга 1, то (𝐶𝑃 )𝑖𝑙 = 𝐶 ·𝑃𝑖𝑙 является той
же линейной комбинацией матриц 𝐶𝐷1, 𝐶𝐷2, . . . , 𝐶𝐷𝑑 ранга 1. Это значит, что если матрицы
𝐷1, 𝐷2, . . . , 𝐷𝑑 ранга 1 дают решение задачи 𝑃 , то матрицы 𝐶𝐷1, 𝐶𝐷2, . . . , 𝐶𝐷𝑑 ранга 1 дают
решение задачи 𝐶𝑃 . Последнее утверждение леммы доказано. Если 𝑃 ′ и 𝑃 ′′ – две невырож-
денные матрицы порядка 𝑚𝑛, то, рассматривая матрицы 𝐶1 = 𝑃 ′′(𝑃 ′)−1 и 𝐶2 = 𝑃 ′(𝑃 ′′)−1,
получаем, что из решения задачи 𝑃 ′ можно получить решение задачи 𝑃 ′′ той же сложности, и
наоборот. Отсюда следует первая половина первого утверждения леммы. Поскольку матрица
𝐸 невырожденная и наименьшая сложность решения задачи 𝐸 равна билинейной сложности
умножения матрицы 𝐴 = ‖𝑎𝑖𝑗‖𝑚×𝑛 на матрицу 𝐵 = ‖𝑏𝑘𝑙‖𝑛×𝑝, то лемма полностью доказана.

Лемма 2 позволяет из произвольного решения задачи 𝑃 получать решения более просто-
го вида (возможно для другой матрицы). Еще 3 преобразования решений отражены в лем-
мах 3–5. В дальнейшем мы будем считать фиксированным некоторое поле 𝐹 , над которым
рассматриваются все матрицы, и не будем отмечать его в формулировках утверждений.

Лемма 3. Пусть 𝐷1, 𝐷2, . . . , 𝐷𝑑 – решение задачи 𝑃 для некоторой невырожденной мат-
рицы 𝑃 порядка 𝑚𝑛. Пусть 𝐷𝑡 = |𝐷1

𝑡 |𝐷2
𝑡 | · · · |𝐷

𝑝
𝑡 | – разбиение каждой матрицы 𝐷𝑡 на блоки

ширины 𝑛. Пусть 𝐻 – невырожденная матрица порядка 𝑛. Тогда набор матриц первого ран-
га 𝐷′𝑡 = |𝐷1

𝑡𝐻|𝐷2
𝑡𝐻| · · · |𝐷

𝑝
𝑡𝐻| является решением задачи вида 𝑃 для невырожденной матри-

цы |𝑃1𝐻|𝑃2𝐻| · · · |𝑃𝑚𝐻|. (Заметим, что рассматриваемое преобразование означает просто
представление всех векторов длины 𝑛 в новом базисе.)

Доказательство. Докажем сначала корректность формулировки. Заметим, что всегда
столбцы матрицы 𝐷𝐻 являются линейными комбинациями столбцов матрицы 𝐷. Так как по
определению решения задачи 𝑃 все матрицы 𝐷𝑡 имеют ранг 1, то при каждом 𝑡 все столбцы
всех матриц 𝐷1

𝑡 , 𝐷
2
𝑡 , . . . , 𝐷

𝑝
𝑡 пропорциональны, а значит, пропорциональны и все столбцы всех

матриц 𝐷1
𝑡𝐻,𝐷

2
𝑡𝐻, . . . ,𝐷

𝑝
𝑡𝐻. Следовательно, матрица 𝐷′𝑡 имеет ранг 1 при каждом 𝑡. Далее

имеем |𝑃1𝐻|𝑃2𝐻| · · · |𝑃𝑚𝐻| = |𝑃1|𝑃2| · · · |𝑃𝑚| ·𝐾, где 𝐾 – матрица размера 𝑚𝑛×𝑚𝑛, разбитая
на блоки размера 𝑛 × 𝑛, в которой диагональные блоки равны 𝐻, а остальные блоки равны
0. Так как по условию матрица 𝐻 невырожденная, то и матрица 𝐾 невырожденная, а так
как матрица 𝑃 невырожденная, то и матрица |𝑃1𝐻|𝑃2𝐻| · · · |𝑃𝑚𝐻| = 𝑃𝐾 невырожденная.
Корректность формулировки доказана.

Если некоторая линейная комбинация матриц 𝐷1, 𝐷2, . . . , 𝐷𝑑 дает матрицу 𝑃𝑖𝑙 = |0| · · · |0|
𝑃𝑖|0| · · · |0|, то такая же линейная комбинация матриц 𝐷′1, 𝐷′2, . . . , 𝐷′𝑑 даст матрицу |0| · · · |0|𝑃𝑖
𝐻|0| · · · |0|, где блок 𝑃𝑖𝐻 также стоит на 𝑙-м месте. Отсюда следует утверждение леммы.

Лемма 4. Пусть 𝐷1, 𝐷2, . . . , 𝐷𝑑 – решение задачи 𝑃 для некоторой невырожденной мат-
рицы 𝑃 = |𝑃1|𝑃2| · · · |𝑃𝑚| порядка 𝑚𝑛 (блоки ширины 𝑛). Пусть каждый блок 𝑃𝑖 заменяется
на блок 𝑃 ′𝑖 , являющийся линейной комбинацией блоков 𝑃𝑖 . Тогда тот же набор матриц
𝐷1, 𝐷2, . . . , 𝐷𝑑 является решением задачи 𝑃 ′ для матрицы 𝑃 ′ = |𝑃 ′1|𝑃 ′2| · · · |𝑃 ′𝑚|.

Доказательство. Так как матрица 𝑃 ′𝑖 является линейной комбинацией матриц 𝑃𝑖, то
при любом 𝑙 матрица 𝑃 ′𝑖𝑙 является линейной комбинацией матриц 𝑃𝑖𝑙. Так как 𝐷1, 𝐷2, . . . ,
𝐷𝑑 – решение задачи 𝑃 , то каждая матрица 𝑃𝑖𝑙 является линейной комбинацией матриц 𝐷𝑡,
а значит, и каждая матрица 𝑃 ′𝑖𝑙 является линейной комбинацией матриц 𝐷𝑡. Лемма доказана.

Замечание 3. При применении леммы 4 нужно будет следить за тем, чтобы матрица 𝑃 ′
оставалась невырожденной.

Лемма 5. Пусть 𝐷1, 𝐷2, . . . , 𝐷𝑑 – решение задачи 𝑃 для некоторой невырожденной мат-
рицы 𝑃 . Пусть 𝐷𝑡 = |𝐷1

𝑡 |𝐷2
𝑡 | · · · |𝐷

𝑝
𝑡 | – разбиение каждой матрицы 𝐷𝑡 на блоки шириной 𝑛.
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Пусть одновременно во всех матрицах 𝐷𝑡 делается одно и то же невырожденное преоб-
разование с блоками: 𝐷

𝑗

𝑡 =
∑︀𝑝
𝑖=1 𝑙𝑖𝑗𝐷

𝑖
𝑡 , 𝑗 = 1, . . . , 𝑝. Пусть матрица этого преобразования

𝐿 = ‖𝑙𝑖𝑗‖ невырожденна. Тогда полученные матрицы 𝐷𝑡 также являются решением задачи
𝑃 для той же матрицы 𝑃 . (Матрицы 𝐷𝑡 очевидно, остаются матрицами первого ранга.)

Доказательство. Описанное преобразование означает, что все матрицы 𝐷𝑡 умножаются
справа на одну и ту же блочную матрицу 𝐿′ размера 𝑛𝑝× 𝑛𝑝 с блоками размера 𝑛× 𝑛, в ко-
торой 𝑖𝑗-й блок равен 𝑙𝑖𝑗𝐸𝑛, где 𝐸𝑛 – единичная матрица порядка 𝑛, 𝑙𝑖𝑗 – некоторые числа.
По определению решения задачи 𝑃 каждая матрица 𝑃𝑖𝑗 является линейной комбинацией
матриц 𝐷𝑡: 𝑃𝑖𝑗 =

∑︀𝑑
𝑡=1 𝑐

𝑡
𝑖𝑗𝐷𝑡. Умножая это равенство справа на матрицу 𝐿′, получим 𝑃 ′𝑖𝑗 =∑︀𝑑

𝑡=1 𝑐
𝑡
𝑖𝑗𝐷𝑡, где 𝑃 ′𝑖𝑗 = |𝑙𝑗1𝑃𝑖|𝑙𝑗2𝑃𝑖| · · · |𝑙𝑗𝑝𝑃𝑖|. Поскольку матрица 𝐿 = ‖𝑙𝑖𝑗‖ невырожденна, то

для нее существует обратная матрица 𝑅 = ‖𝑟𝑖𝑗‖ такая, что
∑︀𝑝
𝑘=1 𝑟𝑗𝑘𝑙𝑘𝑠 равна 0 при 𝑗 ̸= 𝑠 и

равна 1 при 𝑗 = 𝑠. Тогда

𝑝∑︁
𝑘=1

𝑟𝑗𝑘𝑃
′
𝑖𝑘 =

⃒⃒⃒⃒(︂ 𝑝∑︁
𝑘=1

𝑟𝑗𝑘𝑙𝑘1

)︂
𝑃𝑖

⃒⃒⃒⃒
· · ·
⃒⃒⃒⃒(︂ 𝑝∑︁

𝑘=1

𝑟𝑗𝑘𝑙𝑘𝑝

)︂
𝑃𝑖

⃒⃒⃒⃒
= 𝑃𝑖𝑗 .

Таким образом, каждая матрица 𝑃𝑖𝑗 является линейной комбинацией матриц 𝑃 ′𝑖𝑗 , а следова-
тельно, и матриц 𝐷𝑡. Лемма доказана.

Teopeма 4. Любой билинейный алгоритм (точный) для умножения матрицы размера
4× 2 на матрицу размера 2× 2 над произвольным полем имеет билинейную сложность не
менее 14.

Доказательство. Мы докажем от противного, что для указанной задачи не существует
билинейного алгоритма с 13 умножениями. По лемме 2 это утверждение равносильно отсут-
ствию решения у следующей задачи.

Пусть 𝑃 – произвольная невырожденная матрица размера 8× 8, разбитая на подматрицы
размера 8× 2: 𝑃 = |𝑃1|𝑃2|𝑃3|𝑃4|. Пусть 𝑃𝑖1 – матрица размера 8× 4 вида 𝑃𝑖1 = |𝑃𝑖|0|, а 𝑃𝑖2 –
матрица размера 8 × 4 вида 𝑃𝑖2 = |0|𝑃𝑖| (все блоки ширины 2). Спрашивается, существуют
ли 13 матриц первого ранга 𝐷1, . . . , 𝐷13 размера 8 × 4 таких, что все 8 матриц 𝑃𝑖1 и 𝑃𝑖2,
𝑗 = 𝑖, . . . , 4, являются линейными комбинациями матриц 𝐷1, . . . , 𝐷13.

Надо доказать, что эта задача не имеет решения ни для какой невырожденной матрицы 𝑃 .
Идея доказательства состоит в том, чтобы из произвольного решения этой задачи получить
решение более простого вида, а уже для этого более простого вида доказать невозможность.

Допустим, что для некоторой невырожденной матрицы 𝑃 размера 8 × 8 такое решение
𝐷1, . . . , 𝐷13 из матриц ранга 1 существует. Это означает, что существуют такие коэффициенты
𝛼1
𝑖𝑡, 𝛼

2
𝑖𝑡 (из рассматриваемого поля), что для 𝑖 = 1, . . . , 4 выполняются равенства

𝑃𝑖1 =
13∑︁
𝑡=1

𝛼1
𝑖𝑡𝐷𝑡, 𝑃𝑖2 =

13∑︁
𝑡=1

𝛼2
𝑖𝑡𝐷𝑡.

Разобьем все матрицы 𝐷𝑡 на 2 блока размера 8× 2: 𝐷𝑡 = |𝐷1
𝑡 |𝐷2

𝑡 |. Тогда последние равенства
равносильны равенствам

𝑃𝑖 =
13∑︁
𝑡=1

𝛼1
𝑖𝑡𝐷

1
𝑡 ,

13∑︁
𝑡=1

𝛼1
𝑖𝑡𝐷

2
𝑡 = 0,

13∑︁
𝑡=1

𝛼2
𝑖𝑡𝐷

1
𝑡 = 0, 𝑃𝑖 =

13∑︁
𝑡=1

𝛼2
𝑖𝑡𝐷

2
𝑡 . (22)

Так как матрица 𝑃 невырожденная, то ее столбцы линейно независимы, поэтому, в частности,
линейно независимы подматрицы 𝑃1, 𝑃2, 𝑃3, 𝑃4. Тогда из последнего равенства в (22) следует,
что 4 вектора коэффициентов (𝛼2

𝑖1, 𝛼
2
𝑖2, . . . , 𝛼

2
𝑖,13), 𝑖 = 1, . . . , 4, линейно независимы. Но тогда
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из третьего равенства в (22) следует, что среди матриц 𝐷1
1, . . . , 𝐷

1
13 не более 9 линейно незави-

симых. С другой стороны, в матрицах 𝑃1, 𝑃2, 𝑃3, 𝑃4 имеется 8 линейно независимых столбцов,
которые согласно первому равенству в (22) должны быть линейными комбинациями столб-
цов из 𝐷1

1, . . . , 𝐷
1
13. Поскольку матрицы 𝐷1

1, . . . , 𝐷
1
13 имеют ранг 1, то это означает, что среди

𝐷1
1, . . . , 𝐷

1
13 есть 8 ненулевых матриц первого ранга, построенных на 8 линейно независимых

столбцах. Тогда эти 8 матриц линейно независимы. Получаем, что возможны только 2 случая:
максимальное число линейно независимых матриц среди матриц 𝐷1

1, . . . , 𝐷
1
13 равно 8 или 9.

Рассмотрим эти случаи отдельно.
Случай 1. Среди матриц 𝐷1

1, . . . , 𝐷
1
13 имеется 8 линейно независимых матриц (пусть это

матрицы 𝐷1
1, . . . , 𝐷

1
8), а матрицы 𝐷1

9, . . . , 𝐷
1
13 являются линейными комбинациями матриц

𝐷1
1, . . . , 𝐷

1
8. Это значит, что существуют такие коэффициенты 𝑏𝑝𝑡 , 𝑘

𝑝
𝑖 (из рассматриваемого

поля), что выполняются равенства (см. (22))

𝐷1
𝑡 =

8∑︁
𝑝=1

𝑏𝑝𝑡𝐷
1
𝑝, 𝑡 = 9, . . . , 13, 𝑃𝑖 =

8∑︁
𝑡=1

𝑘𝑡𝑖𝐷
1
𝑡 , 𝑖 = 1, . . . , 4. (23)

Согласно (23) из столбцов матриц 𝐷1
1, . . . , 𝐷

1
8 линейными комбинациями должны получать-

ся все 8 линейно независимых столбцов матрицы 𝑃 . Так как все матрицы 𝐷1
1, . . . , 𝐷

1
8 имеют

ранг 1, то все матрицы 𝐷1
1, . . . , 𝐷

1
8 должны быть ненулевыми и построенными на 8 линейно

независимых столбцах. Каждую матрицу 𝐷𝑡 первого ранга можно представить в виде произ-
ведения 𝐷𝑡 = 𝑓𝑡 · 𝑔𝑡, где 𝑓𝑡 – некоторый вектор-столбец, а 𝑔𝑡 – некоторая вектор-строка. Тогда
𝐶𝐷𝑡 = (𝐶𝑓𝑡)·𝑔𝑡. Поскольку вектор-столбцы 𝑓1, 𝑓2, . . . , 𝑓8 линейно независимы, то можно найти
такую невырожденную матрицу 𝐶, что 𝐶𝑓𝑡 = 𝑒𝑡 при всех 𝑡 = 1, . . . , 8, где 𝑒𝑡 – вектор-столбец
с одной 1 на 𝑡-м месте и нулями на остальных местах. Тогда в матрице 𝐶𝐷𝑡 единственной
ненулевой строкой будет строка с номером 𝑡. По лемме 2 матрицы 𝐶𝐷𝑡, 𝑡 = 1, . . . , 8, бу-
дут опять давать решение задачи 𝑃 , но с заменой матрицы 𝑃 на матрицу 𝐶𝑃 . При этом
равенства (23) останутся справедливыми для матрицы 𝐶𝑃 и матриц 𝐶𝐷𝑡. Чтобы избежать
громоздких обозначений, можем считать, что решение 𝐷1, . . . , 𝐷13 уже для исходной матрицы
𝑃 имеет такой вид, т.е. в матрице 𝐷𝑡, 𝑡 = 1, . . . , 8, единственной ненулевой строкой является
строка с номером 𝑡.

Пусть

𝑁𝑡 = 𝐷𝑡 −
8∑︁
𝑝=1

𝑏𝑝𝑡𝐷𝑝, 𝑡 = 9, . . . , 13. (24)

Тогда из (23) получаем, что 𝑁𝑡 имеет вид 𝑁𝑡 = |0|𝑁2
𝑡 |, где 𝑁2

𝑡 – подматрица размера 8 × 2.
Так как среди матриц 𝐷1

1, . . . , 𝐷
1
13 ровно 8 линейно независимых матриц, то пространство

линейных комбинаций
∑︀13
𝑡=1 𝜇𝑡𝐷𝑡 таких, что

∑︀13
𝑡=1 𝜇𝑡𝐷

1
𝑡 = 0, имеет размерность 13 − 8 = 5.

Но 5 линейных комбинаций 𝐷𝑡 −
∑︀8
𝑝=1 𝑏

𝑝
𝑡𝐷𝑝, 𝑡 = 9, . . . , 13, выражающих 𝑁𝑡, входят в это

пространство и линейно независимы, поскольку каждое слагаемое 𝐷9, . . . , 𝐷13 входит ровно
в одну из этих линейных комбинаций. Следовательно, каждая матрица, которая является
линейной комбинацией матриц 𝐷1, . . . , 𝐷13 и имеет вид |0|𝐻|, является линейной комбинацией
матриц𝑁9, . . . , 𝑁13. В частности, существуют такие константы 𝑒𝑡𝑖 (из рассматриваемого поля),
что выполняются равенства

𝑃𝑖2 = |0|𝑃𝑖| =
13∑︁
𝑡=9

𝑒𝑡𝑖𝑁𝑡, 𝑃𝑖 =
13∑︁
𝑡=9

𝑒𝑡𝑖𝑁
2
𝑡 , 𝑖 = 1, . . . , 4. (25)

Определение. Будем говорить, что матрица 𝑁𝑡 = |0|𝐹𝑡| имеет тип 𝐹 , если для нее в (24)
все коэффициенты 𝑏𝑝𝑡 = 0. Будем говорить, что матрица 𝑁𝑡 = |0|𝐺𝑡| имеет тип 𝐺, если для
нее в (24) существует коэффициент 𝑏𝑝𝑡 ̸= 0.
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Напомним, что каждая из матриц 𝐷1, . . . , 𝐷8 отлична от 0 только в одной строке (каждая
в своей).

Лемма 6. Если матрица 𝑁𝑡 = |0|𝐹𝑡| имеет тип 𝐹 , то ранг rk(𝑁𝑡) = 1. Если матрица
𝑁𝑡 = |0|𝐷𝑡| имеет тип 𝐺, то она может быть отлична от 0 только в таких строках,
в которых соответствующие строки из 𝐷1

1, . . . , 𝐷
1
8 пропорциональны.

Доказательство. В первом случае 𝑁𝑡 = 𝐷𝑡 и ранг rk(𝑁𝑡) = rk(𝐺𝑡) = 1. Во втором слу-
чае из (23) имеем 𝐷1

𝑡 =
∑︀8
𝑝=1 𝑏

𝑝
𝑡𝐷

1
𝑝 ̸= 0 и 𝐷1

𝑡 имеет ранг 1. Это значит, что все строки в
ней пропорциональны. Значит, в сумме

∑︀8
𝑝=1 𝑏

𝑝
𝑡𝐷

1
𝑝 с ненулевыми коэффициентами 𝑏𝑝𝑡 могут

участвовать только те матрицы 𝐷1
𝑝, у которых единственные ненулевые строки пропорци-

ональны. Но тогда матрица 𝐷1
𝑡 равна 0 во всех остальных строках, а поскольку 𝐷1

𝑡 ̸= 0 и
матрица 𝐷𝑡 имеет ранг 1, то и вся матрица 𝐷𝑡 равна 0 во всех остальных строках. При этом
и матрица 𝑁𝑡 = 𝐷𝑡 −

∑︀8
𝑝=1 𝑏

𝑝
𝑡𝐷𝑝 равна 0 во всех остальных строках. Лемма доказана.

Так как в 𝑃1, 𝑃2, 𝑃3, 𝑃4 имеется 8 линейно независимых столбцов, то из (25) и леммы 6
вытекает следующее утверждение.

Лемма 7. В матрицах 𝑁2
9 , . . . , 𝑁

2
13 имеется 8 линейно независимых столбцов. В част-

ности, среди 𝑁9, . . . , 𝑁13 должно быть не менее 3 матриц типа 𝐺.

Пусть для 𝑗 = 1, 2, . . . , 8 матрица 𝐷𝑗 равна |𝑝𝑗 |𝑞𝑗 | в 𝑗-й строке, где 𝑝𝑗 , 𝑞𝑗 – векторы размер-
ности 2 (в остальных строках она равна 0). Для краткости будем изображать набор матриц
𝐷1, . . . , 𝐷8 одной матрицей в виде

𝐷1 : 𝑝1 𝑞1
𝐷2 : 𝑝2 𝑞2
. . . . . . . . .
𝐷8 : 𝑝8 𝑞8

Рассмотрим несколько случаев.
1) Пусть среди 𝑝1, . . . , 𝑝8 есть 5 пропорциональных. Пусть это векторы 𝑝1, . . . , 𝑝5. Тогда,

переходя к новому базису на векторах длины 2, в соответствии с леммой 3 можно получить
решение сложности 13 для задачи 𝑃 для некоторой невырожденной матрицы 𝑃 , в котором все
эти строки будут пропорциональны вектору (1, 0). Будем считать, что наше решение имеет
именно такой вид. Тогда, учитывая вторую часть равенств (23), получаем, что во всех матри-
цах 𝑃1, 𝑃2, 𝑃3, 𝑃4 первые 5 элементов вторых столбцов равны 0. Но тогда столбцы с номерами
2, 4, 6, 8 в матрице 𝑃 имеют ранг не более 3 и матрица 𝑃 вырожденная – противоречие.

2) Пусть среди 𝑝1, . . . , 𝑝8 есть 4 пропорциональных вектора, которые не пропорциональны
остальным векторам из 𝑝1, . . . , 𝑝8. Можно считать, что это векторы 𝑝1, . . . , 𝑝4. Тогда с учетом
леммы 3 и замечания 1 перед леммой 2 можно считать, что все они равны (1, 0). Учитывая
вторую часть равенств (23), получаем

𝐷1 : 10 **
𝐷2 : 10 **
𝐷3 : 10 **
𝐷4 : 10 **
𝐷5 : *1 **
𝐷6 : *1 **
𝐷7 : *1 **
𝐷8 : *1 **

, 𝑃 :

*0 *0 *0 *0
*0 *0 *0 *0
*0 *0 *0 *0
*0 *0 *0 *0
** ** ** **
** ** ** **
** ** ** **
** ** ** **

.

Обозначим подматрицу матрицы 𝑃𝑖 размера 4× 2, расположенную в строках 1–4, через 𝑃 𝑖,
а подматрицу, расположенную в строках 5–8, через 𝑃 𝑖. Аналогично определим подматрицы
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𝑁
2

𝑡 , 𝑁
2

𝑡 , 𝑃 и 𝑃 . Тогда из равенства (25) получаем

𝑃 𝑖 =
13∑︁
𝑡=9

𝑒𝑡𝑖𝑁
2

𝑡 , 𝑃 𝑖 =
13∑︁
𝑡=9

𝑒𝑡𝑖𝑁
2

𝑡 .

Матрица 𝑃 имеет ранг 4, поскольку матрица 𝑃 невырожденная, поэтому первые столбцы
в матрицах 𝑃 𝑖 линейно независимы и матрицы 𝑃 1, 𝑃 2, 𝑃 3, 𝑃 4 линейно независимы. Следо-
вательно, среди матриц 𝑁

2

𝑡 не менее 4 ненулевых. Столбцы с номерами 2, 4, 6, 8 в матрице 𝑃
линейно независимы. Поэтому вторые столбцы в матрицах 𝑃 𝑖 линейно независимы и матрицы
𝑃 1, 𝑃 2, 𝑃 3, 𝑃 4 линейно независимы. Следовательно, среди матриц 𝑁

2

𝑡 не менее 4 ненулевых.
Таким образом, среди 10 матриц 𝑁

2

𝑡 и 𝑁
2

𝑡 не менее 8 ненулевых. По лемме 6, если 𝑁𝑡 имеет
тип 𝐺, то либо 𝑁

2

𝑡 = 0, либо 𝑁
2

𝑡 = 0. Поэтому получаем, что среди 𝑁9, . . . , 𝑁13 не более 2
имеют тип 𝐺. Получаем противоречие с леммой 7.

3) Пусть среди 𝑝1, . . . , 𝑝8 есть 3 пропорциональных вектора, которые не пропорциональны
остальным векторам из 𝑝1, . . . , 𝑝8. Тогда так же, как в случае 2), можно считать, что

𝐷1 : 10 **
𝐷2 : 10 **
𝐷3 : 10 **
𝐷4 : *1 **
𝐷5 : *1 **
𝐷6 : *1 **
𝐷7 : *1 **
𝐷8 : *1 **

, 𝑃 :

*0 *0 *0 *0
*0 *0 *0 *0
*0 *0 *0 *0
** ** ** **
** ** ** **
** ** ** **
** ** ** **
** ** ** **

.

Так же, как в случае 2), разобьем все матрицы на 2 подматрицы – одну в строках 1–3, другую
в строках 4–8. Первые будем помечать одной чертой, вторые – двумя. Из равенства (25) опять
получаем

𝑃 𝑖 =
13∑︁
𝑡=9

𝑒𝑡𝑖𝑁
2

𝑡 , 𝑃 𝑖 =
13∑︁
𝑡=9

𝑒𝑡𝑖𝑁
2

𝑡 .

Матрица 𝑃 имеет ранг 3, поэтому первые столбцы в матрицах 𝑃 𝑖 имеют ранг 3. Следова-
тельно, среди матриц 𝑁

2

𝑡 не менее 3 ненулевых. Столбцы с номерами 2, 4, 6, 8 в матрице 𝑃
линейно независимы. Поэтому вторые столбцы в матрицах 𝑃 𝑖 линейно независимы и матрицы
𝑃 1, 𝑃 2, 𝑃 3, 𝑃 4 линейно независимы. Следовательно, среди матриц 𝑁

2

𝑡 не менее 4 ненулевых.
По лемме 6, если 𝑁𝑡 имеет тип 𝐺, то либо 𝑁

2

𝑡 = 0 либо 𝑁
2

𝑡 = 0, а по лемме 7 среди 𝑁𝑡
не менее 3 матриц типа 𝐺. Получаем, что возможен единственный вариант (с точностью до
перенумерации)

𝑁2
9 =

𝐹 9

𝐹 9
, 𝑁2

10 =
𝐹 10

𝐹 10
, 𝑁2

11 = 𝐺11

0
, 𝑁2

12 =
0
𝐺12

, 𝑁2
13 =

0
𝐺13

,

причем 𝑁9 и 𝑁10 – матрицы типа 𝐹 , которые по лемме 6 имеют ранг 1. Тогда получаем, что
матрицы 𝑃 1, 𝑃 2, 𝑃 3, 𝑃 4 являются линейными комбинациями матриц 𝐹 9, 𝐹 10, 𝐺11. Поскольку
среди 𝑃 1, 𝑃 2, 𝑃 3, 𝑃 4 есть 3 линейно независимых, то в свою очередь матрицы 𝐹 9, 𝐹 10, 𝐺11

являются линейными комбинациями матриц 𝑃 1, 𝑃 2, 𝑃 3, 𝑃 4. Тогда в матрице 𝐺11 второй
столбец нулевой и матрица 𝑁2

11 имеет ранг 1. Но тогда в матрицах 𝑁2
9 , . . . , 𝑁

2
13 не более 7

линейно независимых столбцов, что противоречит лемме 7.
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4) Пусть среди 𝑝1, . . . , 𝑝8 есть 2 пропорциональных вектора, которые не пропорциональны
остальным векторам из 𝑝1, . . . , 𝑝8. Тогда так же, как в предыдущих случаях, можно считать,
что

𝐷1 : 10 **
𝐷2 : 10 **
𝐷3 : *1 **
𝐷4 : *1 **
𝐷5 : *1 **
𝐷6 : *1 **
𝐷7 : *1 **
𝐷8 : *1 **

, 𝑃 :

*0 *0 *0 *0
*0 *0 *0 *0
** ** ** **
** ** ** **
** ** ** **
** ** ** **
** ** ** **
** ** ** **

.

Так же, как в случаях 2) и 3), разобьем все матрицы на 2 подматрицы – одну в строках 1–2,
другую в строках 3–8. Первые будем обозначать одной чертой, вторые – двумя. Из равенст-
ва (25) опять получаем

𝑃 𝑖 =
13∑︁
𝑡=9

𝑒𝑡𝑖𝑁
2

𝑡 , 𝑃 𝑖 =
13∑︁
𝑡=9

𝑒𝑡𝑖𝑁
2

𝑡 .

Матрица 𝑃 имеет ранг 2, поэтому первые столбцы в матрицах 𝑃 𝑖 имеют ранг 2. Следова-
тельно, среди матриц 𝑁

2

𝑡 не менее 2 ненулевых. Столбцы с номерами 2, 4, 6, 8 в матрице 𝑃
линейно независимы. Поэтому вторые столбцы в матрицах 𝑃 𝑖 линейно независимы и матрицы
𝑃 1, 𝑃 2, 𝑃 3, 𝑃 4 линейно независимы. Следовательно, среди матриц 𝑁

2

𝑡 не менее 4 ненулевых.
По лемме 6, если 𝑁𝑡 имеет тип 𝐺, то либо 𝑁

2

𝑡 = 0, либо 𝑁
2

𝑡 = 0, а по лемме 7 среди 𝑁𝑡 не
менее 3 матриц типа 𝐺. Возможны следующие 2 варианта.

4а) Среди матриц 𝑁9, . . . , 𝑁13 1 матрица типа 𝐹 и 4 матрицы типа 𝐺. Тогда получаем, что
возможен единственный вариант (с точностью до перенумерации)

𝑁2
9 =

𝐹 9

𝐹 9
, 𝑁2

10 = 𝐺10

0
, 𝑁2

11 =
0
𝐺11

, 𝑁2
12 =

0
𝐺12

, 𝑁2
13 =

0
𝐺13

,

причем 𝑁9 – матрица типа 𝐹 , которая по лемме 6 имеет ранг 1. Тогда получаем, что мат-
рицы 𝑃 1, 𝑃 2, 𝑃 3, 𝑃 4 являются линейными комбинациями матриц 𝐹 9, 𝐺10. Поскольку среди
𝑃 1, 𝑃 2, 𝑃 3, 𝑃 4 есть 2 линейно независимых, то в свою очередь матрицы 𝐹 9, 𝐺10 являются
линейными комбинациями матриц 𝑃 1, 𝑃 2, 𝑃 3, 𝑃 4. Тогда в матрицах 𝐺10 и 𝐹 9 второй столбец
нулевой. А так как 𝐹 9 ̸= 0 и матрица 𝑁2

9 имеет ранг 1, то и в матрице 𝐹 9 второй столбец
нулевой. Но тогда в матрицах 𝑁2

9 , . . . , 𝑁
2
13 вторые столбцы имеют ранг не более 3. Поскольку

вторые столбцы матриц 𝑃1, 𝑃2, 𝑃3, 𝑃4 являются их линейными комбинациями (согласно (25)),
то столбцы с номерами 2, 4, 6, 8 в матрице 𝑃 имеют ранг не более 3, что противоречит
невырожденности матрицы 𝑃 .

4б) Среди матриц 𝑁9, . . . , 𝑁13 2 матрицы типа 𝐹 и 3 матрицы типа 𝐺. Тогда получаем, что
возможны следующие 2 подварианта (с точностью до перенумерации).

4б1) Имеем

𝑁2
9 =

𝐹 9

𝐹 9
, 𝑁2

10 =
𝐹 10

𝐹 10
, 𝑁2

11 =
0
𝐺11

, 𝑁2
12 =

0
𝐺12

, 𝑁2
13 =

0
𝐺13

,

причем 𝑁9 и 𝑁10 – матрицы типа 𝐹 , которые по лемме 6 имеют ранг 1. Тогда получаем,
что матрицы 𝑃 1, 𝑃 2, 𝑃 3, 𝑃 4 являются линейными комбинациями матриц 𝐹 9, 𝐹 10. Поскольку
среди 𝑃 1, 𝑃 2, 𝑃 3, 𝑃 4 есть 2 линейно независимых, то, в свою очередь, матрицы 𝐹 9, 𝐹 10

являются линейными комбинациями матриц 𝑃 1, 𝑃 2, 𝑃 3, 𝑃 4. Тогда в матрицах 𝐹 9 и 𝐹 10
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второй столбец нулевой. А так как 𝐹 9 ̸= 0 и 𝐹 10 ̸= 0 и обе матрицы 𝑁2
9 , 𝑁2

10 имеют ранг 1,
то в матрицах 𝑁2

9 , 𝑁2
10 второй столбец нулевой. Но тогда в матрицах 𝑁2

9 , . . . , 𝑁
2
13 вторые

столбцы имеют ранг не более 3. Поскольку вторые столбцы матриц 𝑃1, 𝑃2, 𝑃3, 𝑃4 являются
их линейными комбинациями (согласно (25)), то столбцы с номерами 2, 4, 6, 8 в матрице 𝑃
имеют ранг не более 3, что противоречит невырожденности матрицы 𝑃 .

4б2) Имеем

𝑁2
9 =

𝐹 9

𝐹 9
, 𝑁2

10 =
𝐹 10

𝐹 10
, 𝑁2

11 =
0
𝐺11

, 𝑁2
12 =

0
𝐺12

, 𝑁2
13 = 𝐺13

0
,

причем 𝑁9 и 𝑁10 – матрицы типа 𝐹 , которые по лемме 6 имеют ранг 1. Тогда получаем,
что матрицы 𝑃 1, 𝑃 2, 𝑃 3, 𝑃 4 являются линейными комбинациями матриц 𝐹 9, 𝐹 10, 𝐺11, 𝐺12.
Поскольку среди 𝑃 1, 𝑃 2, 𝑃 3, 𝑃 4 есть 4 линейно независимых, то в свою очередь матрицы
𝐹 9, 𝐹 10, 𝐺11, 𝐺12 являются линейными комбинациями матриц 𝑃 1, 𝑃 2, 𝑃 3, 𝑃 4. Согласно (23)
матрицы 𝑃 1, 𝑃 2, 𝑃 3, 𝑃 4 являются линейными комбинациями матриц 𝐷1

3, . . . , 𝐷
1
8. Поэтому и

матрицы 𝐹 9, 𝐹 10, 𝐺11, 𝐺12 являются линейными комбинациями матриц 𝐷1
3, . . . , 𝐷

1
8. По лем-

ме 6 те строки, которые отличны от 0 в матрице 𝐺11, пропорциональны в 𝐷1
3, . . . , 𝐷

1
8. А так

как 𝐺11 является линейной комбинацией матриц 𝐷1
3, . . . , 𝐷

1
8, то в 𝐺11 все строки пропорцио-

нальны. Значит, матрица 𝑁2
11 имеет ранг 1. Тогда в матрицах 𝑁2

9 , . . . , 𝑁
2
13 не более 7 линейно

независимых столбцов, что противоречит лемме 7.
5) Пусть среди 𝑝1, . . . , 𝑝8 нет пропорциональных векторов. Тогда по лемме 6 любая матрица

𝑁𝑡 типа 𝐺 будет ненулевой только в одной строке и, следовательно, будет матрицей перво-
го ранга. Тогда все матрицы 𝑁2

9 , . . . , 𝑁
2
13 будут ранга 1 и будут иметь не более 5 линейно

независимых столбцов, что противоречит лемме 7.
Случай 2. Среди матриц 𝐷1

1, . . . , 𝐷
1
13 имеется 9 линейно независимых матриц, пусть это

матрицы 𝐷1
1, . . . , 𝐷

1
9, а матрицы 𝐷1

10, . . . , 𝐷
1
13 являются линейными комбинациями матриц

𝐷1
1, . . . , 𝐷

1
9. Тогда из (1) вытекает, что существуют такие коэффициенты 𝑏𝑝𝑡 , 𝑘

𝑝
𝑖 (из рассмат-

риваемого поля), что выполняются равенства

𝐷1
𝑡 =

9∑︁
𝑝=1

𝑏𝑝𝑡𝐷
1
𝑝, 𝑡 = 10, . . . , 13, 𝑃𝑖 =

9∑︁
𝑡=1

𝑘𝑡𝑖𝐷
1
𝑡 , 𝑖 = 1, . . . , 4. (26)

Так как 8 столбцов в матрицах 𝑃𝑖 линейно независимы, то из (26) следует, что среди матриц
первого ранга 𝐷1

1, . . . , 𝐷
1
9 есть 8 ненулевых матриц, построенных на 8 линейно независимых

столбцах (пусть это матрицы𝐷1
1, . . . , 𝐷

1
8). Умножая слева все матрицы (𝑃 и𝐷𝑡) на матрицу 𝐶,

переводящую эти 8 столбцов в столбцы с одной 1, получим по лемме 2 решение 𝐶𝐷1, . . . , 𝐶𝐷13

для задачи 𝐶𝑃 . При этом равенства (26) сохранятся. Будем считать, что наше исходное ре-
шение уже имеет такой вид. Тогда так же, как в случае 1, получаем, что каждая матрица
𝐷𝑡, 𝑡 = 1, . . . , 8, отлична от 0 только в строке с номером 𝑡. Пусть в равенстве (26) среди 𝑘9

1,
𝑘9
2, 𝑘9

3, 𝑘9
4 есть отличные от 0. Будем считать, что это 𝑘9

1. Тогда, вычитая 𝑃1 из 𝑃2, 𝑃3, 𝑃4

с подходящими коэффициентами, можно для новых блоков получить

𝑘9
2 = 𝑘9

3 = 𝑘9
4 = 0. (27)

По лемме 4 те же матрицы 𝐷1, . . . , 𝐷13 будут давать решение для полученной после вычи-
тания блоков матрицы 𝑃 ′, причем легко видеть, что матрица 𝑃 ′ останется невырожденной.
Можно считать, что мы изначально рассматриваем такую матрицу, т.е. что равенства (27)
выполняются (если изначально все 𝑘9

1, 𝑘9
2, 𝑘9

3, 𝑘9
4 равны 0, то это тоже выполняется).

Пусть

𝑁𝑡 = 𝐷𝑡 −
9∑︁
𝑝=1

𝑏𝑝𝑡𝐷𝑝, 𝑡 = 10, . . . , 13.
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Тогда из (26) получаем, что 𝑁𝑡 имеет вид 𝑁𝑡 = |0|𝑁2
𝑡 |, где 𝑁2

𝑡 – подматрица размера 8 × 2.
Так как среди матриц 𝐷1

1, . . . , 𝐷
1
13 ровно 9 линейно независимых матриц, то пространство

линейных комбинаций
∑︀13
𝑡=1 𝜇𝑡𝐷𝑡 таких, что

∑︀13
𝑡=1 𝜇𝑡𝐷

1
𝑡 = 0, имеет размерность 13 − 9 = 4.

Но 4 линейные комбинации 𝐷𝑡 −
∑︀9
𝑝=1 𝑏

𝑝
𝑡𝐷𝑝, 𝑡 = 10, . . . , 13, выражающие 𝑁𝑡, входят в это

пространство и линейно независимы, поскольку каждое слагаемое 𝐷10, . . . , 𝐷13 входит ровно
в одну из этих линейных комбинаций. Следовательно, каждая матрица, которая является
линейной комбинацией матриц 𝐷1, . . . , 𝐷13 и имеет вид |0|𝐻|, является линейной комбинаци-
ей матриц 𝑁10, . . . , 𝑁13. В частности, существуют такие константы 𝑒𝑡𝑖 (из рассматриваемого
поля), что выполняются равенства

𝑃𝑖2 = |0|𝑃𝑖| =
13∑︁
𝑡=10

𝑒𝑡𝑖𝑁𝑡, 𝑃𝑖 =
13∑︁
𝑡=10

𝑒𝑡𝑖𝑁
2
𝑡 , 𝑖 = 1, . . . , 4. (28)

Лемма 8. Пусть 𝐷1, . . . , 𝐷13 – решение задачи 𝑃 для некоторой невырожденной матри-
цы 𝑃 порядка 8. Пусть 𝐷𝑡 = |𝐷1

𝑡 |𝐷2
𝑡 | – разбиение каждой матрицы 𝐷𝑡 на блоки ширины 2.

Тогда ни для какого 𝑡 невозможно 𝐷1
𝑡 ≡ 0 (и, аналогично, 𝐷2

𝑡 ≡ 0).

Доказательство. Допустим, что для некоторого 𝑘 выполняется 𝐷1
𝑘 ≡ 0. Так как мы до-

казали, что случай 1 невозможен, то остается только вариант, что среди матриц 𝐷1
1, . . . , 𝐷

1
13

имеется 9 линейно независимых. Поскольку 𝐷1
𝑘 ≡ 0, то 𝐷1

𝑘 не входит в их число. В равен-
стве (26) для 𝐷1

𝑘 все коэффициенты 𝑏𝑝𝑘 будут равны 0 и, следовательно, для соответствующей
матрицы 𝑁𝑘 получим 𝑁𝑘 = 𝐷𝑘 и 𝑁𝑘 будет матрицей ранга 1. Тогда 4 матрицы 𝑁2

𝑡 в равен-
стве (28) будут иметь не более 7 линейно независимых столбцов. В равенстве (28) получим
противоречие, поскольку в матрицах 𝑃1, 𝑃2, 𝑃3, 𝑃4 8 линейно независимых столбцов. Лемма
доказана.

Из (26) следует, что матрица

𝑃𝑖1 −
9∑︁
𝑡=1

𝑘𝑡𝑖𝐷𝑡 = |𝑃𝑖|0| −
9∑︁
𝑡=1

𝑘𝑡𝑖 |𝐷1
𝑡 |𝐷2

𝑡 |

имеет вид |0|𝐻|. В то же время она является линейной комбинацией матриц 𝐷1, . . . , 𝐷13,
поскольку матрица 𝑃𝑖1 является линейной комбинацией матриц 𝐷1, . . . , 𝐷13. Следовательно,
она является линейной комбинацией матриц 𝑁10, . . . , 𝑁13. Значит, для некоторых констант
𝑘𝑡𝑖 , 𝑡 = 10, . . . , 13, выполняется

𝑃𝑖1 =
9∑︁
𝑡=1

𝑘𝑡𝑖𝐷𝑡 +
13∑︁
𝑡=10

𝑘𝑡𝑖𝑁𝑡, 𝑖 = 1, . . . , 4. (29)

Из (28) следует, что 𝑃1, 𝑃2, 𝑃3, 𝑃4 выражаются линейными комбинациями 4 матриц 𝑁2
10, 𝑁2

11,
𝑁2

12, 𝑁2
13, и матрицы 𝑃1, 𝑃2, 𝑃3, 𝑃4 линейно независимы. Тогда матрицы 𝑁2

10, 𝑁2
11, 𝑁2

12, 𝑁2
13

в свою очередь выражаются как линейные комбинации матриц 𝑃1, 𝑃2, 𝑃3, 𝑃4, т.е. существуют
такие константы 𝑙𝑗𝑡 , что

𝑁2
𝑡 =

4∑︁
𝑗=1

𝑙𝑗𝑡𝑃𝑗 , 𝑁𝑡 =
4∑︁
𝑗=1

𝑙𝑗𝑡𝑃𝑗2, 𝑡 = 10, . . . , 13. (30)

Из (29) и (30) получаем, что существуют такие константы 𝑟𝑗𝑖 , что

𝑃𝑖1 =
9∑︁
𝑡=1

𝑘𝑡𝑖𝐷𝑡 +
4∑︁
𝑗=1

𝑟𝑗𝑖𝑃𝑗2, 𝑖 = 1, . . . , 4. (31)
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Тогда из (26), (27) и (31) получаем

𝑃𝑖 =
8∑︁
𝑡=1

𝑘𝑡𝑖𝐷
1
𝑡 , 𝑃𝑖1 =

8∑︁
𝑡=1

𝑘𝑡𝑖𝐷𝑡 +
4∑︁
𝑗=1

𝑟𝑗𝑖𝑃𝑗2, 𝑖 = 2, 3, 4. (32)

Если среди 𝑟12, 𝑟13, 𝑟14 есть не равные 0, то пусть, например, 𝑟12 ̸= 0. Пусть тогда 𝑣3 = 𝑟13/𝑟
1
2.

Если среди 𝑟12, 𝑟13, 𝑟14 все равны 0, то положим 𝑣3 = 0. В любом случае 𝑟13 − 𝑣3𝑟12 = 0. Заменим
в матрице 𝑃 блок 𝑃3 на блок 𝑃 ′3 = 𝑃3 − 𝑣3𝑃2 (заметим, что равенства (27) сохранятся для
новых блоков). По лемме 4 тот же набор матриц 𝐷𝑡 является решением задачи 𝑃 для новой
невырожденной матрицы 𝑃 ′. Учитывая (32), получаем

𝑃 ′31 = |𝑃 ′3|0| = 𝑃31 − 𝑣3𝑃21 =
8∑︁
𝑡=1

(𝑘𝑡3 − 𝑣3𝑘𝑡2)𝐷𝑡 +
4∑︁
𝑗=1

(𝑟𝑗3 − 𝑣3𝑟
𝑗
2)𝑃𝑗2

=
8∑︁
𝑡=1

(𝑘𝑡3 − 𝑣3𝑘𝑡2)𝐷𝑡 + (𝑟23 − 𝑣3𝑟22)𝑃22 + (𝑟33 − 𝑣3𝑟32)𝑃32 + (𝑟43 − 𝑣3𝑟42)𝑃42.

Поскольку 𝑃3 = 𝑃 ′3 + 𝑣3𝑃2, то 𝑃32 = 𝑃 ′32 + 𝑣3𝑃22. Подставляя это выражение в предыдущее
равенство вместо 𝑃32, получим, что для некоторых констант 𝑘1, . . . , 𝑘8, 𝑤2, 𝑤3, 𝑤4 выполняется
равенство

𝑃 ′31 =
8∑︁
𝑡=1

𝑘𝑡𝐷𝑡 + 𝑤2𝑃22 + 𝑤3𝑃
′
32 + 𝑤4𝑃42. (33)

Матрицы 𝑃22, 𝑃 ′32, 𝑃42 в первых двух столбцах равны 0. Поэтому в этих столбцах получаем
𝑃 ′3 =

∑︀8
𝑡=1 𝑘𝑡𝐷

1
𝑡 . Поскольку 𝑃 ′3 ̸= 0, то среди 𝑘1, . . . , 𝑘8 есть ненулевые. В 3-м и 4-м столбцах

равенство (33) дает

0 =
8∑︁
𝑡=1

𝑘𝑡𝐷
2
𝑡 + 𝑤2𝑃2 + 𝑤3𝑃

′
3 + 𝑤4𝑃4. (34)

Из (32) следует, что все матрицы 𝑃2, 𝑃 ′3, 𝑃4 являются линейными комбинациями матриц
𝐷1

1, . . . , 𝐷
1
8. Поэтому из (34) получаем, что для некоторых констант ℎ1, . . . , ℎ8 выполняется

равенство
8∑︁
𝑡=1

𝑘𝑡𝐷
2
𝑡 +

8∑︁
𝑡=1

ℎ𝑡𝐷
1
𝑡 ≡ 0, (35)

причем среди 𝑘1, . . . , 𝑘8 есть ненулевые. Не ограничивая общности, пусть 𝑘1 ̸= 0. Так как
для 𝑡 = 1, . . . , 8 каждая матрица 𝐷𝑡 отлична от 0 только в строке с номером 𝑡, то из (35),
рассматривая первую строчку, получаем

𝑘1𝐷
2
1 + ℎ1𝐷

1
1 ≡ 0. (36)

Проделаем одновременно во всех матрицах 𝐷𝑡, 𝑡 = 1, . . . , 13, следующее преобразование над
блоками: {︃

𝐷
1

𝑡 = ℎ1𝐷
1
𝑡 + 𝑘1𝐷

2
𝑡 ,

𝐷
2

𝑡 = 𝐷1
𝑡 .

Определитель этого преобразования –⃒⃒⃒⃒
ℎ1 𝑘1

1 0

⃒⃒⃒⃒
= −𝑘1 ̸= 0.

Поэтому это преобразование обратимое и по лемме 5 новые матрицы 𝐷𝑡 = |𝐷1

𝑡 |𝐷
2

𝑡 |, 𝑡 =
1, . . . , 13, дают решение для той же невырожденной матрицы 𝑃 ′. При этом из (36) следует,
что 𝐷

1

1 ≡ 0, что невозможно по лемме 8. Теорема 4 полностью доказана.
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Teopeма 5. Над любым полем билинейная сложность каждой из задач умножения:
матрицы размера 4× 2 на матрицу размера 2× 2, матрицы размера 2× 4 на матрицу раз-
мера 4× 2, матрицы размера 2× 2 на матрицу размера 2× 4, равна 14.

Доказательство. Так как для задачи умножения матрицы размера 4× 2 на матрицу
размера 2× 2 можно построить билинейный алгоритм билинейной сложности 14 (достаточно
дважды применить алгоритм Штрассена билинейной сложности 7 для умножения двух мат-
риц порядка 2), то из теоремы 4 следует, что билинейная сложность задачи умножения мат-
рицы размера 4× 2 на матрицу размера 2× 2 равна 14. Для других двух задач утверждение
теоремы вытекает из равенства билинейной сложности для двойственных задач умножения
матриц [14] (см. также [4]).
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Примарные элементы в формальных модулях

С.В. Востоков, И.Л. Климовицкий
Санкт-Петербургский государственный университет

Замечательному ученому и человеку посвящается

В арифметике формальных модулей, построенных на идеалах полных дискретно норми-
рованных полей с помощью формальных групповых законов, существенную роль играют так
называемые примарные элементы, которые дают неразветвленные расширения. В настоящей
работе мы получаем примарные элементы в произвольном формальном модуле локального
поля с совершенным полем вычетов. При этом в качестве формальных групповых законов
мы рассматриваем так называемые формальные 𝑂0-модульные группы.

В разделе 1 строятся примарные элементы типа Хассе, в определение которых входит
элемент из кольца целых пополнения максимального неразветвленного расширения данного
поля.

В разделе 2 конструируются примарные элементы, аналогичные тем, которые впервые бы-
ли найдены в работах [1], [2] и в определение которых входят лишь элементы исходного поля.
Для этого излагается теория Хонды для формальных 𝑂0-модулей, а затем на основании этой
теории доказывается теорема о представлении логарифма формального 𝑂0-модуля в виде
произведения двух множителей. Далее строятся функции Артина–Хассе для универсальных
формальных 𝑂0-модулей и, наконец, доказываются основные теоремы.

1. Формальные модули

1.1. Формальные 𝑂0-модульные группы. Пусть 𝐾0 – локальное поле (конечное рас-
ширение Q𝑝) с кольцом целых 𝑂0 и простым элементом 𝜋0. Пусть, далее, 𝐾 – конечное рас-
ширение поля 𝐾0, 𝑂 := 𝑂𝐾 – кольцо целых поля 𝐾 и 𝜋 – простой элемент в 𝐾.

Определение 1. Формальную группу 𝐹 (𝑋,𝑌 ) над кольцом 𝑂 с логарифмом 𝜆(𝑋) ∈
𝐾[[𝑋]] назовем формальной 𝑂0-модульной группой, если определен кольцевой гомоморфизм

[ · ]𝐹 : 𝑂0 → End𝑂(𝐹 ),

𝑎 ↦→ [𝑎]𝐹 (𝑋) = 𝜆−1(𝑎𝜆(𝑋)).

Заметим, что если 𝑓 : 𝐹 → 𝐺 – гомоморфизм формальных 𝑂0-модульных групп 𝐹 и 𝐺 над
𝑂, то

𝑓(𝑋) ∘ [𝑎]𝐹 (𝑋) = [𝑎]𝐺(𝑋) ∘ 𝑓(𝑋)

(подробнее см. [3; гл. IV, § 27]).
1.2. Высота формальной 𝑂0-модульной группы. Пусть 𝐹 (𝑋,𝑌 ) – формальная

𝑂0-модульная группа над 𝑂 высоты ℎ и 𝑚 = (𝐾0 : Q𝑝).

Определение 2. Формальной 𝑂0-высотой группы 𝐹 над 𝑂 назовем число

ℎ0 =
ℎ

𝑚
.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных исследований (грант
№ 12-01-33057).
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Можно проверить, что ℎ0 является натуральным числом или бесконечностью. При этом
ℎ0 =∞ тогда и только тогда, когда

𝜋𝑒0𝜆(𝑋) ≡ 0 mod𝜋0𝑂,

где 𝑒 = 𝑒(𝐾/𝐾0) (см. [3]).

1.3. Функция Артина–Хассе формальной 𝑂0-модульной группы. Пусть 𝐹 (𝑋,𝑌 ) –
формальная 𝑂0-модульная группа над 𝑂 конечной формальной 𝑂0-высоты ℎ0. Пусть 𝐿 –
некоторое полное дискретно нормированное поле с совершенным полем вычетов 𝐿. Считаем,
что 𝐿 содержит 𝐾 и, тем самым, 𝐾0. Пусть 𝑇 – максимальное абсолютно неразветвленное
над 𝐾0 подполе в 𝐿/𝐾0 с кольцом целых 𝑂𝑇 . Пусть ̃︂𝑇𝑛𝑟 – пополнение максимального нераз-
ветвленного расширения поля 𝑇 , 𝜙 – автоморфизм Фробениуса в ̃︂𝑇𝑛𝑟/𝐾0; таким образом,

𝜙(𝛼) = 𝛼𝜙 ≡ 𝛼𝑞 mod𝜋0

для всех 𝛼 ∈ 𝑂̃︂𝑇𝑛𝑟 (здесь 𝑞 – число элементов поля вычетов 𝐾0 ).
Пусть M := M𝐿 – максимальный идеал кольца целых поля 𝐿 и 𝐹 (M) – формальный

𝑂0-модуль, натянутый на идеал M:

𝛼, 𝛽 ∈ 𝐹 (M) ↦→ 𝛼+𝐹 𝛽 = 𝐹 (𝛼, 𝛽) ∈ 𝐹 (M),
𝑎 ∈ 𝑂0, 𝛼 ∈ 𝐹 (M) ↦→ [𝑎]𝐹 (𝛼) ∈ 𝐹 (M).

Пусть 𝜆(𝑋) – логарифм 𝐹 и 𝜆𝑞(𝑋) – логарифм 𝑂0-типической формальной группы 𝐹𝑞, изо-
морфной 𝐹 . Заметим, что 𝐹𝑞 определена не однозначно. Например, в качестве 𝜆𝑞(𝑋) можно
брать ряд

𝜆𝑞(𝑋) = 𝑋 + 𝑐𝑞𝑋
𝑞 + 𝑐𝑞2𝑋

𝑞2 + · · · ,

где
𝜆(𝑋) = 𝑋 + 𝑐1𝑋 + 𝑐2𝑋

2 + · · · ,

или ряд 𝜆𝑞(𝑋) = 𝜐(∆)𝑢(∆)−1(𝑋) из теории Хонды. Тогда ряд (𝜆−1 ∘ 𝜆𝑞)(𝑋) ∈ 𝑂[[𝑋]] и задает
изоморфизм из 𝐹 в 𝐹𝑞 (см. [3]).

Определение 3. Для любого элемента 𝛼 ∈ 𝑂̃︀𝑇𝑛𝑟 определим ряд, который назовем функ-
цией Артина–Хассе:

𝐸𝐹 (𝛼𝑋) = 𝜆−1(𝛼𝑋 + 𝑐𝑞𝜙(𝛼)𝑋𝑞 + 𝑐𝑞2𝜙
2(𝛼)𝑋𝑞2 + · · · )

(в мультипликативном случае ряд 𝐸(𝑋) определен в работе [4]).

Предложение 1. Для любого элемента Z ∈ 𝐹 (M) элемент 𝐸𝐹 (𝛼Z) корректно определен
и задает элемент из 𝐹 (̃︁M), где ̃︁M – максимальный идеал в кольце целых поля 𝐿̃︂𝑇𝑛𝑟 . При
этом

𝐸𝐹 ((𝛼+ 𝛽)Z) = 𝐸𝐹 (𝛼Z) +𝐹 𝐸𝐹 (𝛽Z), 𝛼, 𝛽 ∈ 𝑂̃︀𝑇𝑛𝑟 ,

𝐸𝐹 (𝑎𝛼Z) = [𝑎]𝐹 (𝐸𝐹 (𝛼Z)), 𝑎 ∈ 𝑂0, 𝛼 ∈ 𝑂̃︀𝑇𝑛𝑟 ,

𝐸𝐹 (𝛼Z) ≡ 𝛼Z mod𝛼Z2, 𝛼 ∈ 𝑂̃︀𝑇𝑛𝑟 .

Доказательство. 1) Пусть 𝑅 – мультипликативная система представителей Тейхмюлле-
ра в ̃︂𝑇𝑛𝑟. Тогда элемент 𝛼 ∈ 𝑂̃︀𝑇𝑛𝑟 представи́м в виде

𝛼 = 𝜃0 + 𝜃1𝜋0 + 𝜃2𝜋
2
0 + · · · =

∑︁
𝑖>0

𝜃𝑖𝜋
𝑖
0, 𝜃𝑖 ∈ 𝑅,
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при этом 𝜙(𝜃𝑖) = 𝜃𝑞𝑖 , где 𝑞 = #𝐾0 – число элементов поля вычетов 𝐾0 поля 𝐾0. Поэтому

𝐸𝐹 (𝛼Z) = 𝜆−1

(︂∑︁
𝑖>0

𝑐𝑞𝑖(𝜃0Z)𝑞
𝑖

+ 𝜋0

∑︁
𝑖>0

𝑐𝑞𝑖(𝜃1Z)𝑞
𝑖

+ · · ·
)︂

= 𝜆−1

(︂∑︁
𝑖>0

𝑐𝑞𝑖(𝜃0Z)𝑞
𝑖

)︂
+𝐹 [𝜋0]𝐹 (𝜆−1

(︂∑︁
𝑖>0

𝑐𝑞𝑖(𝜃1Z)𝑞
𝑖

)
)︂

+𝐹 · · ·

=
∑︁
𝑘>0

(𝐹 )[𝜋𝑘0 ]𝐹 (𝐸𝐹 (𝜃𝑘Z)) ∈ 𝐹 (̃︁M).

2) Если 𝛼 =
∑︀
𝑖>0 𝜃𝑖𝜋

𝑖
0, 𝛽 =

∑︀
𝑖>0 𝜃

′
𝑖𝜋
𝑖
0, где 𝜃𝑖, 𝜃′𝑖 ∈ 𝑅, то из предыдущего равенства в п. 1)

имеем
𝐸𝐹 ((𝛼+ 𝛽)Z) =

∑︁
𝑘>0

(𝐹 )[𝜋𝑘0 ]𝐹 (𝐸𝐹 ((𝜃𝑘 + 𝜃′𝑘)Z)).

С другой стороны,

𝐸𝐹 (𝛼Z) +𝐹 𝐸𝐹 (𝛽Z) =
∑︁
𝑘>0

(𝐹 )[𝜋𝑘0 ]𝐹 (𝐸𝐹 (𝜃𝑘Z)) +𝐹

∑︁
𝑘>0

(𝐹 )[𝜋𝑘0 ]𝐹 (𝐸𝐹 (𝜃𝑘′Z))

=
∑︁
𝑘>0

(𝐹 )[𝜋𝑘0 ]𝐹 (𝐸𝐹 (𝜃𝑘Z + 𝜃𝑘
′Z)) = 𝐸𝐹 ((𝛼+ 𝛽)Z).

3) Следует из того, что 𝜙(𝑎) = 𝑎, для 𝑎 ∈ 𝑂0.
4) Вытекает непосредственно из определения функции

𝐸𝐹 (𝑋) = (𝜆−1 ∘ 𝜆𝑞)(𝑋) ≡ 𝑋 mod𝑋2.

1.4. Примарные элементы в формальном 𝑂0-модуле 𝐹 (M). Примем все обозначе-
ния п. 1.3. Предположим, что поле 𝐿 содержит ядро изогении [𝜋𝑛0 ]𝐹 . Назовем элемент 𝜔 ∈
𝐹 (M) 𝜋𝑛0 -примарным, если расширение 𝐿( 1

𝜋𝑛
0
𝜔)/𝐿 неразветвленное, где 1

𝜋𝑛
0
𝜔 обозначает ре-

шение уравнения [𝜋𝑛0 ]𝐹 (𝑋) = 𝜔. Ясно, что из условия ker[𝜋𝑛0 ]𝐹 ⊂ 𝐿 следует, что расшире-
ние 𝐿( 1

𝜋𝑛
0
𝜔)/𝐿 абелево. Пусть Z – некоторый первообразный элемент из ядра ker[𝜋𝑛0 ]𝐹 , т.е.

[𝜋𝑛0 ]𝐹 (Z) = 0 и [𝜋𝑛−1
0 ]𝐹 (Z) ̸= 0. Элемент Z ∈ 𝐹 (M), и из определения функции 𝐸𝐹 следует,

что существует такой элемент E ∈ 𝐹 (M), что Z = 𝐸𝐹 (E) = (𝜆−1 ∘ 𝜆𝑞)(E).
Для любого элемента 𝛼 ∈ 𝑂𝑇 найдется элемент 𝐴 из кольца 𝑂̃︀𝑇𝑛𝑟 такой, что

𝐴𝜙 −𝐴 = 𝛼.

Пополнение расширения 𝑇 (𝐴)/𝑇 является, согласно теории Витта, пополнением Γ-расшире-
ния, и если 𝜎 – образующий элемент группы Галуа этого Γ-расширения, то

𝐴𝜎 −𝐴 = κ ∈ 𝑂0.

Здесь и далее продолжение 𝜎 на ̃︂𝑇𝑛𝑟 обозначим той же буквой 𝜎.

Определение 4. Определим 𝐻Z(𝛼) = 𝐸𝐹 ((𝜋0
𝑛𝐴)E).

Teopeма 1. 1. Элемент 𝐻Z(𝛼) является 𝜋0
𝑛-примарным в формальном 𝑂0-модуле 𝐹 (M),

т.е.
a) 𝐻Z(𝛼) ∈ 𝐿;
b) расширение 𝐿( 1

𝜋0𝑛 𝐻Z(𝛼))/𝐿 является конечным абелевым неразветвленным расшире-
нием.

2. Примарный элемент 𝐻Z(𝛼) не зависит от выбора элемента 𝐴 из уравнения 𝐴𝜙−𝐴 = 𝛼.
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Доказательство. Для доказательства п. 1 нам понадобится следующая

Лемма 1. Пусть 𝑥 ∈ 𝑇 (𝐴) и 𝜎(𝑥) = 𝑥; тогда 𝑥 ∈ 𝑇 , где 𝑇 (𝐴) – пополнение 𝑇 (𝐴).

Доказательство. Пусть 𝑇Γ/𝑇 – алгебраическая часть расширения 𝑇 (𝐴)/𝑇 . Как уже бы-
ло отмечено выше, это Γ-расширение. Теперь пусть 𝜃 – некоторый представитель Тейхмюл-
лера в 𝑇 (𝐴). Тогда ясно, что 𝜃 также будет представителем Тейхмюллера в конечном рас-
ширении поля 𝑇 (с полем вычетов 𝑇 (𝜃)), которое полно. Таким образом, 𝜃 – алгебраический
элемент над 𝑇 , лежащий в 𝑇Γ/𝑇 .

Рассмотрим разложение
𝑥 = 𝜃0 + 𝜃1𝜋0 + 𝜃2𝜋

2
0 + · · · .

Тогда
𝜎(𝑥) = 𝜎(𝜃0) + 𝜎(𝜃1)𝜋0 + 𝜎(𝜃2)𝜋2

0 + · · · .

Заметим, что под действием автоморфизма представитель Тейхмюллера перейдет в элемент,
из которого также извлекаются все корни 𝑝𝑛 степени, т.е. в представитель Тейхмюллера.
Таким образом,

𝜎(𝑥) = 𝜃′0 + 𝜃′1𝜋0 + 𝜃′2𝜋
2
0 + · · · .

Если 𝑥 = 𝜎(𝑥), то 𝜃𝑖 = 𝜃′𝑖 = 𝜎(𝜃𝑖) для всех 𝑖 > 0. Но тогда 𝜃𝑖 ∈ 𝑇 (ведь 𝜎 – топологическая
образующая Gal(𝑇Γ/𝑇 )). Таким образом, 𝑥 лежит в 𝑇 .

Ясно, что E является корнем изогении [𝜋𝑛0 ]𝐹𝑞
(она имеет конечную высоту, равную высоте

изогении [𝜋𝑛0 ]𝐹 ), лежащим в 𝐹 (M); таким образом, E является алгебраическим над 𝐾.

По построению𝐻Z(𝛼) лежит в𝐾(E, 𝐴) (как ряд от E, 𝐴,𝐴𝜙, 𝐴𝜙
2
, . . . ) и, тем самым, в попол-

нении композита ˜𝐾𝑇 (E, 𝐴). Заметим, что 𝐾/𝐾0 конечно и 𝐾0 ⊂ 𝑇 ; следовательно, 𝐾𝑇 (E)/𝑇
конечно. Пусть тогда 𝐾𝑇 (E) = 𝑇 (E′).

Заметим теперь, что 𝑇 (E′)/𝑇 – вполне разветвленное расширение, тогда как 𝑇 (𝐴)/𝑇 – не-
разветвленное. Таким образом, их пересечением является в точности 𝑇 . И мы получаем, что в
расширении 𝑇 (𝐴,E′)/𝑇 (E′) также действует образующий автоморфизм 𝜎. И для того, чтобы
𝐻Z(𝛼) лежал в 𝐿 (и даже в 𝑇 (E′)), достаточно согласно лемме, чтобы 𝐻Z(𝛼)𝜎 = 𝐻Z(𝛼).

Действительно,

𝐻Z(𝛼)𝜎 = 𝐸𝐹 (𝜋𝑛0𝐴
𝜎E) = 𝐸𝐹 (𝜋𝑛0𝐴E) +𝐹 𝐸𝐹 (𝜋𝑛0 κE)

= 𝐻Z(𝛼) +𝐹 [𝜋𝑛0 κ]𝐹 (𝐸𝐹 (E)) = 𝐻Z(𝛼) +𝐹 [κ]𝐹 ([𝜋𝑛0 ]𝐹 (Z)) = 𝐻Z(𝛼).

Для первого равенства нам необходима коммутируемость 𝜎 и 𝜙 на 𝐴. Это так в силу того,
что 𝐴𝜎𝜙 = 𝐴+ 𝑎+ κ = 𝐴𝜙𝜎.

Покажем теперь, что расширение

𝐿

(︂
1
𝜋𝑛0

𝐻Z(𝛼)
)︂ ⧸︀

𝐿

неразветвленное.
Пусть 𝑡 = 1

𝜋𝑛
0
𝐻Z(𝛼) = 𝐸𝐹 (𝐴E). Из свойств функции 𝐸𝐹 следует, что 𝑡 лежит в 𝐹 (̃︁M).

Но при этом 𝑡 является корнем уравнения [𝜋𝑛0 ]𝐹 (𝑋)−𝐻Z(𝛼) = 0. Ряд [𝜋𝑛0 ]𝐹 имеет конечную
высоту в любом расширении 𝐾, в частности в 𝐾𝑇 (E). Элемент 𝐻Z(𝛼), как было установлено
выше, лежит в поле 𝐾𝑇 (E) и при этом имеет в нем положительное нормирование (так как
является значением функции 𝐸𝐹 ). Таким образом, ряд [𝜋𝑛0 ]𝐹 (𝑋)−𝐻Z(𝛼) имеет конечную вы-
соту над полем 𝐾𝑇 (E). И, следовательно, 𝑡 как его корень с положительным нормированием
является алгебраическим над 𝐾𝑇 (E) (согласно подготовительной лемме Вейерштрасса).
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Покажем для начала, что расширение

𝐾𝑇 (𝐴,E)/𝐾𝑇 (E)

неразветвленное. Пусть, как и раньше 𝐾𝑇 (E) = 𝑇 (E′). Элемент 𝜋0 – простой в 𝑇 , а 𝜋′ –
простой в 𝑇 (E′). Так как расшерение 𝑇 (E′)/𝑇 вполне разветвлено, то

𝑒 = 𝑒(𝑇 (E′)/𝑇 ) = deg(𝑇 (E′)/𝑇 ).

Таким образом, 𝜋′𝑒/𝜋 – единица в 𝑇 (E′). Но тогда это отношение является также единицей
в 𝑇 (𝐴,E′). Теперь рассмотрим 𝜋 как простой элемент в 𝑇 (𝐴). Мы получили, что в 𝑇 (𝐴,E′)
нашелся элемент 𝜋′ такой, что 𝜋′𝑒/𝜋 – единица. Таким образом,

𝑒(𝑇 (𝐴,E′)/𝑇 (𝐴)) > 𝑒.

Но очевидно, что
deg(𝑇 (𝐴,E′)/𝑇 (𝐴)) 6 deg(𝑇 (E′)/𝑇 ).

Итак, мы получили

𝑒(𝑇 (𝐴,E′)/𝑇 (𝐴)) > 𝑒 = deg(𝑇 (E′)/𝑇 ) > deg(𝑇 (𝐴,E′)/𝑇 (𝐴)) > 𝑒(𝑇 (𝐴,E′)/𝑇 (𝐴)).

Это возможно тогда и только тогда, когда все неравенства обращаются в равенства.
В частности, 𝑒(𝑇 (𝐴,E′)/𝑇 (𝐴)) = 𝑒, из чего следует, что 𝜋′ является простым элемен-
том в 𝑇 (𝐴,E′). Таким образом, расширение 𝑇 (𝐴,E′)/𝑇 (E′) неразветвленное. Соответственно
𝐾𝑇 (𝐴,E)/𝐾𝑇 (E) неразветвленное.

Из доказанного непосредственно следует, что ˜𝐾𝑇 (𝐴,E)/𝐾𝑇 (E) неразветвленное. По по-
строению функции 𝐸𝐹 элемент 𝑡 = 𝐸𝐹 (𝐴E) лежит в поле ˜𝐾𝑇 (𝐴,E). Таким образом, рас-
ширение 𝐾𝑇 (E, 𝑡)/𝐾𝑇 (E) является подрасширением ˜𝐾𝑇 (𝐴,E)/𝐾𝑇 (E) и, тем самым, тоже
неразветвленное.

Пусть 𝑁 = 𝐾𝑇 (E). Выше мы доказали, что 𝑁(𝑡)/𝑁 неразветвленное. Пусть 𝑓 – степень
инерции этого расширения (тогда deg(𝑁(𝑡)/𝑁) = 𝑓). Ясно, что поле 𝐿(𝑡) содержит поле
𝑁(𝑡) и, тем самым, 𝑁(𝑡) ⊂ 𝐿(𝑡). В силу того, что 𝑁 содержит 𝑇 , расширение 𝐿/𝑁 вполне
разветвлено и 𝐿 = 𝑁 . Итак,

deg(𝐿(𝑡)/𝐿) > 𝑓.

Осталось заметить, что
deg(𝑁(𝑡)/𝑁) > deg(𝐿(𝑡)/𝐿),

и мы получаем
𝑓 = deg(𝑁(𝑡)/𝑁) > deg(𝐿(𝑡)/𝐿) > deg(𝐿(𝑡)/𝐿) > 𝑓.

Это возможно тогда и только тогда, когда все неравенства обращаются в равенства. В част-
ности, deg(𝐿(𝑡)/𝐿) = deg(𝐿(𝑡)/𝐿), что означает неразветвленность расширения 𝐿(𝑡)/𝐿, т.е.
неразветвленность 𝐿( 1

𝜋𝑛
0
𝐻Z(𝛼))/𝐿.

Заметим, что утверждения теоремы остаются верны, какой бы из элементов 1
𝜋𝑛
0
𝐻Z(𝛼) ни

был взят. Действительно, очевидно, что любой элемент вида 1
𝜋𝑛
0
𝐻Z(𝛼) представляется как

𝐸𝐹 (𝐴E) +𝐹 𝜓,

где 𝜓 ∈ ker[𝜋𝑛0 ]𝐹 . Откуда мы получаем, что все эти элементы лежат в 𝐹 (M), а значит, явля-
ются алгебраическими над 𝐿. Значит, поле 𝐿(𝐸𝐹 (𝐴E) +𝐹 𝜓) полно и содержит элемент

(𝐸𝐹 (𝐴E) +𝐹 𝜓)−𝐹 𝜓 = 𝐸𝐹 (𝐴E).
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То есть
𝐿(𝐸𝐹 (𝐴E) +𝐹 𝜓) = 𝐿(𝐸𝐹 (𝐴E)).

Приступим к доказательству п. 2.
Различные 𝐴, удовлетворяющие уравнению 𝐴𝜙 − 𝐴 = 𝛼, отличаются друг от друга на

элемент из кольца 𝑂0. Поэтому если 𝐻Z(𝛼) задается элементом 𝐴, а 𝐻Z(𝛼)′ – элементом 𝐴′,
причем 𝐴′ = 𝐴+ 𝑎, где 𝑎 ∈ 𝑂0, то

𝐻Z(𝛼)′ −𝐹 𝐻Z(𝛼) = 𝐸𝐹 (𝜋𝑛0𝐴
′E)−𝐹 𝐸𝐹 (𝜋𝑛0𝐴

′E) = 𝐸𝐹 (𝜋𝑛0 (𝐴′ −𝐴)E)
= 𝐸𝐹 (𝜋𝑛0 𝑎E) = [𝑎]𝐹 ([𝜋𝑛0 ]𝐹 (𝐸𝐹 (E))) = [𝑎]𝐹 ([𝜋𝑛0 ]𝐹 (Z)) = 0.

Итак, 𝐻Z(𝛼)′ = 𝐻Z(𝛼).

2. Применение теории Хонды для формальных модулей

2.1. Теория Хонды для формальных 𝑂0-модульных групп. Пусть 𝑁/𝐾0 – нераз-
ветвленное расширение локального поля 𝐾0, 𝜋0 – простой элемент в 𝐾0, 𝜙 – автоморфизм
Фробениуса в 𝑁/𝐾0:

𝜙(𝑎) ≡ 𝑎𝑞 mod𝜋0

для всех 𝑎 ∈ 𝑂𝑁 , где 𝑞 – число элементов поля вычетов 𝐾0 поля 𝐾0.
Пусть 𝑂𝑁 [[∆]]′ – некоммутативное кольцо Робба от переменной ∆, которое совпадает

с 𝑂𝑁 [[∆]] как левый 𝑂𝑁 -модуль и имеет место соотношение

∆𝑎 = 𝜙(𝑎)∆

для любого 𝑎 ∈ 𝑂𝑁 .
Зададим действие оператора ∆ на рядах из 𝑂𝑁 ((𝑋)):

∆
(︁∑︁

𝑎𝑖𝑋
𝑖
)︁

=
∑︁

𝜙(𝑎𝑖)𝑋𝑞𝑖.

Teopeма 2 (см. [3], [5], [6]). 1) Пусть Λ(∆) = 1 + 𝑐1∆ + · · · ∈ 𝑁 [[∆]]. Тогда ряд 𝜆(𝑋) =
Λ(∆)(𝑋) является логарифмом 𝜋0-типической формальной 𝑂0-модульной группы 𝐹 над 𝑂𝑁
тогда и только тогда, когда

Λ = 𝜋0𝑈
−1

для некоторого ряда 𝑈 = 𝜋0 + 𝛼1∆ + 𝛼2∆2 + · · · из кольца Робба 𝑂𝑁 [[∆]]′ .
2) Для любой формальной 𝑂0-модульной группы над 𝑂𝑁 с логарифмом 𝜆𝐹 (𝑋) существуют

ряд ℎ(𝑋) = 𝑋 + · · · ∈ 𝑂𝑁 [[𝑋]] и ряд 𝑈 = 𝜋0 + 𝛼∆ + · · · из кольца 𝑂𝑁 [[∆]]′ такие, что

𝜆𝐹 (𝑋) = 𝜋0𝑈
−1(ℎ(𝑋)).

3) Ряды Λ и Λ′ соответствуют строго изоморфным формальным 𝑂0-модульным группам
над 𝑂𝑁 тогда и только тогда, когда

𝑈 ′ = 𝜀𝑈,

где 𝜀 = 1 + 𝑐1∆ + · · · ∈ 𝑂𝑁 [[∆]]′ .
4) Ряд 𝑓(𝑋) ≡ 𝑎𝑋moddeg 2 задает гомоморфизм формальных 𝑂0-модульных групп 𝐹 и

𝐹 ′ над 𝑂𝑁 тогда и только тогда, когда существует 𝑐 ∈ 𝑂𝑁 [[∆]]′ такой, что

𝐶𝑈 = 𝑈 ′𝑎.

5) Пусть ряды Λ и Λ′ из 𝑁 [[∆]] удовлетворяют сравнению Λ ≡ Λ′mod𝜋0 . Тогда Λ′ задает
логарифм формальной 𝑂0-модульной группы 𝐹 ′ над 𝑂𝑁 тогда и только тогда, когда ряд
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Λ задает логарифм некоторой формальной 𝑂0-модульной группы 𝐹 над 𝑂𝑁 . При этом 𝐹 ′

строго изоморфна 𝐹 .
6) В каждом классе изоморфных формальных 𝑂0-модульных групп формальной 𝑂0-высоты

ℎ0 имеется канонический представитель 𝐹can с логарифмом

𝜆can(𝑋) =
(︂

1− 𝒜(∆)
𝜋0

(𝑋)
)︂
,

где 𝒜(∆) = 𝛼1∆ + · · ·+ 𝑎ℎ0∆
ℎ0 , при этом 𝛼1, . . . , 𝛼ℎ0−1 ≡ 0 mod𝜋0 , 𝛼ℎ0 ∈ 𝑂*0

2.2. Теорема о представлении логарифма формальной 𝑂0-модульной группы.
Пусть 𝐾 – конечное расширение 𝐾0, 𝑁 – подполе инерции в 𝐾/𝐾0 и 𝜎 – автоморфизм Фро-
бениуса в 𝑁/𝐾0:

𝜎(𝛼) ≡ 𝛼𝑞 mod𝜋0𝑂𝑁 , 𝛼 ∈ 𝑂𝑁 ,

где 𝑞 = #𝐾0.
Пусть ∆ – оператор на кольце 𝑂𝑁 ((𝑋)):

∆
(︁∑︁

𝑎𝑖𝑥
𝑖
)︁

=
∑︁

𝜎(𝑎𝑖)𝑥𝑞𝑖,

𝑊 = 𝑂𝑁 [[∆]]′ – некоммутативное кольцо Робба с оператором ∆𝑎 = 𝜎(𝑎)∆, 𝑊 ′ = 𝑁 [[∆]]′ –
аналогичное кольцо.

Если 𝑓 ∈ 𝐾[[∆]], 𝑔 ∈ 𝑁 [[∆]], то

𝑓(∆)𝑔(∆) =
∑︁

𝑐𝑖∆𝑖(𝑎𝑗∆𝑗) =
∑︁

𝑐𝑖𝜎
𝑖(𝑎𝑗)∆𝑖+𝑗 .

Пусть 𝑡 – переменная и 𝜎(𝑡) = 𝑡𝑞. Обозначим A = 𝑂𝑁 [[𝑡]], и пусть A[[∆]]′ – кольцо Робба, как
в п. 2.1.

Пусть 𝐹 (𝑋,𝑌 ) – формальная 𝑂0-модульная группа над 𝑂 с логарифмом 𝜆(𝑋) = 𝑋 +
𝑐1𝑋

𝑞 + 𝑐2𝑋
𝑞2 + · · · , 𝑐𝑖 ∈ 𝐾, который запишем в виде

𝜆(𝑋) = Λ(∆)(𝑋),

где Λ(∆) = 1 + 𝑐1∆ + 𝑐2∆2 + · · · ∈ 𝐾[[∆]].

Teopeма 3. Ряд Λ(∆) можно представить в виде

Λ(∆) = 𝑣(∆)𝑢(∆)−1,

где
𝑣(∆) = 𝜋0 + 𝑐1∆ + 𝑐2∆2 + · · · ∈ 𝐾[[∆]],

𝑢(∆) = 𝜋0 + 𝑎1∆ + 𝑎2∆2 + · · ·+ 𝑎ℎ0∆
ℎ0 + · · · ∈𝑊 = 𝑂𝑁 [[∆]]′,

при этом 𝑎1, . . . 𝑎ℎ0−1
···𝜋0 , 𝑎ℎ0 ∈ 𝑂*𝑁 , ℎ0 – формальная 𝑂0-высота 𝐹 . Кроме того, 𝜋𝑙0𝜋𝑞

𝑙

𝑣(∆) ∈
𝑂[[∆]], 𝑙 = [log𝑞 𝑒/(𝑞 − 1)].

Доказательство фактически повторяет доказательство предложения 1.4.1 из работы [6].
2.3. Функция Артина–Хассе формальной 𝑂0-модульной группы. Пусть𝐾 – конеч-

ное расширение поля 𝐾0, 𝑁 – подполе инерции в 𝐾/𝐾0, 𝜙 – автоморфизм Фробениуса в 𝑁/𝐾0

и 𝐹 (𝑋,𝑌 ) – формальная 𝑂0-модульная группа над 𝑂 = 𝑂𝐾 формальной 𝑂0-высоты ℎ. Пусть
𝑔 : 𝑂𝑁 [[𝑡]]→ 𝑂,

𝑡 ↦→ 𝜋,
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– кольцевой гомоморфизм (здесь 𝜋 – простой элемент в 𝐾). Тогда из свойств универсаль-
ного 𝑂0-формального закона [3] следует, что найдется формальный 𝑂0[[𝑡]]-модульный закон
𝐹𝑡(𝑋,𝑌 ) такой, что

𝐹 (𝑋,𝑌 ) = 𝑔*(𝐹𝑡(𝑋,𝑌 )),

где 𝑔* означает применение гомоморфизма 𝑔 к коэффициентам. При этом логарифм

𝜆𝐹 (𝑋) = 𝑔*(𝜆𝐹𝑡
(𝑋)),

[𝑎]𝐹 (𝑋) = 𝑔*([𝑎]𝐹𝑡
(𝑋))

для любого элемента 𝑎 ∈ 𝑂0.
Для формальной 𝑂0[[𝑡]]-модульной группы 𝐹𝑡(𝑋,𝑌 ) согласно теореме 2 из п. 2.1 найдутся

ряд ℎ(𝑋) ∈ 𝑋 +𝑋𝑂𝑁 [[𝑡]][[𝑋]] и ряд 𝑈(∆) = 𝜋0 +𝑂𝑁 [[𝑡]][[∆]]∆ такие, что

𝜆𝐹𝑡(𝑋) = 𝜋0𝑈(∆)−1ℎ(𝑋).

Пусть 𝑁 ′ – неразветвленное расширение поля 𝑁 , 𝑂𝑁 ′ – кольцо целых. Пусть 𝑓(𝑋) ∈
𝑂𝑁 ′ [[𝑋]][[𝑡]]𝑋 и

∆𝑓 = ∆
(︁∑︁

𝑎𝑖𝑗𝑋
𝑖𝑡𝑗
)︁

=
∑︁

𝜙(𝑎𝑖)𝑋𝑞𝑖𝑡𝑞𝑗 .

Определение 5. Зададим функцию Артина–Хассе 𝐸𝐹𝑡(𝑓) и обратную к ней 𝑙𝐹𝑡(𝑓) следу-
ющим образом:

𝐸𝐹𝑡
(𝑓) = 𝜆−1

𝐹𝑡
(𝜋0𝑈(∆)−1𝑓),

𝑙𝐹𝑡
(𝑓) = 𝜋−1

0 𝑈(∆)𝜆𝐹𝑡
(𝑓).

Проверим основные свойства функций 𝐸𝐹𝑡 и 𝑙𝐹𝑡 .

Предложение 2. Имеем:
1) 𝐸𝐹𝑡(𝑓), 𝑙𝐹𝑡(𝑓) ∈ 𝑂𝑁 ′ [[𝑡]][[𝑋]];
2) 𝐸𝐹𝑡(𝑙𝐹𝑡(𝑓)) = 𝑙𝐹𝑡(𝐸𝐹𝑡(𝑓)) = 𝑓 ;
3) 𝐸𝐹𝑡(𝑓1 + 𝑓2) = 𝐸𝐹𝑡(𝑓1) +𝐹𝑡 𝐸𝐹𝑡(𝑓2), 𝐸𝐹𝑡(𝑎𝑓) = [𝑎]𝐹𝑡(𝐸𝐹𝑡(𝑓)), 𝑎 ∈ 𝑂0 ;
4) 𝑙𝐹𝑡

(𝑓1 +𝐹𝑡
𝑓2) = 𝑙𝐹𝑡

(𝑓1) + 𝑙𝐹𝑡
(𝑓2), 𝑙𝐹𝑡

([𝑎]𝐹𝑡
𝑓) = 𝑎𝑙𝐹𝑡

(𝑓), 𝑎 ∈ 𝑂0 .

Доказательство. Проверим сначала свойства 3) и 4). Из определения функций получаем

𝐸𝐹𝑡
(𝑓1 + 𝑓2) = 𝜆−1

𝐹𝑡
(𝜋0𝑈(∆)−1(𝑓1 + 𝑓2))

= 𝜆−1
𝐹𝑡

(𝜋0𝑈(∆)−1𝑓1) +𝐹𝑡
𝜆−1
𝐹𝑡

(𝜋0𝑈(∆)−1𝑓2) = 𝐸𝐹𝑡
(𝑓1) +𝐹𝑡

𝐸𝐹𝑡
(𝑓2).

Аналогично из определения проверяется вторая часть свойства 3) и свойство 4).
Непосредственно из определения следует свойство 2).
Осталось проверить свойство 1). Если 𝑓 = 𝜃𝑋𝑚𝑡𝑛, где 𝜃 – представитель Тейхмюллера

в 𝑂𝑁 ′ , тогда ∆𝑓 = (𝜃𝑋𝑚𝑡𝑛)𝑞 = 𝑓𝑞, и свойство 1) для 𝑓 вытекает из свойства 1) для 𝑋.
Заметим, что ряд 𝜆𝐹𝑡𝑞

= 𝜋0𝑈(∆)−1𝑋 является логарифмом формальной группы, изоморф-
ной 𝐹𝑡. Теперь из определения 𝐸𝐹𝑡 ясно, что 𝐸𝐹𝑡(𝑋) ∈ 𝑂𝑁 ′ равносильно тому, что 𝐸𝐹𝑡𝑞

(𝑋) ∈
𝑂𝑁 ′ . Но 𝐸𝐹𝑡𝑞

(𝑋) = 𝑋, поэтому в данном случае свойство 1) проверено.
Если 𝑓 = 𝜋𝑘0𝜃𝑋

𝑚, то свойство 1) следует из свойства 3).
Если 𝑓 = 𝛼𝑋𝑚, где 𝛼 =

∑︀
𝜋𝑘0𝜃𝑘, то

𝐸𝐹𝑡
(𝛼𝑋𝑚) =

∑︁
𝐹𝑡

[𝜋𝑘0 ]𝐹𝑡
(𝐸𝐹𝑡

(𝜃𝑘𝑋𝑚)) ∈ 𝑂𝑁 ′ .

Если 𝑓 =
∑︀
𝑚>1

∑︀
𝑖>0 𝛼𝑚𝑖𝑡

𝑖𝑋𝑚, то свойство 1) следует из свойства 3).
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Для проверки свойства 1) функции 𝑙𝐹𝑡 достаточно заметить, что 𝐸𝐹𝑡 сюръективно. Дей-
ствительно, аналогично уже проведенным шагам можно увидеть, что

𝐸𝐹𝑡

(︂∑︁
𝑚>𝑆

∑︁
𝑖>0

𝛼𝑚𝑖𝑡
𝑖𝑋𝑚

)︂
=
∑︁
𝑖>0

𝛼𝑆𝑖𝑡
𝑖𝑋𝑆 + · · · ,

т.е. коэффициент при наименьшей степени 𝑋 сохраняется.
Итак, мы получили, что в образе 𝐸𝐹𝑡

есть набор рядов со всеми возможными минималь-
ными степенями 𝑋 и коэффициентами при них. Тогда, очевидно, из них мы можем получить
операцией +𝐹𝑡

любой ряд из 𝑂𝑁 ′ [[𝑋]][[𝑡]]𝑋.

2.4. Примарные элементы для формальных 𝑂0-модульных групп. В п. 1 были по-
строены примарные элементы, в определение которых входит элемент 𝐴 из пополнения мак-
симального неразветвленного расширения поля 𝑁 . Для использования примарных элементов
в явной конструкции теории полей классов и законов взаимности требуются примарные эле-
менты, в определение которых входят только элементы исходного поля. Построение таких
примарных элементов и является целью настоящего пункта.

Пусть𝐾 – конечное расширение поля𝐾0 с кольцом целых 𝑂 = 𝑂𝐾 и 𝐹 (𝑋,𝑌 ) – формальная
𝑂0-модульная группа над 𝑂. Пусть, как и ранее, 𝐹𝑡 – соответствующий группе 𝐹 формальный
𝑂0-модульный закон, полученный с помощью гомоморфизма 𝑔 из п. 2.3.

Пусть 𝐿 – расширение поля 𝐾, содержащее все корни изогении [𝜋𝑛0 ]𝐹 (𝑋) и Z – один из
первообразных корней: [𝜋𝑛0 ]𝐹 (Z) = 0, [𝜋𝑛−1

0 ]𝐹 (Z) ̸= 0.
Пусть 𝑇 – подполе инерции в 𝐿/𝐾0, 𝑁 ⊂ 𝑇 и Π – простой элемент в 𝐿; тогда разложению

Z :=
∑︀
𝑖>1 𝛼𝑖Π

𝑖, 𝛼𝑖 ∈ 𝑂𝑇 , соответствует ряд Z(𝑋) =
∑︀
𝑖>1 𝛼𝑖𝑋

𝑖 ∈ 𝑂𝑇 [[𝑋]]. Таким образом,
определен ряд 𝑙𝐹𝑡

(Z(𝑋)) ∈ 𝑂𝑇 [[𝑡]][[𝑋]].
Пусть 𝜙 – автоморфизм Фробениуса в пополнении ̃︀𝑇 максимального неразветвленного рас-

ширения поля 𝑇 , т.е.
𝜙(𝛼) ≡ 𝛼𝑞 mod𝜋0, 𝛼 ∈ 𝑂̃︀𝑇 ,

где 𝑞 = #𝐾0. Тогда для любого 𝑎 ∈ 𝑂𝑇 найдется элемент 𝐴 из 𝑂̃︀𝑇 , удовлетворяющий условию

𝐴𝜙 −𝐴 = 𝑎.

Определим сначала 𝜋𝑛0 -примарный элемент для формальной 𝑂0-модульной группы 𝐹𝑡:

𝐻𝑡(𝑎) = 𝐸𝐹𝑡(𝜋
𝑛
0𝐴𝑙𝐹𝑡(Z(𝑋))).

Для формальной 𝑂0-модульной группы 𝐹 определим 𝜋𝑛0 -примарный элемент следующим
образом:

𝐻𝐹 (𝑎) = 𝐻𝑡(𝑎)
⃒⃒
𝑡=𝜋
𝑋=Π

.

Пусть M = M𝐿 – максимальный идеал кольца целых поля 𝐿 и 𝐹 (M) – формальный модуль,
натянутый на M.

Пусть, как и раньше, 𝜎 – образующий элемент группы Галуа расширения 𝑇 (𝐴)/𝑇 ; тогда

𝐴𝜎 −𝐴 = κ ∈ 𝑂0.

Продолжение 𝜎 на ̃︀𝑇 обозначим той же буквой 𝜎.

Teopeма 4. 1) Элемент 𝐻𝐹 (𝑎) является 𝜋𝑛0 -примарным в модуле 𝐹 (M), т.е. 𝐻𝐹 (𝑎) ∈ 𝐿
и 𝐿( 1

𝜋𝑛
0
𝐻𝐹 (𝑎))/𝐿 – конечное абелево неразветвленное расширение.

2) Примарный элемент 𝐻𝐹 (𝑎) не зависит от выбора элемента 𝐴.
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Доказательство проводится аналогично доказательству теоремы 1 (приведем лишь на-
бросок).

С помощью действия автоморфизма 𝜎 мы убеждаемся в том, что коэффициенты ряда
𝐻𝑡(𝑎) лежaт в поле 𝐿.

Затем мы замечаем, что
1

[𝜋𝑛0 ]
𝐻𝐹 (𝑎) = 𝐸𝐹𝑡

(𝐴𝑙𝐹𝑡
(Z(𝑋)))

⃒⃒
𝑡=𝜋
𝑋=Π

лежит в поле 𝐿(𝐴), которое, в свою очередь, является неразветвленным над 𝐿 (так как 𝑇 (𝐴)
неразветвленное над 𝑇 ).

Далее, наша задача – получить примарный элемент, в определение которого входят только
элементы исходного поля.

Итак, пусть 𝐻𝑡(𝑎) – 𝜋𝑛0 -примарный элемент группы 𝐹𝑡. Логарифм 𝜆𝐹𝑡
группы 𝐹𝑡 задается

рядом 𝑈(∆) = 𝜋0 −𝐴(∆), где 𝒜(∆) = 𝛼1∆ + 𝛼2∆2 + · · · , 𝛼𝑖 ∈ 𝑂𝑁 [[𝑋]].

Лемма 2. Имеет место равенство

1
𝜋𝑛0

𝐻𝑡(𝑎) = 𝐸𝐹𝑡
(𝐴𝑙𝐹𝑡

(Z(𝑋)) = 𝐸𝐹𝑡

(︂∑︁
𝑖>1

𝛼𝑖𝑎𝑖∆𝑖

𝜋0
𝜆𝐹𝑡

(Z(𝑋))
)︂

+𝐹𝑡
𝜆−1
𝐹𝑡

(𝐴𝜆𝐹𝑡
(Z(𝑋))),

где 𝑎𝑖 = 𝑎+ 𝑎𝜙 + · · ·+ 𝑎𝜙
𝑖−1

, 𝜙 – автоморфизм Фробениуса в 𝑁/𝐾0 .

Доказательство. Из определения функции 𝐸𝐹𝑡
следует, что

𝐸𝐹𝑡

(︂(︂
1− 𝒜(∆)

𝜋0

)︂
𝐴𝜆𝐹𝑡(Z(𝑋))

)︂
= 𝜆−1

𝐹𝑡
(𝐴𝜆𝐹𝑡(Z(𝑋))).

Отсюда получаем

𝐸𝐹𝑡
(𝐴𝑙𝐹𝑡

(Z(𝑋))) = 𝐸𝐹𝑡

(︂
𝐴(1− 𝒜(∆)

𝜋0
)𝜆𝐹𝑡

(Z(𝑋))
)︂

+𝐹𝑡
𝜆−1
𝐹𝑡

(𝐴𝑙𝐹𝑡
(Z(𝑋)))−𝐹𝑡

𝐸𝐹𝑡

(︂(︂
1− 𝒜(∆)

𝜋0

)︂
𝐴𝜆𝐹𝑡

(Z(𝑋))
)︂

= 𝐸𝐹𝑡

(︂∑︁ 𝛼𝑖(𝐴𝜙
𝑖 −𝐴)
𝜋0

𝜆𝐹𝑡
(Z(𝑋))

)︂
+𝐹𝑡

𝜆−1
𝐹𝑡

(𝐴𝜆𝐹𝑡
(Z(𝑋))).

Осталось заметить, что из равенства 𝐴𝜙 −𝐴 = 𝑎 следует, что 𝐴𝜙
𝑖 −𝐴 = 𝑎𝑖.

Пусть теперь

𝑃𝐹 (𝑎) = 𝐸𝐹𝑡

(︂
𝜋𝑛−1

0

(︂∑︁
𝑖>1

𝛼𝑖𝑎𝑖∆𝑖

)︂
𝜆𝐹𝑡(Z(𝑋))

)︂⃒⃒⃒⃒
𝑡=𝜋
𝑋=Π

.

Тогда имеет место следующая теорема.

Teopeма 5. Выполнено 𝐻𝐹 (𝑎) = 𝑃𝐹 (𝑎). И, тем самым, мы дали определение примарного
элемента, под которое подходят только элементы исходного поля.

Доказательство. Согласно лемме нам надо проверить только следующее равенство:

𝜆−1
𝐹𝑡

(𝜋𝑛0𝐴𝜆𝐹𝑡(Z(𝑋)))
⃒⃒
𝑡=𝜋
𝑋=Π

= 0.

После подстановки получим необходимое равенство

𝜆𝐹 (𝜋𝑛0𝐴𝜆𝐹 (Z)) = 0,

которое в свою очередь следует из того, что Z как корень изогении [𝜋𝑛𝑜 ]𝐹 является также
корнем логарифма.
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лежащих на коротких промежутках
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Белгородский государственный университет

Посвящается светлой памяти
Анатолия Алексеевича Карацубы

1. Введение

Пусть 𝑁0(𝑇 ) – число нулей 𝜁(1/2 + 𝑖𝑡) на промежутке (0, 𝑇 ].
В 1921 г. Харди и Литтлвуд [1] доказали, что

𝑁0(𝑇 ) > 𝑐1𝑇, 𝑐1 > 0 – абсолютная постоянная.

В 1942 г. Сельберг [2] получил правильную по порядку оценку 𝑁0(𝑇 ):

𝑁0(𝑇 ) > 𝑐2𝑇 log 𝑇, 𝑐2 > 0 – абсолютная постоянная.

Для арифметических рядов Дирихле, удовлетворяющих функциональному уравнению ри-
манова типа, но не имеющих эйлерова произведения, правильные по порядку нижние оценки
для числа их нулей на отрезках критической прямой Re 𝑠 = 1/2 пока не получены.

Первым, кто показал, что на критической прямой лежит аномально много нулей арифме-
тического ряда Дирихле без эйлерова произведения, был Воронин, который в 1980 г. доказал
[3], что

𝑁0(𝑇, 𝑓) > 𝑐3𝑇 exp
(︂

1
20

√︀
log log log log 𝑇

)︂
, (1)

где 𝑁0(𝑇, 𝑓) – число нулей 𝜌 функции Дэвенпорта–Хейльбронна 𝑓(𝑠) таких, что Re 𝜌 = 1/2,
0 < Im 𝜌 6 𝑇 , 𝑐3 > 0 – абсолютная постоянная.

В 1989 г. А. А. Карацуба [4] разработал новый метод оценок снизу числа нулей некоторых
рядов Дирихле на отрезках критической прямой, с помощью которого доказал следующее
неравенство, существенно усилив тем самым результат Воронина (1):

𝑁0(𝑇, 𝑓) > 𝑇
√︀

log 𝑇 (log 𝑇 )−𝜀, (2)

где 𝜀 – сколь угодно малое положительное число, 𝑇 > 𝑇0(𝜀) > 1.
Пусть 𝑍(𝑡, 𝜒) = 𝑒𝑖𝜃(𝑡,𝜒)𝐿(1/2+𝑖𝑡), где функция 𝜃(𝑡, 𝜒) подобрана так, что 𝑍(𝑡, 𝜒) вещественна

при вещественных 𝑡. Тогда 𝑍(𝑡, 𝜒) представляет собой аналог функции Харди (см., например,
[5; гл. 2]).

Пусть
𝐺(𝑡) = 𝑎1𝑍(𝑡, 𝜒1) + · · ·+ 𝑎𝑁𝑍(𝑡, 𝜒𝑁 ),

где 𝑎1, . . . , 𝑎𝑁 – произвольные вещественные числа.

Работа выполнена при поддержке ФЦП «Научные и научно-педагогические кадры инновационной России»
(госконтракт 14.A18.21.0357).

c○ С.А. Гриценко, Б.Д. Демидов, 2013

http://dx.doi.org/10.4213/spm49
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В 1991 г. А. А. Карацуба [6] поставил и решил своим методом 1989 г. задачу о нижней
оценке числа нулей 𝐺(𝑡) на отрезке (0, 𝑇 ].

Эту задачу мы называем задачей А.А. Карацубы.
В 1991 г. Сельберг [7] определил класс 𝑆 рядов Дирихле и высказал ряд гипотез о свойствах

функций из 𝑆.
В класс 𝑆 помимо дзета-функции Римана, 𝐿-функций Дирихле входят и другие ариф-

метические ряды Дирихле, в частности, такие ряды 𝐹 (𝑠), приближенные функциональные
уравнения которых содержат порядка |Im 𝑠| слагаемых. В соответствии с классификацией,
предложенной в [8], такие ряды из класса Сельберга имеют степень 2.

В 1996 г. Гриценко рассмотрел вопрос о числе 𝑁0(𝑇, 𝑓) нулей на отрезке [0, 𝑇 ] функции

𝑓(𝑡) =
𝑁∑︁
𝑗=1

𝑎𝑗𝑍(𝑡, 𝐹𝑗), (3)

где 𝑎𝑗 – произвольные вещественные числа, а 𝑍(𝑡, 𝐹𝑗) – аналоги функции Харди, соответству-
ющие функциям 𝐹𝑗(𝑠) из класса Сельберга степени 2, 𝑗 = 1, . . . , 𝑁 .

В [9] доказано, что при условии справедливости некоторых гипотез, являющихся гипоте-
зами Сельберга и их слегка усиленными вариантами, справедлива оценка

𝑁0(𝑇, 𝑓)≫ 𝑇 exp{
√︀

log log log 𝑇 }. (4)

Определим подкласс класса Сельберга, состоящий из рядов Дирихле степени 2. Пусть
𝐾 = Q(

√
𝑑) – мнимое квадратичное поле, Z𝐾 – кольцо целых алгебраических чисел 𝐾. Сле-

дуя терминологии книги [5], будем называть характерами Гекке групповые характеры группы
классов идеалов кольца Z𝐾 . Пусть 𝜓 – характер Гекке. 𝐿-функцией Гекке назовем ряд Дири-
хле

𝐿(𝑠, 𝜓) =
∑︁

a

𝜓(a)𝑁(a)−𝑠, Re 𝑠 > 1,

где суммирование ведется по целым ненулевым идеалам a кольца Z𝐾 , 𝑁(a) – норма идеала a.
Наш подкласс класса Сельберга состоит из 𝐿-функций Гекке мнимых квадратичных полей.
𝐿-функции Гекке, соответствующие неглавным характерам Гекке, аналитически продол-

жаются на всю комплексную плоскость и удовлетворяют функциональному уравнению вида

𝐿(𝑠, 𝜓) = 𝜌(𝑠, 𝜓)𝐿(1− 𝑠, 𝜓), 𝜌(𝑠, 𝜓) =
1
𝜃𝜓

(︂√
𝛿𝐾

2𝜋

)︂1−2𝑠Γ(1− 𝑠)
Γ(𝑠)

,

где 𝛿𝐾 – дискриминант поля 𝐾, 𝜃𝜓 – комплексная константа, зависящая только от 𝜓, модуль
которой равен 1 (см., например, [10; гл. 7]).

Определим функции 𝜃(𝑡, 𝜓) и 𝑍(𝑡, 𝜓):

exp(𝑖𝜃(𝑡, 𝜓)) =
(︂
𝜌

(︂
1
2

+ 𝑖𝑡

)︂)︂−1/2

, (5)

𝑍(𝑡, 𝜓) = exp(𝑖𝜃(𝑡, 𝜓))𝐿
(︂

1
2

+ 𝑖𝑡, 𝜓

)︂
. (6)

Легко видеть, что при вещественных 𝑡 функции 𝜃(𝑡, 𝜓) и 𝑍(𝑡, 𝜓) принимают вещественные
значения.

В 1997 г. Гриценко [11] доказал неравенство (4) безусловно в случае, когда 𝐹1(𝑠), . . . , 𝐹𝑁 (𝑠)
– 𝐿-функции Гекке, отвечающие комплексным характерам Гекке одного и того же мнимого
квадратичного поля.
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В 2010 г. Резвякова [12] применила к последней задаче метод А. А. Карацубы [4] и получила
оценку

𝑁0(𝑇, 𝑓)≫ 𝑇 (log 𝑇 )2/ℎ(−𝐷) exp{−𝑐
√︀

log log 𝑇 },

где ℎ(−𝐷) – порядок группы классов идеалов, 𝑐 > 0.
В настоящей статье решается задача о нулях функции 𝑓(𝑡), определяемой равенствами (3),

(6), лежащих на коротких промежутках.
Для того чтобы свести к минимуму трудности, доставляемые арифметикой квадратичного

поля, мы ограничиваемся частным случаем, когда 𝐹1(𝑠), . . . , 𝐹𝑁 (𝑠) – 𝐿-функции Гекке, отве-
чающие комплексным характерам Гекке одного и того же мнимого квадратичного поля вида
𝐾 = Q(

√
−𝑝0 ), где 𝑝0 – простое число, сравнимое с 3 по модулю 4.

Отметим, что поля Q(
√
−𝑝0 ) многоклассны при 𝑝0 больших некоторой константы. Таблица

чисел классов идеалов для некоторых из них приводится в монографии [13].
Сформулируем основной результат статьи.

Teopeма 1. Пусть 𝜀 > 0 – произвольно малое число, 𝑇 15/16+5𝜀 6 𝐻 6 𝑇 .
Пусть 𝐹1(𝑠), . . . , 𝐹𝑁 (𝑠) – 𝐿-функции Гекке, отвечающие комплексным характерам Гекке

одного и того же мнимого квадратичного поля вида Q(
√
−𝑝0 ), где 𝑝0 – простое число, срав-

нимое с 3 по модулю 4, а функция 𝑓(𝑡) определена равенством (3), в котором 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑁 –
произвольные вещественные числа.

Пусть 𝑁0(𝑇, 𝑓) – число нулей функции 𝑓(𝑡) на отрезке [0, 𝑇 ].
Тогда существует 𝑐 > 0 такое, что

𝑁0(𝑇 +𝐻, 𝑓)−𝑁0(𝑇, 𝑓)≫ 𝐻(ln𝑇 )2/ℎ𝑒−𝑐
√

ln ln𝑇 ,

где ℎ(𝑝0) – число классов идеалов поля Q(
√
−𝑝0 ).

В дальнейшем будем пользоваться следующими обозначениями:
∙ 𝑝0 – простое число, сравнимое с 3 по модулю 4;
∙ 𝐾 = Q(

√
−𝑝0) – мнимое квадратичное поле, Z𝐾 – соответствующее кольцо целых алгеб-

раических чисел;
∙ 𝛿𝐾 = −𝑝0 – дискриминант поля 𝐾;
∙ ℎ(𝛿𝐾) – число классов идеалов поля 𝐾;
∙ 𝐿(𝑠, 𝜓) – 𝐿-функция Гекке,

𝐿(𝑠, 𝜓) =
∞∑︁
𝑛=1

𝑎(𝑛)𝑛−𝑠, Re 𝑠 > 1;

∙ 𝑛 =
(︀
𝑛1
𝑛2

)︀
∈ Z2;

∙ 𝐴, 𝐴1, 𝐴2 – симметричные матрицы размера 2×2 с целыми коэффициентами;
∙ 𝑄(𝑛), 𝑄1(𝑛), 𝑄2(𝑛) – бинарные примитивные квадратичные формы дискриминанта 𝛿𝐾 ,

связанные с матрицами 𝐴, 𝐴1, 𝐴2 формулами

𝑄(𝑛) =
1
2
𝑛 𝑡𝐴𝑛, 𝑄1(𝑛) =

1
2
𝑛 𝑡𝐴1𝑛, 𝑄2(𝑛) =

1
2
𝑛 𝑡𝐴2𝑛;

∙ 𝑄′(𝑛), 𝑄′1(𝑛), 𝑄′2(𝑛) – квадратичные формы с матрицами 𝑝0𝐴
−1, 𝑝0𝐴

−1
1 , 𝑝0𝐴

−1
2 ;

∙ 𝐺(𝑞, 𝑢,𝑚) – сумма Гаусса, отвечающая квадратичной форме 𝑄(𝑛),

𝐺(𝑞, 𝑢,𝑚) =
∑︁

𝑔 (mod 𝑞)

exp
(︂

2𝜋𝑖
𝑢𝑄(𝑔) +𝑚 𝑡𝑔

𝑞

)︂
,

𝐺1(𝑞, 𝑢,𝑚), 𝐺2(𝑞, 𝑢,𝑚) – суммы Гаусса, отвечающие квадратичным формам 𝑄1(𝑛),
𝑄2(𝑛).
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2. Вспомогательные утверждения

В методе А.А. Карацубы [6] важную роль играют приближенные функциональные уравне-
ния рядов Дирихле. Для 𝐿-функций Гекке известно, например, приближенное функциональ-
ное уравнение Лаврика [14]. Однако наличие в его формуле остаточного члена, который при
𝑠 = 1/2+𝑖𝑡 может расти как log2 |𝑡|, когда |𝑡| → ∞, не дает возможности применить ее к нашей
задаче. Мы выведем приближенное функциональное уравнение 𝐿-функции Гекке несколько
иного вида, чем у Лаврика. Его преимущество состоит в малости остаточного члена.

Лемма 1. Пусть 𝜀 > 0 – произвольно малое число, 𝜓 – комплексный характер Гекке,
𝐿(𝑠, 𝜓) – соответствующая 𝐿-функция Гекке. Пусть 𝑇 > 𝑇0 > 2, 𝐻 = 𝑇 15/16+𝜀 , 𝑋 = 𝑇 0.001𝜀 ,
𝑇 − 1 6 𝑡 6 𝑇 + 𝐻 + 1, 𝑃 = 𝑃 (𝑡) = 𝑡

√︀
|𝛿𝐾 |/2𝜋 . Пусть 𝜈1 и 𝜈2 – натуральные числа, мень-

шие 𝑋 , 𝑠 = 1/2 + 𝑖𝑡.
Тогда справедливо равенство

𝐿(𝑠, 𝜓) =
∞∑︁
𝑛=1

𝑎(𝑛)𝑛−𝑠 exp
(︂
− 𝑛𝜈1
𝑃𝜈2

)︂
+ 𝜌(𝑠, 𝜓)

∞∑︁
𝑛=1

𝑎(𝑛)𝑛𝑠−1

(︂
1− exp

(︂
−𝑃𝜈2
𝑛𝜈1

)︂)︂
+𝑂(𝑇 (𝜀−1)/2).

Доказательство. Начнем с равенства Меллина

exp
(︂
− 𝑛𝜈1
𝑃𝜈2

)︂
=

1
2𝜋𝑖

∫︁ 2+𝑖∞

2−𝑖∞
Γ(𝑤)

(︂
𝑃𝜈2
𝑛𝜈1

)︂𝑤
𝑑𝑤.

Умножим обе его части на 𝑎(𝑛)𝑛−𝑠 и просуммируем получившееся равенство по 𝑛 от 1 до ∞:

∞∑︁
𝑛=1

𝑎(𝑛)𝑛−𝑠 exp
(︂
− 𝑛𝜈1
𝑃𝜈2

)︂
=

1
2𝜋𝑖

∫︁ 2+𝑖∞

2−𝑖∞
Γ(𝑤)

(︂
𝑃𝜈2
𝜈1

)︂𝑤
𝐿(𝑠+ 𝑤,𝜓) 𝑑𝑤.

Будем преобразовывать интеграл, стоящий в правой части, который обозначим через 𝐼. Поль-
зуясь следствием из формулы Стирлинга

Γ(2 + 𝑖𝑣)≪ (2 + |𝑣|)3/2𝑒−𝜋|𝑣|/2,

получаем

𝐼 =
1

2𝜋𝑖

∫︁ 2+𝑖 log2 𝑇

2−𝑖 log2 𝑇

Γ(𝑤)
(︂
𝑃𝜈2
𝜈1

)︂𝑤
𝐿(𝑠+ 𝑤,𝜓) 𝑑𝑤 +𝑂(𝑇−1).

Пользуясь неравенством

𝐿(𝜎 + 𝑖𝑡, 𝜓) = 𝑂((|𝑡|+ 2)1−𝜎 log3(|𝑡|+ 2)),

выполняющимся при −1/log(|𝑡|+ 2) 6 𝜎 6 1 + log(|𝑡|+ 2) и прямо следующим из приближен-
ного функционального уравнения Лаврика, перенесем отрезок интегрирования на

Re𝑤 = −𝛽0, − log2 𝑇 6 Im𝑤 6 log2 𝑇,

где 𝛽0 = 1/2 + 1/2 log 𝑇 . При этом “пройдем” через простой полюс в точке 𝑤 = 0 с вычетом
𝐿(𝑠, 𝜓); по теореме Коши имеем

𝐼 = 𝐿(𝑠, 𝜓) + 𝐼1 +𝑂(𝑇−1),

где

𝐼1 =
1

2𝜋𝑖

∫︁ −𝛽0+𝑖 log
2 𝑇

−𝛽0−𝑖 log2 𝑇

Γ(𝑤)
(︂
𝑃𝜈2
𝜈1

)︂𝑤
𝐿(𝑠+ 𝑤,𝜓) 𝑑𝑤.



168 С.А. Гриценко, Б. Д. Демидов

Воспользуемся функциональным уравнением 𝐿-функции Гекке

𝐿(𝑠+ 𝑤,𝜓) = 𝜌(𝑠+ 𝑤,𝜓)𝐿(1− 𝑠− 𝑤,𝜓),

где

𝜌(𝑠+ 𝑤,𝜓) =
1
𝜃𝜓

(︂
𝛿𝐾
2𝜋

)︂1−2𝑠−2𝑤 Γ(1− 𝑠− 𝑤)
Γ(𝑠+ 𝑤)

.

Из формулы Стирлинга следует, что

𝜌(𝑠+ 𝑤,𝜓) = 𝜌(𝑠, 𝜓)𝑃−2𝑤(1 +𝑂(𝑇−1) +𝑂(|𝑤|2𝑇−1)).

Отсюда имеем

𝐼1 = 𝜌(𝑠, 𝜓)
1

2𝜋𝑖

∫︁ −𝛽0+𝑖 log
2 𝑇

−𝛽0−𝑖 log2 𝑇

Γ(𝑤)
(︂
𝜈2
𝑃𝜈1

)︂𝑤
𝐿(𝑠+ 𝑤,𝜓) 𝑑𝑤 +𝑂(𝑇 (𝜀−1)/2).

Далее, распространяем отрезок интегрирования на всю прямую Re𝑤 = −𝛽0, представляем
𝐿(1−𝑠−𝑤,𝜓) в виде суммы ряда Дирихле (учитывая неравенство Re(1−𝑠−𝑤) > 1) и меняем
порядок суммирования и интегрирования:

𝐼1 = 𝜌(𝑠, 𝜓)
∞∑︁
𝑛=1

𝑎(𝑛)𝑛𝑠−1 1
2𝜋𝑖

∫︁ −𝛽0+𝑖∞

−𝛽0−𝑖∞
Γ(𝑤)

(︂
𝑛𝜈2
𝑃𝜈1

)︂𝑤
𝑑𝑤 +𝑂(𝑇 (𝜀−1)/2).

Теперь утверждение леммы следует из равенства

1
2𝜋𝑖

∫︁ −𝛽0+𝑖∞

−𝛽0−𝑖∞
Γ(𝑤)

(︂
𝑛𝜈2
𝑃𝜈1

)︂𝑤
𝑑𝑤 = −1 + exp

(︂
−𝑃𝜈2
𝑛𝜈1

)︂
.

Cледствие 1. Пусть |𝑢| 6 1. Тогда справедливо равенство

𝑍(𝑡+ 𝑢, 𝜓) = 𝜃
1/2
𝜓

∞∑︁
𝑛=1

𝑎(𝑛)√
𝑛

(︂
𝑃

𝑛

)︂𝑖(𝑡+𝑢)

𝑒−𝑖𝑡 exp
(︂
− 𝑛𝜈1
𝑃𝜈2

)︂

+ 𝜃
−1/2
𝜓

∞∑︁
𝑛=1

𝑎(𝑛)√
𝑛

(︂
𝑃

𝑛

)︂−𝑖(𝑡+𝑢)

𝑒𝑖𝑡
(︂

1− exp
(︂
−𝑃𝜈2
𝑛𝜈1

)︂)︂
+𝑂(𝑇 (2𝜀−1)/2).

Доказательство. Положим в равенстве леммы 1 𝑡+𝑢 вместо 𝑡, воспользуемся формулой
Стирлинга и неравенством |𝑎(𝑛)| 6 𝜏(𝑛) (см., например, [11]).

Следствие 1 представляет собой приближенное функциональное уравнение для аналога
функции Харди. Нам потребуется приближенное функциональное уравнение для аналога
функции, названной А.А. Карацубой функцией Харди–Сельберга.

Пусть 𝛽(𝜈) – вещественные числа, не превосходящие 𝜏(𝜈), значения которых будут уточне-
ны позже. Пусть 𝜑𝑋(𝑠) =

∑︀
𝜈<𝑋 𝛽(𝜈)𝜈−𝑠, где 𝑋 – параметр, определенный в лемме 1. Пусть

𝐹 (𝑡, 𝜓) = 𝑍(𝑡, 𝜓)
⃒⃒⃒⃒
𝜑𝑋

(︂
1
2

+ 𝑖𝑡

)︂⃒⃒⃒⃒2
.

Лемма 2. В условиях леммы 1 справедливо равенство

𝐹 (𝑡+ 𝑢, 𝜓) = 𝜃
1/2
𝜓

∑︁
𝜆

𝐴(𝜆)√
𝜆

(︂
𝑃

𝜆

)︂𝑖(𝑡+𝑢)

𝑒−𝑖𝑡 exp
(︂
− 𝜆
𝑃

)︂

+ 𝜃
−1/2
𝜓

∑︁
𝜆

𝐴(𝜆)√
𝜆

(︂
𝑃

𝜆

)︂−𝑖(𝑡+𝑢)

𝑒𝑖𝑡
(︂

1− exp
(︂
−𝑃
𝜆

)︂)︂
+𝑂(𝑇 (3𝜀−1)/2),
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где

𝐴(𝜆) =
∑︁

𝑛𝜈1/𝜈2=𝜆

𝑎(𝑛)𝛽(𝜈1)𝛽(𝜈2)
𝜈2

(суммирование ведется по натуральным 𝜈1 и 𝜈2 , меньшим 𝑋 , и произвольным натураль-
ным 𝑛).

Доказательство. Умножим обе части равенства из следствия 1 на

𝛽(𝜈1)𝛽(𝜈2)√
𝜈1𝜈2

(︂
𝜈1
𝜈2

)︂−𝑖(𝑡+𝑢)

и просуммируем получившееся равенство по натуральным 𝜈1 и 𝜈2, меньшим 𝑋.

В следствии 2 формула леммы 2 приводится к виду, более удобному для приложений.

Cледствие 2. Пусть 𝑃0 = 𝑇
√︀
|𝛿𝐾 |/2𝜋 . В условиях леммы 2 справедливо равенство

𝐹 (𝑡+ 𝑢, 𝜓) = 𝜃
1/2
𝜓 𝑊1(𝑡+ 𝑢, 𝜓) + 𝜃

−1/2
𝜓 𝑊2(𝑡+ 𝑢, 𝜓) + 𝜃

−1/2
𝜓 𝑊3(𝑡+ 𝑢, 𝜓)

+ 𝜃
−1/2
𝜓

∞∑︁
𝜈=1

𝑊4(𝑡+ 𝑢, 𝜓, 𝜈) + 𝜃
1/2
𝜓

∞∑︁
𝜇=0

∞∑︁
𝜈=0

𝜇+𝜈>0

𝑊1(𝑡+ 𝑢, 𝜓, 𝜇, 𝜈)

+ 𝜃
−1/2
𝜓

∞∑︁
𝜇=1

𝑊2(𝑡+ 𝑢, 𝜓, 𝜇) + 𝜃
−1/2
𝜓

∞∑︁
𝜇=0

∞∑︁
𝜈=0

𝜇+𝜈>0

𝑊3(𝑡+ 𝑢, 𝜓, 𝜇, 𝜈)

+ 𝜃
−1/2
𝜓

∞∑︁
𝜇=1

∞∑︁
𝜈=1

𝑊4(𝑡+ 𝑢, 𝜓, 𝜇, 𝜈) +𝑂(𝑇 (3𝜀−1)/2),

где

𝑊1(𝑡+ 𝑢, 𝜓) =
∑︁

𝜆6𝑃0 log2 𝑇

𝐴(𝜆)√
𝜆

(︂
𝑃

𝜆

)︂𝑖𝑡(︂
𝑃0

𝜆

)︂𝑖𝑢
𝑒−𝑖𝑡 exp

(︂
− 𝜆

𝑃0

)︂
,

𝑊2(𝑡+ 𝑢, 𝜓) =
∑︁
𝜆6𝑃0

𝐴(𝜆)√
𝜆

(︂
𝑃

𝜆

)︂−𝑖𝑡(︂
𝑃0

𝜆

)︂−𝑖𝑢
𝑒𝑖𝑡,

𝑊3(𝑡+ 𝑢, 𝜓) =
∑︁

𝑃0 log−2 𝑇<𝜆6𝑃0

𝐴(𝜆)√
𝜆

(︂
𝑃

𝜆

)︂−𝑖𝑡(︂
𝑃0

𝜆

)︂−𝑖𝑢
𝑒𝑖𝑡 exp

(︂
−𝑃0

𝜆

)︂
,

𝑊4(𝑡+ 𝑢, 𝜓, 𝜈) =
∑︁
𝑃0<𝜆

𝐴(𝜆)√
𝜆

(︂
𝑃

𝜆

)︂−𝑖𝑡(︂
𝑃0

𝜆

)︂−𝑖𝑢
𝑒𝑖𝑡

(−1)𝜈

𝜈!

(︂
𝑃

𝜆

)︂𝜈
,

𝑊1(𝑡+ 𝑢, 𝜓, 𝜇, 𝜈) =
∑︁

𝜆6𝑃0 log2 𝑇

𝐴(𝜆)√
𝜆

(︂
𝑃

𝜆

)︂𝑖𝑡(︂
𝑃0

𝜆

)︂𝑖𝑢
𝑒−𝑖𝑡 exp

(︂
− 𝜆

𝑃0

)︂

× 1
𝜈!

(︂
𝑖𝑢

𝜇

)︂(︂
𝜆

𝑃0

)︂𝜈(︂
𝑃 − 𝑃0

𝑃0

)︂𝜈(︂
𝑃 − 𝑃0

𝑃

)︂𝜇
,

𝑊2(𝑡+ 𝑢, 𝜓, 𝜇) =
∑︁
𝜆6𝑃0

𝐴(𝜆)√
𝜆

(︂
𝑃

𝜆

)︂−𝑖𝑡(︂
𝑃0

𝜆

)︂−𝑖𝑢
𝑒𝑖𝑡
(︂
−𝑖𝑢
𝜇

)︂(︂
𝑃 − 𝑃0

𝑃

)︂𝜇
,
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𝑊3(𝑡+ 𝑢, 𝜓, 𝜇, 𝜈) =
∑︁

𝑃0 log−2 𝑇<𝜆6𝑃0

𝐴(𝜆)√
𝜆

(︂
𝑃

𝜆

)︂−𝑖𝑡(︂
𝑃0

𝜆

)︂−𝑖𝑢
𝑒𝑖𝑡 exp

(︂
−𝑃0

𝜆

)︂

× 1
𝜈!

(︂
−𝑖𝑢
𝜇

)︂(︂
𝑃 − 𝑃0

𝑃

)︂𝜇(︂
𝑃 − 𝑃0

𝜆

)︂𝜈
,

𝑊4(𝑡+ 𝑢, 𝜓, 𝜇, 𝜈) =
∑︁
𝑃0<𝜆

𝐴(𝜆)√
𝜆

(︂
𝑃

𝜆

)︂−𝑖𝑡(︂
𝑃0

𝜆

)︂−𝑖𝑢
𝑒𝑖𝑡

(−1)𝜈

𝜈!

(︂
𝑃

𝜆

)︂𝜈(︂−𝑖𝑢
𝜇

)︂(︂
𝑃 − 𝑃0

𝑃0

)︂𝜇
.

Доказательство. Из леммы 2 имеем

𝐹 (𝑡+ 𝑢, 𝜓) = 𝜃
1/2
𝜓

∑︁
𝜆6𝑃0 log2 𝑇

𝐴(𝜆)√
𝜆

(︂
𝑃

𝜆

)︂𝑖(𝑡+𝑢)

𝑒−𝑖𝑡 exp
(︂
− 𝜆
𝑃

)︂
+ 𝜃

−1/2
𝜓

∑︁
𝜆6𝑃0

𝐴(𝜆)√
𝜆

(︂
𝑃

𝜆

)︂−𝑖(𝑡+𝑢)

𝑒𝑖𝑡

+ 𝜃
−1/2
𝜓

∑︁
𝑃0 log−2 𝑇<𝜆6𝑃0

𝐴(𝜆)√
𝜆

(︂
𝑃

𝜆

)︂−𝑖(𝑡+𝑢)

𝑒𝑖𝑡 exp
(︂
−𝑃
𝜆

)︂

+ 𝜃
−1/2
𝜓

∑︁
𝑃0<𝜆

𝐴(𝜆)√
𝜆

(︂
𝑃

𝜆

)︂−𝑖(𝑡+𝑢)

𝑒𝑖𝑡
(︂

1− exp
(︂
−𝑃
𝜆

)︂)︂
+𝑂(𝑇 (3𝜀−1)/2).

Теперь утверждение следствия прямо следует из равенств

𝑃±𝑖𝑢 = 𝑃±𝑖𝑢0

(︂
1 +

𝑃 − 𝑃0

𝑃0

)︂±𝑖𝑢
= 𝑃±𝑖𝑢0

∞∑︁
𝜇=0

(︂
±𝑖𝑢
𝜇

)︂(︂
𝑃 − 𝑃0

𝑃0

)︂𝜇
,

exp
(︂
− 𝜆
𝑃

)︂
= exp

(︂
− 𝜆

𝑃0

)︂
exp
(︂
𝜆

𝑃0

𝑃 − 𝑃0

𝑃

)︂
= exp

(︂
− 𝜆

𝑃0

)︂ ∞∑︁
𝜈=0

1
𝜈!

(︂
𝜆

𝑃0

)︂𝜈(︂
𝑃 − 𝑃0

𝑃

)︂𝜈
(𝜆 6 𝑃0 log2 𝑇 ),

1− exp
(︂
−𝑃
𝜆

)︂
=

∞∑︁
𝜈=1

(−1)𝜈−1

𝜈!

(︂
𝑃

𝜆

)︂𝜈
(𝑃0 < 𝜆).

3. Аддитивная задача

Лемма 3. Пусть Im 𝜏 > 0, 𝑥 ∈ R2 , 𝑄(𝑛) – положительно определенная квадратичная
форма дискриминанта 𝛿𝐹 с матрицей 𝐴,

𝜃𝑄(𝜏, 𝑥) =
∑︁
𝑛∈Z2

𝑒2𝜋𝑖𝜏𝑄(𝑛+𝑥).

Тогда справедливо тождество

𝜃𝑄(𝜏, 𝑥) =
𝑖

𝜏
√︀
|𝛿𝐹 |

∑︁
𝑚∈Z2

exp
(︂
−𝜋𝑖
𝜏
𝑚 𝑡𝐴−1𝑚+ 2𝜋𝑖𝑚 𝑡𝑥

)︂
.

Доказательство см., например, в [15; гл. 7].

Cледствие 3. Пусть Im 𝜏 > 0, 𝑥 ∈ R2 , 𝑦 ∈ R2 ,𝑄(𝑛),𝑄′(𝑛) – положительно определенные
квадратичные формы с матрицами 𝐴 и 𝑝0𝐴

−1 соответственно, det𝐴 = 𝑝0 .
Тогда справедливо тождество∑︁

𝑛∈Z2

exp{2𝜋𝑖𝜏𝑄(𝑛+ 𝑥) + 2𝜋𝑖𝑦 𝑡(𝑛+ 𝑥)} =
𝑖

𝜏
√
𝑝0

∑︁
𝑛∈Z2

exp
{︂
−2𝜋𝑖
𝜏𝑝0

𝑄′(𝑛− 𝑦) + 2𝜋𝑖𝑥 𝑡𝑛
}︂
.
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Доказательство. По определению имеем

𝑄′(𝑛− 𝑦) = (𝑛− 𝑦)𝑡 1
2
𝑝0𝐴

−1(𝑛− 𝑦) = 𝑄′(𝑛) +𝑄′(𝑦)− 𝑝0𝑦
𝑡𝐴−1𝑛,

поэтому

𝑖

𝜏
√
𝑝0

∑︁
𝑛∈Z2

exp
{︂
−2𝜋𝑖
𝜏𝑝0

𝑄′(𝑛− 𝑦) + 2𝜋𝑖𝑥 𝑡𝑛
}︂

= exp
{︂
−2𝜋𝑖
𝜏𝑝0

𝑄′(𝑦)
}︂

𝑖

𝜏
√
𝑝0

∑︁
𝑛∈Z2

exp
{︂
−2𝜋𝑖
𝜏𝑝0

𝑄′(𝑛) + 2𝜋𝑖
(︂
𝑥 𝑡 +

𝑦 𝑡𝐴−1

𝜏

)︂
𝑛

}︂
.

Воспользуемся леммой 3:

𝑖

𝜏
√
𝑝0

∑︁
𝑛∈Z2

exp
{︂
−2𝜋𝑖
𝜏𝑝0

𝑄′(𝑛− 𝑦) + 2𝜋𝑖𝑥 𝑡𝑛
}︂

= exp
{︂
−2𝜋𝑖
𝜏𝑝0

𝑄′(𝑦)
}︂ ∑︁
𝑛∈Z2

exp
{︂

2𝜋𝑖𝜏𝑄
(︂
𝑛+ 𝑥+

𝐴−1𝑦

𝜏

)︂}︂
.

Далее,

𝑄

(︂
𝑛+ 𝑥+

𝐴−1𝑦

𝜏

)︂
= 𝑄(𝑛+ 𝑥) +

𝑄′(𝑦)
𝜏2𝑝0

+
1
𝜏
𝑦 𝑡(𝑛+ 𝑥),

поэтому

𝑖

𝜏
√
𝑝0

∑︁
𝑛∈Z2

exp
{︂
−2𝜋𝑖
𝜏𝑝0

𝑄′(𝑛− 𝑦) + 2𝜋𝑖𝑥 𝑡𝑛
}︂

=
∑︁
𝑛∈Z2

exp
{︂

2𝜋𝑖𝜏𝑄(𝑛+ 𝑥) + 2𝜋𝑖𝑦 𝑡(𝑛+ 𝑥)
}︂
.

Следствие доказано.

Лемма 4. Пусть 𝜀 > 0 – сколь угодно малое число, 𝑎 и 𝑏 – натуральные взаимно простые
числа, 1 6 𝑎, 𝑏 6 𝑦𝜀 , 𝑘 < 𝑦 – натуральное число. Пусть 𝜓 – комплексный характер группы
классов идеалов кольца Z𝐾 ,

𝐽𝑘(𝑦, 𝑎, 𝑏) =
∑︁
a,b

𝑎𝑁(a)−𝑏𝑁(b)=𝑘

𝜓(a)𝜓(b)𝑒−(𝑎𝑁(a)+𝑏𝑁(b))/𝑦,

где суммирование ведется по целым ненулевым идеалам кольца Z𝐹 .
Тогда справедлива оценка 𝐽𝑘(𝑦, 𝑎, 𝑏) = 𝑂(𝑦3/4+5𝜀).

Доказательство см. в [16].

Пусть 𝑋2 −𝑋1 > 1. Определим функцию 𝑔(𝑥,𝑋1, 𝑋2):

𝑔(𝑥,𝑋1, 𝑋2) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
0, если 𝑥 6 𝑋1 или 𝑥 > 𝑋2 + 1,
1, если 𝑋1 + 1 6 𝑥 6 𝑋2,

𝑥−𝑋1, если 𝑋1 6 𝑥 6 𝑋1 + 1,
𝑋2 + 1− 𝑥, если 𝑋2 6 𝑥 6 𝑋2 + 1.

Лемма 5 (функциональное уравнение неполной тэта-функции). Пусть 𝑌 > 10, 𝑥 ∈ R,
𝑙 ∈ Z, 𝑞 ∈ N, 𝑏 ∈ Z,

𝜏 =
(︂
− 𝑙
𝑞
− 𝑥+

𝑖

2𝜋𝑌

)︂
𝑏𝑞2.

Пусть 𝑁1 , 𝑁2 , 𝑁3 , 𝑁4 – целые числа, 𝑃 – прямоугольник вида (𝑁1, 𝑁2]× (𝑁3, 𝑁4].
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Тогда справедливо тождество∑︁
𝑛∈𝑃

exp
(︂

2𝜋𝑖
(︂
− 𝑙
𝑞
− 𝑥+

𝑖

2𝜋𝑌

)︂
𝑏𝑄2(𝑛)

)︂

=
𝑖

2𝜋
√
𝑝0𝜏

∫︁ +∞

−∞

∫︁ +∞

−∞
̂︀𝑔(𝑣1, 𝑁1, 𝑁2)̂︀𝑔(𝑣2, 𝑁3, 𝑁4)

×
∑︁
𝑛∈Z2

exp
(︂
−2𝜋𝑖
𝑝0𝜏

𝑄2

(︂
𝑛− 𝑞𝑣

2𝜋

)︂)︂
𝐺2(𝑞,−𝑏𝑙, 𝑛) 𝑑𝑣1𝑑𝑣2.

Доказательство. Имеем тождество∑︁
𝑛∈𝑃

exp
(︂
−2𝜋𝑖

(︂
𝑙

𝑞
− 𝑥+

𝑖

2𝜋𝑌

)︂
𝑏𝑄2(𝑛)

)︂

=
∞∑︁

𝑛1=−∞

∞∑︁
𝑛1=−∞

𝑔(𝑛1, 𝑁1, 𝑁2)𝑔(𝑛2, 𝑁3, 𝑁4) exp
(︂

2𝜋𝑖
(︂
− 𝑙
𝑞
− 𝑥+

𝑖

2𝜋𝑌

)︂
𝑏𝑄2(𝑛)

)︂
.

Выразим функцию 𝑔(𝑥,𝑋1, 𝑋2) через ее преобразование Фурье:
∞∑︁

𝑛1=−∞

∞∑︁
𝑛1=−∞

𝑔(𝑛1, 𝑁1, 𝑁2)𝑔(𝑛2, 𝑁3, 𝑁4) exp
(︂

2𝜋𝑖
(︂
− 𝑙
𝑞
− 𝑥+

𝑖

2𝜋𝑌

)︂
𝑏𝑄2(𝑛1, 𝑛2)

)︂

=
1
2𝜋

∫︁ +∞

−∞

∫︁ +∞

−∞
̂︀𝑔(𝑣1, 𝑁1, 𝑁2)̂︀𝑔(𝑣2, 𝑁3, 𝑁4)

×
∑︁
𝑛∈Z2

exp
(︂

2𝜋𝑖
(︂
− 𝑙
𝑞
− 𝑥+

𝑖

2𝜋𝑌

)︂
𝑏𝑄2(𝑛)

)︂
exp
(︂

2𝜋𝑖
𝑣 𝑡𝑛

2𝜋

)︂
𝑑𝑣1𝑑𝑣2,

где 𝑛 =
(︀
𝑛1
𝑛2

)︀
, 𝑣 =

(︀
𝑣1
𝑣2

)︀
.

Последнюю сумму разобьем по арифметической прогрессии с разностью 𝑞:∑︁
𝑛∈Z2

exp
(︂

2𝜋𝑖
(︂
− 𝑙
𝑞
− 𝑥+

𝑖

2𝜋𝑌

)︂
𝑏𝑄2(𝑛)

)︂
exp
(︂

2𝜋𝑖
𝑣 𝑡𝑛

2𝜋

)︂
𝑑𝑣1𝑑𝑣2

=
∑︁

𝑠mod 𝑞

exp
(︂
−2𝜋𝑖

𝑙𝑏𝑄2(𝑠)
𝑞

)︂ ∑︁
𝑛∈Z2

exp
(︂

2𝜋𝑖𝜏𝑄2

(︂
𝑛+

𝑠

𝑞

)︂)︂
exp
(︂

2𝜋𝑖
𝑞𝑣 𝑡(𝑛+ 𝑠/𝑞)

2𝜋

)︂
.

Воспользуемся следствием 3:∑︁
𝑛∈Z2

exp
(︂

2𝜋𝑖𝜏𝑄2

(︂
𝑛+

𝑠

𝑞

)︂)︂
exp
(︂

2𝜋𝑖
𝑞𝑣 𝑡(𝑛+ 𝑠/𝑞)

2𝜋

)︂

=
𝑖

𝜏
√
𝑝0

∑︁
𝑛∈Z2

exp
(︂
−2𝜋𝑖
𝜏𝑝0

𝑄2

(︂
𝑛− 𝑞𝑣

2𝜋

)︂)︂
exp
(︂

2𝜋𝑖𝑛 𝑡𝑠
𝑞

)︂
.

Утверждение прямо следует из приведенных выше тождеств.

Лемма 6. Пусть 𝜀 > 0 – сколь угодно малое число, 𝑦 > 10, 𝑎 и 𝑏 – натуральные числа,
1 6 𝑎, 𝑏 6 𝑦𝜀 , (𝑎, 𝑏) = 1, 𝑘 – натуральное число, меньшее 𝑦 ,

𝑊 (𝑦, 𝑎, 𝑏, 𝑘) =
∑︁

𝑎𝑚−𝑏𝑛=𝑘
𝑚6𝑦

𝑎(𝑚)𝑎(𝑛).

Тогда справедлива оценка
𝑊 (𝑦, 𝑎, 𝑏, 𝑘)≪ 𝑦7/8+6𝜀.
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Доказательство. Пусть 𝑌 = 𝑦1+𝜀. Определим

𝑎

(︂
𝑏𝑛+ 𝑘

𝑎

)︂
= 0 при

𝑏𝑛+ 𝑘

𝑎
̸∈ N.

Пользуясь преобразованием Абеля, имеем∑︁
𝑎𝑚−𝑏𝑛=𝑘,

𝑛6𝑦

𝑎(𝑚)𝑎(𝑛) =
∑︁
𝑚6𝑦

𝑎

(︂
𝑏𝑛+ 𝑘

𝑎

)︂
𝑎(𝑛) exp

(︂
−2𝑏𝑛+ 𝑘

𝑌

)︂
exp
(︂

2𝑏𝑛+ 𝑘

𝑌

)︂

= −
∫︁ 𝑦

1

(︃ ∑︁
𝑎𝑚−𝑏𝑛=𝑘,
𝑚6𝑅

𝑎(𝑚)𝑎(𝑛) exp
(︂
−𝑎𝑚+ 𝑏𝑛

𝑌

)︂)︃
𝑑 exp

(︂
2𝑏𝑅+ 𝑘

𝑌

)︂

+
∑︁

𝑎𝑚−𝑏𝑛=𝑘,
𝑚6𝑦

𝑎(𝑚)𝑎(𝑛) exp
(︂
−𝑎𝑚+ 𝑏𝑛

𝑌

)︂
exp
(︂

2𝑏𝑦 + 𝑘

𝑌

)︂
.

Теперь достаточно оценить сумму∑︁
𝑎𝑚−𝑏𝑛=𝑘,
𝑚6𝑅

𝑎(𝑚)𝑎(𝑛) exp
(︂
−𝑎𝑚+ 𝑏𝑛

𝑌

)︂

при 𝑅 6 𝑦.
Как и при доказательстве леммы 4, сводим задачу к вычислению асимптотики суммы

𝐼𝑘(𝑅, 𝑎, 𝑏,𝒜,ℬ) =
∑︁

𝑎𝑄1(𝑚)−𝑏𝑄2(𝑛)=𝑘
𝑄2(𝑛)6𝑅

exp
(︂
−𝑎𝑄1(𝑚) + 𝑏𝑄2(𝑛)

𝑌

)︂
,

где 𝑄1(𝑚) и 𝑄2(𝑛) – те положительно определенные бинарные квадратичные формы, которые
представляют нормы идеалов из классов 𝒜 и ℬ соответственно.

Если вместо условия𝑄2(𝑛) 6 𝑅 мы бы имели условие𝑄2(𝑛) ∈ 𝑃 , где 𝑃 = (𝑁1, 𝑁2]×(𝑁3, 𝑁4],
то, по существу повторяя доказательство леммы 4, пришли бы к оценке∑︁

𝒜

∑︁
ℬ
𝜓(𝒜)𝜓(ℬ)𝐼𝑘(𝑅, 𝑎, 𝑏,𝒜,ℬ) = 𝑂(𝑌 3/4+6𝜀). (7)

Единственное отличие состоит здесь в том, что одна из тригонометрических сумм, воз-
никающих при применении кругового метода, выражается через неполную тэта-функцию из
леммы 5. Применяя к ней преобразование из леммы 5, а затем дословно повторяя рассужде-
ния из доказательства леммы 4 и пользуясь неравенством∫︁ +∞

−∞
|̂︀𝑔(𝑣,𝑁1, 𝑁2)| 𝑑𝑣 ≪ log(𝑁2 −𝑁1 + 2),

приходим к (7).
Если доказать, что внутренность эллипса 𝑄2(𝑛) 6 𝑅 может быть представлена в виде

объединения 𝑂(𝑌 1/8) прямоугольников со сторонами, параллельными координатным осям, и
некоторого количества криволинейных треугольников, общая площадь которых есть 𝑂(𝑌 7/8),
лемма 6 будет доказана.

Внутренность эллипса можно разбить на конечное число прямоугольников со сторонами,
параллельными координатным осям, и криволинейных треугольников. Эти фигуры попарно
не пересекаются.
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Без ограничения общности считаем, что криволинейный треугольник имеет вид

𝛼 6 𝑚1 6 𝛽, 𝜔 6 𝑚2 6 𝑓(𝑚1),

где
−const ·

√
𝑅 6 𝛼 < 𝛽 6 const ·

√
𝑅, |𝜔| 6 const ·

√
𝑅,

а 𝑓(𝑥) – монотонно возрастающая дифференцируемая функция, производная которой огра-
ничена на [𝛼, 𝛽].

Если 𝛽 − 𝛼 6 𝑅3/8, то площадь криволинейного треугольника есть 𝑂(𝑅3/4).
Пусть 𝛽−𝛼 > 𝑅3/8. Разобьем отрезок [𝛼, 𝛽] на отрезки длины 𝑅3/8 и рассмотрим нижнюю

интегральную сумму Дарбу функции 𝑓(𝑥), соответствующую этому разбиению. Нижняя сум-
ма Дарбу равна сумме площадей прямоугольников, число которых не превосходит const·𝑅1/8.
Разность между

∫︀ 𝛽
𝛼
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 и нижней суммой Дарбу равна сумме площадей криволинейных

треугольников, общая площадь которых не превосходит const ·𝑅7/8.
Тем самым, нужный факт доказан, а вместе с ним доказана и лемма 6.

4. Доказательство основной теоремы

Следуем схеме рассуждений работы [17], внося в нее необходимые изменения.
Пусть 𝑃1 – множество простых чисел, являющихся нормами простых главных идеалов,

причем 𝑝0 ̸∈ 𝑃1.
Хорошо известно, что

lim
𝑥→∞

(𝜋(𝑥))−1
∑︁
𝑝6𝑥
𝑝∈𝑃1

1 =
1

2ℎ(−𝑝0)

(см., например, [18]).
Все функции, сумма которых стоит в правой части (3), имеют общий множитель∏︁

𝑝∈𝑃1

(1− 𝑝−𝑠)−1.

Определим последовательности 𝛼(𝜈) и 𝛽(𝜈):

∞∑︁
𝜈=1

𝛼(𝜈)𝜈−𝑠 =
∏︁
𝑝∈𝑃1

(1− 𝑝−𝑠), Re 𝑠 > 1,

𝛽(𝜈) =

⎧⎪⎨⎪⎩𝛼(𝜈)
(︂

1− log 𝜈
log𝑋

)︂
, если 1 6 𝜈 6 𝑋,

0, если 𝑋 < 𝜈,

где 𝑋 = 𝑇 0.001𝜀.
Положим 𝜑𝑋(𝑠) =

∑︀
𝜈<𝑋 𝛽(𝜈)𝜈−𝑠. Тогда нули нечетного порядка функций

𝐹 (𝑡) =
𝑁∑︁
𝑗=1

𝑎𝑗𝑍(𝑡, 𝜓𝑗)
⃒⃒⃒⃒
𝜑𝑋

(︂
1
2

+ 𝑖𝑡

)︂⃒⃒⃒⃒2
являются нулями нечетного порядка функции

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑎𝑗𝑍(𝑡, 𝜓𝑗).
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Введем параметры 𝑐4, ℎ, ℎ1, 𝛼:

1
𝑐4

= (log 𝑇 )1−2/ℎ(−𝑝0) exp(
√︀

log log 𝑇 ), ℎ =
1

𝑐4 log 𝑇

√︂
log

1
𝑐4
,

ℎ1 = ℎ

√︂
log

1
𝑐4
, 𝛼 =

𝑐5√
log log 𝑇

, 𝑐5 > 0.

Пусть

𝐼1(𝑡) =
∫︁ ℎ1

−ℎ1

𝑒−(𝑢/ℎ)2 |𝐹 (𝑡+ 𝑢)| 𝑑𝑢, 𝐼2(𝑡) =
⃒⃒⃒⃒∫︁ ℎ1

−ℎ1

𝑒−(𝑢/ℎ)2𝐹 (𝑡+ 𝑢) 𝑑𝑢
⃒⃒⃒⃒
.

Пусть 𝐸 – множество точек 𝑡 интервала (𝑇, 𝑇 +𝐻) таких, что 𝐼1(𝑡) > 𝐼2(𝑡).
Из определений следует неравенство

𝐼3 6 𝐼1 + 𝐼2,

где

𝐼1 =
∫︁
𝐸

𝐼𝛼1 (𝑡) 𝑑𝑡, 𝐼2 =
∫︁ 𝑇+𝐻

𝑇

𝐼𝛼2 (𝑡) 𝑑𝑡, 𝐼3 =
∫︁ 𝑇+𝐻

𝑇

𝐼𝛼1 (𝑡) 𝑑𝑡.

Дословно повторяя соответствующее рассуждение из [17], приходим к неравенству

𝐼3 > 𝑐6𝐻ℎ
𝛼, 𝑐6 > 0.

Оценим 𝐼1 сверху. Применим неравенство Гёльдера:

𝐼
2/𝛼
1 ≪ ℎ2(𝜇(𝐸))2/𝛼−1

∫︁ 𝑇+𝐻

𝑇

|𝐹 (𝑡)|2 𝑑𝑡.

Пользуясь следствием 2 и неравенством∫︁ 𝑇+𝐻

𝑇

|𝐹 (𝑡)|2 𝑑𝑡 6 𝑒

∫︁ ∞

−∞
exp
(︂
−
(︂
𝑡− 𝑇
𝐻

)︂2)︂
|𝐹 (𝑡)|2 𝑑𝑡,

получаем∫︁ 𝑇+𝐻

𝑇

|𝐹 (𝑡)|2 𝑑𝑡

≪ 𝐻
∑︁
𝜆16𝑃0

∑︁
𝜆26𝑃0

𝐴(𝜆1)√
𝜆1

𝐴(𝜆2)√
𝜆2

(︂
𝜆2

𝜆1

)︂−𝑖𝑇
exp
(︂
−1

4

(︂
𝐻

log 𝜆2

log 𝜆1

)︂2)︂

+𝐻𝑃 2
0

∑︁
𝑃0<𝜆1

∑︁
𝑃0<𝜆2

𝐴(𝜆1)

𝜆
3/2
1

𝐴(𝜆2)

𝜆
3/2
2

(︂
𝜆2

𝜆1

)︂−𝑖𝑇
exp
(︂
−1

4

(︂
𝐻

log 𝜆2

log 𝜆1

)︂2)︂
+𝑂(𝐻𝑇 (3𝜀−1)/2).

Выделим “диагональные” слагаемые из сумм, стоящих в правой части:∫︁ 𝑇+𝐻

𝑇

|𝐹 (𝑡)|2 𝑑𝑡

≪ 𝐻
∑︁
𝜆6𝑃0

𝐴2(𝜆)
𝜆

+𝐻

⃒⃒⃒⃒ ∑︁∑︁
𝜆1<𝜆26𝑃0

𝐴(𝜆1)√
𝜆1

𝐴(𝜆2)√
𝜆2

(︂
𝜆2

𝜆1

)︂−𝑖𝑇
exp
(︂
−1

4

(︂
𝐻

log 𝜆2

log 𝜆1

)︂2)︂⃒⃒⃒⃒

+𝐻𝑃 2
0

⃒⃒⃒⃒ ∑︁∑︁
𝑃0<𝜆1<𝜆2

𝐴(𝜆1)

𝜆
3/2
1

𝐴(𝜆2)

𝜆
3/2
2

(︂
𝜆2

𝜆1

)︂−𝑖𝑇
exp
(︂
−1

4

(︂
𝐻

log 𝜆2

log 𝜆1

)︂2)︂⃒⃒⃒⃒
+𝑂(𝐻𝑇 (3𝜀−1)/2).
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Оценим первую сумму “недиагональных” слагаемых. Пусть 𝑟 – рациональное число, боль-
шее 1/𝑋2, 𝜆 = 𝜆1 = 𝑛𝜈3/𝜈4, 𝜆+ 𝑟 = 𝜆2 = 𝑚𝜈1/𝜈2. Зафиксируем 𝜈1, 𝜈2, 𝜈3, 𝜈4, 𝑟 и рассмотрим
сумму

𝑆1(𝑈, 𝑟) =
∑︁

𝑈/2<𝑛𝜈1/𝜈26𝑈

𝐴(𝑛𝜈3/𝜈4)√︀
𝑛𝜈3/𝜈4

𝐴(𝑛𝜈3/𝜈4 + 𝑟)√︀
𝑛𝜈3/𝜈4 + 𝑟

(︂
𝑛𝜈3/𝜈4 + 𝑟

𝑛𝜈3/𝜈4

)︂−𝑖𝑇

× exp
(︂
−1

4

(︂
𝐻 log

(︂
1 +

𝑟𝜈4
𝑛𝜈3

)︂)︂2)︂
,

где 𝑈 6 𝑃0. Без ограничения общности можно считать, что

𝐻𝑋−2 log−2 𝑇 < 𝑈,
1
𝑋2

6 𝑟 6
𝑈

𝐻
log2 𝑇.

Пусть 𝑞 = (𝜈1𝜈4, 𝜈2𝜈3), 𝜈1𝜈4 = 𝑎𝑞, 𝜈2𝜈3 = 𝑏𝑞, 𝑘 = 𝑟𝜈2𝜈4/𝑞. Считаем, что 𝑘 ∈ N, иначе
равенство 𝑚𝜈1/𝜈2−𝑛𝜈3/𝜈4 = 𝑟 не выполняется. Применяя преобразование Абеля и пользуясь
неравенством⃒⃒⃒⃒

⃒ 𝜕𝜕𝑛
(︃

1√︀
𝑛𝜈3/𝜈4

1√︀
𝑛𝜈3/𝜈4 + 𝑟

(︂
𝑛𝜈3/𝜈4 + 𝑟

𝑛𝜈3/𝜈4

)︂−𝑖𝑇
exp
(︂
−1

4

(︂
𝐻 log

(︂
1 +

𝑟𝜈4
𝑛𝜈3

)︂)︂2)︂)︃⃒⃒⃒⃒⃒
≪
(︂
𝑇𝑟

𝑈3
+

1
𝑈2

)︂
𝑋5,

получаем

|𝑆1(𝑈, 𝑟)| ≪
(︂
𝑇𝑟

𝑈2
+

1
𝑈

)︂
𝑋5

⃒⃒⃒⃒ ∑︁
𝑎𝑚−𝑏𝑛=𝑘
𝑈/2<𝑛6𝑈1

𝑎(𝑚)𝑎(𝑛)
⃒⃒⃒⃒
,

где 𝑈1 6 𝑈 . Теперь из леммы 6 следует, что

log 𝑇∑︁
𝑈

(𝑈/𝐻) log2 𝑇∑︁
𝑟

|𝑆1(𝑈, 𝑟)| ≪
𝑇 15/8+8𝜀

𝐻2
+
𝑇 7/8+8𝜀

𝐻
≪ 𝑇−𝜀,

так как по условию 𝐻 > 𝑇 15/16+5𝜀.
Таким образом, первая сумма “недиагональных” слагаемых оценена. Оценим вторую. Пусть

𝑃0 < 𝑈 ,

𝑆2(𝑈, 𝑟) =
∑︁

𝑈/2<𝑛𝜈1/𝜈26𝑈

𝐴(𝑛𝜈3/𝜈4)
(𝑛𝜈3/𝜈4)3/2

𝐴(𝑛𝜈3/𝜈4 + 𝑟)
(𝑛𝜈3/𝜈4 + 𝑟)3/2

(︂
𝑛𝜈3/𝜈4 + 𝑟

𝑛𝜈3/𝜈4

)︂−𝑖𝑇

× exp
(︂
−1

4

(︂
𝐻 log

(︂
1 +

𝑟𝜈4
𝑛𝜈3

)︂)︂2)︂
.

Рассуждая так же, как при оценке 𝑆1(𝑈, 𝑟), приходим к неравенству

(𝑈/𝐻) log2 𝑇∑︁
𝑟

|𝑆2(𝑈, 𝑟)| ≪
𝑈15/8+7𝜀

𝐻2𝑈2
+
𝑈7/8+7𝜀

𝐻𝑈2
,

из которого имеем

∞∑︁
𝑙=1

(2𝑙−1𝑃0/𝐻) log2 𝑇∑︁
𝑟

|𝑆2(2𝑙−1𝑃0, 𝑟)| ≪
𝑇 15/8+8𝜀

𝐻2𝑇 2
≪ 𝑇−2−𝜀.
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Итак, ∫︁ 𝑇+𝐻

𝑇

|𝐹 (𝑡)|2 𝑑𝑡≪ 𝐻
∑︁
𝜆6𝑃0

𝐴2(𝜆)
𝜆

+𝐻𝑇−𝜀.

Сумма “диагональных” слагаемых оценивается по существу тем же способом, что и в [6], [17].
Оценка имеет вид ∑︁

𝜆6𝑃0

𝐴2(𝜆)
𝜆
≪ (log 𝑇 )1−2/ℎ(−𝑝0). (8)

Подробные вычисления содержатся в [12]. Доказано, что

𝐼1 ≪ (𝜇(𝐸))1−𝛼/2ℎ𝛼𝐻𝛼/2(log 𝑇 )(1−2/ℎ(−𝑝0))𝛼/2.

Для 𝐼2 справедливо неравенство

𝐼
2/𝛼
2 ≪ 𝐻2/𝛼−1

∫︁ 𝑇+𝐻

𝑇

⃒⃒⃒⃒∫︁ ℎ1

−ℎ1

𝑒(𝑢/ℎ)2𝐹 (𝑡+ 𝑢) 𝑑𝑢
⃒⃒⃒⃒2
𝑑𝑡.

И здесь интеграл состоит из “диагональной” и “недиагональной” частей. Сумма “недиагональ-
ных” слагаемых оценивается так же, как это сделано при оценке 𝐼1. Поэтому

𝐼
2/𝛼
2 ≪ 𝐻2/𝛼

∑︁
𝜆6𝑃0

𝐴2(𝜆) 𝑑2(𝜆)
𝜆

+𝐻2/𝛼−𝜀,

где

𝑑(𝜆) =
∫︁ ℎ1

−ℎ1

𝑒(𝑢/ℎ)2
(︂
𝑃0

𝜆

)︂𝑖𝑢
𝑑𝑢.

Повторяя рассуждения статьи [17] с учетом (8), получаем

𝐼2 6
1
2
𝐼3, 𝜇(𝐸) > 𝑐7𝐻(log 𝑇 )−(1−2/ℎ(−𝑝0))𝛼/2,

где 𝑐7 – абсолютная постоянная.
Утверждение теоремы прямо следует из оценки 𝜇(𝐸).
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в задачах восстановления функций и дискретизации
решений уравнения Клейна–Гордона

по коэффициентам Фурье

Н. Темиргалиев 𝑎, К. Е. Шерниязов 𝑏, М. Е. Берикханова 𝑏

𝑎 Институт теоретической математики и научных вычислений,
Евразийский национальный университет им. Л.Н. Гумилева

𝑏 Казахский национальный университет им. аль-Фараби

Посвящается памяти А. А. Карацубы,
созданием первого быстрого метода вычислений

разрушившего 4-тысячелетнее заблуждение человечества
об умножении чисел

1. Введение

Исследования явлений действительного мира математическими методами проводятся по
схеме: от наблюдений и экспериментов к построению математической модели с последующим
изучением математическими средствами, завершающихся выводами в рамках модели и сра-
внением их с реальными фактами (см., например, [1]–[6] и имеющуюся в них библиографию).

В данной проблематике необходимо исходить из того, что компьютер дает возможность
запомнить и оперировать с большими конечными массивами чисел и производит над ними
четыре арифметические операции.

Вычисление функционалов – основных носителей числовой информации – как правило, не
может быть математически точным, и, одновременно, излишняя точность вычислений при
реализации алгоритма приводит к неоправданному увеличению объема памяти и количества
арифметических операций, поскольку не улучшает заложенного в алгоритме порядка точно-
сти.

Математическим эквивалентом этих положений является предложенный в [7]–[13] (см. так-
же [14]–[24] и имеющуюся в них библиографию) в 1996–2003 гг. компьютерный (вычислитель-
ный) поперечник, смысл которого состоит в нахождении наилучшего среди данного класса
вычислительных средств в условиях искаженных исходных данных.

Если обратиться к существующей литературе, то имеются по крайней мере три варианта
общей постановки задачи оптимального восстановления по неточной информации.

Общим в этих трех постановках является промежуточная задача восстановления оператора
𝑇𝑓( · ) вычислительным агрегатом

𝜙𝑁 (𝑧1, . . . , 𝑧𝑁 ; · ) ≡ 𝜙𝑁 (𝑙(1)𝑁 (𝑓) + 𝛾
(1)
𝑁 𝜀

(1)
𝑁 , . . . , 𝑙

(𝑁)
𝑁 (𝑓) + 𝛾

(𝑁)
𝑁 𝜀

(𝑁)
𝑁 ; · ),

|𝛾(𝑗)
𝑁 | 6 1, 𝑗 = 1, . . . , 𝑁,

(1.1)

определяемым парой (𝑙(𝑁), 𝜙𝑁 ) и построенным по 𝜀 – неточной информации об 𝑓 (пояснения
обозначений даны ниже).

c○ Н. Темиргалиев, К.Е. Шерниязов, М. Е. Берикханова, 2013
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Итак, пусть даны нормированные пространства 𝑋 и 𝑌 числовых функций, определенных
на множествах Ω и Ω1 соответственно. Пусть 𝐹 ⊂ 𝑋 и отображение 𝑇𝑓 = 𝑢(𝑦, 𝑓) действует из
𝐹 в 𝑌.

Для каждого целого 𝑁 > 1 через {(𝑙(𝑁), 𝜙𝑁 )} обозначим множество всевозможных пар
(𝑙(𝑁), 𝜙𝑁 ), состоящих из набора 𝑁 функционалов

𝑙(𝑁) = (𝑙(1)𝑁 , . . . , 𝑙
(𝑁)
𝑁 ), 𝑙

(𝑗)
𝑁 ( · ) : 𝐹 ↦→ 𝐶, 𝑗 = 1, . . . , 𝑁

(в случае требования линейности 𝑙(𝑗)𝑁 речь будет идти о линейности на линейной оболочке 𝐹 )
и функции

𝜙𝑁 (𝜏1, . . . , 𝜏𝑁 ; 𝑦) : 𝐶𝑁 × Ω1 ↦→ 𝐶

– алгоритма переработки числовой информации объема 𝑁 . При этом предполагается, что при
фиксированных 𝜏1, . . . , 𝜏𝑁 функция 𝜙𝑁 (𝜏1, . . . , 𝜏𝑁 ; 𝑦) как функция от 𝑦 ∈ Ω1 принадлежит 𝑌 .
Также полагаем 𝜙𝑁 (0, . . . , 0; · ) ≡ 0, т.е. тождественно равной нулю информации соответству-
ет такой же агрегат восстановления.

Пусть также дана числовая неотрицательная конечная последовательность 𝜀(𝑁) ≡ {𝜀(𝑗)𝑁 }𝑁𝑗=1.
Для данной пары (𝑙(𝑁), 𝜙𝑁 ) положим

𝛿𝑁 ((𝑙(𝑁), 𝜙𝑁 );𝑇 ;𝐹 ; 𝜀(𝑁))𝑌
= sup

𝑓∈𝐹
(𝑧1,...,𝑧𝑁 ) : |𝑙(𝑗)

𝑁 (𝑓)−𝑧𝑗 |6𝜀(𝑗)
𝑁 , 𝑗=1,...,𝑁

‖𝑢( · ; 𝑓)− 𝜙𝑁 (𝑧1, . . . , 𝑧𝑁 ; · )‖𝑌

≡ sup
𝑓∈𝐹

|𝛾(𝑗)
𝑁 |61, 𝑗=1,...,𝑁

⃦⃦
𝑢( · ; 𝑓)− 𝜙𝑁 (𝑙(1)𝑁 (𝑓) + 𝛾

(1)
𝑁 𝜀

(1)
𝑁 , . . . , 𝑙

(𝑁)
𝑁 (𝑓) + 𝛾

(𝑁)
𝑁 𝜀

(𝑁)
𝑁 ; · )

⃦⃦
𝑌
. (1.2)

Пусть теперь {(𝑙(𝑁), 𝜙𝑁 )} есть множество всевозможных пар (𝑙(𝑁), 𝜙𝑁 ), и пусть 𝐷𝑁 ⊂
{(𝑙(𝑁), 𝜙𝑁 )}, т.е. 𝐷𝑁 есть некоторое множество вычислительных агрегатов (𝑙(𝑁), 𝜙𝑁 ).

В условиях приведенных определений и обозначений основной объект исследования в дан-
ной статье (в более общем понимании – в тематике) есть величина

𝛿𝑁 (𝜀(𝑁)) ≡ 𝛿𝑁 (𝐷𝑁 ;𝑇, 𝐹 ; 𝜀(𝑁))𝑌 = inf
(𝑙(𝑁),𝜙𝑁 )∈𝐷𝑁

𝛿𝑁 ((𝑙(𝑁), 𝜙𝑁 );𝑇 ;𝐹 ; 𝜀(𝑁))𝑌 (1.3)

– погрешность восстановления оператора 𝑇𝑓 в метрике 𝑌 по всем вычислительным агрегатам
из 𝐷𝑁 по информации об 𝑓 из 𝐹, полученной с 𝜀(𝑁)-точностью. В случае

𝜀𝑁 ≡ 𝜀(1)𝑁 = 𝜀
(2)
𝑁 = · · · = 𝜀

(𝑁)
𝑁

величину (1.3) будем обозначать также 𝛿𝑁 (𝜀𝑁 ) ≡ 𝛿𝑁 (𝐷𝑁 ;𝑇, 𝐹 ; 𝜀𝑁 )𝑌 .
При 𝜀(𝑁) = (0, . . . , 0) ∈ R(𝑁) величины (1.1)–(1.3) определяют погрешность восстановления

по точной информации.
Определимся с терминологией данной статьи: в случае 𝑇𝑓 = 𝑓 речь будет идти о восста-

новлении функций, если же 𝑇𝑓 = 𝑢(𝑦, 𝑓) есть решения дифференциальных уравнений с теми
или иными начальными и граничными условиями, то – о дискретизации этих решений.

Теперь сформулируем задачу нахождения предельной погрешности неточной информации
при оптимальном восстановлении (записи 𝐴≪ 𝐵 и 𝐴 ≍ 𝐵 соответственно означают |𝐴| 6 𝑐𝐵
и одновременное выполнение 𝐴≪ 𝐵 и 𝐵 ≪ 𝐴).

В случае, если известен точный порядок восстановления по точной информации {𝜓(𝑁)},
заключающийся в выполнении соотношения 𝛿𝑁 (𝐷𝑁 ;𝑇 ;𝐹 ; 0)𝑌 ≍ 𝜓(𝑁), 𝑁 → +∞, задача на-
хождения последовательности ̃︀𝜀𝑁 = (̃︀𝜀 (1)

𝑁 , . . . , ̃︀𝜀 (𝑁)
𝑁 ), 𝑁 = 1, 2, . . . , – предельной погрешности

неточной информации при оптимальном восстановлении, состоит в следующем: выполнено
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𝛿𝑁 (𝐷𝑁 ;𝑇 ;𝐹 ; ̃︀𝜀𝑁 )𝑌 ≍ 𝜓(𝑁), 𝑁 → +∞, и, одновременно, для всяких возрастающих к +∞ при
возрастании 𝑁 при каждом 𝑡 последовательностей {𝜂(𝑡)

𝑁 }, 𝑁 = 1, 2, . . . , 𝑡 = 1, 2, . . . , 𝑁 , имеет
место равенство

lim
𝑁→+∞

𝛿𝑁 (𝐷𝑁 ;𝑇 ;𝐹 ; (𝜂(1)
𝑁 ̃︀𝜀 (1)

𝑁 , . . . , 𝜂
(𝑁)
𝑁 ̃︀𝜀 (𝑁)

𝑁 ))𝑌
𝛿𝑁 (𝐷𝑁 ;𝑇 ;𝐹 ; 0)𝑌

= +∞. (1.4)

При этом требуемая нечувствительность к восстановлению по неточной информации ̃︀𝜀𝑁
(в сравнении с восстановлением по точной информации) следует из неравенств

𝑐1𝜓(𝑁) 6 𝛿𝑁 (𝐷𝑁 ;𝑇 ;𝐹 ; 0)𝑌 6 𝛿𝑁 (𝐷𝑁 ;𝑇 ;𝐹 ; ̃︀𝜀𝑁 )𝑌 6 𝑐2𝜓(𝑁).

Еще раз подчеркнем, что чем с большей погрешностью мы имеем возможность вычис-
лять величины, формирующие вычислительный агрегат, тем лучше. Поэтому представляет
особый интерес нахождение предельной величины погрешности, еще сохраняющей порядок
восстановления по точной информации.

В итоге приходим к задаче оптимального восстановления по неточной информации, оформ-
ленного под названием компьютерный (вычислительный) поперечник (коротко – К(В)П),
заключающегося в последовательном выполнении трех действий:

К(В)П-1∘ : находится ≍ 𝛿𝑁 (0),
К(В)П-2∘ : находится {̃︀𝜀𝑁} такое, что 𝛿𝑁 (0) ≍ 𝛿𝑁 (̃︀𝜀𝑁 ),

К(В)П-3∘ : ∀𝜂𝑁 ↑ +∞ lim
𝑁→+∞

𝛿𝑁 (𝜂𝑁̃︀𝜀𝑁 )
𝛿𝑁 (̃︀𝜀𝑁 )

= +∞.
(1.5)

В самом коротком изложении речь будет идти о нахождении ≍ 𝛿𝑁 (0) и ̃︀𝜀𝑁 .

2. Краткий сравнительный анализ известных результатов
в задачах восстановления

Обращаясь к общей теме восстановления по неточной информации, одна из постановок
которой в (1.5) приведена в виде К(В)П-1∘–К(В)П-3∘, отметим следующее.

Публикации по этой теме, если разбить их на группы, отнеся в первую – [7]–[13], во вторую
– [25]–[30] и в третью группу – [31]–[35], различаются как по постановкам, так и, что интересно,
по употребляемым названиям по сути одних и тех же математических объектов, и, конечно,
по формулировкам результатов.

Большая серия работ на данную тему выполнена Траубом, Вожняковским, Пласкотой
(см. [31]–[35] и имеющуюся в них библиографию), их соавторами и последователями, где
в центр исследований была поставлена задача минимизации суммарной стоимости 𝑐(𝜀(𝑁)) =∑︀𝑁
𝑗=1 𝑐(𝜀

(𝑗)
𝑁 ) по стоимости 𝑐(𝜀(𝑗)𝑁 ) нахождения приближенных значений 𝑧𝑗 (информационно-

го “шума”) в постановках типа (1.1)–(1.3), где 𝑐(𝜀) – заданная неотрицательная функция 𝜀
(𝜀 > 0).

Заметим, что данная оптимизация и оптимизация (1.5) представляют собой различные за-
дачи. Действительно, при одних и тех же исходных данных в (1.1)–(1.3) постановка задачи
в [31]–[35] существенно зависит от выбора функции стоимости 𝑐(𝜀), и в этом смысле получа-
емые решения достаточно произвольны, в то время как решения задачи К(В)П-1∘–К(В)П-3∘
однозначны.

Другое направление исследований представлено в работах Тихомирова, Магарил-Ильяева,
Осипенко и Марчука (см. [25]–[30] и имеющуюся в них библиографию), их соавторов и после-
дователей, где даны точные решения задачи (1.1)–(1.3).
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При этом задачи формулируются в следующих названиях составляющих объектов (в обо-
значениях (1.1)–(1.3)). Согласно [25]–[30] для каждого 𝑓 ∈ 𝐹 множество

𝐼𝑁𝜀 𝑓 ≡ {(𝑧1, . . . , 𝑧𝑁 ) : |𝑙𝑗(𝑓)− 𝑧𝑗 | 6 𝜀𝑗 , 𝑗 = 1, . . . , 𝑁}

называют информацией, а отображение

𝐼 ≡ 𝑙(𝑁) = (𝑙1, . . . , 𝑙𝑁 ) : 𝐹 ↦→ 𝐶𝑁

– информационным. Отображение

𝜙𝑁 (𝑧1, . . . , 𝑧𝑁 ; 𝑦) : 𝐶𝑁 × Ω𝑌 ↦→ 𝑌

называют методом восстановления, а ее погрешностью – величину

sup
{︀
‖𝑇𝑓( · )− 𝜙𝑁 (𝑧1, . . . , 𝑧𝑁 ; · )‖𝑌 : 𝑓 ∈ 𝐹, (𝑧1, . . . , 𝑧𝑁 ) ∈ 𝐼𝑁𝜀 𝑓

}︀
. (2.1)

Далее, инфимум от (2.1) по всем 𝜙𝑁 называют погрешностью оптимального восстановле-
ния и обозначают через 𝐸(𝑇, 𝐹, 𝐼𝑁𝜀 ), а метод 𝜙𝑁 , на котором достигается эта нижняя грань
(если таковая существует), называют оптимальным методом восстановления (оператора 𝑇
на классе 𝐹 по информации 𝐼𝑁𝜀 ).

Приведем два случая точного решения задачи восстановления.
Задача оптимального восстановления функций по тригонометрическим коэффициентам

Фурье имеет следующее точное решение (см. [25]).
Пусть 𝐼 = { ̂︀𝑓(𝑚)}|𝑚|6𝑁 ; тогда

𝐸(𝑇𝑓 = 𝑓 ;𝑊 𝑟
2 (0, 1); 𝐼2𝑁+1

𝜀 ) =
√︀
𝜀2 + (𝑁 + 1)−2𝑟 ≡ 𝐴, (2.2)

что в обозначениях (1.1)–(1.3) означает

𝛿𝑁 (𝐷(𝑇 )
𝑁 ;𝑇𝑓 = 𝑓 ;𝑊 𝑟

2 (0, 1); ̃︀𝜀𝑁 = 𝜀)𝐿2 = 𝐴, (2.3)

где
𝐷

(𝑇 )
𝑁 = {𝑙𝑚(𝑓) = ̂︀𝑓(𝑚) : 𝑚 ∈ 𝑍, |𝑚| 6 𝑁} × {𝜙𝑁}.

То же самое имеет место в отношении волнового уравнения c ненулевыми граничными
условиями и нулевой начальной скоростью (см. [26])

𝑢𝑡𝑡 = 𝑢𝑥𝑥, 𝑢(0, 𝑡) = 𝑢(𝜋, 𝑡) = 0, 𝑢(𝑥, 0) = 𝑓(𝑥), 𝑢𝑡(𝑥, 0) = 0. (2.4)

Как известно, точное решение этой задачи имеет вид

𝑢(𝑥, 𝑡) =
∞∑︁
𝑚=1

𝑎𝑚(𝑓) cos𝑚𝑡 sin𝑚𝑥, 𝑎𝑚(𝑓) =
2
𝜋

∫︁ 𝜋

0

𝑓(𝑥) sin𝑚𝑥𝑑𝑥.

Ставится задача поиска оптимального метода восстановления решения задачи (2.4) в мо-
мент времени 𝜏 на классе 𝑊 𝑟

2 (0, 𝜋) при 𝑛 = 1, 2, . . .

𝛿𝑛 = 𝛿𝑛(𝜏) ≡ inf
𝜙 : R𝑛→𝐿2(0,𝜋)

sup
𝑓∈𝑊 𝑟

2 (0,𝜋)

𝑦=(𝑧1,...,𝑧𝑛)∈R𝑛 :
∑︀𝑛

𝑚=1 |𝑎𝑚(𝑓)−𝑧𝑚|26𝜀2

‖𝑢( · , 𝜏)− 𝜙(𝑧1, . . . , 𝑧𝑛; 𝜏)‖𝐿2(0,𝜋)

по неточной информации о тригонометрических коэффициентах Фурье 𝑎𝑚(𝑓).
Точное значение 𝛿𝑛(𝜏), в зависимости от соотношений между основными 𝑛, 𝜏 , 𝜀 и вспомо-

гательными 𝑝, 𝑞, 𝑠𝑘 параметрами задачи (которые здесь приводить не будем, отсылая к самой
статье [26]), имеет различный вид (ради чего мы позволили себе обширное цитирование):

𝛿𝑛 =
|cos 𝑞𝜏 |
𝑞𝑛

, 𝛿𝑛 =
|cos 𝑝𝜏 |
𝑝𝑛

, 𝛿𝑛 =

√︃
𝑠2𝑛𝑘+1𝜀

2 − 1
𝑠2𝑛𝑘+1 − 𝑠2𝑛𝑘

cos2 𝑠𝑘𝜏 +
1− 𝜀2𝑠2𝑛𝑘
𝑠2𝑛𝑘+1 − 𝑠2𝑛𝑘

cos2 𝑠𝑘+1𝜏 .



Точные порядки компьютерных (вычислительных) поперечников 183

3. Конкретизация общей задачи, формулировки теорем
и комментарии к ним

Данная статья посвящена следующим двум конкретизациям сформулированной общей за-
дачи (1.1)–(1.3) восстановления по неточной информации и получения предельных погреш-
ностей.

Первая конкретизация состоит в восстановлении функций 𝑇𝑓 = 𝑓 из классов 𝐹 = 𝐸𝑟𝑠
Коробова и 𝐹 = 𝑆𝑊 𝑟

2 (0, 1)𝑠 Соболева с доминирующей смешанной производной (определения
классов даны ниже раздел 4) в метрике 𝑌 = 𝐿2(0, 1)𝑠.

Вторая конкретизация состоит в дискретизации решений задачи Коши для уравнения
Клейна–Гордона

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
=
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
1

+ · · ·+ 𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
𝑠

− 𝑢, 𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑡), 0 6 𝑡 <∞, 𝑥 ∈ R𝑠, 𝑠 = 1, 2, 3, . . . , (3.1)

𝑢(𝑥, 0) = 𝑓1(𝑥) ∈ 𝐹 (1),
𝜕𝑢

𝜕𝑡
(𝑥, 0) = 𝑓2(𝑥) ∈ 𝐹 (2), 𝑥 ∈ R𝑠, (3.2)

решение которой описывает, в частности, свободную релятивистскую (псевдо)скалярную ча-
стицу массы 1, в случае классов Соболева 𝐹 (1) = 𝑊 𝑟1

2 (0, 1)𝑠 и 𝐹 (2) = 𝑊 𝑟2
2 (0, 1)𝑠, в метрике

класса 𝑌 = 𝐿2,∞,

‖𝑔‖𝐿𝑝,∞ = sup
𝑡>0

vrai
(︂∫︁

[0,1]𝑠
|𝑔(𝑥, 𝑡)|𝑝 𝑑𝑥

)︂1/𝑝

. (3.3)

В изучаемом здесь случае задача (3.1)–(3.2) имеет явное решение в виде суммы абсолютно
сходящегося кратного функционального ряда, который полностью определяется наборами
{ ̂︀𝑓1(𝑚)}𝑚∈Z𝑠 и { ̂︀𝑓2(𝑚)}𝑚∈Z𝑠 тригонометрических коэффициентов Фурье. Поэтому возникает
проблема приближения решения (объекта бесконечного) по конечной числовой информации
заданного объема 𝑁 , полученной от функций 𝑓1 и 𝑓2, математическая формулировка которой
содержится в общей задаче восстановления.

Во всех случаях в этой статье восстановление производится по информации, полученной
от тригонометрических коэффициентов Фурье с произвольным конечным спектром, с даль-
нейшей переработкой по произвольным алгоритмам 𝜙𝑁 :

𝐷𝑁 =
{︀
𝑙1(𝑓) = ̂︀𝑓(𝑚(1)), . . . , 𝑙𝑁 (𝑓) = ̂︀𝑓(𝑚(𝑁)) : 𝑚(1) ∈ Z𝑠, . . . ,𝑚(𝑁) ∈ Z𝑠

}︀
× {𝜙𝑁}, (3.4)

где ̂︀𝑓(𝑚) =
∫︁

[0,1]𝑠
𝑓(𝑥)𝑒−2𝜋𝑖(𝑚,𝑥) 𝑑𝑥,

причем 𝜙𝑁 ≡ 𝜙(𝑧1, . . ., 𝑧𝑁 ;𝑥) в случае восстановления функций, 𝜙𝑁 ≡ 𝜙𝑁 (𝑧1, . . ., 𝑧𝑁 ;𝑥, 𝑡)
в случае дискретизации решений задачи (3.1)–(3.2).

Справедливы следующие пять теорем. Первые две из них посвящены восстановлению
функций из классов.

Teopeма 1. Пусть даны числа 𝑠, 𝑠 = 1, 2, . . . , и 𝑟 > 1/2. Тогда для 𝐷𝑁 из (3.4) и для
числовой последовательности ̃︀𝜀𝑁 = (ln𝑁)𝑟(𝑠−1)/𝑁𝑟 , 𝑁 = 2, 3, . . . , верны соотношения

К(В)П-1∘ : 𝛿𝑁 (0) ≡ 𝛿𝑁 (𝐷𝑁 ;𝑇𝑓 = 𝑓 ;𝐸𝑟𝑠 ; 0)𝐿2 ≍ (ln𝑁)𝑟(𝑠−1)

𝑁𝑟−1/2
,

К(В)П-2∘ : 𝛿𝑁 (0) ≍ 𝛿𝑁 (̃︀𝜀𝑁 ) ≡ 𝛿𝑁 (𝐷𝑁 ;𝑇𝑓 = 𝑓 ;𝐸𝑟𝑠 ; ̃︀𝜀𝑁 )𝐿2 ≍ ̃︀𝜀𝑁√𝑁 =
(ln𝑁)𝑟(𝑠−1)

𝑁𝑟−1/2
,

(3.5)
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причем для всякой возрастающей к +∞ положительной последовательности {𝜂𝑁}∞𝑁=1 име-
ет место равенство

К(В)П-3∘ : lim
𝑁→∞

𝛿𝑁 (𝐷𝑁 ;𝑇𝑓 = 𝑓 ;𝐸𝑟𝑠 ; 𝜂𝑁̃︀𝜀𝑁 = 𝜂𝑁 ((ln𝑁)𝑟(𝑠−1)/𝑁𝑟))𝐿2

𝛿𝑁 (𝐷𝑁 ;𝑇𝑓 = 𝑓 ;𝐸𝑟𝑠 ; ̃︀𝜀𝑁 = (ln𝑁)𝑟(𝑠−1)/𝑁𝑟)𝐿2
= +∞. (3.6)

Teopeма 2. Пусть даны числа 𝑠, 𝑠 = 1, 2, . . . , и 𝑟 > 1/2. Тогда для числовой последо-
вательности ̃︀𝜀𝑁 = (ln𝑁)𝑟(𝑠−1)/𝑁𝑟+1/2 , 𝑁 = 2, 3, . . . , верны соотношения (𝐷𝑁 определены
согласно (3.4))

К(В)П-1∘ : 𝛿𝑁 (0) ≡ 𝛿𝑁 (𝐷𝑁 ;𝑇𝑓 = 𝑓 ;𝑆𝑊 𝑟
2 (0, 1)𝑠; 0)𝐿2 ≍ (ln𝑁)𝑟(𝑠−1)

𝑁𝑟
,

К(В)П-2∘ : 𝛿𝑁 (0) ≍ 𝛿𝑁 (̃︀𝜀𝑁 ) ≡ 𝛿𝑁 (𝐷𝑁 ;𝑇𝑓 = 𝑓 ;𝑆𝑊 𝑟
2 (0, 1)𝑠; ̃︀𝜀𝑁 )𝐿2 ≍ ̃︀𝜀𝑁 · √𝑁,

(3.7)

причем для всякой возрастающей к +∞ положительной последовательности {𝜂𝑁}∞𝑁=1 име-
ет место равенство

К(В)П-3∘ : lim
𝑁→∞

𝛿𝑁 (𝐷𝑁 ;𝑇𝑓 = 𝑓 ;𝑆𝑊 𝑟
2 (0, 1)𝑠; 𝜂𝑁̃︀𝜀𝑁 = 𝜂𝑁 ((ln𝑁)𝑟(𝑠−1)/𝑁𝑟+1/2))𝐿2

𝛿𝑁 (𝐷𝑁 ;𝑇𝑓 = 𝑓 ;𝑆𝑊 𝑟
2 (0, 1)𝑠; ̃︀𝜀𝑁 = (ln𝑁)𝑟(𝑠−1)/𝑁𝑟+1/2)𝐿2

= +∞.

(3.8)

Остальные три теоремы относятся к дискретизации уравнения Клейна–Гордона.

Teopeма 3. Пусть даны числа 𝑠, 𝑠 = 1, 2, . . . , и 𝑟1 > 2 + 𝑠/2. Тогда для числовой последо-
вательности ̃︀𝜀𝑁 = 𝑁−𝑟1/𝑠−1/2 , 𝑁 = 1, 2, 3, . . . , верны соотношения (𝐷𝑁 определено в (3.4))

К(В)П-1∘ :

𝛿𝑁 (0) ≡ 𝛿𝑁
(︂
𝐷𝑁 ;

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
= ∆𝑢−𝑢, 𝑢(𝑥, 0) = 𝑓1(𝑥) ∈𝑊 𝑟1

2 (0, 1)𝑠,
𝜕𝑢

𝜕𝑡
(𝑥, 0) = 0; 0

)︂
𝐿2,∞

≍ 𝑁−𝑟1/𝑠,

К(В)П-2∘ :

𝛿𝑁 (0) ≍ 𝛿𝑁 (̃︀𝜀𝑁 ) ≡ 𝛿𝑁
(︂
𝐷𝑁 ;

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
= ∆𝑢− 𝑢, 𝑢(𝑥, 0) = 𝑓1(𝑥) ∈𝑊 𝑟1

2 (0, 1)𝑠,

𝜕𝑢

𝜕𝑡
(𝑥, 0) = 0; ̃︀𝜀𝑁 = 𝑁−𝑟1/𝑠−1/2

)︂
𝐿2,∞

≍ ̃︀𝜀𝑁√𝑁 ,

(3.9)

причем для всякой возрастающей к +∞ положительной последовательности {𝜂𝑁}∞𝑁=1 име-
ет место равенство

К(В)П-3∘ :

lim
𝑁→∞

𝛿𝑁

(︂
𝐷𝑁 ;

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
= ∆𝑢− 𝑢, 𝑢(𝑥, 0) = 𝑓1(𝑥) ∈𝑊 𝑟1

2 (0, 1)𝑠,

𝜕𝑢

𝜕𝑡
(𝑥, 0) = 0; 𝜂𝑁̃︀𝜀𝑁 = 𝜂𝑁𝑁

−𝑟1/𝑠−1/2

)︂
𝐿2,∞

𝛿𝑁

(︂
𝐷𝑁 ;

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
= ∆𝑢− 𝑢, 𝑢(𝑥, 0) = 𝑓1(𝑥) ∈𝑊 𝑟1

2 (0, 1)𝑠,
𝜕𝑢

𝜕𝑡
(𝑥, 0) = 0; ̃︀𝜀𝑁)︂

𝐿2,∞

= +∞.

(3.10)

Teopeма 4. Пусть даны числа 𝑠, 𝑠 = 1, 2, . . . , и 𝑟2 > 1 + 𝑠/2. Тогда для числовой последо-
вательности

̃︀𝜀𝑁 ≡ ̃︀𝜀𝑁 (𝑠) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑁−(𝑟2+1)/𝑠 при 𝑠 = 1,
𝑁−(𝑟2+1)/𝑠(ln𝑁)−1/2 при 𝑠 = 2,
𝑁−(𝑟2+1/𝑠−(1/2−1/𝑠) = 𝑁−𝑟2/𝑠−1/2 при 𝑠 > 2,

𝑁 = 2, 3, . . . ,
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верны следующие соотношения (𝐷𝑁 из (3.4))

К(В)П-1∘ :

𝛿𝑁 (0) ≡ 𝛿𝑁
(︂
𝐷𝑁 ;

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
= ∆𝑢− 𝑢, 𝑢(𝑥, 0) = 0,

𝜕𝑢

𝜕𝑡
(𝑥, 0) = 𝑓2(𝑥) ∈𝑊 𝑟2

2 (0, 1)𝑠; 0
)︂
𝐿2,∞

≍ 𝑁−(𝑟2+1)/𝑠,

К(В)П-2∘ :
𝛿𝑁 (0) ≍ 𝛿𝑁 (̃︀𝜀𝑁 (𝑠))

≡ 𝛿𝑁
(︂
𝐷𝑁 ;

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
= ∆𝑢− 𝑢, 𝑢(𝑥, 0) = 0,

𝜕𝑢

𝜕𝑡
(𝑥, 0) = 𝑓2(𝑥) ∈𝑊 𝑟2

2 (0, 1)𝑠; ̃︀𝜀𝑁 (𝑠)
)︂
𝐿2,∞

,

(3.11)

причем для всякой возрастающей к +∞ положительной последовательности {𝜂𝑁}∞𝑁=1 име-
ет место равенство

К(В)П-3∘ :

lim
𝑁→∞

𝛿𝑁

(︂
𝐷𝑁 ;

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
= ∆𝑢− 𝑢, 𝑢(𝑥, 0) = 0,

𝜕𝑢

𝜕𝑡
(𝑥, 0) = 𝑓2(𝑥) ∈𝑊 𝑟2

2 (0, 1)𝑠; 𝜂𝑁̃︀𝜀𝑁 (𝑠)
)︂
𝐿2,∞

𝛿𝑁

(︂
𝐷𝑁 ;

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
= ∆𝑢− 𝑢, 𝑢(𝑥, 0) = 0,

𝜕𝑢

𝜕𝑡
(𝑥, 0) = 𝑓2(𝑥) ∈𝑊 𝑟2

2 (0, 1)𝑠; ̃︀𝜀𝑁 (𝑠)
)︂
𝐿2,∞

= +∞.

(3.12)

Из теорем 3 и 4 следует

Teopeма 5. Пусть заданы целое положительное число 𝑠 и числа 𝑟1 и 𝑟2 такие, что
𝑟1 > 2 + 𝑠/2, 𝑟2 > 1 + 𝑠/2. Тогда имеют место соотношения

К(В)П-1∘ :

𝛿𝑁 (0𝑁 ) ≡ 𝛿𝑁
(︂
𝐷𝑁 ;

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
= ∆𝑢− 𝑢, 𝑢(𝑥, 0) = 𝑓1(𝑥) ∈𝑊 𝑟1

2 (0, 1)𝑠,

𝜕𝑢

𝜕𝑡
(𝑥, 0) = 𝑓2(𝑥) ∈𝑊 𝑟2

2 (0, 1)𝑠; 0𝑁

)︂
𝐿2,∞

≍ 𝑁−min{𝑟1;𝑟2+1}/𝑠,

(3.13)

где 0𝑁 – нулевой 𝑁 -мерный вектор,

К(В)П-2∘ :

𝛿𝑁 (0𝑁 ) ≍ 𝛿𝑁 (̃︀𝜀
𝑁

(0)
1 ,𝑁

(0)
2

)

≡ 𝛿𝑁
(︂
𝐷
𝑁

(0)
1 ,𝑁

(0)
2

;
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
= ∆𝑢− 𝑢, 𝑢(𝑥, 0) = 𝑓1(𝑥) ∈𝑊 𝑟1

2 (0, 1)𝑠,

𝜕𝑢

𝜕𝑡
(𝑥, 0) = 𝑓2(𝑥) ∈𝑊 𝑟2

2 (0, 1)𝑠; ̃︀𝜀
𝑁

(0)
1 ,𝑁

(0)
2

= (̃︀𝜀
𝑁

(0)
1
, ̃︀𝜀
𝑁

(0)
2

)
)︂
𝐿2,∞

≡ min
𝑁1,𝑁2∈Z+
𝑁1+𝑁2=𝑁

inf
𝑚(1),...,𝑚(𝑁1)

𝑛(1),...,𝑛(𝑁2)

𝜙𝑁

sup
𝑓1∈𝑊

𝑟1
2 (0,1)𝑠;𝑓2∈𝑊

𝑟2
2 (0,1)𝑠

|𝛾(𝑗1)
𝑁1

|61, 𝑗1=1,...,𝑁1

|𝛾(𝑗2)
𝑁2

|61, 𝑗2=1,...,𝑁2⃦⃦
𝑢( · ; 𝑓1, 𝑓2)− 𝜙𝑁

(︀ ̂︀𝑓1(𝑚(1)) + 𝛾
(1)
𝑁1
̃︀𝜀 (1)
𝑁1
, . . . , ̂︀𝑓1(𝑚(𝑁1)) + 𝛾

(𝑁1)
𝑁1

̃︀𝜀 (𝑁1)
𝑁1

,̂︀𝑓2(𝑛(1)) + 𝛾
(1)
𝑁2
̃︀𝜀 (1)
𝑁2
, . . . , ̂︀𝑓2(𝑛(𝑁2)) + 𝛾

(𝑁2)
𝑁2

̃︀𝜀 (𝑁2)
𝑁2

; ·
)︀⃦⃦
𝐿2,∞([0,1]𝑠×[0,+∞))

,

(3.14)
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где для 𝑁1 и 𝑁2 (𝑁1 +𝑁2 = 𝑁)

̃︀𝜀𝑁1,𝑁2 ≡ (̃︀𝜀𝑁1 , ̃︀𝜀𝑁2) = (̃︀𝜀 (1)
𝑁1
, ̃︀𝜀 (2)
𝑁1
, . . . , ̃︀𝜀 (𝑁1)

𝑁1
, ̃︀𝜀 (1)
𝑁2
, ̃︀𝜀 (2)
𝑁2
, . . . , ̃︀𝜀 (𝑁2)

𝑁2
)

есть 𝑁 -мерный вектор с компонентами

̃︀𝜀 (𝑗1)
𝑁1

= 𝑁
−𝑟1/𝑠−1/2
1 , 𝑗1 = 1, 2, . . . , 𝑁1,

̃︀𝜀 (𝑗2)
𝑁2

=

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑁
−(𝑟2+1)/𝑠
2 при 𝑠 = 1,

𝑁
−(𝑟2+1)/𝑠
2 (ln𝑁2)−1/2 при 𝑠 = 2, 𝑗2 = 1, 2, . . . , 𝑁2 ,

𝑁
−(𝑟2+1)/𝑠−(1/2−1/𝑠)
2 = 𝑁

−𝑟2/𝑠−1/2
2 при 𝑠 > 2,

пара 𝑁 (0)
1 и 𝑁

(0)
2 (𝑁 (0)

1 +𝑁
(0)
2 = 𝑁) – одна из пар, реализующих минимум погрешности вос-

становления, причем для всякой возрастающей к +∞ положительной последовательности
{𝜂𝑁}∞𝑁=1 имеет место равенство

К(В)П-3∘ :

lim
𝑁→∞

𝛿𝑁

(︂
𝐷
𝑁

(0)
1 ,𝑁

(0)
2

;
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
= ∆𝑢− 𝑢, 𝑢(𝑥, 0) = 𝑓1(𝑥) ∈𝑊 𝑟1

2 (0, 1)𝑠,

𝜕𝑢

𝜕𝑡
(𝑥, 0) = 𝑓2(𝑥) ∈𝑊 𝑟2

2 (0, 1)𝑠; 𝜂𝑁̃︀𝜀𝑁(0)
1 ,𝑁

(0)
2

= 𝜂𝑁 (̃︀𝜀
𝑁

(0)
1
, ̃︀𝜀
𝑁

(0)
2

)
)︂
𝐿2,∞

𝛿𝑁

(︂
𝐷𝑁 ;

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
= ∆𝑢− 𝑢, 𝑢(𝑥, 0) = 𝑓1(𝑥) ∈𝑊 𝑟1

2 (0, 1)𝑠,

𝜕𝑢

𝜕𝑡
(𝑥, 0) = 𝑓2(𝑥) ∈𝑊 𝑟2

2 (0, 1)𝑠; 0𝑁

)︂
𝐿2,∞

= +∞.

(3.15)

Выводы и комментарии. Изучается задача оптимального восстановления в гильберто-
вой метрике функций из классов Коробова 𝐸𝑟𝑠 , 2𝑟 > 1, по информации, полученной от три-
гонометрических коэффициентов Фурье и переработанной по произвольному алгоритму 𝜙𝑁 .

Сначала исследуется задача оптимального восстановления по точной информации ≍ 𝛿𝑁 (0).
Затем находится такая величина ̃︀𝜀𝑁 погрешности вычисления тригонометрических коэффи-
циентов Фурье, что порядок 𝛿𝑁 (̃︀𝜀𝑁 ) оптимального восстановления по точным коэффициентам
Фурье ̃︀𝜀𝑁 будет тот же, что и по их точным значениям. Но не только, на последовательность̃︀𝜀𝑁 налагается еще одно требование: замена ̃︀𝜀𝑁 на 𝜂𝑁̃︀𝜀𝑁 со сколь угодно медленно растущими
к +∞ членами последовательности 𝜂𝑁 имеет последствием потерю точности восстановления
𝛿𝑁 (̃︀𝜀𝑁 ) ≍ 𝛿𝑁 (0).

Сами же полученные в теореме 1 величины следующие: 𝛿𝑁 (0) ≍ (ln𝑁)𝑟(𝑠−1)/𝑁𝑟−1/2 и̃︀𝜀𝑁 ≍ (ln𝑁)𝑟(𝑠−1)/𝑁𝑟, последняя величина ≍ 𝛿𝑁 (0)/
√
𝑁 есть “предельная погрешность”, и

именно с ней связано дальнейшее развитие тематики восстановления.
То же самое в классах 𝑆𝑊 𝑟

2 (0, 1)𝑠: 𝛿𝑁 (0) ≍ (ln𝑁)𝑟(𝑠−1)/𝑁𝑟 c предельной погрешностью̃︀𝜀𝑁 ≍ (ln𝑁)𝑟(𝑠−1)/𝑁𝑟+1/2 (теорема 2).
Тем самым, задачи восстановления функций по тригонометрическим коэффициентам Фу-

рье из классов Коробова и из классов Соболева функций с доминирующей смешанной про-
изводной в исследуемом модельном случае решены в полном объеме.

Оставшиеся три теоремы посвящены полному решению в постановке (1.1)–(1.5) с конкре-
тизацией (3.1)–(3.4) задачи дискретизации решений уравнения Клейна–Гордона, в силу ее
линейности разбитой на два случая (это теоремы 3 и 4) с последующим их объединением
(в теореме 5).

Формулировки теорем из статей [25]–[30] и теорем 1–5 отражают различие в постановках
задач восстановления.
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Если в [25] точное восстановление функций из одномерного класса Соболева производится
по первым 2𝑁+1 коэффициентам Фурье, то в многомерных теоремах 1 и 2 – по 𝑁 коэффици-
ентам с произвольными гармониками с последующим установлением предельной погрешно-
сти вычисления коэффициентов Фурье, еще сохраняющих порядок восстановления по точной
информации.

Отметим также, что в порядковом отношении результаты (2.2)–(2.3) из [25] и (3.7) при
𝑠 = 1 из теоремы 2 совпадают.

И здесь то же, если в [26] дискретизация решений дифференциального уравнения (в данном
случае одномерного волнового) производится в фиксированный момент времени 𝜏 , то в мно-
гомерных теоремах 3–5 оптимизация производится по всему промежутку времени, с одновре-
менным установлением предельной погрешности вычисления коэффициентов Фурье, опять
же сохраняющих порядок восстановления по точной информации.

В целом в данной работе в постановках (1.5) даны полные решения исследуемых задач
в случае, когда числовая информация снимается с одного из важнейших источников – триго-
нометрических коэффициентов Фурье (отметим также, что в работах [7]–[19] решены задачи
восстановления в частях ≻≺ 𝛿𝑁 (0) и 𝛿𝑁 (̃︀𝜀𝑁 ) ≻≺ 𝛿𝑁 (0) с нетривиальными ̃︀𝜀𝑁 , но без установ-
ления их неулучшаемости).

4. Необходимые определения и вспомогательные утверждения

Все рассматриваемые функции будем считать определенными на всем пространстве R𝑠,
1-периодическими по каждой из своих 𝑠 переменных и суммируемыми на кубе периодов
[0, 1]𝑠. Для положительного 𝑅 под Γ𝑅 ≡ Γ(𝑠)

𝑅 будем понимать множество (так называемый
гиперболический крест)

Γ𝑅 =
{︂
𝑚 = (𝑚1, . . . ,𝑚𝑠) ∈ Z𝑠 : 𝑚 =

𝑠∏︁
𝑗=1

𝑚𝑗 6 𝑅

}︂
, (4.1)

где (как и всюду далее)

𝑚𝑗 = max{1, |𝑚𝑗 |}, 𝑚 = 𝑚1 · · ·𝑚𝑠.

Пусть 𝑠 – целое положительное число, 2𝑟 > 1. Через 𝐸𝑟𝑠 обозначают множество всех
1-периодических по каждой переменной функций 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑠) из класса 𝐿(0, 1)𝑠, три-
гонометрические коэффициенты Фурье–Лебега которых для всех 𝑚 = (𝑚1, . . . ,𝑚𝑠) ∈ Z𝑠
удовлетворяют условию

| ̂︀𝑓(𝑚)| 6 (𝑚1 · · ·𝑚𝑠)−𝑟 = (𝑚)−𝑟.

Пусть 𝑠 – целое положительное число, 𝑟 > 0. Класс 𝑆𝑊 𝑟
2 (0, 1)𝑠 Соболева с доминирую-

щей смешанной производной есть множество всех 1-периодических по каждой переменной
функций 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑠), представимых в виде

𝑓(𝑥) =
∑︁
𝑚∈Z𝑠

̂︀𝑓(𝑚)𝑒2𝜋𝑖(𝑚,𝑥),
∑︁
𝑚∈Z𝑠

| ̂︀𝑓(𝑚)|2(𝑚)2𝑟 6 1.

Пусть 𝑠 – целое положительное число, 𝑟 > 0. Класс Соболева 𝑊 𝑟
2 (0, 1)𝑠 есть множество

всех 1-периодических по каждой переменной функций 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑠) таких, что∑︁
𝑚∈Z𝑠

| ̂︀𝑓(𝑚)|2(𝑚 2
1 + · · ·+𝑚 2

𝑠 )𝑟 6 1.

Норму пространства 𝐿𝑞 ≡ 𝐿𝑞(0, 1)𝑠, 1 6 𝑞 <∞, как обычно, будем обозначать через ‖ · ‖𝐿𝑞

или ‖ · ‖𝑞, а под 𝐿∞[0, 1]𝑠 будем всюду понимать 𝐶[0, 1]𝑠
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Справедливы следующие пять лемм.

Лемма 1 (см. [5]). При любых действительных 𝛼 > 1 и 𝑡 > 1 справедлива оценка

∑︁ 1
(𝑚1 · · ·𝑚𝑠)𝛼

6 𝐶
(1 + ln 𝑡)𝑠−1

𝑡𝛼−1
,

где суммирование распространено на все системы целых положительных чисел 𝑚1, . . . ,𝑚𝑠 ,
для которых произведение 𝑚1 · · ·𝑚𝑠 больше или равно 𝑡.

Лемма 2 (см. [5], [6]). Пусть даны числа 𝑠, 𝑠 = 1, 2, . . . , и 𝑅 > 1. Тогда∑︁
𝑚1···𝑚𝑠6𝑅

1 ≍ 𝑅(ln𝑅)𝑠−1.

В следующих двух леммах более общие утверждения приведены в формулировках, удобных
для применений в доказательствах теорем 1–4, в частности, 𝐷𝑁 определено, как в (3.4).

Лемма 3 (см. [20]). Пусть даны числа 𝑠, 𝑠 = 1, 2, . . . , и 2𝑟 > 1. Тогда выполнено соотно-
шение

𝛿𝑁 (𝐷𝑁 ;𝑇𝑓 = 𝑓 ;𝐸𝑟𝑠 ; 0)𝐿2 ≍ (ln𝑁)𝑟(𝑠−1)

𝑁𝑟−1/2
, 𝑁 = 2, 3, . . . .

Лемма 4 (см. [14]). Пусть даны числа 𝑠, 𝑠 = 1, 2, . . . , и 2𝑟 > 1. Тогда выполнено соотно-
шение

𝛿𝑁 (𝐷𝑁 ;𝑇𝑓 = 𝑓 ;𝑆𝑊 𝑟
2 (0, 1)𝑠; 0)𝐿2 ≍ (ln𝑁)𝑟(𝑠−1)

𝑁𝑟
, 𝑁 = 2, 3, . . . .

Лемма 5. Пусть заданы целое положительное число 𝑠 и положительные числа 𝑟1 и 𝑟2
такие, что

𝑟1 > 2 +
𝑠

2
, 𝑟2 > 1 +

𝑠

2
.

Тогда для каждой пары (𝑓1, 𝑓2): 𝑓1 ∈ 𝑊 𝑟1
2 (0, 1)𝑠 , 𝑓2 ∈ 𝑊 𝑟2

2 (0, 1)2 , задача (3.1), (3.2) имеет
классическое решение 𝑢(𝑥, 𝑡; 𝑓1, 𝑓2), представимое в виде абсолютно сходящегося ряда

𝑢(𝑥, 𝑡; 𝑓1, 𝑓2) =
∑︁
𝑚∈Z𝑠

[︂ ̂︀𝑓1(𝑚) cos(𝑡
√︀

4𝜋2(𝑚,𝑚) + 1) + ̂︀𝑓2(𝑚)
sin(𝑡

√︀
4𝜋2(𝑚,𝑚) + 1)√︀

4𝜋2(𝑚,𝑚) + 1

]︂
· 𝑒2𝜋𝑖(𝑚,𝑥).

(4.2)

Действительно, условия 𝑟1 > 𝑠/2 + 2 и 𝑟2 > 𝑠/2 + 1 обеспечивают сходимость кратного
числового ряда ∑︁

𝑚∈Z𝑠

[| ̂︀𝑓1(𝑚)|(𝑚,𝑚) + | ̂︀𝑓2(𝑚)|
√︀

(𝑚,𝑚) ],

откуда следует возможность почленного дифференцирования ряда в (4.2) и дважды непре-
рывная дифференцируемость его суммы по каждой из переменных 𝑡 и 𝑥𝑗 . После этого
почленным дифференцированием также легко проверить, что (4.2) является решением урав-
нения (3.1), удовлетворяющим начальным условиям (3.2).

5. Доказательства теорем

Доказательство теоремы 1. Сначала докажем (3.5). Напомним, что всюду ниже

̃︀𝜀𝑁 =
(ln𝑁)𝑟(𝑠−1)

𝑁𝑟
. (5.1)
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Начнем с оценки сверху. Пусть функция 𝑓 принадлежит классу 𝐸𝑟𝑠 . Тогда поскольку 2𝑟 > 1,
из определения класса 𝐸𝑟𝑠 следует 𝑓 ∈ 𝐿2(0, 1)𝑠. Тем самым, задача восстановления функций
𝑓 ∈ 𝐸𝑟𝑠 в 𝐿2(0, 1)𝑠-норме поставлена корректно.

Очевидно, соотношение (3.5) достаточно доказать для всех 𝑁 вида 𝑁 = |Γ𝑅| при произ-
вольных 𝑅 > 1, где гиперболический крест Γ𝑅 определен в (4.1) (здесь и всюду ниже через
|𝐸| обозначено количество точек конечного множества 𝐸).

Итак, пусть дано 𝑅 > 1, положим (см. также лемму 2)

𝑁 = 𝑁(𝑅) = |Γ𝑅|, 𝑁 ≍ 𝑅(ln𝑅)𝑠−1. (5.2)

Тогда ln𝑅 ≍ ln𝑁 (чем ниже будем неоднократно пользоваться), и потому 𝑅 ≍ 𝑁/(ln𝑁)𝑠−1.
Согласно определению 𝐷𝑁 положим (с учетом 𝑁 = |Γ𝑅| и очевидным взаимным переобо-

значением переменных 𝑧𝑗 , 𝑗 = 1, . . . , 𝑁 , и 𝑧𝑚, 𝑚 ∈ Γ𝑅)

𝐵𝑁 = {𝑚(1); . . . ;𝑚(𝑁)}, 𝐵𝑁 = Γ𝑅,

𝑙𝑚(𝑓) = ̂︀𝑓(𝑚), 𝑧𝑚 = 𝑙𝑚(𝑓) + ̃︀𝜀𝑁𝛾(𝑚)
𝑁 , |𝛾(𝑚)

𝑁 | 6 1, 𝑚 ∈ Γ𝑅,

𝜙𝑁 (𝑧1, . . . , 𝑧𝑁 ;𝑥) = 𝜙𝑁 ({𝑙𝑚(𝑓) + ̃︀𝜀𝑁𝛾(𝑚)
𝑁 }𝑚∈Γ𝑅

;𝑥) =
∑︁
𝑚∈Γ𝑅

𝑧𝑚𝑒
2𝜋𝑖(𝑚,𝑥).

(5.3)

Тогда

‖𝑓(𝑥)− 𝜙𝑁 (𝑧1, . . . , 𝑧𝑁 ;𝑥)‖𝐿2 =
⃦⃦⃦⃦
𝑓(𝑥)−

∑︁
𝑚∈Γ𝑅

( ̂︀𝑓(𝑚) + ̃︀𝜀𝑁𝛾(𝑚)
𝑁 ) · 𝑒2𝜋𝑖(𝑚,𝑥)

⃦⃦⃦⃦
𝐿2

6 𝐼1 + ̃︀𝜀𝑁𝐼2, (5.4)

где

𝐼1 =
⃦⃦⃦⃦
𝑓(𝑥)−

∑︁
𝑚∈Γ𝑅

̂︀𝑓(𝑚) · 𝑒2𝜋𝑖(𝑚,𝑥)
⃦⃦⃦⃦
𝐿2

, 𝐼2 =
⃦⃦⃦⃦ ∑︁
𝑚∈Γ𝑅

𝛾
(𝑚)
𝑁 · 𝑒2𝜋𝑖(𝑚,𝑥)

⃦⃦⃦⃦
𝐿2

. (5.5)

Далее, в силу определения класса 𝐸𝑟𝑠 , леммы 1 и соотношений (5.2) имеем

𝐼1 =
⃦⃦⃦⃦
𝑓(𝑥)−

∑︁
𝑚∈Γ𝑅

̂︀𝑓(𝑚) · 𝑒2𝜋𝑖(𝑚,𝑥)
⃦⃦⃦⃦
𝐿2

=
⃦⃦⃦⃦ ∑︁
𝑚∈Z𝑠∖Γ𝑅

̂︀𝑓(𝑚) · 𝑒2𝜋𝑖(𝑚,𝑥)
⃦⃦⃦⃦
𝐿2

=
(︂ ∑︁
𝑚∈Z𝑠∖Γ𝑅

| ̂︀𝑓(𝑚)|2
)︂1/2

≪
(︂ ∑︁
𝑚1···𝑚𝑠>𝑅

1
(𝑚1 · · ·𝑚𝑠)2𝑟

)︂1/2

≪
(︂

(ln𝑅)𝑠−1

𝑅2𝑟−1

)︂1/2

≪ (ln𝑅)(𝑠−1)/2

𝑅𝑟−1/2
≍ (ln𝑁)𝑟(𝑠−1)

𝑁𝑟−1/2
.

В силу равенства Парсеваля, неравенств |𝛾(𝑚)
𝑁 | 6 1 и леммы 2 для 𝐼2 имеем

𝐼2 =
⃦⃦⃦⃦ ∑︁
𝑚∈Γ𝑅

𝛾
(𝑚)
𝑁 · 𝑒2𝜋𝑖(𝑚,𝑥)

⃦⃦⃦⃦
𝐿2

=
(︂ ∑︁
𝑚∈Γ𝑅

|𝛾(𝑚)
𝑁 )|2

)︂1/2

6

(︂ ∑︁
𝑚∈Γ𝑅

1
)︂1/2

= 𝑁1/2. (5.6)

В итоге (см. также (5.1))⃦⃦
𝑓(𝑥)− 𝜙𝑁 ({𝑙𝑚(𝑓) + ̃︀𝜀𝑁𝛾(𝑚)

𝑁 }𝑚∈Γ𝑅
;𝑥)
⃦⃦
𝐿2

6 𝐼1 + ̃︀𝜀𝑁𝐼2 ≪ (ln𝑁)𝑟(𝑠−1)

𝑁𝑟−1/2
+ ̃︀𝜀𝑁𝑁1/2 ≍ (ln𝑁)𝑟(𝑠−1)

𝑁𝑟−1/2
.

Таким образом, в силу произвольности условий в (5.3) в отношении 𝑓 ∈ 𝐸𝑟𝑠 и |𝛾(𝑚)
𝑁 | 6 1,

𝑚 ∈ Γ𝑅, получаем

𝛿𝑁 (̃︀𝜀𝑁 ) 6 𝛿𝑁 ((𝑙
(𝑁)

, 𝜙𝑁 );𝑇𝑓 = 𝑓 ;𝐸𝑟𝑠 ; ̃︀𝜀𝑁 )𝐿2 ≪ (ln𝑁)𝑟(𝑠−1)

𝑁𝑟−1/2
. (5.7)
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Далее, из неравенства 𝛿𝑁 (0) 6 𝛿𝑁 (̃︀𝜀𝑁 ) и леммы 3 следует

(ln𝑁)𝑟(𝑠−1)

𝑁𝑟−1/2
≪ 𝛿𝑁 (0)≪ 𝛿𝑁 (̃︀𝜀𝑁 )≪ (ln𝑁)𝑟(𝑠−1)

𝑁𝑟−1/2
,

или, что то же самое,

𝛿𝑁 (0) ≍ 𝛿𝑁 (̃︀𝜀𝑁 ) ≍ (ln𝑁)𝑟(𝑠−1)

𝑁𝑟−1/2
, (5.8)

т.е. соотношение (3.5) доказано.
Осталось доказать соотношение (3.6). Пусть даны целое положительное число 𝑁 и произ-

вольное множество 𝐵𝑁 ,
𝐵𝑁 = {𝑚(1); . . . ;𝑚(𝑁)} ⊂ Z𝑠. (5.9)

Согласно выбору 𝐷𝑁 в (3.4) определим функционалы (набор 𝑙(𝑁))

𝑙1(𝑓) = ̂︀𝑓(𝑚(1)), . . . , 𝑙𝑁 (𝑓) = ̂︀𝑓(𝑚(𝑁)). (5.10)

Пусть также дана функция 𝜙𝑁 (𝑧1, . . . , 𝑧𝑁 ;𝑥) – произвольный алгоритм переработки ин-
формации.

Пусть дана возрастающая к +∞ положительная последовательность {𝜂𝑁}. Для фиксиро-
ванной возрастающей к +∞ неотрицательной последовательности {𝑡𝑁}, например 𝑡𝑁 = ln𝑁
(что и будем предполагать в дальнейшем), такой, что

lim
𝑁→∞

𝑡𝑁̃︀𝜀𝑁√𝑁 = 0, (5.11)

положим
𝜂*𝑁 = 𝐶 ·min{𝜂𝑁 ; 𝑡𝑁}, (5.12)

где постоянная 𝐶 = 𝐶(𝑟, 𝑠) ∈ (0, 1] подобрана такой, что для каждого 𝑁 > 2 выполняется
неравенство

0 6 𝜂*𝑁̃︀𝜀𝑁 6 1. (5.13)

Докажем, что для всех 𝑁 > 2 имеет место неравенство

𝛿𝑁 (𝐷𝑁 ;𝑇𝑓 = 𝑓 ;𝐸𝑟𝑠 ; 𝜂𝑁̃︀𝜀𝑁 )𝐿2 ≫ (𝜂*𝑁 )1−1/2𝑟 (ln𝑁)𝑟(𝑠−1)

𝑁𝑟−1/2
. (5.14)

Для этого положим
𝑔𝑁 (𝑥) =

∑︁
𝑚∈Γ𝑅

𝜏
(𝑚)
𝑁 𝑒2𝜋𝑖(𝑚,𝑥), (5.15)

где для каждого целого 𝑁 > 2 соответствующее 𝑅 = 𝑅(𝑁) > 1 выбрано так, чтобы 𝑁 6 |Γ𝑅|,
𝑅(ln𝑅)𝑠−1 ≍ 𝑁 и числа 𝜏 (𝑚)

𝑁 (𝑚 ∈ Γ𝑅) определены равенствами

𝜏
(𝑚)
𝑁 = min

{︂
𝜂*𝑁̃︀𝜀𝑁 ;

1
(𝑚)𝑟

}︂
= min

{︂(︂
𝜂𝑁

(ln𝑁)𝑠−1

𝑁

)︂𝑟
;

1
(𝑚)𝑟

}︂
, где (𝜂𝑁 )𝑟 = 𝜂*𝑁 . (5.16)

Сначала покажем, что для (5.15) выполняются следующие соотношения:

|̂︀𝑔𝑁 (𝑚)| 6 1
(𝑚)𝑟

, 𝑚 ∈ Z𝑠, (5.17)

и

‖𝑔𝑁‖𝐿2(0,1)𝑠 ≫ (𝜂𝑁 )𝑟−1/2 (ln𝑁)𝑟(𝑠−1)

𝑁𝑟−1/2
. (5.18)

Соотношение (5.17) следует из (5.16), откуда 𝑔𝑁 ∈ 𝐸𝑟𝑠 .
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Далее, согласно (5.16)

𝜏
(𝑚)
𝑁 =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
1

(𝑚)𝑟
, если

1
(𝑚)𝑟

< 𝜂*𝑁̃︀𝜀𝑁 =
(︂
𝜂𝑁

(ln𝑁)(𝑠−1)

𝑁

)︂𝑟
,

𝜂*𝑁̃︀𝜀𝑁 , если
1

(𝑚)𝑟
> 𝜂*𝑁̃︀𝜀𝑁 .

Обращаясь здесь к случаю 1/(𝑚)𝑟 > 𝜂*𝑁̃︀𝜀𝑁 , последовательно имеем при 𝑁 > 2

(𝑚)𝑟 6 (𝜂*𝑁̃︀𝜀𝑁 )−1, 1 6 𝑚 6 (𝜂*𝑁̃︀𝜀𝑁 )−1/𝑟,

(𝜂*𝑁̃︀𝜀𝑁 )−1/𝑟 =
(︂
𝜂*𝑁

(ln𝑁)𝑟(𝑠−1)

𝑁𝑟

)︂−1/𝑟

=
(︂

𝑁𝑟

𝜂 𝑟𝑁 (ln𝑁)𝑟(𝑠−1)

)︂1/𝑟

=
𝑁

𝜂𝑁 (ln𝑁)(𝑠−1)
.

Откуда с учетом 𝑡𝑁 = ln𝑁 и 𝜂𝑁 = (𝜂*𝑁 )1/𝑟 6 (𝑡𝑁 )1/𝑟 = (ln𝑁)1/𝑟 имеем

ln[(𝜂*𝑁̃︀𝜀𝑁 )−1/𝑟] = ln𝑁 − ln((ln𝑁)(𝑠−1)𝜂𝑁 ) ≍ ln𝑁.

В итоге (см. также лемму 2)

‖𝑔𝑁‖2𝐿2(0,1)𝑠 =
∑︁
𝑚∈Γ𝑅

(𝜏 (𝑚)
𝑁 )2 >

∑︁
16𝑚6(𝜂*𝑁 ̃︀𝜀𝑁 )−1/𝑟

(𝜏 (𝑚)
𝑁 )2 ≫ (𝜂*𝑁̃︀𝜀𝑁 )2(𝜂*𝑁̃︀𝜀𝑁 )−1/𝑟[ln(𝜂*𝑁̃︀𝜀𝑁 )−1/𝑟]𝑠−1

≍ ((𝜂*𝑁̃︀𝜀𝑁 )1/𝑟)2𝑟−1(ln𝑁)𝑠−1 ≍
(︂
𝜂𝑁

(ln𝑁)(𝑠−1)

𝑁

)︂2𝑟−1

(ln𝑁)𝑠−1

≍ (𝜂)2𝑟−1 (ln𝑁)2𝑟(𝑠−1)

(𝑁)2𝑟−1
,

т.е. (5.18) доказано.
Согласно (5.15) и (5.16) имеем при 𝑘 = 1, . . . , 𝑁

𝑙𝑘(𝑔𝑁 ) = ̂︀𝑔𝑁 (𝑚(𝑘)) = 𝜏
(𝑚(𝑘))
𝑁 =

⎧⎪⎨⎪⎩min
{︂

1
(𝑚)𝑟

; 𝜂*𝑁̃︀𝜀𝑁}︂, если 𝑚(𝑘) ∈ Γ𝑅,

0, если 𝑚(𝑘) ̸∈ Γ𝑅.

Тогда для 𝑚(𝑘) ∈ Γ𝑅 имеют место неравенства

|𝑙𝑘(𝑔𝑁 )| 6 𝜂*𝑁̃︀𝜀𝑁 6 𝜂𝑁̃︀𝜀𝑁 .
Отсюда, полагая для 𝑘, 𝑘 = 1, . . . , 𝑁 ,

𝛾
(𝑘)
𝑁 =

⎧⎪⎨⎪⎩−
𝑙𝑘(𝑔𝑁 )
𝜂𝑁̃︀𝜀𝑁 , если 𝑚(𝑘) ∈ Γ𝑅,

0, если 𝑚(𝑘) /∈ Γ𝑅,

имеем
|𝛾 (𝑘)
𝑁 | 6 1, 𝑙𝑘(𝑔𝑁 ) + 𝜂𝑁̃︀𝜀𝑁𝛾 (𝑘)

𝑁 = 0, 𝑘 = 1, . . . , 𝑁.

Стало быть,
𝜙𝑁
(︀
𝑙1(𝑔𝑁 ) + 𝜂𝑁̃︀𝜀𝑁𝛾 (1)

𝑁 , . . . , 𝑙𝑁 (𝑔𝑁 ) + 𝜂𝑁̃︀𝜀𝑁𝛾 (𝑁)
𝑁 ;𝑥

)︀
≡ 0.

Поэтому в силу (5.16) и (5.18) выполнены неравенства⃦⃦
𝑔𝑁 ( · )− 𝜙𝑁 (𝑙1(𝑔𝑁 ) + 𝜂𝑁̃︀𝜀𝑁𝛾 (1)

𝑁 , . . . , 𝑙𝑁 (𝑔𝑁 ) + 𝜂𝑁̃︀𝜀𝑁𝛾 (𝑁)
𝑁 ; · )

⃦⃦
𝐿2(0,1)𝑠

= ‖𝑔𝑁‖𝐿2(0,1)𝑠 ≫ (𝜂𝑁 )𝑟−1/2 (ln𝑁)𝑟(𝑠−1)

𝑁𝑟−1/2
.
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Таким образом, для всякой пары (𝑙(𝑁), 𝜙𝑁 ) из 𝐷𝑁 имеем

𝛿𝑁 ((𝑙(𝑁), 𝜙𝑁 );𝑇𝑓 = 𝑓 ;𝐸𝑟𝑠 ; 𝜂𝑁̃︀𝜀𝑁 )𝐿2

= sup
𝑓∈𝐸𝑠

𝑟

|𝛾(𝑘)
𝑁 |61, 𝑘=1,...,𝑁

⃦⃦
𝑓( · )− 𝜙𝑁 (𝑙1(𝑓) + 𝜂𝑁̃︀𝜀𝑁𝛾 (1)

𝑁 , . . . , 𝑙𝑁 (𝑓) + 𝜂𝑁̃︀𝜀𝑁𝛾 (𝑁)
𝑁 ; · )

⃦⃦
𝐿2(0,1)𝑠

>
⃦⃦
𝑔𝑁 ( · )− 𝜙𝑁 (𝑙1(𝑔𝑁 ) + 𝜂𝑁̃︀𝜀𝑁𝛾 (1)

𝑁 , . . . , 𝑙𝑁 (𝑔𝑁 ) + 𝜂𝑁̃︀𝜀𝑁𝛾 (𝑁)
𝑁 ; · )

⃦⃦
𝐿2(0,1)𝑠

≫ (𝜂𝑁 )𝑟−1/2 (ln𝑁)𝑟(𝑠−1)

𝑁𝑟−1/2
.

Наконец, в силу произвольности 𝑚(1), . . . ,𝑚(𝑁) и 𝜙𝑁 отсюда следует

𝛿𝑁

(︂
𝐷𝑁 ;𝑇𝑓 = 𝑓 ;𝐸𝑟𝑠 ; 𝜂𝑁̃︀𝜀𝑁 = 𝜂𝑁

(ln𝑁)𝑟(𝑠−1)

𝑁𝑟

)︂
𝐿2

= inf
(𝑙(𝑁),𝜙𝑁 )∈𝐷𝑁

𝛿𝑁 ((𝑙(𝑁), 𝜙𝑁 );𝑇𝑓 = 𝑓 ;𝐸𝑟𝑠 ; 𝜂𝑁̃︀𝜀𝑁 )𝐿2 ≫ (𝜂𝑁 )𝑟−1/2 (ln𝑁)𝑟(𝑠−1)

𝑁𝑟−1/2
,

т.е. (5.14) доказано.
В итоге согласно (5.8), (5.14) для всякого 𝑁 выполнено неравенство

𝛿𝑁 (𝐷𝑁 ;𝑇𝑓 = 𝑓 ;𝐸𝑟𝑠 ; 𝜂𝑁̃︀𝜀𝑁 )𝐿2

𝛿𝑁 (𝐷𝑁 ;𝑇𝑓 = 𝑓 ;𝐸𝑟𝑠 ; 0)𝐿2
≫ (𝜂𝑁 )𝑟−1/2(ln𝑁)𝑟(𝑠−1)/𝑁𝑟−1/2

(ln𝑁)𝑟(𝑠−1)/𝑁𝑟−1/2
= (𝜂𝑁 )𝑟−1/2,

что с учетом (см. (5.12) и (5.16)) 𝜂𝑁 → +∞ и неравенства 𝑟 > 1/2 приводит к соотношению
(3.6). Теорема 1 доказана полностью.

Доказательство теоремы 2 повторяет рассуждения предыдущей теоремы 1 с измене-
ниями, соответствующими обсуждаемому случаю.

Опять же, соотношение (3.7) достаточно доказать для целых положительных 𝑁 вида 𝑁 =
|Γ𝑅|, 𝑁 ≍ 𝑅(ln𝑅)𝑠−1 при произвольных 𝑅 > 1.

В соответствии с определением 𝐷𝑁 множество 𝐵𝑁 , функционалы 𝑙
(𝑁)

и вычислительный
агрегат 𝜙𝑁 определим так же, как в (5.3) из доказательства теоремы 1 (с учетом 𝑁 = |Γ𝑅| и
очевидным взаимным переобозначением переменных 𝑧𝑗 , 𝑗 = 1, . . . , 𝑁 , и 𝑧𝑚, 𝑚 ∈ Γ𝑅).

Напомним, что здесь и всюду ниже

̃︀𝜀𝑁 =
(ln𝑁)𝑟(𝑠−1)

𝑁𝑟+1/2
. (5.19)

Пусть 𝑓 ∈ 𝑆𝑊 𝑟
2 (0, 1)𝑠. Тогда в обозначениях (5.3) и (5.4) имеем

𝐼2
1 =

⃦⃦⃦⃦
𝑓(𝑥)−

∑︁
𝑚∈Γ𝑅

̂︀𝑓(𝑚) · 𝑒2𝜋𝑖(𝑚,𝑥)
⃦⃦⃦⃦2

𝐿2

=
⃦⃦⃦⃦ ∑︁
𝑚/∈Γ𝑅

̂︀𝑓(𝑚) · 𝑒2𝜋𝑖(𝑚,𝑥)
⃦⃦⃦⃦2

𝐿2

=
∑︁

𝑚∈Z𝑠 : 𝑚>𝑅

| ̂︀𝑓(𝑚)|2

=
∑︁

𝑚∈Z𝑠 : 𝑚>𝑅

| ̂︀𝑓(𝑚)|2(𝑚)2𝑟(𝑚)−2𝑟 6
1
𝑅2𝑟

∑︁
𝑚∈Z𝑠

| ̂︀𝑓(𝑚)|2(𝑚)2𝑟 ≪ 1
𝑅2𝑟

≪
(︂

(ln𝑁)(𝑠−1)

𝑁

)︂2𝑟

,

откуда в силу (5.3)–(5.6) и (5.19) получаем

sup
𝑓∈𝑆𝑊 𝑟

2 (0,1)𝑠

|𝛾(𝑚)
𝑁 |61, 𝑚∈Γ𝑅

⃦⃦
𝑓(𝑥)− 𝜙𝑁{𝑙𝑚(𝑓) + ̃︀𝜀𝑁𝛾(𝑚)

𝑁 }𝑚∈Γ𝑅
;𝑥
⃦⃦
𝐿2 ≪

(ln𝑁)𝑟(𝑠−1)

𝑁𝑟
+ ̃︀𝜀𝑁 ·𝑁1/2

≍ (ln𝑁)𝑟(𝑠−1)

𝑁𝑟
.
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Таким образом, в силу произвольности 𝑓 ∈ 𝑆𝑊 𝑟
2 (0, 1)𝑠 и |𝛾(𝑚)

𝑁 | 6 1, 𝑚 ∈ Γ𝑅, аналогично
доказательству (5.7) имеем

𝛿𝑁 (̃︀𝜀𝑁 ) ≡ 𝛿𝑁 (𝐷𝑁 ;𝑇𝑓 = 𝑓 ;𝑆𝑊 𝑟
2 (0, 1)𝑠; ̃︀𝜀𝑁 )𝐿2 ≪ (ln𝑁)𝑟(𝑠−1)

𝑁𝑟
.

Пользуясь неравенством 𝛿𝑁 (0) 6 𝛿𝑁 (̃︀𝜀𝑁 ) и леммой 4, отсюда получим

(ln𝑁)𝑟(𝑠−1)

𝑁𝑟
≪ 𝛿𝑁 (0)≪ 𝛿𝑁 (̃︀𝜀𝑁 )≪ (ln𝑁)𝑟(𝑠−1)

𝑁𝑟
,

тем самым,

𝛿𝑁 (0) ≍ 𝛿𝑁 (̃︀𝜀𝑁 ) ≍ (ln𝑁)𝑟(𝑠−1)

𝑁𝑟
. (5.20)

Осталось доказать соотношение (3.8). Пусть опять же, как и в доказательстве соотноше-
ния (3.6) теоремы 1, для всякого целого положительного числа 𝑁 даны произвольное мно-
жество 𝐵𝑁 , 𝐵𝑁 = {𝑚(1), . . . ,𝑚(𝑁)} ⊂ Z𝑠, набор функционалов 𝑙(𝑁): 𝑙1(𝑓) = ̂︀𝑓(𝑚(1)), . . . ,
𝑙𝑁 (𝑓) = ̂︀𝑓(𝑚(𝑁)), и произвольный алгоритм переработки информации 𝜙𝑁 (𝑧1, . . . , 𝑧𝑁 ;𝑥) (см.
(5.9)–(5.10)).

Пусть дана возрастающая к +∞ положительная последовательность {𝜂𝑁}. В соответствии
с (5.19) определим последовательность 𝜂*𝑁 = 𝐶 ·min{𝜂𝑁 ; 𝑡𝑁}, 0 < 𝐶 < 1, для которой выпол-
нены (5.11)–(5.13).

Докажем, что имеет место неравенство

𝛿𝑁 (𝐷𝑁 ;𝑇𝑓 = 𝑓 ;𝑆𝑊 𝑟
2 (0, 1)𝑠; 𝜂𝑁̃︀𝜀𝑁 )𝐿2 ≫ 𝜂*𝑁

(ln𝑁)𝑟(𝑠−1)

𝑁𝑟
, 𝑁 = 2, 3, . . . . (5.21)

Пусть дано целое 𝑁 > 2, и пусть 𝑅 ≡ 𝑅(𝑁) такое, что |Γ𝑅| 6 𝑁 и 𝑅 ≡ 𝑅(𝑁) ≍ 𝑁/(ln𝑁)𝑠−1,
где Γ𝑅 – гиперболический крест (см. лемму 2).

Положим
𝑔𝑁 (𝑥) =

∑︁
𝑚∈Γ𝑅

𝜏
(𝑚)
𝑁 𝑒2𝜋𝑖(𝑚,𝑥),

где

𝜏
(𝑚)
𝑁 = min

{︂
1√

𝑁(𝑚)𝑟
; 𝜂*𝑁̃︀𝜀𝑁}︂ = min

{︂
1√
𝑁

(︂
1
𝑚

)︂𝑟
;

1√
𝑁

(︂
𝜂𝑁

(ln𝑁)(𝑠−1)

𝑁

)︂𝑟}︂
≍ min

{︂
1√
𝑁

(︂
1
𝑚

)︂𝑟
;

1√
𝑁

(︂
𝜂𝑁

1
𝑅(𝑁)

)︂𝑟}︂
и 𝜂 𝑟𝑁 = 𝜂*𝑁 . Аналогично доказательствам (5.17), (5.18) из теоремы 1 можно показать, что

‖𝑔𝑁‖𝑆𝑊 𝑟
2 (0,1)𝑠 =

(︂ ∑︁
𝑚∈Γ𝑅

(𝜏 (𝑚)
𝑁 )2(𝑚)2𝑟

)︂1/2

6 1, (5.22)

|̂︀𝑔𝑁 (𝑚)| 6 𝜂*𝑁̃︀𝜀𝑁 6 𝜂𝑁̃︀𝜀𝑁 , (5.23)

‖𝑔𝑁‖𝐿2(0,1)𝑠 =
(︂ ∑︁
𝑚∈Γ𝑅

(𝜏 (𝑚)
𝑁 )2

)︂1/2

≫ 𝜂𝑟𝑁

(︂
1

𝑅(𝑁)

)︂𝑟
≍ 𝜂𝑟𝑁̃︀𝜀𝑁√𝑁. (5.24)

Из (5.22) следует, что 𝑔𝑁 ∈ 𝑆𝑊 𝑟
2 (0, 1)𝑠. Далее, определяя 𝛾

(𝑘)
𝑁 , |𝛾(𝑘)

𝑁 | 6 1, 𝑘 = 1, . . . , 𝑁 , из
условия

𝑙𝑘(𝑔𝑁 ) + 𝜂𝑁̃︀𝜀𝑁𝛾(𝑘)
𝑁 = ̂︀𝑔𝑁 (𝑚(𝑘)) + 𝜂𝑁̃︀𝜀𝑁𝛾 (𝑘)

𝑁 = 0,
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что возможно в силу (5.23), получим

𝜙𝑁
(︀
𝑙1(𝑔𝑁 ) + 𝜂𝑁̃︀𝜀𝑁𝛾 (1)

𝑁 , . . . , 𝑙𝑁 (𝑔𝑁 ) + 𝜂𝑁̃︀𝜀𝑁𝛾 (𝑁)
𝑁 ;𝑥

)︀
≡ 0.

Отсюда с учетом (5.24) имеем⃦⃦
𝑔𝑁 − 𝜙𝑁 (𝑙1(𝑔𝑁 ) + 𝜂𝑁̃︀𝜀𝑁𝛾 (1)

𝑁 , . . . , 𝑙𝑁 (𝑔𝑁 ) + 𝜂𝑁̃︀𝜀𝑁𝛾 (𝑁)
𝑁 ;𝑥)

⃦⃦
𝐿2 = ‖𝑔𝑁‖𝐿2 > (𝜂𝑁 )𝑟

(ln𝑁)𝑟(𝑠−1)

𝑁𝑟
.

Таким образом, для всякой пары (𝑙(𝑁), 𝜙𝑁 ) из 𝐷𝑁 выполнены соотношения

𝛿𝑁 ((𝑙(𝑁), 𝜙𝑁 );𝑇𝑓 = 𝑓 ;𝑆𝑊 𝑟
2 (0, 1)𝑠; 𝜂𝑁̃︀𝜀𝑁 )𝐿2

= sup
𝑓∈𝑆𝑊 𝑟

2 (0,1)𝑠

|𝛾(𝑘)
𝑁 |61, 𝑘=1,...,𝑁

⃦⃦
𝑓 − 𝜙𝑁 (𝑙1(𝑓) + 𝜂𝑁̃︀𝜀𝑁𝛾(1)

𝑁 , . . . , 𝑙𝑁 (𝑓) + 𝜂𝑁̃︀𝜀𝑁𝛾(𝑁)
𝑁 ;𝑥)

⃦⃦
𝐿2

>
⃦⃦
𝑔𝑁 − 𝜙𝑁 (𝑙1(𝑔𝑁 ) + 𝜂𝑁̃︀𝜀𝑁𝛾 (1)

𝑁 , . . . , 𝑙𝑁 (𝑔𝑁 ) + 𝜂𝑁̃︀𝜀𝑁𝛾 (𝑁)
𝑁 ;𝑥)

⃦⃦
𝐿2 ≫ (𝜂𝑁 )𝑟

(ln𝑁)𝑟(𝑠−1)

𝑁𝑟
.

Наконец, в силу произвольности 𝑚(1), . . . ,𝑚(𝑁) и 𝜙𝑁 , отсюда имеем

𝛿𝑁

(︂
𝐷𝑁 ;𝑇𝑓 = 𝑓 ;𝑆𝑊 𝑟

2 (0, 1)𝑠; 𝜂𝑁̃︀𝜀𝑁 = 𝜂𝑁
(ln𝑁)𝑟(𝑠−1)

𝑁𝑟+1/2

)︂
𝐿2

= inf
(𝑙(𝑁),𝜙𝑁 )∈𝐷𝑁

𝛿𝑁 ((𝑙(𝑁), 𝜙𝑁 );𝑇𝑓 = 𝑓 ;𝑆𝑊 𝑟
2 (0, 1)𝑠; 𝜂𝑁̃︀𝜀𝑁 )𝐿2

≫ (𝜂𝑁 )𝑟
(ln𝑁)𝑟(𝑠−1)

𝑁𝑟
≍ 𝜂*𝑁

(ln𝑁)𝑟(𝑠−1)

𝑁𝑟
,

т.е. (5.21) доказано.
В итоге из (5.20) и (5.21) следует соотношение (3.8). Теорема 2 доказана.

Доказательство теоремы 3. Начнем с доказательства оценки сверху

𝛿𝑁 (̃︀𝜀𝑁 )≪ ̃︀𝜀𝑁√𝑁 = 𝑁−𝑟1/𝑠, (5.25)

где ̃︀𝜀𝑁 = 𝑁−𝑟1/𝑠−1/2. (5.26)

Пусть функция 𝑓1 принадлежит классу 𝑊 𝑟1
2 (0, 1)𝑠. Тогда в силу условия 2𝑟1 > 4 + 𝑠 соглас-

но лемме 5 решение уравнения Клейна–Гордона (3.1), (3.2) имеет вид (сходимость абсолютная
поточечная, равномерная при любом способе суммирования)

𝑢(𝑥, 𝑡; 𝑓1, 0) =
∑︁
𝑚∈Z𝑠

̂︀𝑓1(𝑚) cos(𝑡
√︀

4𝜋2(𝑚,𝑚) + 1)𝑒2𝜋𝑖(𝑚,𝑥).

Пусть дано целое положительное число 𝑛. Положим

𝑁 = 𝑁(𝑛) = |𝐼𝑛| = (2𝑛+1 + 1)𝑠,

где
𝐼𝑛 = Z𝑠 ∩ [−2𝑛, 2𝑛]𝑠 =

{︁
𝑚 ∈ Z𝑠 : ‖𝑚‖ = max

𝑗=1,...,𝑠
|𝑚𝑗 | 6 2𝑛

}︁
. (5.27)

Положим (с учетом 𝑁 = |𝐼𝑛| и очевидным взаимным переобозначением переменных 𝑧𝑗 ,
𝑗 = 1, . . . , 𝑁 , и 𝑧𝑚, 𝑚 ∈ 𝐼𝑛)

𝐵𝑁 = 𝐼𝑛 = {𝑚(1); . . . ;𝑚(𝑁)} ⊂ Z𝑠, (5.28)

𝜙𝑁 (𝑧1, . . . , 𝑧𝑁 ;𝑥, 𝑡) =
∑︁
𝑚∈𝐼𝑛

𝑧𝑚 cos(𝑡
√︀

4𝜋2(𝑚,𝑚) + 1)𝑒2𝜋𝑖(𝑚,𝑥). (5.29)
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Далее, в соответствии с определением 𝐷𝑁 зададим соответствующий набор функциона-
лов 𝑙

(𝑁)
:

𝑙𝑚(𝑓) = ̂︀𝑓(𝑚), 𝑚 ∈ 𝐼𝑛. (5.30)

Тогда для всякого 𝑓1 ∈𝑊 𝑟1
2 (0, 1)𝑠 и всякого набора |𝛾(𝑚)

𝑁 | 6 1,𝑚 ∈ 𝐼𝑛, при 𝑧𝑚 = 𝑙𝑚(𝑓1)+̃︀𝜀𝑁𝛾(𝑚)
𝑁

имеем

‖𝑢(𝑥, 𝑡; 𝑓1, 0)− 𝜙𝑁 (𝑧1, . . . , 𝑧𝑁 ;𝑥, 𝑡)‖𝐿2,∞

=
⃦⃦⃦⃦
𝑢(𝑥, 𝑡; 𝑓1, 0)−

∑︁
𝑚∈𝐼𝑛

( ̂︀𝑓1(𝑚) + ̃︀𝜀𝑁𝛾(𝑚)
𝑁 ) cos(𝑡

√︀
4𝜋2(𝑚,𝑚) + 1)𝑒2𝜋𝑖(𝑚,𝑥)

⃦⃦⃦⃦
𝐿2,∞

6 𝐽1 + ̃︀𝜀𝑁𝐽2,

(5.31)
где

𝐽1 =
⃦⃦⃦⃦ ∑︁
𝑚∈Z𝑠∖𝐼𝑛

̂︀𝑓1(𝑚) · cos(𝑡
√︀

4𝜋2(𝑚,𝑚) + 1)𝑒2𝜋𝑖(𝑚,𝑥)
⃦⃦⃦⃦
𝐿2,∞

,

𝐽2 =
⃦⃦⃦⃦ ∑︁
𝑚∈𝐼𝑛

𝛾
(𝑚)
𝑁 cos(𝑡

√︀
4𝜋2(𝑚,𝑚) + 1)𝑒2𝜋𝑖(𝑚,𝑥)

⃦⃦⃦⃦
𝐿2,∞

.

Оценим сверху 𝐽1. В силу определения класса 𝑊 𝑟1
2 (0, 1)𝑠 имеем (см. (5.27))

𝐽1 =
⃦⃦⃦⃦ ∑︁
𝑚∈Z𝑠∖𝐼𝑛

̂︀𝑓1(𝑚) · cos(𝑡
√︀

4𝜋2(𝑚,𝑚) + 1)𝑒2𝜋𝑖(𝑚,𝑥)
⃦⃦⃦⃦
𝐿2,∞

6

(︂ ∑︁
𝑚∈Z𝑠/𝐼𝑛

| ̂︀𝑓1(𝑚)|2
)︂1/2

≪ 1
𝑁𝑟1/𝑠

(︂ ∑︁
𝑚∈Z𝑠∖𝐼𝑛

| ̂︀𝑓1(𝑚)|2(𝑚 2𝑟1
1 + · · ·+𝑚 2𝑟1

𝑠 )
)︂1/2

≪ 1
𝑁𝑟1/𝑠

. (5.32)

Далее, в силу равенства Парсеваля и неравенств |𝛾(𝑚)
𝑁 | 6 1 выполнены неравенства

𝐽2 = sup
𝑡>0

(︂ ∑︁
𝑚∈𝐼𝑛

|𝛾(𝑚)
𝑁 cos(𝑡

√︀
4𝜋2(𝑚,𝑚) + 1)|2

)︂1/2

6

(︂ ∑︁
𝑚∈𝐼𝑛

|𝛾(𝑚)
𝑁 |2

)︂1/2

6

(︂ ∑︁
𝑚∈𝐼𝑛

1
)︂1/2

= |𝐼𝑛|1/2 = 𝑁1/2. (5.33)

Итак, в силу (5.26), (5.31), (5.32) и (5.33) для всякой функции 𝑓1 ∈ 𝑊 𝑟1
2 (0, 1)𝑠 и всякого

набора |𝛾(𝑚)
𝑁 | 6 1, 𝑚 ∈ 𝐼𝑛, имеем⃦⃦
𝑢(𝑥, 𝑡; 𝑓1, 0)−

∑︁
𝑚∈𝐼𝑛

( ̂︀𝑓1(𝑚) + ̃︀𝜀𝑁𝛾(𝑚)
𝑁 ) cos(𝑡

√︀
4𝜋2(𝑚,𝑚) + 1)𝑒2𝜋𝑖(𝑚,𝑥)

⃦⃦
𝐿2,∞

6 𝐽1 + ̃︀𝜀𝑁𝐽2 ≪ 𝑁−𝑟1/𝑠 + ̃︀𝜀𝑁𝑁1/2 ≪ 𝑁−𝑟1/𝑠.

В итоге согласно выбору множества 𝐵𝑁 в (5.28) и, соответственно, функционалов (5.30) и
вычислительного алгоритма (5.29), в силу произвольности функции 𝑓1 ∈𝑊 𝑟1

2 (0, 1)𝑠 и набора
чисел 𝛾(𝑚)

𝑁 , |𝛾(𝑚)
𝑁 | 6 1, 𝑚 ∈ 𝐼𝑛, получим

𝛿𝑁

(︂
(𝑙

(𝑁)
, 𝜙𝑁 );

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
= ∆𝑢− 𝑢, 𝑢(𝑥, 0) = 𝑓1(𝑥) ∈𝑊 𝑟1

2 (0, 1)𝑠,
𝜕𝑢

𝜕𝑡
(𝑥, 0) = 0; ̃︀𝜀𝑁 = 𝑁−𝑟1/𝑠−1/2

)︂
𝐿2,∞

= sup
𝑓∈𝑊 𝑟1

2 (0,1)𝑠

|𝛾(𝑚)
𝑁 |61, 𝑚∈𝐼𝑛

⃦⃦⃦⃦
𝑢(𝑥, 𝑡; 𝑓1, 0)−

∑︁
𝑚∈𝐼𝑛

( ̂︀𝑓1(𝑚) + ̃︀𝜀𝑁𝛾(𝑚)
𝑁 ) cos(𝑡

√︀
4𝜋2(𝑚,𝑚) + 1)𝑒2𝜋𝑖(𝑚,𝑥)

⃦⃦⃦⃦
𝐿2,∞

≪ 𝑁−𝑟1/𝑠,
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откуда

𝛿𝑁 (̃︀𝜀𝑁 ) ≡ 𝛿𝑁
(︂
𝐷𝑁 ;

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
= ∆𝑢− 𝑢, 𝑢(𝑥, 0) = 𝑓1(𝑥) ∈𝑊 𝑟1

2 (0, 1)𝑠,

𝜕𝑢

𝜕𝑡
(𝑥, 0) = 0; ̃︀𝜀𝑁 = 𝑁−𝑟1/𝑠−1/2

)︂
𝐿2,∞

6 𝛿𝑁

(︂
(𝑙

(𝑁)
, 𝜙𝑁 );

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
= ∆𝑢− 𝑢, 𝑢(𝑥, 0) = 𝑓1(𝑥) ∈𝑊 𝑟1

2 (0, 1)𝑠,

𝜕𝑢

𝜕𝑡
(𝑥, 0) = 0; ̃︀𝜀𝑁 = 𝑁−𝑟1/𝑠−1/2

)︂
𝐿2,∞

≪ 𝑁−𝑟1/𝑠.

Тем самым, неравенство (5.25) доказано.
Теперь докажем оценку снизу в случае восстановления по точной информации:

𝛿𝑁 (0)≫ 𝑁−𝑟1/𝑠. (5.34)

Пусть заданы целое𝑁 > 2𝑠, произвольное конечное множество𝐵𝑁 = {𝑚(1), . . . ,𝑚(𝑁)} ⊂ Z𝑠,
соответствующий набор функционалов 𝑙(𝑁),

𝑙1(𝑓) = ̂︀𝑓(𝑚(1)), . . . , 𝑙𝑁 (𝑓) = ̂︀𝑓(𝑚(𝑁))

и функция 𝜙𝑁 (𝑧1, . . . , 𝑧𝑁 ;𝑥, 𝑡) – алгоритм переработки числовой информации объема 𝑁 . По-
ложим

𝐴𝑛 = (2𝑛, 2𝑛+3]𝑠,

где 𝑛 = [log2
𝑠
√
𝑁 ], [ · ] – целая часть числа.

Учитывая очевидные соотношения

(𝑚2
1 + · · ·+𝑚2

𝑠)
𝑟1 ≍ 22𝑛𝑟1 , 𝑚 ∈ 𝐴𝑛, |𝐼𝑛| ≍ |𝐴𝑛 ∖𝐵𝑁 | ≍ 𝑁 ≍ 2𝑛𝑠,

легко убедиться, что при некотором положительном 𝐶 = 𝐶(𝑟, 𝑠) функция, определяемая ра-
венством

𝑔1(𝑥) = 𝐶2−𝑛(𝑠/2+𝑟1)
∑︁

𝑚∈𝐴𝑛∖𝐵𝑁

𝑒2𝜋𝑖(𝑚,𝑥),

принадлежит классу 𝑊 𝑟1
2 (0, 1)𝑠. Как это непосредственно следует из определения 𝑔1 и (5.26),

𝑙1(𝑔1) = ̂︀𝑔1(𝑚(1)) = 0, . . . , 𝑙𝑁 (𝑔1) = ̂︀𝑔1(𝑚(𝑁)) = 0 (5.35)

и

‖𝑔1‖𝐿2(0,1)𝑠 ≍ ̃︀𝜀𝑁(︂ ∑︁
𝑚∈𝐴𝑛∖𝐵𝑁

1
)︂1/2

≍ ̃︀𝜀𝑁 |𝐴𝑛 ∖𝐵𝑁 |1/2 ≍ 𝑁−𝑟1/𝑠−1/2 ·𝑁1/2 ≍ 𝑁−𝑟1/𝑠. (5.36)

После проведенной подготовки для всякой пары (𝑙(𝑁), 𝜙𝑁 ) из 𝐷𝑁 имеем (см. (5.35) и (5.36))

𝛿𝑁

(︂
(𝑙(𝑁), 𝜙𝑁 );

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
= ∆𝑢− 𝑢, 𝑢(𝑥, 0) = 𝑓1(𝑥) ∈𝑊 𝑟1

2 (0, 1)𝑠,
𝜕𝑢

𝜕𝑡
(𝑥, 0) = 0; 0

)︂
𝐿2,∞

= sup
𝑓1∈𝑊

𝑟1
2 (0,1)𝑠

sup
𝑡>0

⃦⃦
𝑢(𝑥, 𝑡; 𝑓1, 0)− 𝜙𝑁 ( ̂︀𝑓1(𝑚(1)), . . . , ̂︀𝑓1(𝑚(𝑁));𝑥, 𝑡)

⃦⃦
𝐿2(0,1)𝑠

> sup
𝑡>0

⃦⃦
𝑢(𝑥, 𝑡; 𝑔1, 0)− 𝜙𝑁 (̂︀𝑔1(𝑚(1)), . . . , ̂︀𝑔1(𝑚(𝑁));𝑥, 𝑡)

⃦⃦
𝐿2(0,1)𝑠

> sup
𝑡>0
‖𝑢(𝑥, 𝑡; 𝑔1, 0)− 𝜙𝑁 (0, . . . , 0;𝑥, 𝑡)‖𝐿2(0,1)𝑠

= sup
𝑡>0
‖𝑢(𝑥, 𝑡; 𝑔1, 0)‖𝐿2(0,1)𝑠 > ‖𝑢(𝑥, 0; 𝑔1, 0)‖𝐿2(0,1)𝑠 = ‖𝑔1(𝑥)‖𝐿2(0,1)𝑠 ≍ 𝑁−𝑟1/𝑠. (5.37)
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Наконец, в силу произвольности множества 𝐵𝑁 , набора функционалов 𝑙(𝑁) и функции 𝜙𝑁 из
(5.37) заключаем, что

𝛿𝑁 (0) ≡ 𝛿𝑁
(︂
𝐷𝑁 ;

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
= ∆𝑢− 𝑢, 𝑢(𝑥, 0) = 𝑓1(𝑥) ∈𝑊 𝑟1

2 ,
𝜕𝑢

𝜕𝑡
(𝑥, 0) = 0; 0

)︂
𝐿2,∞

= inf
(𝑙(𝑁),𝜙𝑁 )∈𝐷𝑁

𝛿𝑁

(︂
(𝑙(𝑁), 𝜙𝑁 );

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
= ∆𝑢− 𝑢, 𝑢(𝑥, 0) = 𝑓1(𝑥) ∈𝑊 𝑟1

2 ,
𝜕𝑢

𝜕𝑡
(𝑥, 0) = 0; 0

)︂
𝐿2,∞

≫ 𝑁−𝑟1/𝑠,

т.е. (5.34) действительно выполнено.
Из (5.25) и (5.34) следует выполнение следующих условий из определения компьютерного

(вычислительного) поперечника:

К(В)П-1∘ : 𝛿𝑁 (0) ≍ 𝑁−𝑟1/𝑠,

К(В)П-2∘ : 𝛿𝑁 (̃︀𝜀𝑁 ) ≍ 𝛿𝑁 (0).

Осталось доказать выполнение условия К(В)П-3∘ (см. (1.5)), т.е. справедливость равенства
(3.10).

Пусть дана положительная последовательность 𝜂 = {𝜂𝑁}, возрастающая к +∞, и пусть

𝜂*𝑁 = min{𝜂𝑁 ; 𝑡𝑁}, 𝑡𝑁 = ln𝑁.

Для целого положительного 𝑛 положим

𝐴𝑛 = [1, 2𝑛]𝑠 ∩ Z𝑠, 𝑁 = 𝑁(𝑛) = |𝐴𝑛| = 2𝑛𝑠.

Повторяя предыдущие аналогичные рассуждения, а именно, считая наперед заданными мно-
жество 𝐵𝑁 из Z𝑠 и функцию 𝜙𝑁 , определим функцию 𝑔(𝑥) =

∑︀
𝑚∈𝐴𝑛

𝜏
(𝑚)
𝑁 𝑒2𝜋𝑖(𝑚,𝑥) с коэффи-

циентами

𝜏
(𝑚)
𝑁 = min

{︂
1√
𝑁

(︂
1√︀

𝑚2
1 + · · ·+𝑚2

𝑠

)︂𝑟1
; 𝜂*𝑁̃︀𝜀𝑁}︂

= min
{︂

1√
𝑁

(︂
1√︀

𝑚2
1 + · · ·+𝑚2

𝑠

)︂𝑟1
;

1√
𝑁

(︂
𝜂𝑁

1
2𝑛

)︂𝑟1}︂
, (5.38)

где 𝜂𝑁 = (𝜂*𝑁 )1/𝑟1 . Тогда имеют место неравенства

‖𝑔‖𝑊 𝑟1
2 (0,1)𝑠 =

√︃ ∑︁
𝑚∈𝐴𝑛

(𝜏 (𝑚)
𝑁 )2(𝑚2

1 + · · ·+𝑚2
𝑠)𝑟1 6 1, (5.39)

|̂︀𝑔(𝑚)| 6 𝜂𝑁̃︀𝜀𝑁 , 𝑚 ∈ 𝐴𝑛, (5.40)

‖𝑔‖𝐿2(0,1)2=

(︂ ∑︁
𝑚∈𝐴𝑛

(𝜏 (𝑚)
𝑁 )2

)︂1/2

≫ (𝜂𝑁 )𝑟1−𝑠/2̃︀𝜀𝑁√𝑁. (5.41)

Соотношения (5.39) и (5.40) очевидны, а для доказательства (5.41) заметим, что из (5.38)
следует

𝜏
(𝑚)
𝑁 =

1√
𝑁

(︂
𝜂𝑁

1
2𝑛

)︂𝑟1
, если

√
𝑠 6

√︁
𝑚2

1 + · · ·+𝑚2
𝑠 <

1
𝜂𝑁

2𝑛.

Тогда

‖𝑔‖2𝐿2(0,1)𝑠 =
∑︁
𝑚∈𝐴𝑛

(𝜏 (𝑚)
𝑁 )2 >

∑︁
√
𝑠6
√
𝑚2

1+···+𝑚2
𝑠<2𝑛/𝜂𝑁

(︂
1√
𝑁

(︂
𝜂𝑁

1
2𝑛

)︂𝑟1)︂2
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>
1

2𝑛𝑠

(︂
𝜂𝑁

1
2𝑛

)︂2𝑟1 ∑︁
√
𝑠6
√
𝑚2

1+···+𝑚2
𝑠<(1/𝜂𝑁 )2𝑛

1≫ 1
2𝑛𝑠

(︂
𝜂𝑁

1
2𝑛

)︂2𝑟1(︂ 1
𝜂𝑁

2𝑛
)︂𝑠

≍ 𝜂 2𝑟1−𝑠
𝑁 · 2−2𝑛𝑟1 ≍ 𝜂 2𝑟1−𝑠

𝑁 ·𝑁−2𝑟1/𝑠,

поскольку 𝑠-мерный объем шара радиуса 𝑅 равен числу 𝜋𝑠/2𝑅𝑠/Γ(𝑠/2 + 1).
Стало быть (напомним, что 2𝑟1 − 𝑠 > 4),

‖𝑔‖𝐿2(0,1)𝑠 ≫ (𝜂𝑁 )𝑟1−𝑠/2 ·𝑁−𝑟1/𝑠 = 𝜂𝑁̃︀𝜀𝑁√𝑁,
где 𝜂𝑁 = 𝜂

𝑟1−𝑠/2
𝑁 . Неравенство (5.41) доказано.

Далее, аналогично (5.36), (5.37) для всякой пары (𝑙(𝑁), 𝜙𝑁 ) из 𝐷𝑁 с учетом (5.39)–(5.41)
имеем

𝛿𝑁

(︂
(𝑙(𝑁), 𝜙𝑁 );

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
= ∆𝑢− 𝑢, 𝑢(𝑥, 0) = 𝑓1(𝑥) ∈𝑊 𝑟1

2 (0, 1)𝑠,

𝜕𝑢

𝜕𝑡
(𝑥, 0) = 0; 𝜂𝑁̃︀𝜀𝑁 = 𝜂𝑁𝑁

−𝑟1/𝑠−1/2

)︂
𝐿2,∞

= sup
𝑓1∈𝑊

𝑟1
2 (0,1)𝑠

|𝛾(𝑘)
𝑁 |61, 𝑘=1,...,𝑁

sup
𝑡>0

⃦⃦
𝑢(𝑥, 𝑡; 𝑓1, 0)− 𝜙𝑁 (𝑙1(𝑓1) + 𝜂𝑁̃︀𝜀𝑁𝛾(1)

𝑁 , . . . ,

𝑙𝑁 (𝑓1) + 𝜂𝑁̃︀𝜀𝑁𝛾(𝑁)
𝑁 ;𝑥, 𝑡)

⃦⃦
𝐿2(0,1)𝑠

> sup
𝑡>0

⃦⃦
𝑢(𝑥, 𝑡; 𝑔, 0)− 𝜙𝑁 (𝑙1(𝑔) + 𝜂𝑁̃︀𝜀𝑁𝛾 (1)

𝑁 , . . . , 𝑙𝑁 (𝑔) + 𝜂𝑁̃︀𝜀𝑁𝛾 (𝑁)
𝑁 ;𝑥, 𝑡)

⃦⃦
𝐿2(0,1)𝑠

= sup
𝑡>0
‖𝑢(𝑥, 𝑡; 𝑔, 0)‖𝐿2(0,1)𝑠 > ‖𝑢(𝑥, 0; 𝑔, 0)‖𝐿2(0,1)𝑠 = ‖𝑔‖𝐿2 ≫ 𝜂𝑁𝑁

−𝑟1/𝑠.

Наконец, в силу произвольности пар (𝑙(𝑁), 𝜙𝑁 ) из 𝐷𝑁 получим оценку снизу

𝛿𝑁 (𝜂𝑁̃︀𝜀𝑁 ) ≡ 𝛿𝑁
(︂
𝐷𝑁 ;

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
= ∆𝑢− 𝑢, 𝑢(𝑥, 0) = 𝑓1(𝑥) ∈𝑊 𝑟1

2 (0, 1)𝑠,
𝜕𝑢

𝜕𝑡
(𝑥, 0) = 0; 𝜂𝑁̃︀𝜀𝑁)︂

𝐿2,∞

≫ 𝜂𝑁𝑁
−𝑟1/𝑠.

В итоге, отсюда и из доказанного выше соотношения 𝛿𝑁 (̃︀𝜀𝑁 ) ≍ 𝛿𝑁 (0) ≍ 𝑁−𝑟1/𝑠 следует
(3.10). Теорема 3 доказана полностью.

Доказательство теоремы 4. Докажем (3.11). Начнем с оценки сверху

𝛿𝑁 (̃︀𝜀𝑁 )≪ 𝑁−(𝑟2+1)/𝑠. (5.42)

Напомним, что здесь и всюду ниже

̃︀𝜀𝑁 ≡ ̃︀𝜀𝑁 (𝑠) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑁−(𝑟2+1)/𝑠 при 𝑠 = 1,
𝑁−(𝑟2+1)/𝑠(ln𝑁)−1/2 при 𝑠 = 2,
𝑁−𝑟2/𝑠−1/2 при 𝑠 > 2.

(5.43)

Пусть функция 𝑓2 принадлежит классу 𝑊 𝑟2
2 (0, 1)𝑠. Тогда в силу леммы 5 при условии

𝑟2 > 1 + 𝑠/2 решение уравнения Клейна–Гордона (3.1), (3.2) имеет вид

𝑢(𝑥, 𝑡; 0, 𝑓2) =
∑︁
𝑚∈Z𝑠

̂︀𝑓2(𝑚)
sin(𝑡

√︀
4𝜋2(𝑚,𝑚) + 1)√︀

4𝜋2(𝑚,𝑚) + 1
𝑒2𝜋𝑖(𝑚,𝑥).
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Пусть дано целое положительное число 𝑛. Положим 𝐼𝑛 = [−2𝑛, 2𝑛]𝑠∩Z𝑠, |𝐼𝑛|= (2𝑛+1+1)𝑠 =
𝑁(𝑛) = 𝑁 . Тогда по аналогии с обозначениями и определениями из доказательства теоремы 3
положим (с учетом 𝑁 = |𝐼𝑛| и очевидным взаимным переобозначением переменных 𝑧𝑗 , 𝑗 =
1, . . . , 𝑁 , и 𝑧𝑚, 𝑚 ∈ 𝐼𝑛, здесь и далее)

𝐵𝑁 = {𝑚(1); . . . ;𝑚(𝑁)} = 𝐼𝑛 ⊂ Z𝑠, 𝑁 ≍ 2𝑛𝑠, (5.44)

𝜙𝑁 (𝑧1, . . . , 𝑧𝑁 ;𝑥, 𝑡) =
∑︁
𝑚∈𝐼𝑛

𝑧𝑚
sin(𝑡

√︀
4𝜋2(𝑚,𝑚) + 1)√︀

4𝜋2(𝑚,𝑚) + 1
𝑒2𝜋𝑖(𝑚,𝑥). (5.45)

Далее, в соответствии с определением 𝐷𝑁 зададим соответствующий набор функционалов
𝑙
(𝑁)

в виде
𝑙𝑚(𝑓) = ̂︀𝑓(𝑚), 𝑚 ∈ 𝐼𝑛. (5.46)

Тогда для всякого 𝑓2 ∈ 𝑆𝑊 𝑟2
2 (0, 1)𝑠 и всякого набора |𝛾(𝑚)

𝑁 | 6 1, 𝑚 ∈ 𝐼𝑁 , при 𝑧𝑚 = 𝑙𝑚(𝑓2) +̃︀𝜀𝑁𝛾(𝑚)
𝑁 имеем⃦⃦⃦⃦
𝑢(𝑥, 𝑡; 0, 𝑓2)−

∑︁
𝑚∈𝐼𝑛

( ̂︀𝑓2(𝑚) + ̃︀𝜀𝑁𝛾(𝑚)
𝑁 )

sin(𝑡
√︀

4𝜋2(𝑚,𝑚) + 1)√︀
4𝜋2(𝑚,𝑚) + 1

𝑒2𝜋𝑖(𝑚,𝑥)
⃦⃦⃦⃦
𝐿2,∞

6 𝐽3 + ̃︀𝜀𝑁𝐽4, (5.47)

где

𝐽3 =
⃦⃦⃦⃦
𝑢(𝑥, 𝑡; 0, 𝑓2)−

∑︁
𝑚∈𝐼𝑛

̂︀𝑓2(𝑚)
sin(𝑡

√︀
4𝜋2(𝑚,𝑚) + 1)√︀

4𝜋2(𝑚,𝑚) + 1
𝑒2𝜋𝑖(𝑚,𝑥)

⃦⃦⃦⃦
𝐿2,∞

,

𝐽4 =
⃦⃦⃦⃦ ∑︁
𝑚∈𝐼𝑛

𝛾(𝑁)
𝑚

sin(𝑡
√︀

4𝜋2(𝑚,𝑚) + 1)√︀
4𝜋2(𝑚,𝑚) + 1

𝑒2𝜋𝑖(𝑚,𝑥)
⃦⃦⃦⃦
𝐿2,∞

.

В силу определения класса 𝑊 𝑟2
2 (0, 1)𝑠 имеем

𝐽3 = sup
𝑡>0

(︂ ∑︁
𝑚∈Z𝑠∖𝐼𝑛

⃒⃒⃒⃒ ̂︀𝑓2(𝑚)
sin(𝑡

√︀
4𝜋2(𝑚,𝑚) + 1)√︀

4𝜋2(𝑚,𝑚) + 1

⃒⃒⃒⃒2)︂1/2

6

(︂ ∑︁
𝑚∈Z𝑠∖𝐼𝑛

| ̂︀𝑓2(𝑚)|2 1
4𝜋2(𝑚,𝑚) + 1

)︂1/2

≍
(︂ ∑︁
𝑚∈Z𝑠∖𝐼𝑛

| ̂︀𝑓2(𝑚)|2(𝑚 2𝑟2
1 + · · ·+𝑚 2𝑟2

𝑠 )
1

𝑚 2𝑟2
1 + · · ·+𝑚 2𝑟2

𝑠

· 1
(𝑚 2

1 + · · ·+𝑚 2
𝑠 )

)︂1/2

≪ 1
𝑁𝑟2/𝑠+1/𝑠

(︂ ∑︁
𝑚∈Z𝑠

| ̂︀𝑓2(𝑚)|2(𝑚 2𝑟2
1 + · · ·+𝑚 2𝑟2

𝑠 )
)︂1/2

≪ 𝑁−(𝑟2+1)/𝑠. (5.48)

Далее, в силу равенства Парсеваля и неравенства |𝛾(𝑚)
𝑁 | 6 1 получаем

𝐽4 =
⃦⃦⃦⃦ ∑︁
𝑚∈𝐼𝑛

𝛾
(𝑚)
𝑁

sin(𝑡
√︀

4𝜋2(𝑚,𝑚) + 1)√︀
4𝜋2(𝑚,𝑚) + 1

𝑒2𝜋𝑖(𝑚,𝑥)
⃦⃦⃦⃦
𝐿2,∞

≪
(︂ ∑︁

(𝑚2
1+···+𝑚2

𝑠)1/26
√
𝑠2𝑛

1
𝑚2

1 + · · ·+𝑚2
𝑠 + 1

)︂1/2

.

Но (︂ ∑︁
(𝑚2

1+···+𝑚2
𝑠)1/26

√
𝑠2𝑛

1
𝑚2

1 + · · ·+𝑚2
𝑠 + 1

)︂1/2

≍
∫︁
. . .

∫︁
(𝑥2

1+···+𝑥2
𝑠)1/26

√
𝑠2𝑛=𝑅

1
𝑥2

1 + · · ·+ 𝑥2
𝑠 + 1

𝑑𝑥1 . . . 𝑑𝑥𝑠
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≍
∫︁ 𝑅

1

𝑟𝑠−1 1
𝑟2
𝑑𝑟 ≍

⎧⎪⎨⎪⎩
1 при 𝑠 = 1,
ln𝑅 при 𝑠 = 2,
𝑅𝑠−2 при 𝑠 > 2,

откуда

𝐽4 ≪

⎧⎪⎨⎪⎩
1 при 𝑠 = 1,√

ln 2𝑛 ≍
√
𝑛 ≍
√

ln𝑁 при 𝑠 = 2,
2𝑛(𝑠−2)/2 ≍ 𝑁 (𝑠−2)/2𝑠 = 𝑁1/2−1/𝑠 при 𝑠 > 2.

(5.49)

Тем самым, в силу (5.43), (5.47), (5.48), (5.49) для всякой функции 𝑓2 ∈𝑊 𝑟2
2 (0, 1)𝑠 и всякого

набора |𝛾(𝑚)
𝑁 | 6 1, 𝑚 ∈ 𝐼𝑛, имеем⃦⃦⃦⃦
𝑢(𝑥, 𝑡; 0, 𝑓2)−

∑︁
𝑚∈𝐼𝑛

( ̂︀𝑓2(𝑚) + ̃︀𝜀𝑁𝛾(𝑚)
𝑁 )

sin(𝑡
√︀

4𝜋2(𝑚,𝑚) + 1)√︀
4𝜋2(𝑚,𝑚) + 1

𝑒2𝜋𝑖(𝑚,𝑥)‖𝐿2,∞

6 𝐽3 + ̃︀𝜀𝑁𝐽4 ≪ 𝑁−(𝑟2+1)/𝑠.

В итоге, согласно выбору множества 𝐵𝑛 = 𝐼𝑛 в (5.44) и, соответственно, функционалов
(5.46) и вычислительного алгоритма (5.45) в силу произвольности функции 𝑓2 ∈𝑊 𝑟2

2 (0, 1)𝑠 и
набора чисел 𝛾(𝑚)

𝑁 , 𝑚 ∈ 𝐼𝑛, имеем

𝛿𝑁

(︂
(𝑙

(𝑁)
, 𝜙𝑁 );

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
= ∆𝑢− 𝑢, 𝑢(𝑥, 0) = 0,

𝜕𝑢

𝜕𝑡
(𝑥, 0) = 𝑓2(𝑥) ∈𝑊 𝑟2

2 (0, 1)𝑠; ̃︀𝜀𝑁)︂
𝐿2,∞

= sup
𝑓2∈𝑊

𝑟2
2 (0,1)𝑠

𝑧𝑘−𝑙𝑘(𝑓1)=̃︀𝜀𝑁𝛾
(𝑘)
𝑁

|𝛾(𝑘)
𝑁 |61, 𝑘=1,...,𝑁

‖𝑢(𝑥, 𝑡; 0, 𝑓2)− 𝜙𝑁 (𝑧1, . . . , 𝑧𝑁 ;𝑥, 𝑡)‖𝐿2,∞ ≪ 𝑁−(𝑟2+1)/𝑠.

Отсюда следует (5.42).
Теперь докажем неравенство

𝛿𝑁 (0)≫ 𝑁−(𝑟2+1)/𝑠, (5.50)

– оценку снизу в случае восстановления по точной информации.
Пусть заданы целое 𝑁 > 2𝑠, произвольное множество 𝐵𝑁 = {𝑚(1), . . .,𝑚(𝑁)} ⊂ Z𝑠, соот-

ветствующий набор функционалов 𝑙(𝑁): 𝑙1(𝑓) = ̂︀𝑓(𝑚(1)), . . . , 𝑙𝑁 (𝑓) = ̂︀𝑓(𝑚(𝑁)), и функция
𝜙𝑁 (𝑧1, . . . , 𝑧𝑁 ;𝑥, 𝑡) – алгоритм переработки числовой информации объема 𝑁 . Положим

𝐴𝑛 = (2𝑛+1, 2𝑛+3]𝑠 ∩ Z𝑠, (5.51)

𝑔2(𝑥) =
∑︁

𝑚∈𝐴𝑛∖𝐵𝑁

𝜏
(𝑚)
𝑁 𝑒2𝜋𝑖(𝑚,𝑥),

где 𝑛 = [log2
𝑠
√
𝑁 ] и

𝜏
(𝑚)
𝑁 =

1√
𝑁
· 1
(𝑚2

1 + · · ·+𝑚2
𝑠)𝑟2/2

, 𝑚 ∈ 𝐴𝑛 ∖𝐵𝑁 .

Очевидно, что

‖𝑔2‖𝑊 𝑟2
2 (0,1)𝑠 =

√︃ ∑︁
𝑚∈𝐴𝑛∖𝐵𝑁

(𝜏 (𝑚)
𝑁 )2(𝑚2

1 + · · ·+𝑚2
𝑠)𝑟2 ≪ 1.
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Кроме того, учитывая вытекающие из (5.51) неравенства

1
8

6 𝑡𝑛

√︁
4𝜋2(𝑚2

1 + · · ·+𝑚2
𝑠) + 1 < 1, 𝑚 ∈ 𝐴𝑛,

в точке
𝑡𝑛 =

1√
4𝜋2𝑠22𝑛+8

=
1

2𝜋2𝑛+4
√
𝑠

будем иметь

‖𝑢(𝑥, 𝑡𝑛; 0, 𝑔2)‖𝐿2 =
(︂ ∑︁
𝑚∈𝐴𝑛∖𝐵𝑁

(𝜏 (𝑚)
𝑁 )2

sin2(𝑡𝑛
√︀

4𝜋2(𝑚,𝑚) + 1)
4𝜋2(𝑚,𝑚) + 1

)︂1/2

≫ sin
1
8

(︂ ∑︁
𝑚∈𝐴𝑛∖𝐵𝑁

1
𝑁

1
(𝑚2

1 + · · ·+𝑚2
𝑠)𝑟2

1
4𝜋2(𝑚2

1 + · · ·+𝑚2
𝑠) + 1

)︂1/2

≍
(︂

1
𝑁

∑︁
𝑚∈𝐴𝑛∖𝐵𝑁

1
(𝑚2

1 + · · ·+𝑚2
𝑠)𝑟2+1

)︂1/2

≍
(︂

1
𝑁22𝑛(𝑟2+1)

∑︁
𝑚∈𝐴𝑛∖𝐵𝑁

1
)︂1/2

≍
(︂

1
𝑁 ·𝑁2(𝑟2+1)/𝑠

|𝐴𝑛 ∖𝐵𝑁 |
)︂1/2

≍
(︂

1
𝑁 ·𝑁2(𝑟2+1)/𝑠

𝑁

)︂1/2

≍ 1
𝑁 (𝑟2+1)/𝑠

.

Тогда

𝛿𝑁

(︂
(𝑙(𝑁), 𝜙𝑁 );

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
= ∆𝑢− 𝑢, 𝑢(𝑥, 0) = 0,

𝜕𝑢

𝜕𝑡
(𝑥, 0) = 𝑓2(𝑥) ∈𝑊 𝑟2

2 (0, 1)𝑠; 0
)︂
𝐿2,∞

= sup
𝑓2∈𝑊

𝑟2
2 (0,1)𝑠

sup
𝑡>0
‖𝑢(𝑥, 𝑡; 0, 𝑓2)− 𝜙𝑁 (𝑙1(𝑓2), . . . , 𝑙𝑁 (𝑓2);𝑥, 𝑡)‖𝐿2(0,1)𝑠

> sup
𝑡>0
‖𝑢(𝑥, 𝑡; 0, 𝑔2)− 𝜙𝑁 (̂︀𝑔2(𝑚(1)), . . . , ̂︀𝑔2(𝑚(𝑁));𝑥, 𝑡)‖𝐿2(0,1)𝑠

= sup
𝑡>0
‖𝑢(𝑥, 𝑡; 0, 𝑔2)− 𝜙𝑁 (0, . . . , 0;𝑥, 𝑡)‖𝐿2(0,1)𝑠

= sup
𝑡>0
‖𝑢(𝑥, 𝑡; 0, 𝑔2)‖𝐿2(0,1)𝑠 > ‖𝑢(𝑥, 𝑡𝑛; 0, 𝑔2)‖𝐿2(0,1)𝑠 ≫ 𝑁−(𝑟2+1)/𝑠.

Наконец, в силу произвольности множества 𝐵𝑁 , набора функционалов 𝑙(𝑁) и функции 𝜙𝑁
отсюда следует (5.50).

Из (5.42) и (5.50) следует выполнение первых двух условий из определения (1.5) компью-
терного (вычислительного) поперечника:

К(В)П-1∘ : 𝛿𝑁 (0) ≍ 𝑁−(𝑟2+1)/𝑠,

К(В)П-2∘ : 𝛿𝑁 (̃︀𝜀𝑁 ) ≍ 𝛿𝑁 (0).

Осталось доказать выполнение К(В)П-3∘, т.е. справедливость равенства (3.12). Для этого
рассмотрим множества

𝑆𝑘 = {𝑚 ∈ 𝑍𝑠 : 8𝑘 + 1 <
√︀

(𝑚,𝑚) 6 8𝑘 + 2}, 𝑘 = 0, 1, 2, . . . .

Для количества точек в множестве 𝑆𝑘 имеет место оценка

|𝑆𝑘| ≍ (8𝑘 + 2)𝑠 − (8𝑘 + 1)𝑠 ≍ 𝑘𝑠−1. (5.52)

Далее, в силу соотношений

2𝜋
√︀

(𝑚,𝑚) <
√︀

4𝜋2(𝑚,𝑚) + 1 < 2𝜋
√︀

(𝑚,𝑚) +
1
4𝜋

, 𝑚 ∈ Z𝑠 ∖ {0},
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для 𝑡0 = 1/8 при любом 𝑘 = 0, 1, 2, . . . для любого 𝑚 ∈ 𝑆𝑘 имеет место

sin(𝑡0
√︀

4𝜋2(𝑚,𝑚) + 1) > sin
(︂

1
32𝜋

)︂
. (5.53)

Пусть дана положительная последовательность 𝜂 = {𝜂𝑁}, возрастающая к +∞. Положим

𝜂*𝑁 = min{𝜂𝑁 ; (ln𝑁)1/2}. (5.54)

Пусть далее 𝑁 > 2 – фиксированное целое число. Определим функцию

𝑔𝑁 (𝑥) = ̃︀𝜀𝑁𝜂*𝑁 𝑛−2∑︁
𝑘=0

∑︁
𝑚∈𝑆𝑘

𝑒2𝜋𝑖(𝑚,𝑥), (5.55)

где 𝑛 подберем так, чтобы функция принадлежала 𝑊 𝑟2
2 (0, 1)𝑠. Имеем

‖𝑔𝑁‖𝑊 𝑟2
2 (0,1)𝑠 ≍ ̃︀𝜀𝑁𝜂*𝑁

⎯⎸⎸⎷𝑛−2∑︁
𝑘=0

∑︁
𝑚∈𝑆𝑘

(𝑚,𝑚)𝑟2 ≪ ̃︀𝜀𝑁𝜂*𝑁(︂ ∑︁
𝑚∈Z𝑠 : 16

√
(𝑚,𝑚)68(𝑛−2)+2

(𝑚,𝑚)𝑟2
)︂1/2

≍ ̃︀𝜀𝑁𝜂*𝑁(︂∫︁ 8𝑛

0

𝜌2𝑟2 · 𝜌𝑠−1𝑑𝜌

)︂1/2

≍ ̃︀𝜀𝑁𝜂*𝑁𝑛(2𝑟2+𝑠)/2,

а ̃︀𝜀𝑁𝜂*𝑁𝑛(2𝑟2+𝑠)/2 ≍ 1,

и, наконец,
𝑛 = 𝑛(𝑁) ≍ (̃︀𝜀𝑁𝜂*𝑁 )−2/(2𝑟2+𝑠). (5.56)

Поскольку для всех 𝑠 = 1, 2, . . . выполнено ̃︀𝜀𝑁 (𝑠)𝜂*𝑁 = ̃︀𝜀𝑁𝜂*𝑁 → 0 при 𝑁 → ∞ (см. (5.43)
и (5.54)), то (̃︀𝜀𝑁𝜂*𝑁 )−2/(2𝑟2+𝑠) → ∞ при 𝑁 → ∞, т.е. начиная с некоторого 𝑁0(𝑠, 𝑟2) для всех
𝑁 > 𝑁0(𝑠, 𝑟2) в (5.56) выполняется 𝑛 = 𝑛(𝑁) > 2. Тем самым, определение (5.55) с 𝑛 = 𝑛(𝑁)
для всех 𝑁 > 𝑁0(𝑠, 𝑟2) корректно и 𝑔𝑁 (𝑥) принадлежит классу 𝑊 𝑟2

2 (0, 1)𝑠.
Рассмотрим соответствующее решение 𝑢(𝑥, 𝑡; 0, 𝑔𝑁 ) уравнения Клейна–Гордона. Из (5.53),

(5.52) и (5.56) следует, что

‖𝑢( · , 𝑡0; 0, 𝑔𝑁 )‖𝐿2(0,1)𝑠

= ̃︀𝜀𝑁 (𝑠)𝜂*𝑁

(︂𝑛−2∑︁
𝑘=0

∑︁
𝑚∈𝑆𝑘

sin2(𝑡0
√︀

4𝜋2(𝑚,𝑚) + 1)
4𝜋2(𝑚,𝑚) + 1

)︂1/2

≫ ̃︀𝜀𝑁 (𝑠)𝜂*𝑁

(︂𝑛−2∑︁
𝑘=0

∑︁
𝑚∈𝑆𝑘

1
(𝑚,𝑚) + 1

)︂1/2

> ̃︀𝜀𝑁 (𝑠)𝜂*𝑁

(︂𝑛−2∑︁
𝑘=0

∑︁
𝑚∈𝑆𝑘

1
(8𝑘 + 2)2

)︂1/2

≍ ̃︀𝜀𝑁 (𝑠)𝜂*𝑁

(︂𝑛−2∑︁
𝑘=0

1
(8𝑘 + 2)2

· |𝑆𝑘|
)︂1/2

≫ ̃︀𝜀𝑁 (𝑠)𝜂*𝑁

(︂𝑛−2∑︁
𝑘=1

𝑘𝑠−3

)︂1/2

≫

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
̃︀𝜀𝑁 (1)𝜂*𝑁 = 𝑁−(𝑟2+1)/𝑠𝜂*𝑁 при 𝑠 = 1,̃︀𝜀𝑁 (2)𝜂*𝑁 (ln𝑛)1/2 ≍ ̃︀𝜀𝑁 (2)𝜂*𝑁 (ln𝑁)1/2 = 𝑁−(𝑟2+1)/𝑠𝜂*𝑁 при 𝑠 = 2,̃︀𝜀𝑁 (𝑠)𝜂*𝑁 (𝑛)(𝑠−2)/2 ≍ ̃︀𝜀𝑁 (𝑠)𝜂*𝑁 (̃︀𝜀𝑁 (𝑠)𝜂*𝑁 )−(𝑠−2)/(2𝑟2+𝑠)

= 𝑁−(𝑟2+1)/𝑠(𝜂*𝑁 )(2𝑟2+2)/(2𝑟2+𝑠) при 𝑠 > 2.

Отсюда с учетом
|̂︀𝑔(𝑚)| 6 𝜂*𝑁̃︀𝜀𝑁 6 𝜂𝑁̃︀𝜀𝑁 ,
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что имеет следствием

𝜙𝑁
(︀̂︀𝑔𝑁 (𝑚(1)) + 𝜂𝑁̃︀𝜀𝑁𝛾 (1)

𝑁 , . . . , ̂︀𝑔𝑁 (𝑚(𝑁)) + 𝜂𝑁̃︀𝜀𝑁𝛾 (𝑁)
𝑁 ;𝑥, 𝑡

)︀
≡ 0

при некоторых 𝛾 (𝑘)
𝑁 , |𝛾 (𝑘)

𝑁 | 6 1, 𝑘 = 1, . . . , 𝑁 , получим

𝛿𝑁

(︂
𝐷𝑁 ;

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
= ∆𝑢− 𝑢, 𝑢(𝑥, 0) = 0,

𝜕𝑢

𝜕𝑡
(𝑥, 0) = 𝑓2(𝑥) ∈𝑊 𝑟2

2 (0, 1)𝑠; 𝜂𝑁̃︀𝜀𝑁)︂
𝐿2,∞

𝛿𝑁

(︂
𝐷𝑁 ;

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
= ∆𝑢− 𝑢, 𝑢(𝑥, 0) = 0,

𝜕𝑢

𝜕𝑡
(𝑥, 0) = 𝑓2(𝑥) ∈𝑊 𝑟2

2 (0, 1)𝑠; 0
)︂
𝐿2,∞

≍ 𝑁−(𝑟2+1)/𝑠(𝜂*𝑁 )𝛼(𝑠)

𝑁−(𝑟2+1)/𝑠
= (𝜂*𝑁 )𝛼(𝑠),

где

𝛼(𝑠) =

⎧⎪⎨⎪⎩
1 при 𝑠 = 1 и 𝑠 = 2,

2𝑟2 + 2
2𝑟2 + 𝑠

при 𝑠 > 2,

откуда следует (3.12). Теорема 4 доказана полностью.

Доказательство теоремы 5. Оценка снизу. Пусть даны целые 𝑁 > 2, 1 6 𝑁1 6 𝑁−1, и
пусть 𝑁2 = 𝑁 −𝑁1. Тогда для любых фиксированных 𝜂𝑁 > 0, 𝑚(1), . . . ,𝑚(𝑁1), 𝑛(1), . . . , 𝑛(𝑁2)

и 𝜙𝑁 выполнено неравенство

sup
𝑓1∈𝑊

𝑟1
2 (0,1)𝑠, 𝑓2∈𝑊

𝑟2
2 (0,1)𝑠

|𝑧(1)𝑗1
− ̂︀𝑓1(𝑚(𝑗1))|6𝜂𝑁 ̃︀𝜀 (𝑗1)

𝑁1
, 𝑗1=1,2,...,𝑁1

|𝑧(2)𝑗2
− ̂︀𝑓2(𝑚(𝑗2))|6𝜂𝑁 ̃︀𝜀 (𝑗2)

𝑁2
, 𝑗2=1,2,...,𝑁2

‖𝑢( · ; 𝑓1, 𝑓2)− 𝜙𝑁 (𝑧(1)
1 , . . . , 𝑧

(1)
𝑁1
, 𝑧

(2)
1 , . . . , 𝑧

(2)
𝑁2

)‖𝐿2,∞([0,1]𝑠×[0,+∞))

> sup
𝑓1∈𝑊

𝑟1
2 (0,1)𝑠, 𝑓2≡0

|𝑧(1)𝑗1
− ̂︀𝑓1(𝑚(𝑗1))|6𝜂𝑁 ̃︀𝜀 (𝑗1)

𝑁1
, 𝑗1=1,2,...,𝑁1

‖𝑢( · ; 𝑓1, 0)− 𝜙𝑁 (𝑧(1)
1 , . . . , 𝑧

(1)
𝑁1
, 0, . . . , 0; · )‖𝐿2,∞([0,1]𝑠×[0,+∞)).

Поскольку это неравенство выполнено при любых 𝑚(1), . . . ,𝑚(𝑁1), 𝑛(1), . . . , 𝑛(𝑁2) и 𝜙𝑁 , то
оно выполняется и для инфимумов этих величин, т.е.

𝛿𝑁1,𝑁2

(︂
𝐷𝑁1,𝑁2 ;

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
= ∆𝑢− 𝑢, 𝑢(𝑥, 0) = 𝑓1(𝑥) ∈𝑊 𝑟1

2 (0, 1)𝑠,

𝜕𝑢

𝜕𝑡
(𝑥, 0) = 𝑓2(𝑥) ∈𝑊 𝑟2

2 (0, 1)𝑠; 𝜂𝑁̃︀𝜀𝑁1,𝑁2

)︂
𝐿2,∞

≡ inf
𝑚(1),...,𝑚(𝑁1)

𝑛(1),...,𝑛(𝑁2)

𝜙𝑁

sup
𝑓1∈𝑊

𝑟1
2 (0,1)𝑠

𝑓2∈𝑊
𝑟2
2 (0,1)𝑠

|𝑧(1)𝑗1
− ̂︀𝑓1(𝑚(𝑗1))|6𝜂𝑁 ̃︀𝜀 (𝑗1)

𝑁1

|𝑧(2)𝑗2
− ̂︀𝑓2(𝑛(𝑗2))|6𝜂𝑁 ̃︀𝜀 (𝑗2)

𝑁2

‖𝑢( · ; 𝑓1, 0)

− 𝜙𝑁 (𝑧(1)
1 , . . . , 𝑧

(1)
𝑁1
, 𝑧

(2)
1 , . . . , 𝑧

(2)
𝑁2

; · )‖𝐿2,∞([0,1]𝑠×[0,+∞))

> inf
𝑚(1),...,𝑚(𝑁1)

𝑛(1),...,𝑛(𝑁2)

𝜙𝑁

sup
𝑓1∈𝑊

𝑟1
2 (0,1)𝑠, 𝑓2≡0

|𝑧(1)𝑗1
− ̂︀𝑓1(𝑚(𝑗1))|6𝜂𝑁 ̃︀𝜀 (𝑗1)

𝑁1

‖𝑢( · ; 𝑓1, 𝑓2)− 𝜙𝑁 (𝑧(1)
1 , . . . , 𝑧

(1)
𝑁1
, 0, . . . , 0; · )‖𝐿2,∞([0,1]𝑠×[0,+∞))

= inf
𝑚(1),...,𝑚(𝑁1)

𝜙𝑁

sup
𝑓1∈𝑊

𝑟1
2 (0,1)𝑠

|𝑧(1)𝑗1
− ̂︀𝑓1(𝑚(𝑗1))|6𝜂𝑁 ̃︀𝜀 (𝑗1)

𝑁1

‖𝑢( · ; 𝑓1, 0)− 𝜙𝑁 (𝑧(1)
1 , . . . , 𝑧

(1)
𝑁1
, 0, . . . , 0; · )‖𝐿2,∞([0,1]𝑠×[0,+∞))

≡ 𝛿𝑁1

(︂
𝐷𝑁1 ;

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
= ∆𝑢− 𝑢, 𝑢(𝑥, 0) = 𝑓1(𝑥) ∈𝑊 𝑟1

2 (0, 1)𝑠,
𝜕𝑢

𝜕𝑡
(𝑥, 0) = 0; 𝜂𝑁̃︀𝜀𝑁1

)︂
𝐿2,∞

. (5.57)



204 Н. Темиргалиев, К.Е. Шерниязов, М. Е. Берикханова

Аналогично доказываются неравенства

𝛿𝑁1,𝑁2

(︂
𝐷𝑁1,𝑁2 ;

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
= ∆𝑢− 𝑢, 𝑢(𝑥, 0) = 𝑓1(𝑥) ∈𝑊 𝑟1

2 (0, 1)𝑠,

𝜕𝑢

𝜕𝑡
(𝑥, 0) = 𝑓2(𝑥) ∈𝑊 𝑟2

2 (0, 1)𝑠; 𝜂𝑁̃︀𝜀𝑁1,𝑁2

)︂
𝐿2,∞

> 𝛿𝑁2

(︂
𝐷𝑁2 ;

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
= ∆𝑢− 𝑢, 𝑢(𝑥, 0) = 0,

𝜕𝑢

𝜕𝑡
(𝑥, 0) = 𝑓2(𝑥) ∈𝑊 𝑟2

2 (0, 1)𝑠; 𝜂𝑁̃︀𝜀𝑁2)𝐿2,∞ . (5.58)

При 𝜂𝑁 ≡ 1 из (5.57)–(5.58) и из теорем 3 и 4 следует, что

inf
𝑚(1),...,𝑚(𝑁1)

𝑛(1),...,𝑛(𝑁2)

𝜙𝑁

sup
𝑓1∈𝑊

𝑟1
2 (0,1)𝑠

𝑓2∈𝑊
𝑟2
2 (0,1)𝑠

|𝑧(1)𝑗1
− ̂︀𝑓1(𝑚(𝑗1))|6̃︀𝜀 (𝑗1)

𝑁1

|𝑧(2)𝑗2
− ̂︀𝑓2(𝑛(𝑗2))|6̃︀𝜀 (𝑗2)

𝑁2

‖𝑢( · ; 𝑓1, 𝑓2)− 𝜙𝑁 (𝑧(1)
1 , . . . , 𝑧

(1)
𝑁1
, 𝑧

(2)
1 , . . . , 𝑧

(2)
𝑁2

; · )‖𝐿2,∞([0,1]𝑠×[0,+∞))

≫ max{𝑁−𝑟1/𝑠
1 ;𝑁−(𝑟2+1)/𝑠

2 } > max{𝑁−𝑟1/𝑠;𝑁−(𝑟2+1)/𝑠} = 𝑁−min{𝑟1/𝑠;(𝑟2+1)/𝑠}.

Поскольку последнее неравенство выполняется при любых целых положительных 𝑁1 и 𝑁2

таких, что 𝑁1 +𝑁2 = 𝑁 , то оно справедливо и для минимального значения погрешности, т.е.

𝛿𝑁

(︂
𝐷𝑁 ;

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
= ∆𝑢− 𝑢, 𝑢(𝑥, 0) = 𝑓1(𝑥) ∈𝑊 𝑟1

2 (0, 1)𝑠,

𝜕𝑢

𝜕𝑡
(𝑥, 0) = 𝑓2(𝑥) ∈𝑊 𝑟2

2 (0, 1)𝑠; ̃︀𝜀
𝑁

(0)
1 ,𝑁

(0)
2

)︂
𝐿2,∞

≫ 𝑁−min{𝑟1/𝑠;(𝑟2+1)/𝑠}.

В частности, соотношения (5.57) и (5.58) справедливы также в случае восстановления по
точной информации, т.е. при 𝜀𝑁1,𝑁2 ≡ 0𝑁 . Поэтому в силу (5.34) и (5.50) справедливо также
соотношение

𝛿𝑁

(︂
𝐷𝑁 ;

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
= ∆𝑢− 𝑢, 𝑢(𝑥, 0) = 𝑓1(𝑥) ∈𝑊 𝑟1

2 (0, 1)𝑠,
𝜕𝑢

𝜕𝑡
(𝑥, 0) = 𝑓2(𝑥) ∈𝑊 𝑟2

2 (0, 1)𝑠; 0𝑁

)︂
𝐿2,∞

≫ 𝑁−min{𝑟1/𝑠;(𝑟2+1)/𝑠}.

Оценки снизу в (3.13) и (3.14) доказаны.
Для доказательства оценок сверху в (3.13) и (3.14) для заданного 𝑁 > 2 положим 𝑁1 =

[𝑁/2] и 𝑁2 = 𝑁 − [𝑁/2], где [𝑥] – целая часть числа. Тогда оператор

𝜙𝑁 (𝑧(1)
1 , . . . , 𝑧

(1)
𝑁1
, 𝑧

(2)
1 , . . . , 𝑧

(2)
𝑁2

;𝑥, 𝑡) ≡ 𝜙 (1)
𝑁1

(𝑧(1)
1 , . . . , 𝑧

(1)
𝑁1

;𝑥, 𝑡) + 𝜙
(2)
𝑁2

(𝑧(2)
1 , . . . , 𝑧

(2)
𝑁2

;𝑥, 𝑡),

где 𝜙 (1)
𝑁1

и 𝜙
(2)
𝑁2

– те же операторы, что и при доказательствах оценок сверху в теоремах 3
и 4 с 𝑁 = 𝑁1 и 𝑁 = 𝑁2 соответственно (см. (5.25), (5.26) и (5.42), (5.43)), реализует оценку
сверху в (3.13) и (3.14). Это следует из равенства

𝑢(𝑥, 𝑡; 𝑓1, 𝑓2) = 𝑢(𝑥, 𝑡; 𝑓1, 0) + 𝑢(𝑥, 𝑡; 0, 𝑓2),

а также из неравенства треугольника и доказательств оценок сверху в теоремах 3 и 4.
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Таким образом, утверждения К(В)П-1∘ и К(В)П-2∘ в теореме 5 доказаны. Теперь докажем
К(В)П-3∘. Из (5.57) и (5.58) следует, что

𝛿𝑁1,𝑁2

(︂
𝐷𝑁1,𝑁2 ;

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
= ∆𝑢− 𝑢, 𝑢(𝑥, 0) = 𝑓1(𝑥) ∈𝑊 𝑟1

2 (0, 1)𝑠,

𝜕𝑢

𝜕𝑡
(𝑥, 0) = 𝑓2(𝑥) ∈𝑊 𝑟2

2 (0, 1)𝑠; 𝜂𝑁̃︀𝜀𝑁1,𝑁2

)︂
𝐿2,∞

> max
{︂
𝛿𝑁1

(︂
𝐷𝑁1 ;

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
= ∆𝑢− 𝑢, 𝑢(𝑥, 0) = 𝑓1(𝑥) ∈𝑊 𝑟1

2 (0, 1)𝑠,
𝜕𝑢

𝜕𝑡
(𝑥, 0) = 0; 𝜂𝑁̃︀𝜀𝑁1

)︂
𝐿2,∞

,

𝛿𝑁2

(︂
𝐷𝑁2 ;

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
= ∆𝑢− 𝑢, 𝑢(𝑥, 0) = 0,

𝜕𝑢

𝜕𝑡
(𝑥, 0) = 𝑓2(𝑥) ∈𝑊 𝑟2

2 (0, 1)𝑠; 𝜂𝑁̃︀𝜀𝑁2

)︂
𝐿2,∞

}︂
.

(5.59)

Пусть при заданном 𝑁 > 2 минимум величины 𝛿𝑁1,𝑁2 по всем целым положительным парам
𝑁1 и 𝑁2 таким, что 𝑁1 + 𝑁2 = 𝑁 , реализуется при 𝑁1 = 𝑁

(0)
1 и 𝑁2 = 𝑁

(0)
2 . Тогда из (5.59)

следует

min
𝑁1∈𝑍+, 𝑁2∈𝑍+
𝑁1+𝑁2=𝑁

𝛿𝑁1,𝑁2

(︂
𝐷𝑁1,𝑁2 ;

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
= ∆𝑢− 𝑢, 𝑢(𝑥, 0) = 𝑓1(𝑥) ∈𝑊 𝑟1

2 (0, 1)𝑠,

𝜕𝑢

𝜕𝑡
(𝑥, 0) = 𝑓2(𝑥) ∈𝑊 𝑟2

2 (0, 1)𝑠; 𝜂𝑁̃︀𝜀𝑁1,𝑁2

)︂
𝐿2,∞

= 𝛿𝑁

(︂
𝐷
𝑁

(0)
1 ,𝑁

(0)
2

;
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
= ∆𝑢− 𝑢, 𝑢(𝑥, 0) = 𝑓1(𝑥) ∈𝑊 𝑟1

2 (0, 1)𝑠,

𝜕𝑢

𝜕𝑡
(𝑥, 0) = 𝑓2(𝑥) ∈𝑊 𝑟2

2 (0, 1)𝑠; 𝜂𝑁̃︀𝜀𝑁(0)
1 ,𝑁

(0)
2

)︂
𝐿2,∞

> max
{︂
𝛿
𝑁

(0)
1

(︂
𝐷
𝑁

(0)
1

;
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
= ∆𝑢− 𝑢, 𝑢(𝑥, 0) = 𝑓1(𝑥) ∈𝑊 𝑟1

2 (0, 1)𝑠,
𝜕𝑢

𝜕𝑡
(𝑥, 0) = 0; 𝜂𝑁̃︀𝜀𝑁(0)

1

)︂
𝐿2,∞

;

𝛿
𝑁

(0)
2

(︂
𝐷
𝑁

(0)
2

;
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
= ∆𝑢− 𝑢, 𝑢(𝑥, 0) = 0,

𝜕𝑢

𝜕𝑡
(𝑥, 0) = 𝑓2(𝑥) ∈𝑊 𝑟2

2 (0, 1)𝑠; 𝜂𝑁̃︀𝜀𝑁(0)
2

)︂
𝐿2,∞

}︂
.

(5.60)

Из доказательств соотношений (3.10) и (3.12) в теоремах 3 и 4 (см. (5.38)–(5.41) и (5.52),
(5.56) и последующие за ними выкладки) имеем

𝛿
𝑁

(0)
1

(︂
𝐷
𝑁

(0)
1

;
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
= ∆𝑢− 𝑢, 𝑢(𝑥, 0) = 𝑓1(𝑥) ∈𝑊 𝑟1

2 (0, 1)𝑠,
𝜕𝑢

𝜕𝑡
(𝑥, 0) = 0; 𝜂𝑁̃︀𝜀𝑁(0)

1

)︂
𝐿2,∞

≫ 𝜂𝑁 (𝑁 (0)
1 )−𝑟1/𝑠 > 𝜂𝑁𝑁

−𝑟1/𝑠,

𝛿
𝑁

(0)
2

(︂
𝐷
𝑁

(0)
2

;
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
= ∆𝑢− 𝑢, 𝑢(𝑥, 0) = 0,

𝜕𝑢

𝜕𝑡
(𝑥, 0) = 𝑓2(𝑥) ∈𝑊 𝑟2

2 (0, 1)𝑠; 𝜂𝑁̃︀𝜀𝑁(0)
2

)︂
𝐿2,∞

≫ (𝜂*𝑁 )𝛼(𝑠)(𝑁 (0)
2 )−(𝑟2+1)/𝑠 > (𝜂*𝑁 )𝛼(𝑠)𝑁−(𝑟2+1)/𝑠.

В итоге из (5.60) и последних соотношений получаем

min
𝑁1∈Z+, 𝑁2∈Z+
𝑁1+𝑁2=𝑁

𝛿𝑁1,𝑁2

(︂
𝐷𝑁1,𝑁2 ;

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
= ∆𝑢− 𝑢, 𝑢(𝑥, 0) = 𝑓1(𝑥) ∈𝑊 𝑟1

2 (0, 1)𝑠,

𝜕𝑢

𝜕𝑡
(𝑥, 0) = 𝑓2(𝑥) ∈𝑊 𝑟2

2 (0, 1)𝑠; 𝜂𝑁̃︀𝜀𝑁1,𝑁2

)︂
𝐿2,∞

≫ 𝑁−min{𝑟1;𝑟2+1}/𝑠 min{𝜂𝑁 ; (𝜂*𝑁 )𝛼(𝑠)}.

Отсюда следует (3.15). Теорема 5 полностью доказана.
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