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ВВЕДЕНИЕ 

1. В 1871 г. М. Нётер опубликовал работу [31], в которой 
дал набросок доказательства одной из своих знаменитых тео­
рем: группа бирациональных автоморфизмов Сг(Р2) плоскости 
Р2 над алгебраически замкнутым полем k порождена квадратич­
ными и линейными проективными преобразованиями. Квадра­
тичными называются бирациональные преобразования вида 

(x0. -xl . x 2 ) ^ ( F 2 ( x O . ХЬ x 2 ) . E 2 ( x 0 , x i , x2)> E 2 ( x 0 . XU x 2 ) ) , 

где хй, xu x2— 'однородные координаты P2, a F2
i(xa, X\, x2), 1 = 

= 0, 1, 2 — некоторые формы степени 2. Элементарно проверяет­
ся (см., например, [29]), что любое квадратичное бирациональ-
ное преобразование представляется в виде композиции проек­
тивных преобразований и «стандартного» квадратичного преоб­
разования 

\XQ, x i , x2) l - > " (x lx2 i XQXZ, x Q x i ) , 

так что, в действительности, группа Сг(Р2) порождается этим 
одним стандартным преобразованием и проективными преобра­
зованиями FGL(3). 

Идея доказательства этой теоремы состоит в следующем. Лю­
бое бирациональное преобразование 

отличное от линейного, задается линейной системой |х|— 
-V nh~ 2v*e< 

i—l 
кривых степени n > 2 с базисными точками е 

(включая «бесконечно близкие»; см. точное определение и фор­
мулировку в (1.3; гл. I)) кратности v., где h — класс дивизоров 

ы 
(п~-3m)h— 2 tyi — m)ei\, 

i—l 
прямой на Р2. Линейная система 
т>\, называется m-той присоединенной системой к линейной 
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системе 
N 

nh— _ ^ег | и является в некотором смысле (см. 1.3; 
i—l 

гл. I) бирациональным прообразом относительно х линейной 
•системы \h-\-mKp* |, где Kv---— ЗА — канонический класс ди­
визоров на Р2. Так как | А + m-ЛГр-| == 0 , Vm>l, то оказывает­
ся (ем. 2.1; гл. I), что и т-тая присоединенная система к |х| 
пуста для любого /п>\. Отсюда выводится следующий факт: 
в |х | существует такая базисная точка еь что Vj >••--. Этого 
неравенства, вернее его аналога для рациональных линейчатых 
поверхностей, уже достаточно для доказательства теоремы 
Нётера (см. 2.11; гл. I). В действительности, несколько более 
точные рассуждения показывают, что существуют три точки, 
скажем, еи е2. е3 в |х | такие, что v1 + \i2 + v3>/.i (неравенство 
Нетера, см., например, [1, 13, 29]). Если точки еъ е2, бзл—-ат 

на Р2 в общем положении, то существует квадратичное бира-
циональное преобразование xx:P2->P2, определенное линейной 
системой |Xi |-=|2А — е. — e2 — ез| коник, проходящих через 
точки е1, е2> ^з- Тогда композиция x/==Xi°X задается линейной 
•системой 

N' 

Ix'H (2ft-v1—v2—v3) A — {sum} v;e; 
i—i 

«степени» n' = 2n—v1—v2—v3<n. Тем самым определен «спуск»— 
понижение «степени», продолжая который получаем доказатель­
ство теоремы. 

В [31] М. Нётер ограничился рассмотрением только случая 
«общего положения» базисных точек е1, е2, бз максимальной 
кратности. Однако как показывают простые примеры (см. [29]), 
эти точки не всегда находятся в общем положении и даже не 
всегда все три лежат на плоскости Р2 (среди них могут быть и 
«бесконечно близкие»). Тем самым доказательство теоремы 
оказалось неполным. Анализ случаев необщего положения до­
вольно деликатен. Впоследствии ему были посвящены многие 
публикации ('история вопроса с полной библиографией содер­
жится в [29]). Как отмечено в [29], первое строгое доказатель­
ство теоремы Нётера было дано Кастельнуово в 1901 г., и первое 
наиболее понятное — Александером в 1916 году. 

2. Изложенная выше идея без труда распространяется и на 
многообразия высшей размерности, для которых яг-тая, Vm > 1 
(или даже Vm > 1), присоединенная система к системе гипер-
плоских сечений пуста. Так, например, если V сР и — гладкое 
трехмерное многообразие с PicI/— ZA, где h Kv — класс 
гиперплоского сечения, Kv — канонический класс (т. е. V — мно­
гообразие Фано), х-^-^У—бирациональный автоморфизм, не 
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•являющийся изоморфизмом, и \х\ , л > 2 , — со-tth— {sum} v , e f 
t—i 

'ответствующая линейная система, то так как \h-\-mKv\ = 0t 
V m > l , TO m-я присоединенная система 

N 

N 

(n—m)h— 2 {^i — f^i)ei 

пуста для любого m > 1 , где 6j=l , если ei — базисная кривая 
(возможно «бесконечно близкая»), и 6i=2, если ei — базисная 
точка (также возможно «бесконечно близкая») (см. 2.1; гл. I ) . 
Отсюда лри пг — п получаем неравенство Фаио (2.2.4; гл. I ) : 
Уг>пбг для некоторого L 

Исходя из этих соображений и ограничиваясь случаем об­
щего положения базисных кривых и точек максимальной крат­
ности, Фаио «доказал» в [25], что гладкая трехмерная кварти-
ка V=V4_-P4 не имеет 'бирациональных автоморфизмов, отлич­
ных от проективных, и описал (неполную см. § 4; гл. II) систему 
образующих группы BirV- бирациональных автоморфизмов пе­
ресечения квадрики и кубики Ve в Р5. Анализ случаев необще-
го положения здесь оказался настолько трудным, что первое 
полное доказательство теоремы Фано о квартике V4 было дано 
только более полстолетия спустя в работе [8], а теоремы (уточ­
ненной) о V6 — в работе [6] (см. также § 2; гл. II и § 4; гл. II). 

3. Метод Нётера—-Фаио понижения степени биранионального 
автоморфизма позволяет не только описывать образующие (а 
иногда и соотношения см. §§ 3, 4; гл. II) групп бирациональных 
автоморфизмов, но также доказывать нерациональность некото­
рых классов многообразий (или, более общо, несуществование 
бирациональных отображений между некоторыми отдельными 
многообразиями). Ограничиваясь также случаем общего поло­
жения базисных кривых и точек максимальной кратности, Фано 
в [27] «доказал» таким способом нерациональность многооб­
разия V8 —Р6 — полного пересечения трех квадрик, многообра­
зия ViocrP7 — сечения грассманианэ G(l,4)c:P9 двумя гипер­
плоскостями и квадрикой в общем .положении, и многообразия 
V14c:P9 —сечения грассманиана G(l,b)czPu пятью гиперплос­
костями в общем .положении. К сожалению, доказательства 
этих глубоких и красивых результатов, .намеченные в [27], 
пока не доведены до конца. Отметим, что последнее из назван­
ных многообразий бирационально эквивалентно, как показал 
Фано в [26] (см. также § 1; гл. III), гладкой трехмерной кубике 
V3c:P4, нерациональность которой доказана другим способом в 
работе Клеменса и Гриффитса [22] (см. также [30] и [15]). 
Этим же способом доказана нерациональность полного пересе­
чения трех квадрик Vs.—Р6 (см- [16, 201) и «общего» в (смысле 
пространства модулей) многообразия Vi-crP7 (см. [20], где до-
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казана также .нерациональность многих других «общих» много­
образий Фаяо, си. также обзор [17]). 

4. В настоящей работе мы развиваем и уточняем метод Не-
тера—Фано и описываем с его ПОМОЩЬЮ группы бирациональ-
ных автоморфизмов следующих 4-х типов многообразий Фано: 

1) двойного накрытия Р3 с ветвлением в гладкой поверхности 
степени 6; 

2) гладкой квартики V.. в Р4; 
3) двойного накрытия гладкой квадрики QczP4 с ветвлением 

в дивизоре, высекаемом на Q квартикои в Р4; 
4) полного пересечения V6 квадрики и кубики в Р5. 
В качестве следствия мы получаем доказательства нерацио­

нальности указанных типов многообразий. 
Многообразия типа 1) и 2) изучены с этой точки зрения в, 

работе [8], где доказано, что они не имеют бирациональных ав­
томорфизмов, отличных от бирегулярных. Результаты о группах 
BirV многообразий V типов 3) и 4), а также об их нерациональ­
ности анонсированы в заметках [5] и [6]. 

Отметим, что унирациональность многообразий типа 4) была 
доказана Энриквесом в [23] (см. также, [34, 16] и (§2; гл. Ш) 
настоящей работы)), унирациональность многообразий типа 3)' 
известна из работы [35], унирациональность некоторых много­
образий типа 2) доказана В С&гре [36] (см. также [8] и (§ 2; 
гл. III)). Неизвестно, унирационально ли общее многообразие-
типа 2) (т. е. общая квартика в Р4) и любое гладкое многооб­
разие типа 1). 

Настоящая работа состоит из трех глав. В главе I излагает­
ся (в формализованном виде) метод присоединения и неравен­
ства Нётера—Фано. § l содержит некоторые предварительные 
результаты, необходимые для дальнейшего. В § 2 доказывается 
неравенство Нётера-Фано и в качестве следствия и иллюстрации 
метода доказывается теорема Нётера об образующих группы 
Bir(P1xP1) . В § 3 содержится усиление неравенства Фано,. 
вязанное с рассмотрением «бесконечно близких» базисных: 
ривых и точек максимальной кратности. 

В главе II доказываются основные теоремы о группах бира-
диональных автоморфизмов BirV многообразий Фано типов 
1)—4). В § 1 содержится конструкция пробного класса. В § 2 
доказывается, что для многообразий V типа 1) и 2) группа 
Bir V совпадает с группой Aut V бирегулярных автоморфизмов. 
В § 3 вычисляется группа Bir V для многообразий типа 3), а в 
§ 4 описываются образующие и соотношения в группе Bir V 
для многообразий типа 4). 

Глава III посвящена некоторым отдельным вопросам из би-
рациональной геометрии трехмерных многообразий. В § 1 дает­
ся краткое изложение конструкции бирационального изоморфиз­
ма трехмерной кубики V3{subset}P4 с многообразием Фано Vu — P9. 
В § 2 воспроизводятся классические конструкции унирациональ-
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ности некоторых многообразий Фаио. Последний § 3 посвящен 
обобщению метода Нётера-Фано «раскручивания» бирациональ-
ных автоморфизмов на трехмерные многообразия, представимые 
в виде расслоения на коники над рациональной поверхностью. 

В этой работе мы будем свободно пользоваться обозначения­
ми и некоторыми результатами предыдущего обзора [7]. 

Глава I 
НЕРАВЕНСТВА НЁТЕРА-ФАНО I 

§ 1. Некоторые предварительные результаты 
Всюду в этой работе, кроме специально оговоренных случаев, 

основное поле k будет предполагаться алгебраически замкнутым 
и char кф2 и 3. 

1.1. Пусть X — гладкое полное многообразие над к и 
dimX 

А(Х) = © A'(X) —кольцо Чжоу алгебраических циклов отно­
сительно численной эквивалентности с градуировкой, опреде­
ляемой коразмерностью циклов. Если cp:Xj->X2 —морфизм 
гладких полных многообразий, то определены следующие два 
гомоморфизма: 

<-P*:A(X2)-^A (Xi) — гомоморфизм градуированных колец с 
единицей; 

f •.: A (Xi) {to} A (X2) — гомоморфизм градуированных групп сте­
пени dimX2 —dhnXi. 

Эти гомоморфизмы связаны следующей «формулой проекции» 
(см. [10]): 

Ф*(Дг¥*(а^) = Ф*(а1)-в2. ai6A(Xi), a26A(X2){cdot} ( U . l ) 
В дальнейшем мы постоянно будем пользоваться следую­

щими свойствами гомоморфизмов ср* и ср.... 
(i) Пусть <p:X-{to}X2 — бирациональный морфизм, тогда 

Ф*: A (X2) ->• А (Хх) — вложение и <р*". А (X!) {to} А (Хо) — сечение мор-
физма ср*, т. е. Ф^Ф* = id. Поэтому 

А(Х,) = <р*А(Х,)Шег^. (1.1-2) 
Формула (1.1.2) для моноидальных преобразований с неосо-

быми центрами доказана в [11]. Для любого биращганального 
морфизма она легко доказывается с помощью теоремы об устра­
нении неопределенностей рационального отображения (в данном 
случае обратного к бирациональному-морфизму ф) с помощью 
моноидальных преобразований с неоообыми центрами (в случае 
характеристики 0 см. [28], а в случае характеристики p>0 и 
dimX<3cM. [19]). 

(ii) Пусть а : -̂ i{to}X2 — моноидальное преобразование с 
гладким неприводимым центром ficrX2, b<-A(Xi)— его класс, 
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£=<Г' (В) и евА (Xi) — класс E, тогда 
A1(Xl) = f*Al(X^@Ze, Ф*(е)-=0. (ГГЗ) 

Аналогичная формула верна и для группы Пикара: 
PicX-.- .-^PicXaSZE, <р,(Е)=0. 

Мы будем пользоваться формулой (1.1.3) в случае, когда 
A^XJ-PicX . 

(Ш) В условиях (ii) пусть с, ( X ) - первый класс Чженя мно­
гообразия X (см., например, [32]), тогда 

с1(Х})=в*с1(Х2)-Ье, 8 - d i m X 2 — dimi9 — l. (1.1.4) 
В частности, 

VMXi)=---i(*a)- (1-1.5) 
Из теоремы Римана-Роха-Гротендика [21] следует, что по­
следнее равенство справедливо для любого бирационального 
морфизма ср (с заменой о.,, на ф.,,). 

(iv) Пусть dimXi = dimX2-=3, тогда в условиях (ii) и (ш) 
•структура кольца A(Xi) описывается формулами из леммы 3.14, 
гл. I обзора [7] (см. также [8] 1,2,г), с заменой X на Х2, X', 
на Xi, У н а В и Г на £. 

1.2. Пусть %:X{to}X' — рациональное отображение гладких 
•проективных многообразий. Под разрешением особенностей % 
мы будем понимать следующую коммутативную диаграмму 

(1.2.1) 

где ф — бирациональный морфизм, cri+ь i :X.+.{to}Xi, t = 0, N—\,— 
М'Оноидальное преобразование с неособым и неприводимым цент­
ром BicXi (см. [28, 19, 37]). 

Отметим, что разрешение (1.2.1) отображения % определено 
не однозначно. 

В дальнейшем мы будем придерживаться следующих обо­
значений: 

E; — a-]_,(.5/_i)-прообраз на Xi центра В^аХ^ 
е; —класс Et в Ax(Xi)i (1.2.2) 

&,—класс Bt в A6i+l(Xi), где 5i-=dlmX—dim-5. — 1; 
/ i — класс в Ай1тХ~1'(Х1) прямой в слое E; 
aij — °/+i,/°. • -0°i,i-i'-Xi->:Xj, i > J', oH = ld. 
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A (Xj) будем отождествлять с помощью морфизма о* с под-
кольцом в A (Xi), i>j, а'также А (X')—сподкольцом в A (X.v) 
(в случае бирационального морфизма ср), опуская при вычисле­
ниях символы о* и ф*. 

1.3. Пусть la Ox — когерентный пучок идеалов на много­
образии X, xQX — некоторая точка (в схемном смысле). Крат­
ностью точки х относительно I называется целое число (или оо) 

*̂ (/)--= sup {v | m p / Д 
где тпхсОх —-максимальный идеал в локальном кольце Ох 
точки х, /л- —слой пучка / в точке х. 

Справедливы следующие утверждения (см., например, [28]). 
(i) Кратность как функция от х полунепрерывна сверху: 

если х' — специализация точки х, то чх< (1)>чх(1). 
(ii) Пусть o:Xi-^X2 — моноидальное преобразование с не­

особым центром B(zX2\ x—общая точка В; E=<r- (B)cXi. 
Далее, пусть DciX2— эффективный дивизор. Ох,(— D) — его 
пучок идеалов, тогда vx (рхг (— D)) равно кратности компоненты 
Е в полном прообразе a-1 ф) дивизора D. 

Дивизор о-1 (D) — чх (бх2 (— D)) Е называется собственным 
прообразом на Хх дивизора DcX2-

(Ш) В диаграмме (1.2.1) пусть \Н' \ — линейная система 
гиперплоских сечений многообразия X'. Тогда отображение 
Xi~X°bio'Xi-^X' может быть задано линейной системой М%к, 
которая определяется одним из следующих трех способов: 

а) Mxi = {a.v.i-T-1(.0')l-0'e|//'|}; 
б) пусть YidXi, i = 0, . . . , N — l, —замкнутое подмножество, 

состоящее из всех точек, где отображение x^.o'-XWX' 
не определено, Ut— X- — Yt, тогда Mx—наименьшая линейная 
система, содержащая замыкания на X. всех дивизоров на Ut 
вида (xi\U!Tl(D'), D'e\H'\; 

в) пусть 7 г с ©х—-пучок идеалов, порожденный пучками 
идеалов вида 0Xl( — А ) , D&M%t, vi+1 —v4, (It), где bt^Bt 

N-l 

ний [7]. 
З а м е ч а н и я . Определение б) показывает, что М%=М% 

не зависит от способа разрешения (1.2.1)., как и должно быть 
Замкнутая подсхема Y• в Xit определяемая когерентным 

пучком идеалов Ih есть не что иное, как базисная схема линей 
ной системы М% , a Yt — ее носитель. 

Если в диаграмме (1.2.1) cxij(.8i)c:Fj, то и о классической 
терминологии В{ называется бесконечно близкой к Bj-1{cdot} 

В дальнейшем нам понадобятся разрешения неопределеннс 
стей рационального отображения некоторого специального вида 
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которое мы сейчас определим. Существование такого разреще- J, 
ния в случае характеристики 0 доказано Хиранакой [28]; в слу- i 
чае характеристики p > 0 см. Абьянкар [19]. | 

1.4. О п р е д е л е н и е . Разрешение неопределенностей рацио- ) 
нального отображения %, описанное в 1.2, будем называть до- ! ; 
лустимым, если оно обладает следующими свойствами: ; 

(i) все Bt не пусты 5 г с К г и общий дивизор L).6Mx.> а также у-
схема Yi нормально плоски (в смысле [28]) вдоль Bt; ц 

(ii) для любой точки &6Ei N1^(7;)-=maxvx(/j); i = 0, ..'., N—-1; j 
(iii) для любой точки ХщаХ^ и x/== ••"+:,/(xz+i), xt&Xh y\ 

имеет место неравенство v_ +̂i (7,+1) < v.*. (У,). 1 
З а м е ч а н и я . Из (1.4, iii) следует, что для допустимого | 

разрешения v 1 > v ! > . . , > v ; , (см. определение ^ в (1.3, Ш, в). Н 
В определении допустимого разрешения мы не требуем ника- -.i 

кого условия минимальности. Например, N может быть сколько и 
угодно большим даже в случае, когда линейная система М% fj 
имеет единственную базисную кривую Уо с кратностью 1. В ка- -, 
чвстве Si, i — 0,..., N—2, здесь можно взять различные точки 'j 
на У0. л 

В случае dimX = 2 любое разрешение, центры которого со- > 
держатся в базисных точках, допустимо. Нормальная плоскость , 
общего дивизора Di вдоль Bi равносильна равнократности 5i 
BDi (см. [28]). | 

И З требования допустимости разрешения % будет использо­
ваться только монотонность кр'атностей v\> ... >VN И следую­
щее утверждение. 

1.5. П р е д л о ж е н и е . В диаграмме (1.2.1) пусть dimX = 3 
и разрешение неопределенностей % допустимо, тогда в случае, 
когда £i —линейчатая поверхность (т. e. £,.-£Р2), ни один ее 
слой не принадлежит базисному подмножеству yi. В частности, | 
Bi не может быть слоем Ei. ' | 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из нормальной плоскости общего ди- | 
визора Di_x&M^l_l вдоль fii_i следует, что пересечение DiflEi | 
плоско над .6i_.. Поэтому слои Ei не могут содержаться в yi, j 
что и утверждалось. 

1.6. При разложении бирациональных автоморфизмов X в j 
произведения простейших возникает необходимость следить за | 
изменением кратностей vi базисных множеств (а также за «об- ! 

разами» этих множеств) при бирациональных отображениях. 
В виду того, что бирациональные автоморфизмы не всюду опре­
делены и что их разрешение определено, вообще говоря, неод­
нозначно, это вызывает большие затруднения, если только огра­
ничиваться рассмотрением одной гладкой геометрической моде­
ли X. Короче говоря, возникает вопрос: как перемножать би­
рациональные автоморфизмы? Оказывается, что композиция 
бирациональных автоморфизмов хорошо определена на «беско-
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нечной модели Римана—Зарисского» поля рациональных функ­
ций k(X) (см. определение, например, в добавлении Липмана в 
[38]), точнее хорошо определено представление группы Bir(X) 
бирациональных автоморфизмов X на индуктивных пределах 
колец Чжоу относительно бирациональных морфизмов многооб­
разий бирационально эквивалентных X. 

В двумерном случае соответствующий формализм развит 
Ю. И- Маниным в [12] гл. V. Этот формализм без труда обоб­
щается и на многообразия произвольной размерности. Воспро­
изведем здесь ело краткое .описание. 

1.7. Пусть В(Х)—категория, объектами которой являются 
бирациональные морфизмы X'{to}X, где X' — гладкое полное мно­
гообразие, а морфизмами — коммутативные диаграммы вида 

X'{to}X" 
\ / / (1.7.1) 

Ф' X Ф". 
Множество объектов категории В(Х) снабжено естественным 
•частичным порядком: ф':з-ф", если имеет место диаграмма 
(1.7.1). Теорема о разрешении особенностей (в случае характе­

ристики 0 си. [28] и в случае характеристики р > 0 и dimX{le}3 
см. [19]) показывает, что это множество направлено: для любых 
двух объектов ф' и ф" существует третий ер такой, что фЭ-
15-ф1 и ф'^-фг". Более того, из теоремы о разрешении в смысле 
(1.2,1) следует, что моноидальные преобразования с неоообыми 
центрами и их.композиции составляют конфикальное подмно­
жество в множестве всех морфизмов категории В(Х). 

1.8. О п р е д е л е н и е . Положим 
^ ( ^ - П ш Л ^ О . 

где предел берется относительно отображений ф* всевозможных 
бирациональных морфизмов ф : X{to}X (X' — гладкое). 

З а м е ч а н и я . Ввиду сказанного в конце 1.7, в случае ха­
рактеристики 0 или характеристики р>0 и dirrJf{le}3 .предел в 
1-8 можно брать только по бирациональным морфизмам, пред-
ставимым в виде композиции моноидальных преобразований с 
неособыми центрами-

A*(X) снабжено естественной структурой градуированногс 
кольца: 

dlmx 
А*(Х)= ®QA*l(X). 

Можно рассмотреть также проективный предел групп 
A:i!(X) = limA(X0 

-..— 
•относительно гомоморфизмов ф-... Согласно (1.1.5), в А% (X) 
выделен канонический элемент U (X) — образ канонического клас­
са Кх. Предельная группа A--. (X) нам не понадобится; некото­
рую информацию о ней (в случае dimX—2) читатель может 
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найти в книге [12] гл. V. Всюду в дальнейшем мы будем пред­
полагать, что либо chark = 0 либо char&>0 и d i m X < 3 ; так 
что имеет место теорема о разрешении неопределенностей ра­
ционального отображения. 

1.9. П р е д л о ж е н и е . Всякое бирациональное отображе­
ние %: Х-^-Х' индуцирует изоморфизм градуированных колец. 
(который мы для краткости будем обозначать той же буквой) 

%:А*(Х)-+А*(Х'), 
т. е. кольцо A*(X) является бирациональным инвариантом и 
соответствие Х-*-А*(Х) представляет собой ковариантный функ­
тор из категории алгебраических многообразий с бирациональ-
ными отображениями в качестве морфизиов в категорию гра­
дуированных колец-

В частности, группа Bir(Z) бирациональных автоморфизмов 
многообразия X представлена в кольце А* (X) и сохраняет гра­
дуировку. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть % : X{to}X' — бирациональное-
отображение и 

X" 

— какое-нибудь разрешение неопределенностей отображения %. 
Тогда категория В(Х") вкладывается в категорию В(Х) по­
средством морфизма и, а в категорию В (X') • посредством ср. 
Образы этих вложений, как легко видеть, конфинальны, что 
приводит к отождествлению А*(Х) cA*(X')-

Стандартная проверка показывает независимость изомор­
физма % • А* (Х)-+А* (X.') от выбора разрешения и его функто-
риальность по %.Щ 

1.10. О п р е д е л е н и е . Положим 
Z*(X)=A*1(X), 

где A*'(X)—компонента степени 1 градуированного кольца 
А*(Х). 

1.11. З а м е ч а н и я . (1) Определение 1.10 вызвано тем 
обстоятельством, что в приложениях используется не все кольцо' 
А'*(Х), а ТОЛЬКО его компонента степени 1. Как сообщил автору 
Ю. И. Манин, кольцо А*(Х) порождается компонентой А*{(Х): 
возможно этим и объясняется исключительная роль этой ком­
поненты в приложениях. 

(и) В книге [12] для случая dimX-=2 определено некоторое 
пространство Е(Х), которое позволяет указать удобную «гео­
метрическую» систему обазующих группы Z*(X). Кроме A'(X)„ 
образующими в Z*(X) являются точки, лежащие «на» и «над» 
поверхностью X. В случае dimX>3, ввиду неоднозначности раз­
решения неопределенностей бирациональных отображений, та­
кой удобной «геометрической» интерпретации уже нет. (Можно,. 
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однако, и в этом случае указать некоторый вариант конструк­
ции Е(Х), который будет подробно описан в другом месте. 

(Ш) В приложениях (см. гл. II) мы будем ограничиваться 
вычислениями на некотором «конечном уровне», т. е. в кольце 
Чжоу A (А") многообразия X', (Х'-^Х) &В (X), предполагая при 
этом, ЧТО всегда имеется возможность предельного перехода, 
обеспечивающая инвариантность вычислений относительно вы­
бора модели X'. 

§ 2. Неравенства Нетера—Фано 
2.1. Лемма . В условиях 1.2 пусть х~бирациональное 

отображение и пусть |И' |—- подвижная (т. e. d i m | / / / | > l ) ли­
нейная система на X' без базисных точек и неподвижных ком-

def 
понент и | Я | = |алл10оф~-(Я')| —ее полный прообраз на X. Пред­
положим, что A1 (X')<=^PicX' и существует такое целое число' 
;тг0>0, что т-я присоединенная линейная система \Н'-\-тКх,) 
пуста для любого т>1п0. Далее, пусть h' — класс Н', h — 
класс Н в A (XN) и vb . . . , v^—-такие целые числа, что 

ы 
А' = А - 2 ^ е , (2,1.1) 

(V; существуют и единственны, потому что h = a*N JaN 0*°у*{к')) 
N \ 

и A'(Xyv)-=A1(-50 + 2 2-зг, см. 1.1. . Тогда ^ г >0, v i - = l , . . . 

..., /V, и для любого т>т0, если линейная система \Н+тКх | 
не пуста, то существует такое i, 1 < i < J V , что 

b>mh. (2.1.2) 
где 6i — такое же, как и в (1AA). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как линейная система | # ' | по­
движна и не имеет базисных точек и неподвижных компонент,. 

! то это же верно и для линейной системы |cp-1(#') | на Хм. Сле­
довательно, (h ' . / i )>0, где fi —- класс прямой в слое Ei. Умно-

! жая равенство (2.1.1) на fi и пользуясь тем, что по формуле 
t проекции (h-fi)=0, (ej.fi) =0 при t'=5-=/и (ei.fi) =—1, получав!' 

• Отметим, что если в (1.3, Ш) вместо линейной системы ги-
: перплоских сечений \Н'\ рассмотреть линейную систему \Н'\ 

из (2.1), то мы получим интерпретацию чисел vi в виде крат-
ностей базисных множеств Bj_i « «собственном прообразе» на 
Xi_i (относительно %) линейной системы |Н'\. 

! Для доказательства неравенства (2.1.2) напомним, что 
\ н 

\ Cl(X)=~Kx и c1(XN)^cl(V)~ {sum}S^. 
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Рассмотрим выражение 

h' — тсх {XN) = {h — mcx (X))—{sum} (vt — mbt) elm 

N 

(2.1.3) 

Применим ф,,- к обеим частям равенства (2.1.3). Так как 
Ф*Ф* — id и Ф*--1 (-̂ .v) = Ci (X'), т 0 левая часть ф,.. (ft' — /ract (X^)) — 
это класс линейной системы \Н'-\-тКх'\, которая пуста, по 
предположению. Следовательно, правая часть (2.1.3) не может 
быть классом эффективного дивизора. Если \Н'+-тК'х| = 
= \H — mci(X)\ содержит эффективный дивизор, то, очевидно, 
класс (h — mci(X)) в А1 (Хм) представлен эффективным диви-

-V 

зором. В таком случае класс 2(m-- . —v.)e; не эффективен, 

т. е., по крайней мере, один из коэффициентов должен быть 
•отрицательным: это и есть (2Л.2).Н[ 

2.2. С л е д с т в и я . (I) В условиях леммы 2.1 предположим 
дополнительно, что PlcX~Zh, где /г —положительная обра­
зующая, Ci(X) = rh, г > 1 , и 

N 

h'— n/г—__ v;<3., n>rmQ. 

Тогда существует такой индекс i, что 

v . > i (2.2.1) 

(ii) В условиях (i) предположим, что X—X' = P2, А' —/г — 
класс прямой и х:-32-^-32--бирациональное преобразование, 
заданное линейной системой 

.у 

nh—\ vjgj n>3, 

тогда для некоторого i имеет место неравенство 

Ь> з* (2.2.2) 

(iii) В условиях 2.1 пусть X = F4, X' — F.-^—стандартные 
рациональные линейчатые поверхности, |/t''| = | / / | — линейная 
система слоев поверхности Fa> и s, s' — классы исключитель­
ных сечений на F? и F-<, соответственно. Пусть x:F<~->--V—• 
бирациональное отображение, заданное линейной системой 

ЛГ 

tnf+ns— 2 v ^ i n>2, 
i—l 
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тогда если v.< — , v( = 1 TV, TO 

n>~^m. (2.2.3) 

В частности, если X^LF0^P1XPl, то /г>/тг, и если X----F.— 
образ ПЛОСКОСТИ Р2 при раздутии ОДНОЙ точки, то n > -o-rn. 

(iv) В условиях (i) пусть X—l/ —трехмерное многообразие 
Фано первого рода и индекса г (см. [7], 2.1; гл. IV), X'= V — 
гладкое трехмерное многообразие и 

h'— nh~__ v/gj, n>rm0. 
i = l 

Тогда существует i такое, что 
ti, если -S;.! — точка, 

Ь>\\ и (2.2-4) 
п, если Bi_x — кривая. 

(v) В условиях 2.1 пусть X — расслоение на коники над 
гладкой проективной рациональной поверхностью 5, т. е. 
существует плоский морфизм f-.X-^-S, каждый слой которого 
изоморфен плоской проективной конике (возможно приводимой 
или кратной). Предположим, что PicX-—/*Pic5-f Z/Gc. Пусть 
т0 = 1 и 

h' = r}if*C — nKx—^vlei, n>\, 

где С —дивизор на 5. Если v̂  <•-,/-. Vi — 1 N, то линей­
ная система | mf*C \ пуста на X. 

Д о к а з а т е л ь с т в о , (i) Согласно лемме 2.1, достаточно 
проверить, что линейная система \nh — mcl(X)\ не пуста при 
/и = Г—~ L т 
ку п>г 

п 
где |_— 

' п 
г 

•-целая часть - , но это очевидно, посколь-

(ii) Это утверждение является частным случаем утвержде­
ния (i) с г = 3, /л0-=1 и S—Г Vt = l...iV. 

(Ш) Канонический класс Kvg на F- равен - (<7 + 2 ) / - 2 s . 
Следовательно, \f — mKpq, j — 0 для любого т>\, 

п т. е. 1Щ = 1. Так как, по предположению, v-<—-, то, по лемме 
2.1, линейная система #i/+/is + -— Kvq 
пуста. Отсюда вытекает неравенство (2.2.3). 

п (q + 2) 
) / ) 
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(iv) Неравенства (2-2-4) являются частным случаем (2.2.1) 
для многообразий размерности 3: значения 6i вычислены по 
формуле (1-1.4). 

(v) Здесь dimX — dimX — 3- Так как по условию vi{le}6in, v i = 
= 1, . . . , N, то, по лемме 2.1, линейная система \mf*C\ не со­
держит эффективный дивизор, что и утверждается. И 

2.4. З а м е ч а н и я , (i) Неравенства (2.2.4) принадлежат 
Фано [25]. Мы используем их, а также усиленный их вариант 
(см. 3.8.1), в главе II для описания бирациональных автомор­
физмов некоторых классов трехмерных многообразий Фано. 

(и) В утверждении (v) намечен некоторый подход к вычис­
лению групп бирациональных автоморфизмов гладких проек­
тивных трехмерных многообразий, представимых в виде рас­
слоений на коники над рациональной поверхности. Несколько 
подробнее мы будем говорить об этом в главе III, § 3. 

(Ш) Неравенства (2.2.2) и (2.2.3) мы используем сейчас для 
доказательства аналога теоремы Нётера, а именно, для описа­
ния образующих группы Bir (Р1 X Р1). На этом примере мы 
продемонстрируем также подход Нётера — Фано к изучению 
бирациональных автоморфизмов алгебраических многообразий, 

2.5. Пусть xGFn— некоторая точка на рациональной линей­
чатой поверхности Fn. Обозначим через ах элементарное бира-
циональное отображение, состоящее в раздутии точки х и после­
дующим стягиванием собственного прообраза слоя, содержаще­
го точку х. Если х не лежит на исключительном сечении s, то 
ах отображает Fn на Fn_i, в противном случае — Fn на Fn+i> 
Пусть х, #GF,—Р'хР1 точки, не лежащие на одном слое любой 

def 
из двух проекций Fo{to}P'- Тогда $ху = ах• ау : Fo{to}F0 —бирацио-
Нальный автоморфизм, где отображения ах и ау рассматрива­
ются относительно одной фиксированной проекции Fo—>-Р'. 

Хорошо известно (см., например, [1, 13]; впрочем, это лег­
ко проверяется и непосредственно), что любое бирационалыюе 
отображение над Р1 

^:Fn{to}F„-

раскладывается в композицию элементарных отображений вида 
ал. и некоторого Р'-автоморфизма F.2-. В частности, отсюда 
следует, что любой бирациональный автоморфизм над Р1 

x:Fo->F0 

раскладывается в произведение бирациональных автоморфиз­
мов вида $ху и некоторого бирегулярного Р'-автоморфизма. 
С помощью автоморфизмов из группы PGL(2)xPGL(2) любую 
пару точек (х, у), не лежащих на одном слое, можно перевести 
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в любую другую, обладающую этим свойством. Поэтому любой 
бирациональный автоморфизм F-, переводящий слои фиксиро­
ванной проекции F-->-Р' снова в слои этой же проекции, пред­
ставляется в виде произведения одного из преобразований $ху 
(возможно входящего в произведение несколько раз) и авто­
морфизмов из группы PGL(2) XPGL(2). 

Напомним, что группа бирегулярных автоморфизмов 
Aut(P1xP1) представляется в виде расширения 

1 {to}POL(2)XPQL(2){to}Aut(P1XP1)^{l. ^}->l> 
где т —инволюция, переставляющая множители произведения 
Р'ХР1 . 

2.6. Т е о р е м а . Группа бирациональных автоморфизмов 
Bi r (P 'xP I ) порождена бирациональный автоморфизмом $Ху 
для некоторой фиксированной пары точек (х, г/)бР1хР1 и би-
регулярными автоморфизмами Aut(P IXP1). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть % : F-{to}F0 — бирациональный 
автоморфизм, f, s — классы слоев двух проекций F----P1. В усло­
виях леммы 2.1 положим | h'\ — \ f |, тогда 

N 

й' — mf-\-ns — {sum} v-е.; т>0, / г>0, (2.6.1) 

причем, по крайней мере, одно из чисел т, п отлично от нуля. 
Можно считать, что т>п. В противном случае этого можно 
добиться, применив автоморфизм т (т. е. заменив % на i°x). KO ' 
торьш меняет местами коэффициенты при f и s, ei переводит в 
некоторые е/ с сохранением коэффициентов vi. 

Здесь и далее мы используем формализм действия бирацио­
нальных отображений на группы Z*(F„) в «геометрических» 
терминах пространств E(Fn). описанный в [12], гл. V. 

Если /г=0, то из того, что (А')2 —0 следует mf— {sum} мге; = 

= —{sum}v2 = 0, т, е. V; —0, Vj = 1 N. И так как (f-Kpa) = 

= А ' ^ + | . г г Ц т / - 2 / - - 2 5 - - 2 е , - = - - . 2 т , то т=\. 

Стало быть, | А ' | - = | / | , т. е. бирациональный автоморфизм х 
переводит слои пучка | / | снова в слои. Согласно 2.5, в этом 
случае х представляется в виде произведения указанных в 
формулировке теоремы образующих. 

Пусть теперь т>п>0. Если существуют vz такие, что 
vi > —, то их можно уменьшить с помощью элементарных пре­
образований а.х, перейдя с F0 на некоторую, вообще говоря, 
другую линейчатую поверхность ¥я. Действительно, легко про-
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верить, что элементарное преобразование 

индуцирует следующее действие ax:Z* (Fq)->Z* (F--) (в терми­
нах образующих, доставляемых изоморфизмом Z*(F„)----PicF„X 
X£°(F„), см. [12], 3.5; гл. V). 

«**(/) = / '• Ч(х)=Г-*' (2-6-2> 
\s' — x', если <з—<?—1, 

"** Is'+ /—*' , если .7'—#+1, 
««(У)—У. #=^x. 

Следовательно, если в (2.6.1) еу- (с максимальной крат­
ностью Vj>£) является образом в A*1 (F..-.) точки xGF- и х 
не лежит на исключительном сечении s, то 

аХ!Ь (А') = (те - v4) / ' + /и' - 2 Че\ - (ft- v;) б} . (2.6.3). 

Ввиду замечания в 1.4, среди базисных точек максимальной 
кратности существует, по крайней мере, одна, лежащая на 
исходной поверхности (т. е. не являющаяся «бесконечно близ­
кой» ни к какой другой). Поэтому элементарное преобразование 
с центром в такой точке корректно определено. 

Таким образом, с помощью последовательности элементар­
ных преобразований с центрами в базисных точках максималь­
ной кратности мы можем отобразить F0{to}Fg так, что в Z*(Fq) 
элемент h' запишется в виде 

-V' 

А —/п//' + -~ '—2^) ' (2.6.4) 

где ч\<\, Vi—= 1 N'. Тогда, если п=\, то v̂  = 0, Vi = 
= l N. Отсюда получаем, /я/ —0 и ? = 0. С помощью 
автоморфизма * мы приходам к уже рассмотренному случаю 
преобразования, сохраняющего слои пучка | / | . 

Пусть п>2, тогда по (2.2.3) мы имеем неравенство 
п>Т^т'- (2-6-5> 

Покажем, что q = 0 или 1. Так как линейная система 
| m'f'-\-nsf\ является бирациональным образом пучка | / | , то 
она не имеет неподвижных компонент (см. 1.3, Ш). Следова­
тельно, 

(m'f + ns' • s') = т' -ng>0. (2.6.6) 
Сопоставляя это неравенство с неравенством (2.6.5), получаем, 
что q<l. 
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Доказательство теоремы мы закончим теперь с помощью. 
«спуска»— уменьшения коэффициента при s в формуле для h'. 
Если -7--0, то в результате применения автоморфизма т. коэф­
фициентом при s станет равным т', которое меньше п по 
(2.6.5). Это дает требуемый спуск. 

Если ( /=1 , то существует ] такое, что v V>'-|-. Действи­
тельно, пусть 0:F-->P2 — стягивание исключительного сечения 
S'. Тогда 

Л." 

a* (А') = m'h~-(iii'—п) a (s) — {sum} v'te't, 

где h — класс прямой. Следовательно, т'>п>2 и по (2.6.5) 
/ в ' - й < - - ( й ' . Стало быть, согласно (2.2, Ш), существует j 
такое, что v^>-^-. Пусть z/gF-~-точка, представляющая неко-

т' 
торое в] в A*1 (FT) С V}>—> тогда у не лежит на исключи­
тельном сечении s', иначе (h'-s' — y)<iri' — п. — ч' <0, что 
невозможно, поскольку линейная система |h ' | не имеет непод­
вижных компонент. В таком случае, элементарное преобразова­
ние а, отображает F1 на F- и 

ъ* №') "-= W -v/) /+— — • • • 
т' 3 

TaK как v}>—- н т'<ту/г (СМ. 2.6.5), то т.' — \>,</г. Теперь. 
так же, как и выше, с помощью автоморфизма т мы понизкаем. 
коэффициент при s. Теорема доказана. 

З а м е ч а н и е . Можно описать все соотношения между ржи 
и т. Нетрудно установить эквивалентность теоремы 2.6 с теоре­
мой Нётера в классической формулировке. Обобщения теоремы 
Нётера на минимальные рациональные поверхности над алгеб­
раическим незамкнутым основным полем см. в [9, 12], и в [3, 4]. 

§ 3. Усиление неравенств Нётера—Фано 

3.1. В этом параграфе мы ограничимся рассмотрением толь­
ко трехмерных многообразий. Оказывается, что неравенства 
(2.2.4) могут быть усилены, если базисная кривая ИЛИ точка 
-8i._i является «бесконечно близкой» к некоторой базисной кри­
вой или точке на V. Усиление неравенств достигается за счет 
замены в доказательстве леммы (2.1) положительных дивизо­
ров ei их самыми маленькими, по возможности, частями: вместо 
классов e;GA(Vi) полных прообразов центров раздутия B._icr 
{subset}Vi_b j>i, рассматриваются классы собственных прообразов. 
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Это приводит к перегруппировке членов в (2.1.3) и, соответст­
венно, к изменению коэффициентов vi. 

3.2. Пусть V — трехмерное многообразие Фано с PicV=-~-Zh, 
—Kv=rh, где г —индекс V. Пусть % : V{to}V' — бирациональше 
отображение. Зафиксируем некоторое допустимое (см. опреде­
ление 1.4) разрешение, т. е. диаграмму вида (1.2.1). Определим 
на этом разрешении следующие структуры. 

(i) Отношение частичного порядка на множестве {Ei, i = 
= ],..., N} : Ei>Ej<=*-i>j и aij(Ei)crE,. 

(ii) Ориентированный граф Г: множество его вершин есть 
{Ei, i= I, ..., N}; стрелка (ориентированное ребро) идет от Ei 
к Ej, если i>j, и, кроме того, Ei_i содержится в собственном 
прообразе Ei на Vi_i- Будем писать i^-j, если стрелка идет от 
Ei к Ej в Г- Очевидно, i.>/=^Ei>Ej=s-i>/, но не наоборот: отно­
шение £=-/ не обязано быть транзитивным. 

Если Fi>Ej и не существует такого индекса k, что Ei>E, t > 
>Ej, то i->/: такие стрелки в.Г будем называть короткими, а 
все остальные — длинными. Для любой длинной стрелки i>j 
существует, очевидно, связная последовательность коротких 
стрелок («путь по стрелкам») t>i^i^-i^-j с началом i и кон­
цом /. 

(iii) Новый базис в A(Viv). Положим для всех Ш={\, . . . 
. . . , -V} 

^ - e i - 2 ejGA(yN). (3.2.1) 
/з-w 

Если индексов / с />z нет, то сумма 2 полагается равной нулю. 
Матрица перехода от (ei) к (Cj) имеет, очевидно, единицы на 
диагонали и нули ниже диагонали, так что классы ci вместе с 
h образуют базис в A (VN). 

3.3. Л е м м а . Классы ci, i=\, ..., N, являются классами 
собственных прообразов Ei на VN и, стало быть, все положи­
тельны. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть kyi, тогда собственный про­
образ Е\ на Vk дивизора EtczVi вычисляется по формуле 

Щ =**.&- 2 b°\jE]> (3-2.2) 
/ - / -И 

где, согласно определению (1.3, ii) и гладкости собственного 
прообраза Ej, 

(О, если j^-i, 
J~\l, если / > i . 

Сравнивая (3.2.2) с (3.2.1), мы'получаем то, что нужно. 
Элементы матрицы обратного преобразования ЯВЛЯЮТСЯ ком­

бинаторными инвариантами графа Г. 
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3.4. О п р е д е л е н и е . Для всех i, j , l < i < . Y , l<j<N, 
положим 

rtJ = 

число путей по стрелкам от Еь к Ej в Г, если i> J; 
1, если i — j \ 
0, в остальных случаях. 

3.5. Лемма. Следующие два равенства эквивалентны 
N 

^itilel = ^2imici^ml=^irl]ti], Yi. 
- - - /<i 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Прежде всего заметим, что 

2 n ^ ; = = 2 m i C i ^ m ; — n ( + 2 trij (3.2.3) 

(ср. с (3.2.1)). Для доказательства следует подставить (3.2.1) 
в левую часть (3.2.3), перенести недиагональные члены налево, 
изменить порядок суммирования и переименовать индексы: 

N N N 

2'г-е- ,=-2 /7г<(е<~~2 вЛ**2(й*-!1 + 2 nliej\ = 
U N N 

=={sum} trifii & 2 п]е1+2 ej 2 да/=2 от7е/-
У-I i - l i < / / -1 

Теперь многократно подставляя правую часть (3.5.2) вместо 
т,, выразим (тц) через (/г,): 

пц=- щ + 2 т, .--л, + {sum} | \ + {sum} тЛ = . . . - = 

=fti+2ft i l-r 2 -\+ 2 л/,+"* 
TaK как каждая последовательность индексов ik-^ik-\"-=• • ."*--i — 
это путь no стрелкам ОТ E ; к Eik в графе Г, то в последнюю 
кратную сумму член щ с индексом/входит, очевидно, rtj раз. 
Этим доказана импликация вправо в (3.5.1). Импликация влево 
следует из обратимости матрицы (г^). Ш 

3.6. Лемма (усиленное неравенство Фано). В условиях 
(2.2, iv) при n>rmQ существует такой индекс ae/(«)==O N}, 
что имеет место неравенство 

2™^>2™Af (3.6.1) 
/<а i<a 
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где, напомним, 8̂  = 2, если Е3 — плоскость, 8 — 1, если Е3 — 
линейчатая поверхность, и г—-индекс многообразия Фано 1/..; 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так же, как и в 2.1, имеем: 
N N 

- /Г^=--гА—2-J6J . А'=-йА — 2 ^ 
i - i i - 1 

г А' + я/Су- = ф* {rh' + nKvN)= {sum} (я-2-.-v,) ф-,.*,. (3.6.2> 

Последнюю сумму в равенстве (3.6.2) перепишем в базисе (е.): 
N N / \ 

2 (я8/ —rv()9»e,-=2 2 rt]№] — rvj) Ф с̂.. 

Так как этот цикл не положителен при п>гт0, а все ф^-
положительны, то, по крайней мере, один коэффициент при 
Ф„,сг отрицателен. Это дает неравенство (3,6.1). В 

3.7. Определения, Выберем раз навсегда индекс aQl 
со свойством (3.6.1) и такой,что v a>S ay (такой индекс су­
ществует согласно (2.2.4)) и обозначим через Га ту часть 
ориентированного графа Г, которая лежит ниже (в смысле < ) 
вершины Еа (включая Ea). Положим, далее, 

(i) S —{E;|Ei<Ea} — множество вершин Га; 
(ii) I1(S)={i|Ei6S> E/ —линейчатая поверхность}; 

I2(5) = {i|Ei6S, E,—плоскость}; 
i(-S)==i1 (.s-)ui2(-s); 

(iii) rs = raj — число путей по стрелкам от самой высокой 
вершины Еа графа Га до вершины E7.6S (ry--=0, если EjfyS; 
г с =1) . 

3.8. Лемма (квадратичное неравенство). В обозначениях 
3.7 имеет место следующее неравенство: 

2 r,v»> ^ ] g. (3.8.1> 
JQHS) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Это стандартная оценка минимума 
положительной квадратичной формы "V r̂ v2 при условии 

(3.6.1) (простейшая задача математического программирования). 
Отметим, что, в силу допустимости разрешения отображения 
X для любых i < ; < a , выполнено неравенство vi>v ;>—, ц 
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;""" Глава II 

Бирациональные автоморфизмы 
некоторых многообразий Фано 

§ 1. Пробный класс 

1.1. Пусть % : V{to}V— бирациональное отображение трех­
мерных алгебраических многообразий Фано, PicV-=-Z./i и 
—Kv~rh, где г — индекс V. Далее, пусть \Н'\, Ы на V и п, 
m0GZ— такие же, как и в (2.1; гл. I), и для % имеет место до­
пустимое разрешение (1.2.1). Тогда 

N 

А—-ЛА—2v,ej (1.1.1) 

в группе A l(V*) (или Z*(V)~Z*(V'); см. 1-Ю; гл. I) и, со­
гласно (2.2, Iv; гл. I), при п>г/п0 существует, по крайней 
мере, один индекс i такой, что .соответствующая кратность vt 
удовлетворяет неравенству Фано (2.2.4; гл. I). 

Любую кривую или точку Di_i в разрешении отображения % 
мы будем называть максимальной особенностью, если в (1.1.1) 
соответствующая кратность vi удовлетворяет этому -неравенству. 

В случае, когда максимальная особенность Ва~\ является 
бесконечно близкой некоторого (возможно достаточно высокого) 
порядка к другим максимальным особенностям, что связано с 
наличием инциденшостей на множестве базисных кривых и то­
чек в линейной системе Mt=%~l(\H'\), TO неравенство (2.2.4; 
гл. I) можно заменить более сильным неравенством (3.6.1; гл. I), 
однако уже не для индивидуальной кратности vi, а для некото­
рой их линейной комбинации. Коэффициенты этой линейной 
комбинации будут использоваться ниже (1.4.1) для конструк­
ции пробного класса. 

Идея построения пробного класса заключается в следующем. 
Неравенство Фано (2.2-4; гл. I) и тем более его усиление (3.6.1; 
гл. I) -при фиксированной «степени» /г3 многообразия V накла­
дывают сильное ограничение на «степень» (/г-fri-i), где 6i-1 — 
класс -6i_i в A2(Vjv) максимальной кривой -8,_ь а также даюг 

оценку сверху (через /г3) для максимальных кратностей vi мак 
счшалышх кривых или точек. Геометрически это объясняется 
тем обстоятельством, ЧТО при фиксированных /г3 -и п размерность 
линейной системы \nli\ на V слишком мала для того, чтобы в 
ней существовала подвижная линейная подсистема, без непо­
движных компонент) Мха\пН\, обладающая базисной кривой 
или точкой очень большой кратности. 

Пробный класс — это класс в А*(УЯ) некоторой линейной 
системы (не обязательно полной) на V, имеющей в заданных 
базисных кривых или точках наибольшую, по возможности, 

12* 179 



кратность, оставаясь подвижной или, по крайней мере, имею­
щей неотрицательное пересечение с заданным набором одномер­
ных положительных циклов в A2(Vjv). Точный смысл будет ясен 
из последующего изложения. Пробный класс позволяет либо 
оценить сверху кратность максимальной особенности, а также 
степень максимальной кривой, либо показать несовместимость 
особенностей большой кратности в Мх с подвижностью (отсут­
ствием неподвижных компонент или только положительностью) 
этой линейной системы при малом А3. В последнем случае про­
тиворечие достигается по следующей схеме. Пусть t/GA^Vjv) — 
пробный класс, тогда из геометрических соображений подвиж­
ности и 'положительности ДОЛЖНО выполняться неравенство 

(h'2-y)>0 (или (/г'-у2)>0). 
С другой стороны, прямые вычисления (h''-у) в A(VN) через 
п, А3 и vj вместе с неравенствами Фано дают отрицательную 
оценку сверху (А'3.г/)<0. 

Вот первая реализация идеи пробного класса. 
L2. П р е д л о ж е н и е . B условиях 1Л, если А'' представ­

лен эффективным циклом, то справедливы следующие оценки: 
N 

(') Zi^li^'bi-xXh^n2, в частности, если .9/_i—• максимальная 
1-Х 

d o f 

кривая, то deg5._1 = (A.V1) — (A.ffi_.|0* (&._!)) <г2А3, гДе <" —ин­
декс V; 

(li) b<Vh?n, Vi=-= 1 JV. 
Д о к а з а т е л ь с т в о , (i) В качестве пробного класса здесь 

выберем h. Тогда поскольку линейная система |А| на V подвиж­
на и не имеет неподвижных компонент и базисных кривых (см. 
[7], 3,5; гл. IV; напомним, что PicV<---ZA), то для любого эф­
фективного одномерного цикла b£A2(VN) по формуле проекции 
(1.1.1; гл. I) имеем неравенство 

(A-ft)--»A.(T.v,o,(-,))>0. 
Так как A' 6A2 (VN) ПО предположению представлен положи­
тельными кривыми —прообразами на VN кривых # ' а на V, то 

(A's.A)>0. 
Согласно формулам умножения в кольце Чжоу (см. [7], 3.14; 
гл. I), получаем 

м. 
(h'*.h) = h?n?-'%v*l(bl_l.h)>0. 0.2.1.) 

Это доказывает (£). 
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(ii) В силу допустимости разрешения, v\>v2> • • • S-Vjv. По­
этому утверждение достаточно доказать для vi. 

Рассмотрим сначала случай, когда В0 — точка. В качестве 
пробного класса возьмем h—е1. ЕСЛИ №>2, то линейная система 
|/г—Й! | на Vi подвижна и не имеет неподвижных компонент и 
базисных точек (см. [7], 3.5; гл. IV). В случае h 3 =l , линейная 
система \h\ имеет единственную базисную точку vBV И 
dim |h | = 2 (см. [7], 1.1; гл. II). Если B0 = v, то dirn|h—e1|== 
= d im |h | , если B0^=v, то \h—е,| имеет базисную кривую — 
единственную кривую В — собственный прообраз кривой, соеди­
няющей v с В0, причем В пересекается с h—е1 по нулю. Следо­
вательно, как и выше, для любого одномерного эффективного 
цикла bGA2(VN) имеем 'Неравенство 

(b-h—el)>0. 
Действительно, пусть d=deg(B-+aN,0(B)) —степень отображе­
ния, где В - к р и в а я , представляющая цикл Ь, а ON,O(B)—ее 
теоретико-множественный образ на Vo = V, тогда по формуле 
проекции 

(b-h — e-)==d(h-ctjv,o*(b)) — (кратность CTV.O(В) в 50)>0> 
так как кратность точки на кривой не больше ее степени. 
Следовательно, 

ы 
(A / ,u-e 1 ) = A-ft2-vJ — 2 v 2 ( f t , _ r A - e 1 ) > 0 . 

Отсюда vi«-S"j/"/z%, что и утверждалось. 
В случае, когда В0 — кривая, утверждение (ii) немедленно 

следует из (1.2.1), так как тогда (b0-h) >1.Ш 
Теперь до конца этого параграфа мы будем заниматься изу­

чением максимальных особенностей (кривых) Bi-ь стягиваемых 
морфизмом ai-i,o в точку. Прежде всего введем следующее 

1.3. О п р е д е л е н и е . Пусть xGV. — некоторая (схемная)' 
точка. Индекс /, j<i, назовем индексом скачка (или просто скач­
ком) для х, если ai,j (x) 6Fj. Иными словами, / есть индекс скач­
ка для х, если Oj, з-i не является локальным изоморфизмом ни 
в какой окрестности точки cri,j(x). Индекс / .назовем скачком для 
неприводимого подмногообразия GcrVi, если он является скач­
ком для общей точки С. 

1.4. Лемма . Пусть Bt_x с 1Л.-1 — максимальная кривая 
т. е. v ;>— ) , стягивающаяся в точку, и предположим, что 

кратность точки <ri_i,o(-3.._1) в Mx не превосходит —. Тогда 

справедливы следующие утверждения. 
(i) Пусть А —наименьший индекс скачка для В-^ с усло­

вием cr,;_i,A(E/_i) — кривая. Тогда Efe —плоскость, а a i - i .^ / iVi)с 
c.Ek — прямая на ней. 
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(ii) Если / > k — индекс скачка для Bt_u где k — такое ж<? 
как и в (i), то E;.—линейчатая поверхность с базой В^^Р1, 
a сг.<_1,/ (В._1)—- сечение на ней. В частности, отображение, 
Bi-i-><Ji-\,;(Bi_i) является изоморфизмом для всех i —1> 
>j>k, и . 9 М - - Р ' . 

Д о к а з а т е л ь с т в о , (i) Так как cti—i.o(—?г_1> — точка на V, 
то после скачка Vk->Vk-\ кривая E._- должна стать точкой. 
Это возможно, если только c-;_i,,.(.S._i) лежит на плоскости 
Ек или является слоем линейчатой поверхности Eft. Второй 
случай исключается в силу допустимости выбранного разреше­
ния для 1. 

Итак, Eft—плоскость. Положим, для краткости, Б/t--..-—. 
= ffi_i.ft(8._-). Пусть тук — предыдущий скачок для 5 ;_ : или 
т = 1, если такого скачка нет. Тогда Вт_х совпадает с соб­
ственным прообразом Bi-i,k на Vm_i. Очевидно, vm-\>v._1 > —. 
Если степень кривой BL-\,k на Ek равна d, то достаточно 
общая прямая на Ek пересекает Ej-i,/. в d различных точках, 
в окрестности которых am-\,k бирегулярно. Поэтому класс 
fk — dfm будет представлен на Vт собственным прообразом 
почти любой прямой на Ek. Следовательно, 

(h'.fk-dfm)>0, 

но (/*'•/;. — d / J — ̂  —с-" V Стало быть, vft>dvOT>——, что при 
d > 2 противоречит условию. Остается случай d—1, т. е. 
бг_1 ,,.,(£?,_-) — прямая на плоскости Ek. 

(ii) Пусть теперь j~>k — любой скачок для Bt_i (k — наи­
меньший скачок). Дивизор Е} не может быть плоскостью, в си­
лу определения k. Пусть d —степень проекции a;_.,/(.S,._i) на 
базу Bj_x линейчатой поверхности E;.. Обозначая через т> j 
предыдущий скачок (или w = t), как и в доказательстве (i), 
имеем 

(k'-fj-dfm)>0, 
1 с другой стороны, 

(hl .fj-dfm) = b - dvm--->d < 1, 

до условию на кратность точки -;_!_•-(6^,). 
Таким образом, сгг—1» з (—i—1) является сечением линейчатой 

поверхности Ej, так что при каждом скачке кривая В^х отобра­
жается на 'свой образ изоморфно. Она остается неособой на каж­
дом шаге, поскольку на последнем шаге перед стягиванием она 
должна быть изоморфной Р1. 

Для сценки сверху кратностай vi максимальных кривых -Si_b 
стягивающихся в точку на V, мы будем также использовать 
подходящим образом сконструированный пробный .класс. 
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1.4. О п р е д е л е н и е . В условиях 1.1 и обозначениях (3,4, 
3.7; гл. I) .пробным классом (для максимальных кривых, стяги­
ваемых в ТОЧКИ) МЫ будем называть элемент из A^Vw) вида 

У=( 2 )rh~ {sum} rjej. (1.4.1) 

1.5. Л е м м а (o положительности). В обозначениях (3.7; 
гл. 1) предположим, ЧТО 0a,o(Fa) —точка па V. Пусть CcV. 
(для некоторого tC</= ( 1 , . . . , /V})—'неприводимая кривая, г — 
класс С в A-(Vjv). Предположим, что для всех j*Zi, для которых 
Ej — линейчатая поверхность, ai,j(C) не является слоем Ej. 
Тогда (z.iy)S--O, где у— пробный класс (1.4.1). 

1.6. Начало доказательства леммы 1.5. Будем обозначать че­
рез Cj(v/{le}i) теоретико-множественный образ cri,i (С) {subset} Vj и 
.рассмотрим отдельно случаи, когда С0-кривая или точка. 

Случай 1. С,,-кривая. Пусть ix = rain {i \iQl (S)}. Граф 
Га связен, так как он состоит из всех Ei{le}Ea. По предполо­
жению, oaio(Ea)~точка на I/,—V, поэтому Eh — плоскость на 
V... и некоторая окрестность точки Btl-i изоморфно отобра­
жается на некоторую окрестность точки <"a,o(Ea) в V. Отсюда 
•следует, что класс h — ej. представлен на Vit линейной систе­
мой Н—оа,о (Eo) |. которая, как было отмечено в доказательст­
ве предложения 1.2, имеет неотрицательное пересечение с лю­
бым одномерным положительным циклом. Так как -.у,..,,, (г) по­
ложителен по предположению, то 

(z-h — ег,)>0. 
Далее, если h>i\, то 

{z-eh — eh)>0. 
Действительно, е^ — е^ представлен на Yt, положительным цик­
лом. При L>i2 кривая °i,i,(C) не лежит на этом цикле (иначе 
С„ не была бы кривой), поэтому пересечение (г••?*. —е.,) неот­
рицательно. Если же L2>i, (z-e.. —е;2)==(.г-е/,).>0 по формуле 
проекции; и если i\>i, то (г-е.-, — е/2) = 0. 

Наконец, для любого ifteS, tki*h, имеем Eik>Eh, так чтс 
существует путь по стрелкам в rfl:ift>iu_i> . . . > i i . Следова 
тельио, 

(z-h-elk)^(z-h-ell)i-(Z'eit-eit)-{-...+(z-eik_i-elk)>0. 
Окончательно находим: 

Случай 2. Со —точка. Этот случай намного труднее. 
Техника его доказательства будет использоваться в следую-
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щем параграфе для доказательства обратного неравенства 
(л'2-г/)<0. 

ПОЛОЖИМ 
i — min{/e/2(S)|(z-e,.)-7--0} 

(если такого индекса нет, то (z-y)=0) и докажем несколько' 
вспомогательных утверждений. 

1.7. Л е м м a. CiCzEi. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как С0 — точка, то существует 

такой индекс j , что С,- — кривая, a Cj+i — точка. Тогда CicrEj и 
Ej — ПЛОСКОСТЬ, поскольку, по предположению, Ci не может 
быть слоем линейчатой поверхности. Если \Ф1, то / < / , иначе 
(2-ei) —0 по формуле проекции. Более того, в этом случае Et>Ej,. 
потому что £.ПС.-?--0 и cfi,j(Ei(]Ci)czCj(^Ej, так что 
ai,j(Ei)czEj, поскольку Ej — плоскость. 

Следовательно, jG/2(S). Но это противоречит выбору /, так 
как —(z-ej) равно произведению степени проекции C{to}Cj на 
степень кривой С,- на плоскости Ei л, значит, (г-е^)=0. Лемма 
доказана. 

Таким образом, мы выделили единственный положительный 
член в выражении для (z-y):. 

(г-у) == - г , ( z . e , ) — 2 г j (z-ej), 
J>I 

так как —{.г-ег) равно произведению степени проекции С->Сг. 
на степень Сг .на плоскости Ef. 

Теперь нужно проверить, что все остальные отрицательные' 
члены не могут компенсировать первыи. Сначала выясним ИХ 
положение в графе Га-

1.8. Л е м м а . В тех же обозначениях .пусть k>l, k6/2(.S) и 
(г-ек)фО, Тогда имеет место один из следующих двух случаев: 

(i)\ если морфизм сты : Vk-^-Vi является изоморфизмом в ок­
рестности общей точки кривой Ск, то &> I; 

(и) в противном случае положим 
j (k) = max {у | у — скачок для С,,}, 

гогда /(A)67i(5) и k>J(k)>L; (Ьт^-ег) < 0 ; Сд*. с £/<*). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . В случае (I) имеем 

(Ск_х с E?-1; (z • eh) ф 0)=^5ft_: с Ck_x=>Bk_x с E ^ k ^ l . 
В случае (ii), прежде всего, очевидно, k>j(k)>l, потому 

что по пути от k до /.есть скачок, а индекс k скачком быть не 
может, так как Ей — плоскость. Поокольку j(k)—первый ска­
чок, то же рассуждение, что в случае (i), показывает, что k{to} 
-*-j{k). Согласно определению скачка, С^аЕщ, но С г -еще-
кривая, поэтому Е^щ— обязательно линейчатая поверхность. 
Она принадлежит S вместе с Eh, поскольку Еь.>Е^щ. 
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Остается проверить, что •(Ьда)_1.-/.)<0. Но из сказанного яс­
но, что .Sj(h)_i = Cj(h)_i. Поэтому образ Вцю-\ па E- совпадает с 
Си и утверждение следует из леммы 1.7. Щ 

1.9. Л е м м а . В тех же обозначениях 

/eg/ 

г д е / - { * е / 8 ( 5 ) | А ^ / , (z-eft)=*0}. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Для каждого kGJ выберем по одному 

пути в Га из Eft в Ei следующим способом. 
В случае (i) леммы 1.8 k$> 1\ возьмем путь по одной стрелке,.. 

соединяющей k с I. 
В случае (ii) леммы 1.8 k>j(k); выберем путь, проходящий' 

от Eft до Ej(ft) по одной стрелке, и затем от E^ , до E-—-какой 
угодно путь, состоящий из последовательности коротких стре­
лок. Важно заметить, что по дороге от Ецщ до E, кроме E, 
плоскостей нет — иначе Сде, стянулась бы в точку, не дойдя 
до E/. Обозначим выбранный путь от Eh до E через уп. 

Теперь построим отображение 

U {путей от Еа до E/,}{to}{ny™ от Еа до E,}, (1.9.2)' 
kQJ 

которое пути у от Еа до Eft ставит в соответствие его компози­
цию с путем yft от E/t до Ei. 

Очевидно, что число элементов в левом множестве (1.9.2) 
равно 2/";,, а в правом — г.. Поэтому для доказательства нера-

Щ 
венства (1.9.1) достаточно показать, что Ф — вложение. Но это 
следует из того, что ни один из путей y,t не содержится в дру­
гом: действительно, все они начинаются на разных плоскостях, 
а дальше, за исключением самого конца, через ПЛОСКОСТИ не 
проходят. Это доказывает 1.9. 

1.10. Окончание доказательства леммы 1.5. Прежде всего,. 
имеем (случай 2): 

(г-у)*=(г-( {sum} г Л / г - 2 r]ej) = —ri(z-et)—^rk(z-et). 
\ \J£I,{S) J /QI,{S) J ftg/ 

Согласно 1.7, (z.e/)<0. Поэтому заменив справа rt на 2 rfc-
kQJ 

и использовав (1.9.1), мы получим оценку снизу для (г-у). 
Таким образом, 

(z-y)>^rk(z~~ei — ek). 

Теперь, как и в случае 1, достаточно проверить, что (г-—е.—-
•Sft) ^ 0 для всех kel. 
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Пусть deg Ct — степень С- на £•----Р2, d — степень проекции 
<o-ft_b i: Сл_1—vC-, пг — кратность точки Bh-\ на Сц-i- Тогда по 
формуле проекции — (г-е.) — (z-eh) = (d- deg C-—m) X (степень 
проекции C{to}Cfe-_i). Поэтому достаточно установить, что 

rn{le}ddegC.. 

Это — несложный алгебро-геометрический факт: при d = l он 
сводится к утверждению, что кратность особой точки плоской 
кривой не превосходит ee степени. В общем случае он устанав­
ливается с ПОМОЩЬЮ рассмотрения нормализации. Ш 

1.11. С л е д с т в и е . (h'2-y)^0. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Класс W1 на Vjv представлен прооб­

разами кривых Х~Н'-Н'. Так как почти все такие кривые X 
не пересекаются с особенностями отображения ср-1, то их про-
•образы на VN не все содержатся в прообразах Fi. Отсюда с по­
мощью формулы проекции и леммы 1.5 мы получаем требуемое 
утверждение^ 

§ 2. Многообразия Фано V с BirV=AutV 

2.1. Используя результаты 'предыдущего параграфа, мы до­
кажем сейчас, что некоторые из многообразий Фано первого 
рода малых степеней не имеют бирациональных автоморфиз­
мов, отличных от бирегулярных. К таким многообразиям отно­
сятся: двойное накрытие Р3 с ветвлением в гладкой поверхно­
сти степени 6, т. е. гиперэллиптическое многообразие Фано 
•первого рода индекса г=\ и /г3 = 2 (ем. [7], 2.2, i; гл. II), а так­
же квартика в Р4. К ним же, по-видимому, ОТНОСИТСЯ И много­
образие индекса г = 2 с h 3 =l . Однако полное доказательство 
ЭТОГО факта пока отсутствует. Частичные соображения изложе­
ны в конце этого параграфа. 

Отметим, что любое другое многообразие Фано первого рода 
(см. таблицу 3.5; гл. IV) в [7]), отличное от многообразий трех 
названных типов, уже обладает нетривиальными бирациональ-
.ными автоморфизмами. Начнем с двойного накрытия Р3. 

2.2. Теорема. Пусть V — многообразие Фано первого рода с 
г=1 и Л3 = 2 (т. е. двойное накрытие Р3 с ветвлением в поверх­
ности 6-й степени) и V — любое многообразие Фано первого 
рода, Pic V'^Zh'. Тогда любое бирациональное отображение 
% : V{to}V является изморфизмом. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Здесь выполнены все условия (2.2, 
1v; гл. I) с г — 1, m 0 < 2 . Выберем какое-нибудь допустимое 
разрешение отображения -/ типа (1.2.1; гл. I). Тогда в обозна-

чениях (2.1; гл. I) h'=nh—{sum} v;e£. 
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Заметим, прежде всего, что если п = 1 , то % — изоморфизм-
Действительно, при п=\ линейная система М% (см. определение 
1.3, т;> гл. I) является подсистемой в \h\. Так как dim | h | = 3 , 
a d imM— dim \h'\^2, то при dim |h ' | =dim |A|--=3 %, очевидно, 
изоморфизм. Остается исключить случай dim|A'|---2. В этом 
случае У — многообразия Фано первого рода с г—2 и h /3 = l-
Очевидно, что не существует линейной проекции многообразия 
Уна такое многообразие V'. 

Предположим, что n_S-2. Тогда применимы неравенства 
(2.2.4; гл. I), (3.6.1; гл. I) и (3.8.1; гл. I). С помощью этих 
неравенств и подходящим образом •подобранных пробных клас­
сов мы получим противоречие с этим предположением. 

Из предложения 1-2 немедленно следует, что не существует 
максимальных точек Si-1 (с vi>2n) и что степень degBi_i = 
= (h{cdot}bi_1) максимальной кривой меньше 2. Возникают два слу­
чая, которые мы рассмотрим по отдельности. 

С л у ч а й \: (h-bi-i) = 1 . Покажем, что он приводит к про­
тиворечию, Пусть B = ai-i,o(-5i~i), тогда (# •£ )= -+ НВ\~Kv\, 
т. е. В — «прямая» на (V. Так как vi>n> то кратность v кривой 
В в линейной системе Мх удовлетворяет неравенству v ^ v i > n . 

«Прямые» на V бывают двух сортов: 
а) компоненты распадающихся двойных накрытий и ад обыч­

ными прямыми в Р3, касающимися дивизора ветвления D в трех 
точках (некоторые из них или все три могут совпадать); 

б) обычные прямые в P3, лежащие на дивизоре ветвления 
D: на «общем» многообразии V таких прямых нет. 

В качестве пробного класса возьмем ЗА — е, где е— класс 
в~1(В) в -4(17), a;\7{to}V — раздутие В. Простые геометрические 
рассмотрения показывают, что линейная система ]ЗА — е | на V 
остается подвижной и не имеет отрицательного пересечения 
«и с одной эффективной кривой. 

Имеем, очевидно, М%с\пН — v5| . Достаточно показать, 
что линейная система \пН — v.3 ] не может быть подвижной. 
Предположим, что она подвижна, тогда общая кривая С ее 
самопересечения эффективна и, следовательно, по вышесказан­
ному 

(с-ЗА —е)>0 , 
где с — класс С в A(V). C другой стороны, 

(с • ЗА - е) = (nh - че)2 (ЗА - с) — 6/г2 — Ът—v2 < О, 

так как v>n . Противоречие. 
С л у ч а й 2: (h.bi_i) =0. Пусть j5 = .-f,i-i,o(-3{-i), тогда В — 

базисная точка линейной системы М% кратности v>n. Восполь­
зуемся обозначениями (3.7; гл. I) и результатами § 1 гл. П, 
взяв за а индекс i максимальной вершины Ei графа Г. Пробный 
класс у возьмем в виде (1.1.4). Противоречие с предположением 
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/г^.2, а следовательно, и доказательство теоремы 2.2 мы 'Немед­
ленно получаем из следующей леммы. 

2.3. Л е м м а . В условиях (1.1 и 1.5) предположим, что г=1 
и й3-^4,илиг = 2и/г3=1,тогда (hm-y)<0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пользуясь таблицей умножения в 
кольце Чжоу моноидального преобразования (см. [7], 3.14.1, 
3.14.2; гл. 1), находим: 

-hwfj, r . \ _ 2 ryv»-2<-Vi-yK. (2-3-1) 

Из допустимости разрешения и леммы 1.5 следует, что 
(•V-i • #) > О V/. Поэтому, оставив в самой последней сумме 
только члены, отвечающие yg/- (5), мы придем к оценке 
сверху для (h's-y), 

Рассмотрим один такой член и применим лемму 1.7 к клас-
cy z = bj_i для того, чтобы описать структуру ненулевых сла­
гаемых этого члена: 

( V i • < / ) - - 2 гк{Ьнх-вк), ye/i(S). (2.3.2) 
*£/,(•") 

Пусть l(j—1)—индекс для В$-\, который соответствует индек­
су / леммы 1.6 для С. Тогда (£>.,•_]. e-y-i)) =—1, в силу леммы 
1.4. Кроме того, если kZl2(S), k¥=l(j—l), но (bj-Vek) ФО, то 
обязательно (-ii-i-e..) = 1: действительно, этот индекс положи­
телен и ^ 2 он быть не может, иначе при стягивании Ей образ-
кривой 2?,._i приобрел бы точку кратности (fci-i-e/-.), в противо­
речие с леммой 1.4. Таким образом, (2,3.2) имеет вид: 

( ^ ^ ) = - - г , ( / - 1 , - 2 г„, (2.3.3> 

где J={keh(S)\k=f=l(j — \), {bj_x-ek)^Q}. Покажем теперь,. 
что 

nu-i) >о+2 г *- - (2-3-4> 

Для этого,-как и в доказательстве леммы 1.9 (с небольшими 
изменениями), множество индексов / в сумме (2.3.4) разобьем 
на группы (некоторые из них или все могут быть пустыми). 
Заметим, что /(/-l)<£{le}/-~1, V Ш. 

Нулевая группа: это те индексы k, для которых морфизм. 
Ук-*-Ущ-1) является изоморфизмом в окрестности общей точка 
-9j-1,fc. ДЛЯ НИХ k> /(/—1), согласно лемме 1.8. 
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Группа с номером /(&): это те индексы k, для которых фик­
сирован j(k) —первый скачок Ei-i,,. по пути вниз к Eio-i,. Для 
них / (/е) 6/j (-S) и k^*j(k), согласно лемме 1.8. 

Пусть теперь k&(j)UJ. Для каждого такого k выберем путь 
у/, от Eft до Ei(j-1) следующим образом. 

Если k = ], то yj — любой путь по коротким стрелкам. Он 
существует, по определению /(/—1). В нем .нет плоскости до 
Eftf-i), иначе кривая Bj_1 стянулась бы в точку, не дойдя до 
-Еад-i). 

Если k принадлежит нулевой группе, то £>/(/—1) и у,г— 
путь по этой стрелке. 

Если k принадлежит группе с номером j(k), то k^-j(k) и 
Уи — пУть по этой стрелке до Е^ ъ затем любой -путь от £,.(•.) 
до Ещ-1) по коротким стрелкам. Он существует, потому что 
](k) —один из скачков для Bj-U так что из леммы \А видно, 
что Ет>ЕЮ-1у 

Теперь любому пути от вершины Еа в Га до одной из Ek, 
/ее (/) U/, поставим в соответствие его композицию с y,t. Отсюда, 
как и в лемме 1.9, будет следовать неравенство (2.3.4), если 
только мы проверим, что из путей yk ни один не содержится в 
другом. Но все они, кроме yj. начинаются с разных плоскостей, 
а дальше до Ej(j_i) через плоскости не проходят. Путь "->," начи-
лается с линейчатой поверхности Ej, но так как j>k>j(k) 
v /ее/, это начало не может принадлежать ни одному из путей 
yft. Таким образом, неравенство (2.3.4) установлено. 

Подставляя (2,3.4) в (2.3.3), находим 

(bj-i-y)>rjt V/G/i(5J. 
Поэтому 

%Ь^.у),)> 2 (*^-S)v?> {sum} rrf-

Подставляя это в (2.3.1), получаем 

\ f£h(S) } JQ'(S) 

Пользуясь теперь неравенством (3.8.1; гл. I). находим 

( 2 п+2 2 -,у 

4 G ' JQh(S) JQt.{S) 

189 



При г—1, /г3<4 мы получаем отсюда 

2 '•+ 2 rJ 

(h»-v)<h4 2 o+ 2 n\ 2 о-

2 0+2 ^ oV=-( 2 oV-(4-A3)x 
x 2 rr 2 o-(4-A3)f 2 ГЛ2<0- <2Л5> 

/g/{.S) yg/.(-S) \ /ig/.(S) / 
При r —2 и А 3 =1, мы ролучаем также 

- — Н — ( / - ' 2 - y ) < - f 2 гЛ <°- <2-3-6> 
V /е ; '(5) / 

Этим завершается доказательство леммы 2.3, а вместе с ней 
и теоремы 2.2. 

2Л. С л е д с т в и я . В условиях 2.2 справедливы следующие 
утверждения: 

(i) многообразие V не рационально; 
(ii) пусть BirV обозначает группу бирациональных авто­

морфизмов V, тогда Bir V=Aut V, где Aut V — группа бирегу-
лярных автоморфизмов (которая всегда конечна, а для «обще­
го» многообразия V тривиальна). 

(Hi) не существует бирациональных отображений многооб­
разий V ни на какое многообразие Фано первого рода V, не 
изоморфное V. 

2.5. З а м е ч а н и я , (i) Неизвестно, унирационально ли, мно­
гообразие V — двойное накрытие Р3 с ветвлением в гладкой 
секстике. 

(ii) Утверждение теоремы 2.2 останется верным, если мно­
гообразие V заменить многообразием, представимым в виде 
расслоения на коники V'{to}P2, a W полным прообразом прямой 
с Р2. Стало быть, V не может быть представимо (бирациональ-
но) в виде расслоения на коники; впрочем, это немедленно 
вытекает также из следствия (2.4, ii), так как всякое расслое­
ние на коники обладает бесконечной группой бирациональных 
автоморфизмов. 

Теперь займемся «вартикой V-=V4{subset}P3. 
2.6. Т е о р е м а . Пусть %: V{to}V' — бирациональное отображе­

ние гладкой трехмерной квартики V на многообразие Фано 
первого рода V, (Pic V —Zh'), тогда % — изоморфизм. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так же, как и в доказательстве тео-
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ремы 2.2, если 

h' =nA—{sum} V--?; 

и п = 1 , то % — изоморфизм. Предположение n^-2 приводится; 
к противоречию. Схема рассуждений такая же, как и в доказа­
тельстве теоремы 2.2. 

Пусть Б._-1 — максимальная особенность. Из предложения 
1.2 получаем, что если Bi_i — точка, то -v.{le}2n, что противоре­
чит неравенству Фано (2.2, IV; гл. I); если Bi_-—кривая 
(vi>n), то deg5i_i = (h.bi_i)<4. Пусть B = cpi_b0(.6i-i) — тео-
ретико-множественный образ. Рассмотрим отдельно случаи 
degD-=3, 2, 1 и 0 (degB = 0 означает, что В—точка на V0=V). 

С л у ч а й degB = 3. Пробный класс будем подбирать в за­
висимости от геометрических свойств кривой В. 

В — неособая плоская кубика: у=3!г — е, где с —класс В' 
в A(V), V — раздутие V с центром В. Тогда, с одной сторо­
ны, по геометрическим соображениям подвижности и отсутст­
вии неподвижных компонент в линейной системе \ritl — NEkzMx, 
v —кратность В, и потому, что линейная система \3h — е\ 
на V, как легко проверить, имеет неотрицательное пересече­
ние с любой эффективной кривой на V, справедливо неравенст" 
во 

(nh — че)2>0, 
С другой стороны, прямое вычисление дает: 

(nh - ve)2 (ЗА - е) --= 12я2 - 6/iv—6v2 < 0, 
так как v>V(>/z. Противоречие. 

В—-неособая пространственная кривая степени 3. Здесь 
y = 2h — e. Как и выше, получаем противоречие, поскольку 

(nh - v<?)2 (2h - е) = 8n2 - 6/tv - 5ч2 < 0. 

В—-особая кубическая кривая. Пусть BQ@/ — двойная точка 
В, or-:Vi{to}V—-раздутие В0, E. — прообраз В0 в 1/ь Вх — соб­
ственны^ прообраз В в Vi. Тогда Л1 —неособая кривая. Пусть 
a2:V2^-Vi — раздутие 51 и Е2^а^1 (Вг). Вложим A(V) и A (1Л) 
в А (1/2) посредством сгг-crl и а\, соответственно; пусть е.— 
классы Ei в А {у$. Далее, пусть V1 — кратность В0 в М% и 
v2 —кратность (общей точки) кривой В (—кратность 231) в М%. 
Как и выше, v 1 >v 2 >v i >f t . Имеем 

(nh — v1e1 — v2e2)2 (ЗА — 2.31 — е2) = 
- 1 2й2—6^2 - 6/г72 - 2 (71 -7 2 ) 2 < 0. 
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-С другой стороны, для доказательства неотрицательности пе­
ресечения (ий- v.ii — ьё2)(3к — 2ёг — ё2) достаточно^становить, 
что |3A — 2gi—^2| не имеет базисных кривых на V2. что без 
труда проверяется прямым вычислением. 

В—-гладкая коника. Здесь y = 2h — e и 
(nh — vg)2 (2/г - е) = 8«.2 — Am — 4v2 < 0. 

Очевидно, что линейная система \2/г — е\ на образе V при раз­
дутии В не имеет базисных точек и неподвижных компонент, 
что дает противоположное неравенство 

(nA — ve)2(2h-.2)>0, 
В — прямая. Здесь y — h — e и 

(я/г - vg) (/г - е)2 -= ЗЛ - 3v < 0, 

.а в остальном —то же самое, что и выше. 
В — точка. В этом случае противоречие достигается точно 

так же, как и в соответствующем месте доказательства теоре­
мы 2.2 посредством леммы 2.3. Подставляя в 2.3 значение h3 = 4, 
получаем неравенство 

^ / " ^ (^^<-(2гу)'<0, 
/6-MS) 

•откуда (h'2-y)<0, в противоречие с ГЦ. Щ 
2.7. Следствия, (i) He существует бирациональных отоб­

ражений гладкой квартики V----V4CZP4 на любое многообразие 
Фано первого рода V, не изоморфное V; в частности V не ра­
ционально. 

(И) BirV=AutV. 
2.8. Замечания , (i) Унирациональность некоторых глад 

ких квартик У4с=Р4 была доказана В. Сегре [36], см. также 
[8] и (§2; гл. III). 

(И) Так же, как и двойное накрытие Р3, гладкая квартана 
не допускает (бирационального) представления в виде расслое­
ния на коники. 

Остаток этого параграфа мы посвятим обсуждению бира-
щональных свойств многообразия Фано первого рода V индек­
са г=2 и «степени» d=hz=\. Как уже отмечалось, вполне ве­
роятно, что для него имеет место теорема, аналогичная теоре­
мам 2.2 и 2.6. Однако мы можем доказать пока следующее бо­
лее слабое утверждение. 

2.9. Предложение. Пусть V — многообразие Фано перво­
го рода с г=2 и h3=\ и пусть V—произвольное многообразие 
Фано первого рода. Предположим, что существует бирациональ-
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ное отображение х. V{to}V' и пусть, как обычно, 

h'=nh— {sum} ̂ ;-V 
i - l 

Тогда если re—1, то ^ — изоморфизм, если ге>2 и 5._1 — мак­
симальная особенность (существующая по лемме Фано 
(2.1; гл. I)), то £(_! — кривая и E = cri_lio(5i_1) — кривая рода 
один —слой рационального отображения, ф|Я|:V{to}P2, определяе­
мого полной линейной системой |Я | . 

Д о к а з а т е л ь с т в о , Как и в доказательстве теоремы 2.2, 
простые рассуждения показывают, что при n=l отображение 
% не может быть ничем иным, кроме изоморфизма. 

Предположим, что п>2. Тогда по лемме Фано (2.2, iv; 
гл. 1) существует, по крайней мере, одна максимальная особен­
ность 5;_. (точка с кратностью ^>/г или кривая с кратностью 

- . > * ) • 

Отметим, прежде всего, что не может быть максимальных 
точек. Это сразу же следует из предложения 1.2. Из этого 
же предложения следует, что deg5;_i==-(/z.&w)<3. если 
В^ — максимальная кривая. Пусть В = a;_i,o(.3;_i), тогда В — 
либо кривая степени (Я-5)<3, либо точка. Подбирая подхо­
дящим образом пробные классы, мы можем исключить все слу­
чаи, кроме одного: В—-кривая, (Н-В) — \ и В—-слой рацио­
нального отображения y]H]:V^>-P2. 

Начнем со случая (A.bi_i)=0, т. е. В — точка. Пробный 
класс здесь такой же, как и в (1A.1), и лемма 2.3 показывает, 
что такой максимальной особенности -Si-i не существует. 

Пусть теперь (h.6.._i) = 1. Здесь имеются две возможности: 
а) В — кривая рода 1—-СЛОЙ рационального отображения 

б) В — гладкая кривая рода 0, изоморфно отображающаяся 
отображением ф|Я| на прямую в плоскости Р2. 

Покажем, что случай б) не реализуется. Обозначим через < 
инволюцию двойного накрытия q.-.V-^-WdP5, где W — конус 
на поверхности Веронезе E4C-P5 (см. [7], 1.1; гл. 11). Пусть 
DaW — дивизор ветвления (напомним, что он высекается на W 
гиперповерхностью степени 3, не проходящей через вершину 
конуса). 

Пусть сначала ВФО. Положим В' = - (5). Тогда либо 
В' = В, т. е. прямая В инвариантна относительно инволюции S, 
либо (E'.5)-=3 на поверхности Яв = Ф |̂(Ф|Я1 (-5)). В первом 
случае (X...9) = 2 на Нв, где ХаНв — слой отображения 
т \Н:Н-+Р1. Пусть a:V-?V — раздутие В, е — класс <-_1(в) 
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в А (V), v > v; > ~ — кратность В в линейной системе Mx . Тогда.. 
как и в доказательстве леммы 1.4, устанавливаем, что (nh — ve} 
имеет отрицательное пересечение с собственным прообразом 
на V почти любого слоя ХаНв-

Это противоречит тому, что линейная система \nh — ve\ 
на V не имеет неподвижных компонент. 

Пусть теперь В'фВ. ПОЛОЖИМ Я.3 = ф-/ |-ф | /- |(5). Тогда 
Нв—-поверхность с пучком эллиптических кривых, ВаНв„ 
ВаНв являются сечениями этого пучка; (В-В)цв = (В'-В')нв= 
= — 1 и (В-В')мв = 3. Пусть X—слой эллиптического пучка 
на Нв- Как и выше, мы получим противоречие с предложением 
о существовании максимальной особенности В(_г такой, что 
Oi_]|0(5i_1) — В ( v > v ; > | - , где v — кратность В в линейной 
системе M%), если покажем, что собственный прообраз почти 
любой кривой Z — слоя эллиптического пучка на Нв—-на VN 

N 

имеет отрицательное пересечение с h' — пк—^^ч^и Для этого 
i=\ 

заметим, что линейная система \ttH — чВ\ на V содержит Вг 

в качестве базисной кривой. Действительно, (nH — vB)B' = 
= /г—3v<0. 

Ограничим линейную систему \пН — чВ\ на Нв'-
|/гЯ — vJ8|n/-r.g--=v5 + v'.g/ + C, (2.9.1) 

где выделены неподвижные компоненты В и В' с соответствую­
щими кратвостями у и У л С —подвижная линейная система 
кривых, возможно содержащая неподвижные компоненты, от­
личные от В и В'. Имеем 

п=(?В.+ ч'В' + С .B')=3v-v' + (С .В')Нв. (2.9.2) 
Так как (С-В%в>0, то мы получаем неравенство 

v'.>3v — я > £ . (2.9.3) 

Стало быть, 
(•*В + ч'В' + С-Х)нв>ч(В-Х)нв + ч'(В'.Х)нв=ч + ч'>п. (2.9.4) 

)тсюда уже легко выводится, что собственный прообраз на VN 
остаточно общего слоя X эллиптического пучка на Нв имеет 
<трицателы-юе пересечение c W. Мы опускаем детали так же,. 

как и разбор случая, когда BczD. 
С л у ч а й ( # . £ ) = 2 . Пусть Я ' = 6 ( 5 ) . Если В' = В, то про­

тиворечие достигается, как и в предыдущем случае. 
Пусть В'^Вя Яв = <р-1.ср|Я|(.5). Тогда Ив-поверхность 

типа КЗ с двойной точкой v — базисной точкой линейной 
системы | # | (не исключено, что Нв имеет и другие особые 
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нейная система \tiH — v i? ! -

точки). На Нв существует пучок эллиптических кривых |XI 
с базисной точкой v, сечениями которого являются кривые В 
и В'. Имеем: 

{В.В)Нв = (В'.В')Нв= _ 2 , (5 .5 ' )я в — 6. 
Далее рассуждаем точно так же, как и в случае deg5 = l, 

В'ФВ. Ограничение линейной системы \nH—vB\ на Нв имеет 
вид (2-9.1). Вместо (2-9-2) мы получаем здесь соотношение 

2/i-=(v.5 + v'B + C-.S/) —6v — 2 / + (С..в')я-.' (2.9.5) 
Из него следуют неравенства (2.9.3) и (2.9.4). Последнее озна­
чает, что X — базисная кривая линейной системы \пН— v5 | , 
что невозможно, так как X варьируется в пучке на Нв и ли-

пН — 2^ чге; не имеет неподвиж-
2 = 1 

ных компонент. 
Случай (Я-5)-=3 разбирается аналогично и мы не будем 

на нем останавливаться. Ш 
2.10. З а м е ч а н и е . Существуют линейные системы без не­

подвижных компонент вида \пН — vX | с v>-o~, гДе X —слой 
рационального отображения ф |Я|: V {to} Р2. В качестве примера 
можно ВЗЯТЬ полный прообраз на V линейной системы кривых 
| nL — чх | на Р2, где L— прямая, х — точка. 

§ 3. Бирациональные автоморфизмы многообразия Фано V, 
являющегося двойным накрытием 

трехмерной квадрики 

3.1. В этом параграфе V будет обозначать многообразие 
Фано первого рода и индекса 1 с /г3=4 такое, что (р[-ку\'- V—> 
{to}Q{subset}P4 — двойное накрытие гладкой трехмерной квадрики ( 
с гладким дивизором ветвления DczQ, высекаемым на Q гипер 
поверхностью степени 4 в Р4 (см. [7], 2.2; гл. И). В отличи. 
от трехмерной квартики, многообразие V обладает нетривиаль­
ными бирациональными автоморфизмами, хотя как и у квар­
тики h3=4. Вначале мы опишем серию бирациональных авто­
морфизмов V, связанных с прямыми на V, и затем' (см. 3.10) 
докажем, что они порождают всю группу Bir V (в действитель­
ности, в 3.10 доказано более точное утверждение). 

3.2. О п р е д е л е н и е . Пусть ZczV — кривая. Целое число 
(—Kv-X) = (H-X) будем называть степенью кривой Z и обоз­
начать через degX. Кривые степени 1 будем называть прямыми. 

В следующей лемме описаны некоторые геометрические 
свойства неприводимых кривых Z с d e g Z < 3 , которые будут 

13* 195 



использоваться в дальнейшем. Положим Y— 4\-Kv\{Z)cQ и 
обозначим через 8 инволюцию на V, определяемую двойным 
накрытием у^щ-.У->Q. 

3.3. Лемма, (i) Пусть Z — прямая на V, тогда •->-_к .\Z: 
:Z->Y — изоморфизм на прямую (в обычном смысле) YczQ, при­
чем возможны только следующие случаи: 

а) Y касается D в двух (ВОЗМОЖНО совпадающих) точках 
уи у2; в этом случае <?г^к AY) = Z{jZ', Z' = b(Z), Z и Z' пере­
секаются трансверсально, если ух^У2 в двух точках Х\, x2. 
Ф|_А-1/|(.л;0 = Уг> i = 1,2; если у1 = у2^=у, то Z и Z' касаются в 
одной точке x, ф|_дгУ| (x)-= г/; 

б) Y целиком лежит на D; в ЭТОМ случае tp-1^ AY) — удво­
енная прямая на V. 

(И) Пусть degZ = 2. Тогда возможны только следующие 
случаи: 

а) Z—гладкая кривая рода 1, У-—прямая на Q, пересекаю­
щая D в 4 различных точках; 

б) Z — кривая рода 1 с одной двойной ТОЧКОЙ Х, У —прямая 
на Q, касающаяся D в точке у = у,к , (х); 

в) Z—гладкая кривая рода О, У —гладкая коника на Q, 
у,к AZ:Z-*-Y — изоморфизм, ф-у (F)-=Zlj2/, Z'-=8(Z) и пе­
ресечение Zr\Z' состоит из 4 точек (некоторые из них могут 
совпадать). 

(iii) Пусть degZ = 3. Тогда имеет место только один случай: 
а) Z—гладкая кривая рода О, У c Q —пространственная ку­

бическая кривая и ср | \Z:Z->-Y — изоморфизм. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как <?>Kv< — морфизм степени 2, 

то 9i_jr | \Z\Z~yY — либо двулистное накрытие, либо бирацио-
нальный морфизм. Последнее имеет место всегда, когда degZ 
нечетно. В случае (Ш), например, ср j Z : Z - > y —бирациональ-
ный морфизм на кривую У степени 3. Так как YcQ, то У не 
может быть плоской кривой, стало быть, она неособа и 
Ф ,\Z:Z{to}У —.изоморфизм. Так же элементарно доказывают-
:я и все остальные утверждения леммы. Ш 

ЗА. П р е д л о ж е н и е , (i) На многообразии V существуют 
ярямые, которые образуют алгебраическое семейство S = S(V), 
параметризованное проективной кривой Г=Г(У) . 

(И) Любую прямую Z на V пересекает лишь конечное число 
прямых, лежащих на V. 

Д о к а з а т е л ь с т в о , (i) Согласно 3.3, i, вопрос о сущест­
вовании прямых на Q равносилен вопросу о существовании 
прямых на Q, ЯВЛЯЮЩИХСЯ бикасательными к D, Отметим, что 
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поскольку Pic V----Z, то на V может существовать не более чем 
одномерное семейство .прямых (по крайней мере в char£-T-=2, 
см. [7], §2; гл. Ш) . В действительности, если на V есть хотя 
бы одна прямая, то их существует ровно одномерное семейство, 
параметризованное проективной кривой (см. [7]; гл. III). 

Существование прямой на V доказывается посредством обыч­
ного «счета констант». Обозначим через R схему, параметри­
зующую прямые на Q. Известно, что R— гладкое проективное 
многообразие и dimR = 3. Пусть М — проективное пространство 
дивизоров полной линейной системы |D| на Q, dimM = 54. По­
ложим ~={(У, D)|yGjR, D&M, У—бикасательная прямая к 
D}aRxM и пусть 

цхмптХм 
R 

диаграмма естественных собственных марфизмов, индуцирован­
ных проекциями 'произведения RXM на множители. 

Морфизм (3, очевидно, сюръективен. Размерность СЛОЯ Р-1(У), 
Уб/?; — это разность размерности квадрик в Р4, для которых 
прямая У является бикасательной, и размерности квадрик, со­
держащих Q, т. e. dim р - 1 (У) =67—15 = 52. Отсюда dim 7 = 55. 
Слои морфизма |3 неприводимы и, стало быть, неприводимо 
многообразие Т. 

Для доказательства сюръективности морфизма а достаточно 
найти хотя бы одну точку, слой над которой имеет размерность 
dim Т—dim-M = 55—54=1. В силу замечаний, сделанных в на­
чале доказательства, достаточно указать гладкий дивизор D, 
для которого двойное накрытие V{to}Q с ветвлением в D содер­
жит прямую. Такой дивизор, очевидно, существует: через лю­
бую прямую Y<=Q можно провести квартику V4---P4 так, чтобы 
дивизор D---QHV4 был гладок. Так как YczD то, согласно 3.3, i, 
V содержит прямую. Это завершает доказательство утверж­
дения (i). 

(И) Прежде всего V не содержит конусов. Действительно, 
предположим, что V содержит конус, тогда на Q лежит конус 
К, образуемый бикасательными к D, с вершиной xGD. В таком 
случае конус К высекается на Q касательной гиперплоскостью 
в точке x6Q. Отсюда следует, что каждая образующая конуса 
К имеет более чем 4-кратное пересечение с D, стало быть, лежит 
на D. Отсюда /CczD, что противоречит тому, что поверхность D 
гладкая и на ней может лежать не более конечного числа 
прямых. 

Случай, когда через каждую точку прямой Z проходит еще, 
по крайней мере, одна прямая исключается так же, как в до­
казательстве аналогичного утверждения дтгя многообразий Фа-
но основной серии с Pic V-=-Z (см. [7] 2.4; гл. III). Ш 
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С каждой прямой Z.aV связан бирациональный автомор­
физм второго порядка — инволюция xz : V{to}V. Для построения 
%z нам понадобится следующая 

3.5. Лемма , (i) Пусть F — cpi-^i (Z). Тогда линейная сис­
тема | —/Cv —«Pi-lr-/! (К)| определяет рациональное отображение 
,§•.-•:V {to} Р2, которое не определено только в /~1 (Y) и слоями 
которого являются эллиптические кривые. 

(Н) В случае, когда ^lKv[{Y) — Z[}Z', как в 3.3, i, пусть 
ozz''-V~>V — композиция последовательного раздутия сначала 
прямой Z, затем собственного прообраза прямой Z', тогда 
• _ def _ 

gz = gz°Oz'z'-V^-P2 является морсризмом с эллиптическими 
слоями и с двумя выделенными сечениями (возможно содержа­
щими отдельные слои ИЛИ ИХ компоненты) Z и Z{ — собствен­
ными прообразами на V прямых Z и Z' на V, соответственно. 

(Ш) В случае, когда /~г (У) — двойная прямая Z, т . е . 
когда YczD, как в 3.3, i, б), пусть aZz':V{to}V — композиция 
последовательного раздутия сначала Z, затем исключительного 
сечения Z' вклеенной линейчатой поверхности, тогда 
_ def _ 
gz=gz°0zz''V{to}P2 является также морфизмом с эллиптичес­
кими слоями и выделенным сечением Z' — собственным прообра­
зом Z'. 

Д о к а з а т е л ь с т в о - (i) Пусть Е — достаточно общее ги-
перплоское сечение квадрики Q, проходящее через У. Тогда Е — 
гладкая двумерная квадрика. 

Пусть H=f~l(E), тогда Н— поверхность типа КЗ с 4-мя 
двойными точками в случае, когда YczD, и гладкая в остальных 
случаях. Прообразы двух пучков прямых на Е — это два пучка 
эллиптических кривых на Н. Прямая Z является компонентой 
слоя одного из них и сечением другого. Линейная система 
|E—У| задает рациональное отображение Q{to}P2 (проекцию из 
прямой У), слоями которого являются прямые. Линейная си­
стема |#—/_ 1(У)| = |—Kv—f~l(^)\ есть не что иное, как про­
образ на V линейной системы |E—У|. Утверждение (i) теперь 
становится очевидным. 

(ii) Базисное множество линейной системы \~-Kv—/_1(У)| 
СОСТОИТ только из прямых Z и Zr с кратностью ОДИН. Следова­
тельно, утверждение вытекает из общей теории разрешения не­
определенностей рационального отображения (см. [37]). Случай 
4-х кратного касания отличается от общего случая только тем, 
что собственный прообраз Z на V прямой Z приобретает двой­
ную точку. Ясно, что слоями 'морфизм a gz в обоих случаях 
являются кривые — прообразы эллиптических слоев рациональ­
ного отображения gz-
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(iii) В этом случае поверхность из линейной системы 
|— Kv— / -1(-0 |> проходя через прямую Z, касается ее в об­
щей точке. Прямая Z изоморфна Y и лежит на поверхности, 
изоморфной поверхности D. Отсюда получается представление 
ее нормального пучка J/'ziv в виде расширения 

0-»-О-( —3)->-^-2/v{to} <?.z(2) {to}0. (3.5.1) 
Пусть oz:V'->V—-раздутие Z и E—«г1 (Z) —вклеенная линей­
чатая поверхность. Если iV —такое целое число, что E'-^F^, 
где Гд, —стандартная линейчатая поверхность, то из (3.5.1) 
•следует, что возможные значения N — это только 1,3 и 5. 
Пусть #*=-* (#) , # е | —-KVI, и # '6|Я*—/"I- Тогда H'ftF'-
~ s + a/ для некоторого целого числа а, которое находится 
из равенства 

3 — (H*—E02-F' = (s + a / - 5 + '~/)/-. — - -V + 2a. (3.5.2) 
Заметим, что поскольку почти любая поверхность ЬЩ — Ky — Z \ 
имеет 4 двойные точки, лежащие над особыми точками кривой 
ветвления двойного накрытия <р,_̂  , \Н:Н-+Е, то соответст­
вующая поверхность Н' на V содержит 4 слоя линейчатой по­
верхности F'. Отсюда а > 4 и поскольку iV<5, то из (3.5.2) 
находим, что N = 5 и a=4 . 

Линейная система |s + 4 / | на F5 содержит единственную 
неподвижную компоненту s. Следовательно, линейная система 
\Н' \ = \Н* — F' \ имеет единственную базисную кривую — исклю­
чительное сечение s, которую мы будем обозначать через Z'. 
Нетрудно проверить, что после раздутия ez,:V-+V' кривой Z' 
линейная система \az, (H') — o-}(Z')\ уже не имеет базисных то-

_ def _ 
чек и определяет морфизм gz=gz^zZ< = gz°az°°z,:^~>^>2 с тРе" 
буемыми свойствами. И 

3.6. Конструкция бирационального автоморфизма %Z:V->V 
Рассмотрим сначала случай, когда прямая Z не лежит на D 
По лемме 3.5, (ii) Z пересекает только конечное число другю 
прямых на V. Следовательно, морфизм gz:l/->P2, определен­
ный в З.б, может иметь не более конечного числа приводимых 
слоев X,, i = 1, ...,N. Легко видеть, что вне этих слоев по­
верхности Z и Z (см. 3.5, ii) являются «чистыми» сечениями 
•(т. е. не содержат отдельные слои и их компоненты). Положим 
W= U Xh U = V — W. На U определен автоморфизм второго 

. • - = 1 

порядка-отражение в смысле группового закона на эллипти­
ческих кривых (слоях морфизма gz\U:U~>Р2) с нулем в сече-
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нии Zjj = Zf\U. Этот автоморфизм продолжается до бирацио-
нального автоморфизма второго порядка на V, который мы 
обозначим через zz, а его спуск на V — через -z, так что - z — 

Пусть теперь ZczD. Морфизм gy.l/-*P2 здесь имеет уже-
одномерное семейство приводимых слоев: эти кривые рода один 
X (прообразы V прямых на Q, пересекающих Z), имеющие на 
Z двойную точку. Соответствующие слои на V состоят из-
собственный прообразов таких кривых X и слоев собственного 
прообраза на V линейчатой поверхности oj1 (Z). Поверхность Z' 
является сечением (по крайней мере вне конечного числа слоев) 
морфизма с эллиптическими слоями gy.V->P2. Бирациональный 
автоморфизм -z определяется здесь так же, как и выше, как 
отражение относительно нулевого сечения Z' на общем слое 
морфизма gz. Отметим, что -z действует тождественно на Zr 

и сохраняет собственный прообраз на V поверхности oi"1 (Z). 
3.7^ Предложение . Пусть h, e, е'— классы в A 1 ^ ) — 

^Р1с1/_дивизоров # = -22. (Я), azz.(Z)=Z, a i r {Z')^=Z>. Тогда 
г*.-.: A1 (v)->Al (V) действует на них по формулам 

7z(h) = 9h-\0e-~6e', 
^(е)-=8А —9е —бе', (3.7.1> 

~z(6') = e'. 
в случае Z<£D, и действует тождественно, в случае ZczD. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Отметим, прежде всего, что Л1 (V) = 
— PicV-Z и. A1 (v)^PicV^Zh@Ze®Ze'. Это следует из-
того, что hl {pv) = hl (.S>v,)--0, что группа PicV не имеет кру­
чений (см. [7], 4.10; гл. I) и из формулы (1.1.3; гл. 1)._Далее,. 
так как_в случае Z<tD codim^--2, то Picl / -PicU и, по­
скольку -_ | U действует бирегулярно, то определено действие 
z*z на PicU-PicI/ . В случае ZczD, из определения т2 видно,. 
что он действует тождественно на Z' и сохраняет собственный 
прообраз поверхности с^1 (Z) на V, а также общую поверхность. 
Н'£\Н — Z—Z'\. Следовательно, в этом случае он тождест­
венно действует на Pic V и, стало быть, является бирегуляр-
ным автоморфизмом. 

Предположим теперь, что Z<£D. Пусть hH,, eH,,. е'н, — огра­
ничения !г, е, е' па. общую Л'З-поверхность H'Q\H—Z—Z'\== 
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= | — Kv\. Тогда PicH'^ZhH®IeH,®Ze'H,. Пусть X—слой; 
эллиптического пучка gz\H':H' -+Р1 и хн, —-его класс в Pic Я ' . 
Тогда имеют место следующие соотношения: 

hw=xH, + eH, + eH„ (хи,-хн.) = 0, ( /г я , -А я , )=4, 

( е я ' - е я ' ) = 2- {ен,-хн,)^{ен,-хн,) = \, (3.7.2) 
(ен,-ен,)^(ен,-ен,) = ~2. 

Автоморфизм xz сохраняет Н', поэтому достаточно написать 
формулы действия (т^Я')* на Р1сЯ'. Прежде всего, из геометри­
ческих соображений и определения Xz ясно, что (xz\H')* действует 
тождественно на Хн' и с/г, и ясро также, что (xz \H')* не сохра­
няет ея' (так как Z<tD). Следовательно, ввиду первого соотно­
шения (3.7.2), достаточно вычислить ея, = (тГ2]Я')*(ея'). Пусть-
е*н, = ахн, + Рея, -\-уе'Н', тогда с помощью формул (3.7.2). 
коэффициенты а, р и у находятся из условий: 

(ся<-ея ' ) -=-2, (ен.-х„.) = \, (е„:е'„.) = 2. (2.7.3) 
Из этих уравнений получаем: а —8; р=—-1; y = 2. Отсюда 
•t* (e) = 8h — 9е — 6с ' и t̂ (A) = 9A—10с —бе'. Это доказывает 3.7. 

3.8. Т е о р е м а . Пусть V — многообразие Фано первого ро­
да— двойное накрытие квадрики Q c P 4 и V — произвольное 
многообразие Фано первого рода. Обозначим через _ (У) груп­
пу бирациональных автоморфизмов, порожденную бирациональ-
ными автоморфизмами xz Для всех прямых ZczV и Z<£D, где 
D — дивизор ветвления накрытия V{to}Q. Если %:V-*-V — бира-
циональпое отображение, то существует такой бирациональный. 
автоморфизм а|збВ(У), что %<-"ф: V{to}V' — изоморфизм. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Как и в доказательстве теоремы 2.2 
(см. также 2.6 и 2.9), пусть 

N 

h'^nh — ^^iei, 

где К— класс в A (VN) положительной образующей Pic 1 / ' . 
Если а—\, то, как в доказательстве 2.2, X—-изоморфизм. 

Предположим п>2. Тогда по лемме Фано (2.2.1; гл. 1) 
существует максимальная особенность 5/_1 (с v;>«., если 
.Вг_1 — кривая и ^;>2/г., если .9 Ы - точка) . 

Случай Bi_\—-точка исключается предложением 1.2, И. Пусть-
£ — <-г-1,о(-5г_1), тогда из 1.2, i следует, что d&gB = (H-B) <4 . . 
Случай deg-9== 0, т. е. В — точка исключается по лемме 2.3. 
Для исключения случаев deg-9 = 2 и 3 выпишем пробные классы:. 
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Случай deg5==3 (см. 3.2, iii): y=2h — e, где е-класс 
з-i (В) в АЦУ), a-.V-+V-раздутие В; 

(nh - ve)2 (2/z - е) = 8я2 - 6/zv - 6v2 + v2 < 0. 
Случай deg.5 = 2 (см. 3.2, ii, a): г/==2А—-е; 

(nh — ve)2 (2A — e) — 8я2 — 4nv — 4v2 < 0. 
Случай deg5=2 (см. 3.2, ii, 6); y = h — e\ 

(nh - ve)2 • (/z — e) == An2 — Am - 2v2 -f- 2v2 < 0. 
Случай deg5==2 (см. 3.2, ii, в); y^=h — eQ — e, где е0 — класс 

•o^1 (г>0) в Л1 (l/0) ao'V0~>V—раздутие v, veV — особая точка 
кривой В; <? — класс о-1 (.S0) в A^I/), o.:t7{to}t70 —раздутие кри­
вой J50—-собственного прообраза на V0 кривой В; 

(nh—v0. ей - ve)2 (h - е0 - е)=An2—4/zv - (v0—2v)2 < 0. 
ИСКЛЮЧИМ теперь еще один 
Случай d e g 5 = 1, BczD: здесь В=Z---прямая, 

лежащая на дивизоре ветвления D, и как отмечено в 3.6, 
существует одномерное семейство кривых X—слоев рациональ­
ного отображения i-z:I/{to}P2, имеющих особую точку на Z. 
Пусть az:V-+y—раздутие Z, е-класс °~Ч--) в Al(V), x — 
класс в А1 (V) собственного прообраза на V слоя X, имеющего 
•особую точку на прямой Z. Тогда, очевидно, 

(nh — ve-x) = 2n—2v<0. (3,8.1) 
Так как X варьируется в одномерном семействе, т. е. заметает 
некоторую поверхность G, то из (3.8.1) следует, что поверх­
ность О, точнее ее собственный прообраз на V, является не­
подвижной компонентой линейной системы | nh — ve \. Но это 

.противоречит тому, что nh—{sum} v.e,-
t=i 

следовательно, и вторая линейные системы не содержат непод­
вижных компонент. 

Осталось рассмотреть случай В = Z — прямая на V и Z<£D. 
Этот случай мы ИСКЛЮЧИТЬ не можем, поскольку существует 
•бирациональный автоморфизм %z'-V-+V, для которого 

-* (А)-=9А-1 Ое-бе' 
•(см. 3.7.1). 

Поднимем бирациональное отображение yj.V-^-V' на V 
(в обозначениях 3.5) и обозначим его через %• Тогда 

h'=nh — ve~ v ' e ' - ^v . e , , (3.8.2) 
i=3 
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где е = е-—класс поверхности Z и е—е2 —класс поверхности 
ZJ в А1 (У) (согласно 1.9 —1.11; гл._1, равенство 3.8.2 можно 
рассматривать_в группе Z* (V0---2* {V)). Рассмотрим компози­
цию х1 = xcv-z.V'{to}y'. Тогда для бирационального отображения 
X! вместо (3.8.2), используя (3.7.1), мы получаем следующее 
выражение 

й' = (9л —8v)A —(Юл—9v)e- (6«-6v + v')e'-{sum}v£il (3.8.3) 
1=3 

где е, = х!2(е.). Пусть Xi = cri"i'0Xiocrzz':1/{to}l//— бирациональное 
отображение — композиция zz и х- Тогда его «степень», равная 
щ — 9п — 8v (см. 3.8.3), меньше «степени» п отображения х. 
поскольку v > п. 

Если щ^2у то мы продолжим процесс «раскручивания», 
который через конечное число шагов оборвется на изоморфизме. 

3.9. С л е д с т в и я , (i) Многообразие V не рационально и не 
изоморфно никакому многообразию Фано первого рода, отлич­
ному от V. 

В действительности, V не изоморфно ни какому многообра­
зию Фано, отличному от V, и никакому трехмерному многооб­
разию, предетавимому в виде расслоения на коники: это дока­
зывается ТОЧНО таким же методом, как и теорема 3.8. Унирацио­
нальность V. будет доказана в §2, гл. III. 

(И) Группа бирациональных автоморфизмов Вir V порожде­
на группой В (V) (ем. определение в 3.8) и (конечной) груп­
пой Aut V. 

Вот более точное утверждение. 
3.10. Т е о р е м а . Обозначим через *-z, — свободное про-

гсу.гфо 
изведение инволюций - z по всем прямым ZaV и не лежащим 
на дивизоре ветвления D. Тогда BirV является полупрямым 
произведением групп AutV и *xz, т . е . имеет место точная 

zcy.zqp 
последовательность групп: 

\-+*iz-+b\xV + k\AV-+\ (3.10.1) 
Z(Z.V,Z<£D 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Имеем Au't VcBir V и группа Aut V 
действует очевидным образом на множестве прямых {Z\ZaV, 
Z<£D), и, следовательно, на группе *х2. Ясно, что группа ' zcy.zq: D 
B(V) является нормальным делителем в группе BirK. Остается 
Только показать , что B(V) = *iz. Существует естественный 

гсУЛфО 
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эпиморфизм 

и надо показать только, что в группе В (V) образующие -z 
не связаны никакими соотношениями. Для этого достаточно 
показать, что в (3.8.2) имеется только одна максимальная 
особенность, а именно, прямая Z=B. Тогда с помощью про­
цесса «раскручивания», описанного в доказательстве теоремы 
3.8, каждый бирациональный автоморфизм tyQB (V) единствен­
ным образом запишется в виде слова '..о-г'-...»^-(л). 

Предположим, что в (3.8.2) существуют две максимальные-
особенности — прямая ZX=B и некоторая кривая Bj_i (с v > # 
и vy.>ft). Тогда, как показано в доказательстве 3.8, 
ay_i,o(5y_-)-Z2-прямая на V и Z-QXO. Покажем, что это 
предположение приводит к противоречию. Рассмотрим два 
случая. 

С л у ч а й 1. Zi{ne}Z2- Если ZifiZ2^=0, то Z. и Z2 пересекают 
кривые X — слои проекции я2 , : V{to}P2, лежащие над прямой 
nZl (Z2)czP2, которые составляют одномерное семейство. Про-
тивореч.ие здесь достигается точно так же, как это делается в 
доказательстве теоремы 3.8, случай degS-=1, BczD. 

Если Zl(]Z27^0 и Z2-=6(Z.), где б — инволюция двойного 
накрытия V-yQ, то противоречие устанавливается с помощью 
пробного класса J — h—е.—е2, где еи е2 — классы раздутых пря­
мых Zj и Z2. 

В случае ZiflZ2-?--0 и Z2-7--6(Zj), т. е. когда пересечение 
Z]f1Z2 состоит из одной точки 'С кратностью 1, противоречие 
устанавливается тоже с помощью пробного класса ] = 2Н—е0— 
е\—е2, где ---о — класс раздутой точки пересечения ZiflZ2, e\, е2 — 
классы раздутых собственных прообразов прямых Z b Z2. Этот 
случай аналогичен случаю deg5 = 2 (см. 3.2, ii, в), рассмотрен­
ному в доказательстве теоремы 3.8. 

С л у ч а й 2. ZX=Z2. Пусть cr-,: 1Л-*• V — раздутие прямой 
Z\. Тогда из того, что G/-i,o(Bj-\) — Zi, следует, что на по­
верхности a j 1 (Z.) должна лежать максимальная базисная кри­
вая, скажем, С. Пусть i"z,:Vi-->-P-— поднятие проекции i-Zl на 
Vx. Слои проекции Tc-:V{to}P-, лежащие над кривой T-ZI (С)сгР2.> 
составляют одномерное семейство. Противоречие теперь дости­
гается так же, как и в случае 1, • ? 1 n Z 2 = 0 . Теорема дока­
зана. 

3.11. З а м е ч а н и е . Вопрос об определении бирационально-
го типа и описании группы Bir V для многообразия V, изучен­
ного с этой ТОЧКИ зрения в настоящем параграфе, насколько 
мне известно, не рассматривался в классической литературе. 
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§ 4. Бирациональные автоморфизмы многообразия Фано V6
3. 

4.1. В этом параграфе через V будем обозначать многообра­
зие Фано первого рода с г=1 и /г3 = 6. Хорошо известно (см. [7], 
1.4; гл. IV), что V представляется в виде гладкого полного пе­
ресечения V=.F2nF3 квадрики F2 и кубики Fz в Р5. Известно 
также, что на V существует одномерное семейство прямых 
S = S(V), параметризованное проективной кривой Г = Г(У) 
(возможно приводимой, но без кратных компонент), которая 
может иметь не более чем двойные особые точки. Это доказы­
вается обычным «счетом констант» с использованием предло­
жения (2.4; гл. III) из [7] (Отметим, что в [7] предполагается 
char&=0, но в данном случае рассуждения проходят для лю­
бого алгебраически замкнутого поля k, по крайней мере, если 
char £-^2 и 3). 

На V существует также двумерное семейство коник (вклю­
чая приводимые и кратные), параметризованное полной поверх­
ностью Л = Д(У), так что через общую точку v&V проходит ко­
нечное число коник (см. [7], 4.4; гл. III). Существует замкну­
тая кривая ЗЭсА, параметризующая КОНИКИ У—У, плоскости 
Р(У) (линейные оболочки в Рб) которых целиком лежат на 
квадрике F2, т. e. Р(У)ПУ=У112, где Z — некоторая прямая. 
Определен естественный сюръективный морфизм .®->Г, имею­
щий степень 2. 

4.2. С каждой прямой ZaV связан бирациональный авто­
морфизм второго порядка (инволюция) а2:У->У. Он строится 
следующим образом. Проекция i-z .V-»P3 из прямой Z после 
раздутия az:V->V центра проекции Z определяет морфизм 
<rc:z — ir-,-(TZ ; У~>Р3, являющийся конечным морфизмом степе­
ни 2 вне замкнутого множества WaV коразмерности 2. 
Множество W является объединением собственных прообразов 
на V прямых Zh i — \ N, пересекающих Z (их конечное 
ЧИСЛО, см. [7] 2.4; гл. III), и двух коник (возможно приводи­
мых) из семейства с базой 53. 

Пусть U — V — W, тогда перестановка точек в слоях мор-
физма i-2:U->P3 определяет бирегулярный автоморфизм 
.(инволюцию) на U, _который продолжается до бирациональ-
ного автоморфизма V над Р3, который мы обозначим 
через а/. Положим az = Gz°Q-z°e~z , тогда a~:V{to}V— иско­
мый бирациональный автоморфизм. 

Отметим, что поскольку соШт1У==2._то Pic V = Pic U, и 
так как автоморфизм az бирегулярен на U, то он действует на 
группе Р1с(7 = Р1сУ'~Л1(Ю- _ 

4.3. П р е д л о ж е н и е . Пусть h и е —классы в Al(V)~ 
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~Pic V гиперплоского сечения Н_ = Qz(H) и поверхности 
Z = <rl(Z). Тогда 'a*z-A1(V)-^A1(V) действует на них сле­
дующим образом: 

az(/..)-—4/z---5e, 
~^(е) = ЗА —4е. (4.3.1) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Проекция itz:V{to}P3 задается линей­
ной системой \Н—Z\. Поэто_му из определения az видно, что 
a«j(h — е) = й — е. Далее ~i.z (Z) — поверхность степени 3 в Р3. 
Действительно, 

( f f -Z) ! .Z=3 
и морфизм -x2:Z—>TCZ (Z), очевидно, бирационален. Поэтому 
а* (е)-==3(/г —е) —е = ЗА —4е. Прибавляя к обеим частям ра­
венства инвариантный цикл 1г — е, получаем a.*z(h) = Ah — beM 

4.4. С каждой КОНИКОЙ YcV из семейства, параметризо­
ванного кривой 3d (см. 4.1), тоже связан бирациональный авто­
морфизм второго порядка (инволюция) $y.V->V. Для его оп­
ределения рассмотрим проекцию тсу:!/-»• Р2 из плоскости P(Y). 
Отображение -ск неопределено только в Y\jZ0--=P(Y)f}V, 
где Z0 — некоторая прямая. Пусть ay\V-+ V — устранение неоп­
ределенностей отображения ку, а именно, один из следующих 
морфизмов: 

а) ay = ayze— раздутие сначала Y, а затем собственного. 
прообраза прямой Z0, если У —гладкая коника; 

б) OY~GZ,Z,Z0 — раздутие прямой Z2, затем собственного 
прообраза прямой Zx и, наконец, собственного прообраза пря­
мой Z0, если Y распадается на две различные прямые Zx и Z2; 

в) стк.—crz,ZuZo — раздутие прямой Z-, затем исключительной 
кривой Z n вклеенной линейчатой поверхности р-1 (Z-J и, нако­
нец, собственного прообраза прямой Z0, если K==2Z--— кратная 
прямая. 

Композиция it- = Kyaey.V->P2 является собственным плос­
ким морфизмом с эллиптическими слоями. Собственный прооб­
раз Z0 на V прямой Z0 является сечением морфизма ку, оп­
ределенным вне конечного множества точек плоскости Р2. 
Bo3bMeM_Z0 за нуль группового закона на общем слое мор­
физма 1-J-. Тогда на общем слое определен автоморфизм 
второго порядка —отражение относительно нуля (т. е. 2~0). 
Этот автоморфизм продолжается до б пращ-юна льной инволю­
ции на V, которую мы обозначим через Рк, и положим |3г-— 
— Cyofiyoay . Инволюция р.- послойна и определена вне ко­
нечного числа слоев морфизма irz:V?{to}P2. Объединение этих 
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слоев обозначим_ через W. Положим U = V'-—W, тогда: 
Р1с£7.-=Р1с17~.А-(7) и $у действует на P i c L 7 = P i c \ / ~ A 1 (V). 

4.5. П р е д л о ж е н и е . Пусть Л, у, z0, zu'z2, 2ц--классы. 
в А1 (V), соответственно, Я = -^(#) и полных прообразов Z0, 
Zu Z2, Zu. Тогда $y-.A1(V)^A1(V) действует на них следую­
щим образом: 

в случае а) 
р*,(А)==13А-14$г-8г0, 

^ ( y ) = l 2 A - 1 3 y - 8 z 0 , (4.5.1> 

Р'у \zo) — zo> 
в случае б) 

^ ( А ) — 13А-142 1 -142 2 — 820, 

fy (2i) = 6A—7г.—622 — 4z0> (4.5.2> 

Щ, (z2) = 6 А — 621 — 7г2 — 42-, 

$*у (2о) = 2о-
в случае в) 

fy (А) = 13А — 14«i — 142ц - 820, 

^ ( 2 1 ) — 6А — 7 2 1 - б 2 „ - 4 2 0 , (4.5.3> 

р* ( z 1 1 ) - = 6 A - 6 z l - 7 2 u - 4 z 0 , 

РИго) = 2:о. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Здесь применим тот же метод, что 

и в доказательстве предложения (3.7). Пусть Н'8\—Ку-\ — 
общая поверхность---прообраз общей прямой L c P 2 . Тогда 
Н' — гладкая поверхность типа КЗ с пучком эллиптических 
кривых | X | . Пусть .х -класс слоя пучка |X | в Pic Я ' и обо­
значим теми же буквами ограничения на И' элементов у, z0, 
21, 22, zn£PicV при естественном вложении N'dV. Бирацио-
нальный автоморфизм $y\V ->V сохраняет Н' и его ограничение 
на Н', которое мы будем также обозначать через Рк, бирегулярно 
на Н'. 

Имеем: 
в случае a): h--=x-\-y-\-z0, 

в случае б): A-=x + 2i + z2 + 20, (4.5.4) 
в случае в): A = x + 21 + 211-|-2o, zx — z\-\-zn, 
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где 2° — класс собственного прообраза Z1 на V. Кроме того, 
имеет место следующая таблица индексов пересечения на АГЗ-по-
верхности Н'\ 

А---=6. x 2 - 0 , ^ = г§ = 2:?==г8 = 221 = - 2 ; 
(A.x) = 3, (Л-г/) = 2; (А.20)»=(А.г1).= (А-22) = (А.2П).= 1; 

(x.f/)=2, (x.20) —(x.2.1) = (x.22)-=(x.211) = 1; 
(г/.2-)-2, (.г1-22) = 1, (21.211).= \. (4.5.5) 

Из определения $у немедленно получаем: 
fy(x) = x, fY(z0) = z0. (4.5.6) 

Образы элементов А, г/, 21, z2 и 211 при действии $*у будем 
искать методом неопределенных коэффициентов. 

В случае а) пусть fy (А) = аА + рг/+у20. Из системы уравнений 
(ah + Р# + yz0 • aA + $y + y20) = 6, 

(aA + p^ + Y20.JC) = 3, (4.5.7) 
(aA + pfir+Y20-20) = l 

•с помощью (4.5.5) находим: a=13, p = —14, у= — 8. Из (4.5.4) 
и (4.5.6) следует, что Ру (А-• у) -- А — у. Вычитая это равенство 
из полученного равенства Pr(A) — 13A —14y-8;z0, получаем, что 
ру {y) — \2h— \3y — 8z0. Следовательно, такие же соотношения 
выполняются и в группе А1 (V). Это дает (4.5.1). 

В случае 6) пусть р"у (A) = aA-|-p21+Y2:2 + 2̂;o- И3 системы 
уравнений 

(aA + p2l + Y2:2 + 820)-==6, 
(aA + P21 + y22+.520.x) = 3, (4.5.8) 
(аА + Р21+yz2 + 82- • 20) = 1 

и из соображений симметрии P = y получаем: а —13, р-= у = 
= _14, 8= — 8. Аналогично, пусть 

рг (21) = a1 A + P12.1 + v122 + 8120> 4 5 < 9 . 

ТУ (22) — <~2h + P2Z1 + y2z2 + 82-г0. 
Коэффициенты а1, а2, рь р2, y1, y2. 8ь 82 в (4.5.9) находим из 
системы уравнений: 

ру (21 + 22) •-= Рг (А) — X — 20, 
(рНгО.^-фу^)-^)—-, 

(рК (21) . 20) = фу (22) • 20) = 1, (4.5.10) 
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fy(ZiY = fy(z2) - = — 2 , 

(РИ^)-?Г(22)) — Г 
В результате мы получаем формулы (4.5.2). 

Случай в) рассматривается аналогично и, в действительно­
сти, отличается от случая б) только заменой z2 «а гп-Ш 

4.6. П р е д л о ж е н и е . Имеют место следующие соотноше­
ния: в случае б) 

р к = a2,-aZi)oaZ2; (4.6.1) 
в случае в) 

Рк-az.°az,,~az-. (4.6.2) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Покажем, что бирациональные авто­
морфизмы в левой и правой частях каждого из равенств (4.6.1) 
и (4.6.2) действуют одинаковым образом на элемент h. Отсюда 
будет следовать, что они отличаются самое большее на бирегу-
лярный автоморфизм 6 порядка 2. Но поскольку на общем 
многообразии V нет бирегулярных автоморфизмов, отличных 
от тождественного, и конструкция •бирациональных автоморфиз­
мов aZii, i = 0, 1, 2 и f.y в некотором смысле «универсальна», 
то 6 = id. 

ДЛЯ доказательства равенств 
P^(A) = (aZloaz0-az2)*(A) в случае б), 

и 
P;,(A)-=(az,°az„°az,)*(h) в случае в), 

(эти равенства имеют смысл в группе Z* (V), см. 1.10; гл. I 
или в группе .41 (W) некоторого многообразия VN, для кото 
рого существует бирациональный морфизм VN->V И на кото 
ром бирациональные автоморфизмы aZ[, Ру становятся бирегу 
лярными) мам понадобится полная информация о разрешении 
неопределенностей каждого из бирациональных автоморфизмов az, 
и их действии на группе Z* (V) (частичная информация содер­
жится в 3.6 и 3.7). 

Мы опускаем вычисления и приводим результат без доказа­
тельства. 

4.7. Л е м м а , (i) Если прямая ZczV — достаточно общая 
(в смысле [7], 2.6; гл. Ш) , то ее пересекают 31 прямых 
Z b . . . , Z31c=V и две гладкие коники Qb Q2<=V из семейства, 
параметризованного кривой 53 (см. 4.1). Полное разрешение 
неопределенностей oN, -: Vjv{to}Vo = V бирационалы-юго автомор­
физма az состоит из последовательности раздутий сначала пря­
мой Z, а затем собственных прообразов прямых Zi, i — l , . , . , 31 
и КОНИК Qi, Q.2. Пусть h, z, г, z31, <7ь Цч — классы в Al(VN) 
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полных прообразов —Kv, Z, Z\,..., Zau Qi и Q2, соответствен­
но, тогда az действует на них по формулам 

31 

а* (/-) = Ah — bz - 2 *i - 2ql -2<72, 

31 

<x*(2.)-=3/z — 4 г ~ 2 ~-г —2^1 —2^2> 

<~z(z.f)==-;i' -• = !>•••> 31. (4.7.1) 

(ii) Если одна из коник, скажем Qi, распадается на две 
различные прямые Qi = EiU£2, то полное разрешение неопреде­
ленностей ON, О : VN{to}V бирационального автоморфизма az та­
кое же, как и в (1), плюс раздутие обыкновенной квадратичной 
особой точки Р, возникающей при раздутии Qj. В обозначениях 
(i) 'пусть, кроме того, еь е2 и р обозначают классы в A1(VN) 
ПОЛНЫХ прообразов Е\, E2 и Р, соответственно- Тогда az дейст­
вует в A1 (Vjv) по формулам: 

31 

а*(й)==.4й —5z— {sum}2*" 2<3i—2е2 — 2с72. 
«=i 

31 

a* (z) = 3h — Sz—.2 -г;—2ei —2e2 —2-72. 
i= i 

a* (60 = 62, (4.7.2> 
<4(е2) = <?1. 
«2(^2) = <Ь 

«*(P) — P . 
. а*(г.) = ;г., ' i = 1 , . . . ,31. 

(iii) Если одна из коник, скажем Qu является двойной пря­
мой E], то полное разрешение неопределенностей бирациональ­
ного автоморфизма ал, описанное в (i), претерпевает следую­
щие изменения при раздутии Q.: после раздутия прямой Z 
раздувается собственный прообраз прямой Еи при этом вклеи­
вается линейчатая поверхность Ех, изоморфная стандартной 
линейчатой поверхности F2, затем раздувается исключительное 
сечение E n линейчатой поверхности Ёг при этом опять вклеи­
вается поверхность E u , также изоморфная F2. Пусть ех и еп 
обозначают классы полных прообразов E- и En > соответствен-
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но. Тогда 
31 

а* (А) = 4Л —5z -{sum} zt — 2ex — 2еи—2.7J, 
i=l 

31 

а* (z) =.= 3h - 5г — 2 z. — 2е1 — 2eu—2<72, 
j = i 

*m
z(ei) = elt (4.7.3) 

а*(сп) — еи, 

a*(z0--=2j, i = 1. . . . .31. 
(iv) В условиях и обозначениях (ii) бирациональный авто­

морфизм aEi в окрестности прямых Ех и Z имеет следующее 
разрешение: сначала раздувается Е и вклеивается линейчатая 
поверхность E1—F3, затем раздувается пара Eu{jZa, где En — 
исключительное сечение поверхности E1 и Z'0 — собственный про­
образ прямой Z (похожая ситуация описана в (ii)). Тогда о^ 
действует следующим образом: 

31 

а" (h) = Ah-bex —{sum} г, — 2 г —2вц, 

31 

я^(е1) = ЗА —4ei--{sum}2£—2г — 2 в ц , 
i—1 

41(2) = е11, (4.7.4) 
4 , Ы — 2. 

o^(2 i) = 2 i, i = l 31. 
(v) В случае, когда прямая Z находится не в общем поло­

жении (в том смысле, что некоторые из пересекающих ее пря­
мых или даже она сама являются двойными, т. е. соответствуют 
двойным точкам на параметризующей кривой Г), формулы 
(4.7.1) — (4.7.4) сохраняются, если в число прямых ( = 31) пере­
секающих Z, включить также и бесконечно близкие. 

Для завершения доказательства предложения 4.6 остается 
применить обе части равенств (4.6.1) и (4.6.2) к элементу h и 
воспользоваться формулами (4.5.2), (4.5.3) и (4.7.2), (4.7.3) и 
(4.7.4), соответственно. Ш 

4.8. Т е о р е м а . Обозначим через B(V) группу, порожден­
ную инволюциями az и [Зу, где Z пробегает все прямые на V, 
а У — коники из семейства с базой 98 (см. 4.1). Пусть % : У—>-
{to}V — бирациональное отображение на многообразие Фано 
первого рода V, тогда существует бирациональный автомор­
физм \p6B(V) такой, что %°ty : V{to}V— изоморфизм. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Если в обозначениях (2.1; гл. I) 

h' = nh— {sum} vi(?2 

и n=\, то легко проверить, что % — изоморфизм. Если п>2, то 
по лемме Фано существует максимальная особенность 5i_i 
(точка кратности >2п или кривая кратности >,п). Покажем, 
что максимальная особенность может быть только прямой Z на 
V или коникой YczV из5В. Сделаем это последовательно в три 
шага. 

Шаг 1. Не существует точек кратности >2га. Предполо­
жим, что Bi-i — точка кратности v,>2re. Пусть В = ai_10(Bi_x), 
тогда В — базисная точка линейной системы М% и, если v —ее 
кратность, то v > vj > 2n. 

Если через точку В не проходит ни одна прямая, лежащая 
на V, то противоречие (с предположением v;>2/i) достигается 
с помощью пробного класса y = 2h — 3e, где е — класс полного 
прообраза при раздутии а: У {to}!/ точки В, Действительно, лег­
ко видеть (см._ шаг 3), что в этом случае линейная система 
\2п — Ъе\ на V не имеет базисных точек и неподвижных компо­
нент. С другой стороны 

(nh — ye)2 (2h - Зе) = 12л- - 3v2 < 0. 
Предположим теперь, что через В проходят прямые, лежа­

щие на V. Как известно ([7], 2.6; гл. Ill), число таких прямых 
(с учетом кратностей) не превосходит 6. Причем через В про­
ходит 5 прямых тогда и только тогда, когда их проходит 6, а 
6 проходит тогда и только тогда, когда существует касательная 
в точке В гиперплоскость Р4 такая, что поверхность #=VflP4 

имеет в точке В особенность кратности \х>3. Исключим этот 
случай. Для этого заметим, что на V цикл (nh—ve) (h—це) 
представлен эффективной кривой, поскольку \h—\х,е\ содержит 
эффективный дивизор, а \nh—ve\ не имеет неподвижных ком­
понент. Ясно также, что любая кривая на V имеет неотрица­
тельное пересечение с (h—е). Следовательно, 

(nh—ie)(h — ^e)(h — е) = 6/г—р > 0 
Но это противоречит неравенству v>2/z, поскольку р->З. 
, Осталось рассмотреть случаи, когда через В проходит 

т = 1,2, 3,4 прямых. Начнем со случая т — \. Пусть Р | — 
касательное пространство к V в точке В. Тогда Р|П1^ = 
— Z{JX, где Z —-прямая и X — кривая степени 5 с тройной 
точкой В. Предположим сначала, что кривая X неприводима. 
Выберем в линейной системе \Н— 2В\ касательных гиперплос-
ких сечений в точке В достаточно общую поверхность Н и 
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обозначим через Н, Z, X— собственные прообразы на V, 
соответственно, Н, Z и X. Тогда Я —поверхность типа КЗ, 
X, Z — гладкие рациональные кривые со следующей таблицей 
индексов пересечений: 

(4.8.1) 
(X.X) = (Z.Z)----—2, 

(X.Z) = 1. 
Так _как (nh-~ie)-z—n — y<—n, (nh — ve).3c==5«—-3v< —-и, 
где x, 2 —классы кривых X, Z, соответственно, то X и Z 
являются базисными кривыми линейной системы \пк — че\. Оце­
ним их кратности. Обозначим через ц—-кратность X и через 
Я —кратность Z. Мы предполагаем пока, что прямая Z не 
является кратной, т.е. общие поверхности из пучка |H — 2 5 | 
не касаются вдоль Z. В таком случае 

\nh — ve\f)H~%Z-}-pX-\-C, (4.8.2) 
где С —переменная кривая: (C{cdot}Z)>0, (C.X)>0. Вычисляя 
пересечения обеих частей (4.8.2) с кривыми Z и X, получаем 

— 2^ + |j-<n—v, 
% — 2[j .<5/t--3v. (4.8.3) 

Отсюда и из предположения v>2/j находим: (i>«, A,>n. Ho 
это противоречит предложению (1.2, i). 

Рассмотрим еще один случай, когда через точку В 
проходят да —2 однократных прямых Z- и Z2. Пусть X—вы-
четная кривая, т. е. кривая степени 4 с двойной точкой В и 
P|HV—-ZiUZ^UX. Пусть Н, Z1, Z2, X имеют тот же смысл, 
что и выше. Тогда имеет место ̂ следующая таблица индексов 
пересечения на j-СЗ-поверхности Н: 

(4.8.4) (Z1.Z1) = (Z2.Z2) = (X.X)=—2> 

(ZrZ^ — O, {Zvli)=(ZrX)^\. 
Пусть Хи Я2) ^ — кратности Z1, Z2, X, соответственно, в ли­
нейной системе \nh — ve|. Тогда, как и в (4.8,2), 

|/гА — v e | n H ~ ^ i + ^ 2 + ^X+G. 
где С —переменная кривая: (С-Х)>0, (С.^)>0, /==1, 2. 

Отсюда, как и выше, получаем систему неравенств: 
~2^ 1 + ,x<n--v, 
— 2X2 + [j-<.M—v, (4.8.5) 

Я1 + .\2—2|А<4/г—2v. 
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Так как по предположению v>2n, то из (4.8-5) 'находим: !\i>n, 
Яг>«, [х>п. Это опять противоречит предложению (1.2, i). 

Аналогичным образом исключаются оставшиеся 'случаи, 
включая случаи распадения вычетной кривой X и кратных пря­
мых Zi. 

Ш а г 2. Не существует максимальных кривых Bi_i таких, 
что S = ai_i,o(-6i-i) —кривая, отличная от прямой и коники из 
семейства -®. 

Согласно (1.2, i), degS<6. Кроме прямой и коники, из «® 
все остальные случаи исключаются с ПОМОЩЬЮ ПОДХОДЯЩИМ 
образом подобранных пробных классов и способа оценки крат­
ности, изложенного выше. Мы ограничимся рассмотрением слу­
чаев, когда кривая В имеет небольшую степень: degfi<3. 

Случай degfi = 2 : 5 — коника не из семейства •©. В этом 
случае Рв

2ПУ = ,б, где Рв
2 — .плоскость КОНИКИ В в Р5 и пробный 

класс имеет вид 

y=h — e, 
где е-класс а~1(В), а:V->V — раздутие В. Противоречие до­
стигается по обычной схеме: линейная система |h—е \ на V 
не имеет базисных точек и неподвижных компонент, следова­
тельно, (Л — е). .х>0 для любого одномерного эффективного 
цикла х; с другой стороны, 

(tih - ve)2. (h - е) = 6n2 - 4/zv - 2v2 < 0, 
где v>/z —кратность кривой E. 

Случай deg5==3: В — гладкая пространственная кубика. 
В этом случае мы получим противоречие с предположением 
м > я так же, как и в случае точки кратности >2/г, лежащей 
на прямой. Пучок гиперплоских сечений \Н — E| , проходящих 
через В, имеет, кроме В, еще базисную кривую (возможно 
приводимую) В' такую, что Р | ' п V = B{]B', где Р|—-линейная 
оболочка кривой В в Рб. Кривая В' так же, как и В, имеет 
степень 3 и род 0. Пусть # 6 | # — В\ достаточно общее гипер­
плоское сечение, тогда {В-В')ц = 5. Пусть a:V->V—-раздутие 
В и Н, В' — собственные прообразы И и В', соответственно. 
Тогда Я—поверхность типа КЗ и {Вг • В7) = — 2 (мы ограничи­
ваемся рассмотрением случая, когда кривая В' неприводима: 
приводимый случай разбирается аналогичным образом). Оче­
видно, что В' является базисной кривой линейной системы 
\nh — че\, так как (rih — че)-Ы = 3«—5v, где Ь —класс В'. 
Пусть (А—кратность В', тогда 

\tth — ve|nH~f~-5' + C', (4.8.6) 
где С —переменная кривая: (С.5')>0. Пересекая обе части 
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(4.8.6) с В', получаем неравенство 
Зп—5v>—2ц, 

•откуда, |j,>n. Следовательно, как и В, кривая В' имеет крат­
ность \л>п, что противоречит (1.2,i). 

Случай degB = 3. В—плоская неособая кубика. Пробный 
класс здесь имеет вид 

y=h— e, 
где е—-класс а -1 (В), а : V{to}V — раздутие В. Легко проверить, 
что линейная система |h—е] на V не имеет базисных точек и 
неподвижных компонент. C другой 'стороны, 

(nh—ve) 2(h—e) = 6n2—6m>—3v2 + 3v2< 0. 
Противоречие. 

Случай degB=3: В — особая кубическая кривая с двойной 
ТОЧКОЙ В0. Этот случай исключается так же, как и 'предыдущий, 
с помощью пробного класса 

y~h—e0—eu 
где е0 — класс раздутой точки В0, а е1 — класс раздутого собст­
венного прообраза В\ кривой В. 

Отметим, что два последних случая можно было бы исклю­
чить посредством следующих рассуждений. Так как В—пло­
ская кубическая кривая, то ее плоскость Р в

2 целиком лежит на 
квадрике в Р5, содержащей V. Каждое пространство Р3, содер­
жащее Рв2, высекает на У, кроме В, еще .плоскую кубическую 
кривую В'. Эти пространства, а 'следовательно и кривые В', 
образуют двумерное семейство. Пересечение ВПВ' состоит из 
трех точек. Следовательно, 

(nh—ve) -b -3n—3v<0, 
чего не может быть, так как класс Ъ' представляет подвижную 
кривую В'. 

Случаи degB=4 и 5 разбирзются аналогично и мы не будем 
на них останавливаться. 

Ш а г 3. Не существует максимальной кривой Bi_i такой, 
что B = ali_i.o(Bi_i)—точка кратности v ^ v i > n . Рассмотрим 
сначала общий случай, когда через точку В не проходит ни одна 
прямая, лежащая на V. Этот случай исключается с помощьк 
пробного класса 

у — 2 ( 2 г Л / г - 3 2 г , . е ; (4.8.7; 

(ср. 1.4.1; здесь и далее мы пользуемся обозначениями 3.4, 
3.7; гл.1). 

Так как через точку \В не проходит прямая, то для у выпол­
нена лемма о положительности 1.5. Чтобы в этом убедиться, 
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надо проверить только, что лемме о положительности удовлет­
воряет класс 2Л—Зе, где е — класс раздутой точки, и повторить 
рассуждения, приведенные в доказательстве этой леммы. 

Пусть <-:V{to}V—раздутие точки В, с-—класс Е = а~1(В)г 
х — класс любой (эффективной) кривой на V. Покажем, что 
(2h — Se)-x>0. Для ЭТОГО заметим, что линейная система 
\2Н — 3.51 на V содержит сумму двух линейных систем \Н — В\ 
и \Н — 2В\. На V класс h — e имеет неотрицательное пересе­
чение с любой кривой, а класс h — 2e может иметь отрицатель­
ное пересечение только с собственными прообразами компонент 
кривой С-VГ)Ра

в, так как эта кривая является базисной в. 
линейной системе \Н — 2.81. Следовательно, утверждение 
(2A — 3 e ) - x > 0 достаточно проверить для собственных прооб­
разов компонент кривой С. 

В общем случае С — неприводимая кривая степени 6 с осо­
бой точкой В кратности 4. Если х— класс собственного прооб­
раза С, то 

(2h—3e)-x = 0. 
Пусть кривая С приводима и Gi — одна из неприводимых ком­
понент, тогда С, — либо гладкая коника (С, не может быть 
прямой по предположению), либо кривая степени 3 с двойной 
точкой B, либо, наконец, кривая степени 4 с двойной точкой 
В (С1 не может быть кривой степени 4 с тройной точкой В 
иначе она была бы плоской: на пересечении квадрики и кубики 
в Р5 таких кривых, очевидно, нет). Ясно, что во всех случаях 

(2h—3e)-xi>0, 
где xi — класс собственного прообраза кривой С\. 

С другой стороны, прямые вычисления, такие же, как и в-
лемме 2.3, дают; 

{к'*.у)<шЧ 2 г Д - З 2 <V2-3{sum} rrf. 

Используя неравенство (3.8.1; гл. I), получаем 

S '.+ So 
- — — - - - - ^ . У ) < - - 3 ( {sum} r V < 0 , (4.8.8> 

что противоречит лемме о положительности для пробного клас-
:а у. Следовательно, не существует максимальных особенностей 
(кривых) В;_1 таких, что 5 = ai-i,o(£.i-i)—точка не лежащая 
ни на одной прямой на V. 

Рассмотрим теперь ситуацию, когда через точку B&V лрохо-
дят прямые, лежащие на V. Ограничимся случаем одной пря­
мой Z, BeZczV (случай нескольких прямых рассматривается 
аналогично). 

Здесь для пробного класса (4.8.7) лемма о положитель-
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кости, вообще говоря, не выполняется: у может иметь отрица­
тельное пересечение с классом собственного прообраза прямой 
Z. Оказывается, что в таком случае прямая Z будет иметь-
большую кратность в линейной системе Мг, причем кратность 
тем выше, чем с большим числом центров раздутия будет пере­
секаться ее собственный прообраз. Это снова приведет к про­
тиворечию. 

Рассмотрим сначала простейший частный случай: каждое 
из множеств 7i(S). h{S) состоит из одного элемента. Пусть 
01:1/1 {to}1/ — раздутие В, Е1 = а-1(В), а2:1/2->\/-—• раздутие пря­
мой .SiCEi, E2—°._1(~-fi)> еи е2~-классы £и

 -
2 i соответствен­

но, az:V-+V2— раздутие собственного прообраза Z2 на W 
прямой ZczV, Z2 = o~l (Z2), z — класс Z2. Линейная система 
|2А — Зс! ] на V\ имеет единственную базисную кривую Z.— 
собственный прообраз на V1 прямой Z; причем Z, входит 
в j2h —Зе1| с кратностью 1. Пусть Fc |2A —Зе. | — достаточно 
общая поверхность. Вычислим индекс самопересечения (Z1-Zi) 
на F. Так как Z1 —кривая рода нуль, то (Z1 • Z1-|-А>) = — 2. 
Канонический класс KF вычисляется по формуле присоединения" 

Kr=F (2h~ Зе1 —/г-т-2-?1) = F- (А — е.). 

Отсюда Z1- KF = 0 и (Z1-Z0--2. 
Кривая Z1 является, очевидно, базисной и в линейной системе 

| тгЛ — V1-21 — м2е2|. Оценим ее кратность, которую мы обозначим' 
через |л. Имеем 

| ttfi — v1e1 — v2021П E ~ t~Z1 + C, 

где С — переменная кривая, (Z1-C)>0. Отсюда 

—2ii<h—-vi, если Z1D-51 — 0 ; 
(4 8 9V 

— 2[х</г—-vi — м2, если Z1 n-Si7-= 0 • ' 

Следовательно, 

Н->—=—>-U, если Z 1 n ^ i - = 0 
(4.8.10). 

i x > v , + v
2

a ~ n > n , если Z j n - 5 1 ^ 0 , 

так как v1-|-v2 > 3/г, V[>v2 (см. 3.6.1). 
Легко видеть, что линейная система |2А — Зе1 — z\ на V 

не имеет базисных точек и неподвижных компонент и, следова­
тельно, имеет неотрицательное пересечение с любой кривой. 
С другой стороны, прямые вычисления с учетом (4.8.10) дают: 

(till — V-ej — V2(?2 —1-~~")2 (2А — Зе1 — Z) = 
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12/г2 —2v2 — 3 V2. — ( v 1 -
если Z-n-Si — 0 , 
12tt2-2v2 — 2v| — (V--
если Zif\Bi^0. 

-{,f-

- I - ) 2 -

- 2 Й | А — (А 2 <0, 

- ( ^ - р - 2 ) - 2 ^ - V<0. 
Тем самым, в этом случае мы получаем противоречие. 

Переходя к рассмотрению общего случая, заметим, что если 
•собственный прообраз прямой Z пересекается с т классами, 
•скажем ещ), ...,ецт), из h(S) и г классами, скажем ец\), ... 
...е/{Г), из /i(S), то в предыдущих обозначениях из соотно­
шения 

\ l£J,(S) 7gA(S) / 

получаем следующее неравенство 
й > V | ( , ) + - . + V i ( - - ) + V > ( t ) + - + V / ( r ) ~ - - _ ( ) 4 _ 8 Л 1 ) 

3 
'Следовательно, если m-f-n>3, то p.> — n и мы получаем про­
тиворечие, как и выше. Если т-\-п<2, то либо сумма 2 О 

'настолько большая, что (/•Z)>0, либо, напротив, она малень-
.кая, но тогда кратности v, принимают большие значения 
и задача сводится к уже разобранному случаю. Мы опускаем 
„детали и переходим к завершению доказательства теоремы. 

Итак, если п^2, то линейная система М% 'Содержит либо 
.прямую Z, либо конику У из семейства &, с кратностью v>in. 
В первом случае мы составим композицию %i=%-а~ и заметим, 
что для отображения 50 цикл h' имеет вид 

-V, 

" ''п. A' — tlih — 2 ^и-3! 

•где щ = 4я.—3v</z (см. 4.3.1). Аналогично, если Mx содержит 
конику Y из <$ с кратностью v>n, то для композиции 
.7.2 = yCl-V имеем 

тде n2-=13n — 12\><n (см. 4.5). Следовательно, в любом случае 
«степень» xi и 12 меньше «степени» %, равной п. Продолжая 
этот «спуск», мы через конечное число шагов придем к изомор­
физму V~V. Я 

4.9. Следствия, (i) Многообразие V не рационально и 
.не изоморфно никакому многообразию Фано перового рода, от-
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личному от V. Оно. не может быть (бирационально) представ­
лено в виде расслоения на коники. 

Унирациональность V доказана в [23, 34] и [16] (ем. также 
§ 2 ; гл. III). 

(и) Группа бирациональных автоморфизмов BirV является 
полупрямым произведением групп AutV и B(V) т. e. BirV пред­
ставляется в виде расширения 

l{to}B(V)_BirV~-«-AutV-M. 
4.10. З а м е ч а н и е . Теорема об образующих группы BirV 

сформулирована в работе Фано [25], где дан также краткий 
набросок доказательства. Однако и формулировка и набросок 
доказательства .содержат пробелы. Утверждается, что Bir V по­
рождена только инволюциями az и бирациональными автомор­
физмами, пропущена серия образующих ру , которые (как это 
будет следовать из теоремы 4-10) в случае неприводимой ко­
ники У не выражаются через az- Для доказательства отсутст­
вия в Мх максимальных точек кратности v>|2n (шаг 1) Фано 
ошибочно полагает, что арифметический род поверхности типа 
КЗ при бирациональных преобразованиях не может стать отри­
цательным. Полностью отсутствует Шаг 3, составляющий наи­
более трудную часть доказательства теоремы. 

4.11. Т е о р е м а . Группа В (V) порождена образующими az, 
рк и сооотношениями (4.6.1), (4.6.2), т. е является фактор-
группой свободного произведения инволюций az, (5 у, где Z про­
бегает все прямые, лежащие на V, а Y—коники из семейства $, 
по нормальному делителю, порожденному элементами pya-.a^a-, 
для всех распадающихся коник F = Z1UZ2 из семейства^ 
и элементами ^r^z^z^Zt для всех коник Y из & таких, что 
Y — 2Z1 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Покажем, что во всех случаях, кро­
ме тех, когда коника Y из <® распадается в две прямые Zi, Z2 
или одну кратную Z b линейная система М% (при n>2) может 
содержать только одну максимальную кривую — прямую или 
конику из &. Отсюда будет следовать однозначность разложе­
ния бирационального автоморфизма i|;G.6(V) в композицию а% 
и РУ, кроме случаев распадения (или кратности) коники Y 
когда «степень» % можно понизить как посредством |3у так и 
посредством а_ или az (a7i в случае Y = 2Z1). Возникающая 
при этом неоднозначность контролируется соотношениями 
(4.6.1) и (4.6.2). Подобная ситуация для кубических поверхно­
стей над алгебраически незамкнутым полем описана в книге [12], 
гл. V. 

Рассмотрим несколько типичных случаев. 
С л у ч а й 1. Не существует двух непересекающихся мак­

симальных прямых Zj и Z2 с кратностями ^i>n, \>2>n, соот­
ветственно. Действительно, предположим, что такие прямые в 
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М% существуют и пусть Р | 2 —их линейная оболочка в Р5. 
Тогда P | i Z j nV = Z1U^2UX. где X —кривая степени 4 и ро­
да 0, трижды пересекающая каждую из прямых Zit г = 1,2. 
Пусть a:V-+\/~раздутие Zx\jZ2, Я — достаточно общая по­
верхность из линейной системы \h — zx — z2\, где zt — класс 
o-1(Zj), i = 1,2, и X —собственный прообраз на V кривой_Х 
Тогда \nh—--ixzx — v222 |nH = !-~X + G. где ^ — кратность X в 
линейной системе | nh — vz- — v2.z21 и С —переменная кривая, 
(X-C)-->0. Отсюда мы получим обычное неравенство 

— 2(А < 4л — 3v1 — 3v2 

или 
^ &, , + Эу. -4я > Д | 

что противоречит'предложению (1.2, i). 
Аналогичным образом приводится к противоречию случай 

любых двух непересекающихся максимальных кривых, т. е. 
прямой и коники из семейства В или двух коник из семейства Л. 

С л у ч а й 2. Не существует двух пересекающихся макси­
мальных прямых Z. и Z2 таких, что P | z f]V = Z] UZ2> где 
Р|г—линейная оболочка прямых Zx и Z2. Случай существова­
ния таких прямых исключается так же, как и случай гладкой 
коники (не из семейства В) с ПОМОЩЬЮ пробного класса 

y = h~-zl — z2 

С л у ч а й 3. Не существует одновременно максимальной 
прямой Z и коники У из '& пересекающихся в одной точке (слу­
чай У-=2Z, сюда не относится, так как пересечение YC\Z двой­
ная точка). Это устанавливается с помощью любого из исполь­
зованных выше методов, например, с помощью пробного класса 

y=2h—y—zM 

Глава III 

ОТДЕЛЬНЫЕ КОНСТРУКЦИИ 

§ 1. Конструкция бирационального отображения 
гладкой трехмерной кубики на многообразие Фано 

V 14 

1.1. Пусть Г с Р 4 — гладкая кубическая гиперповерхность и 
V ' ^ V ^ c r P 9 —многообразие Фано первого рода. В этом пара­
графе мы воспроизведем с кратким наброском доказательства 
замечательную классическую конструкцию, принадлежащую 
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Фано [26], бирационального изоморфизма %: V{to}V'. Ниже (см. 
1-4) мы укажем линейную систему, задающую отображение %, 
а также линейную систему, задающую обратное отображение 
"ф — X"1 : V'->V. Для этого нам понадобятся следующие вспомо­
гательные утверждения: 

1.2. Л е м м а - (i) На общей гладкой кубике VczР4 лежит 
гладкая нормальная эллиптическая кривая В степени 5. Все 
такие кривые на V образуют 10-мерное семейство. 

(И) Кривая BczV имеет 25 хорд, т. е. прямых ZtczV, s — 1 , . . . 
- - ., 25, дважды пересекающих кривую В. Все эти хорды раз­
личны и попарно ,не пересекаются между собой, 

Д о к а з а т е л ь с т в о , (i) Пусть S —- схема, параметризую­
щая нормальные кривые рода 1 и степени 5 в Р4 и М — прост­
ранство всех кубик в Р4. Обозначим через Dc=Mx5+ подмного­
образие пар {V, S |Dc:y} . Тогда в диаграмме 

, E>-MXS{to}S 
pi], 

м 
dimS-—25, dim -М = 34, и так как через каждую кривую В про­
ходит 19-мерное семейство кубик, то dimD = 44. С другой сто­
роны, отображение pi : D-+M сюръективно в общей точке. Дей­
ствительно, на каждой гладкой кубике V легко найти приводи­
мую нормальную кривую В рода 1 и степени 5, составленную 
из нормально пересекающихся прямых и коник, и которая ле­
жит в замыкании схемы гладких кривых. Следовательно, слой 
D^ над общей точкой \хВМ имеет размерность 10, 

Отметим, что этот .результат можно получить, используя 
локальную теорию деформаций. Пусть BczV — гладкая нор­
мальная кривая степени 5 и рода 1. Выберем квадрику Q в 
Р4 так, чтобы поверхность QHV—.F была неособа и BczF. 
Тогда F — поверхность типа КЗ и В — слой эллиптического 
пучка на пей. Следовательно, (B-B)F = 0. Пусть NS — нор­
мальный пучок к В в V, тогда он представляется в виде рас­
ширения 

О {to} Ов {to} JTB -*• Ов (2) {to} 0 
Отсюда /z° (Ж.з) — Ш или 11. Можно показать, что слой Яц над 
общей точкой |j-6M неособ и, следовательно, Ш т Д . —Ю, 

З а м е ч а н и е . Используя теорию деформации Шлессинге-
pa, можно показать, что на любой гладкой кубике V лежит 
такая гладкая кривая В. Для этого нужно составить из нор­
мально пересекающихся прямых и коник приводимую кривую 
и продеформировать ее в неособую, показав, что схема моду­
лей приводимых кривых па V имеет размерность меньше 10, 

(Н) Покажем прежде всего, что хорды не могут пересекать­
ся и совпадать. Предположим, что две хорды Z\ и Z2 пересека-
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ются. Тогда проекция из плоскости этих прямых отображает 
кривую В бирационально на Р1, что невозможно, так как В — 
кривая рода I. По той же причине хорды не могут совпадать. 

ЧИСЛО хорд можно вычислить следующим образом. Пусть 
Ф — поверхность Фано, параметризирующая прямые на V, Xcz 
с Ф — кривая, параметризирующая прямые на V, пересекаю­
щие В. Так как все хорды различны и каждая хорда пересекает 
В ровно в двух точках, возможно совпадающих (Zi не может 
пересекать В в трех точках, иначе 'проекция из зтой прямой 
отображала бы В бирационально на конику, что невозможно)., 
то.число хорд — это число двойных точек на кривой X. Пусть 
jt: Р-уф—семейство прямых на V и -ф : Р—>- У — естественный 
морфизм, который, как хорошо известно, имеет степень 6. Пусть 
У = ty~l(B), тогда У— гладкая кривая (если кривая В доста­
точно общая), род которой вычисляется по формуле Гурвица, 
поскольку известен дивизор ветвления (см. [14]). Морфизм 
я|У:У-у-Х бирационален, следовательно, "эирациональный род 
g(X) кривой X равен роду кривой У. С другой стороны, так как 
нам известны канонический класс и инварианты поверхности Ф 
(см. [14]), то мы можем вычислить арифметический род ра(Х), 
Простые вычисления показывают, что ра{Х)—g(X)=25 — эта 
и есть число хорд кривой В. Ш 

1.3. Л е м м а . Пусть BczV — гладкая нормальная кривая 
степени 5 и рода 1, тогда линейная система |5#-—ЗВ|, где Я — 
гиперплоское сечение V, не пуста и состоит из одной неприводи­
мой поверхности R, содержащей вое хорды Zi, i—l, . . . , 25. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Поверхность R строится следующим-
образом. Рассмотрим на В линейный ряд |Д| степени 2. 
Для любой точки х&В существует единственная точка у та­
кая, что л + г/б|А|. Соединяя такие пары точек прямыми в Р4, 
мы получим линейчатую поверхность F&. Эти прямые не пере­
секаются и не являются кратными по той же причине, что и 
хорды. Следовательно, РА — неособая поверхность. Покажем.. 
что degEA = 3 и EA~Fi, где F1 — стандартная линейчатая по­
верхность. Для этого выберем три точки на В так, чтобы ни­
какая пара из них не принадлежала |Д|. Плоскость Р2, опре­
деляемая этими тремя точками, не имеет больше точек пере­
сечения с В, иначе проекция из этой плоскости устанавливала 
бы изоморфизм Вс^Р1, что невозможно. Следовательно 
d e g E A = 3 и EA~F-. 

Пусть s, /—-классы исключительного сечения и слоя по­
верхности E=EA и hp — класс гиперплоского сечения. Тогда 
hF~s-\-2f, В~25 + 3 / , т. е. Ве\ — Кр\ И (5 .5)^ — 8. Кубика 
V пересекает EA, кроме В, еще по кривой C A ~ S - | - 3 / рода 0 
и степени 4, причем (Сд-Б)-=7. Если кривая Сд приводима, то 
в числе ее компонент могут быть 1,2 или 3 слоя линейчатой 
поверхности FA — это в точности хорды кривой В. 
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Множество всех линейных рядов степени 2 на В парамет­
ризовано главным однородным пространством -Л (-б). изоморф­
ным кривой В. Когда ]Д| пробегает /2(-5), кривые Сд заметают 
некоторую поверхность на V, которую мы обозначим через R. 
Поверхность R высекается на V гиперповерхностью W, кото­
рая заметается всеми хордами кривой В в Р4. Вычислим degW. 
Пусть Z — общая прямая в Р4, тогда degW — W-Z. Это число* 
равно числу хорд криво й E, пересекающих,?. Можно выбрать.? 
так, чтобы проекция из Z отображала В на плоскую кривую 
В'сР2 с не более чем обыкновенными двойными точками. 
Тогда число искомых хорд — это число двойных точек на В', 
т, е. равно 5, так как deg-5'-5 и род равен 1. 

Вычислим теперь кратность кривой В на поверхности R. 
Она равна числу кривых Сд> проходящих через общую точку 
Ь£В. Заметим, что если кривая Сд проходит через Ъ то слой 
линейчатой поверхности EA, проходящий через Ь, касается в 
этой точке многообразия V. Следовательно, кратность В в R 
равна числу точек пересечения, отличных от точки Ь, каса­
тельной гиперплоскости к V в точке b с кривой В, т. е. 3. 
Отметим также, что вне В кривые Сд и Сд* не имеют точек 
пересечения; если |Д|=^|Д'|. 

Итак, мы показали, что RQ\5H —35|. Из конструкции ясно,. 
что поверхность R -неприводима. Пусть a:Vi-+V — раздутие 
кривой В, E = a_1(E), H* — а*Н, СД--собственный прообраз 
кривой СД. Тогда (5Я* — 3£).СД —20 — 21 - - 1 . Отсюда сле­
дует, что поверхность R(±\5H — 3B\ неподвижна, т. е. 
dim|5H — ЗВ| — 0. Из определения R немедленно следует, что-
все хорды Zu ... ,Z25 кривой В, лежащие на V, лежат на 
поверхности R. Ш 

25 

\Л. Теорема . (1) Линейная система 7//-4.S--2Z, за-
дает бирациональное отображение yj.V->V'~VJ4cPe гладкой 
кубики V на многообразие Фано первого рода V рода 
g(V) = 8. В обозначениях, введенных выше, пусть Z\ — собст­
венные прообразы на Т/1 прямых Z., i —1, . . . , 25, _-j_V {to} V\ — 
раздутие z;U . . . U&№, £i -------{Щ E = ^ (£)• Я* = ••.*#* , 
У-?. —собственный прообраз на V\ поверхности _RQ\5H — ЗВ\ v 
R — собственный прообраз этой поверхности на V. Тогда х — 
= x°cr°,":1/{to}V' — бирациональный морфизм, стягивающий по­
верхности Zt на прямые YidV, г=-=1 25, поверхность 
R на гладкую нормальную кривую B'czV рода 1 и степени 5 
(причем В' изоморфно -6), пересекающую каждую из прямых 
Yi в одной точке. Морфизм х отображает Е на поверх­
ность /?/б|2#/ — 3E'|, где" Я'— гиперплоское сечение V. 
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, не определенное только в кривой 

(11) Обратное к х отображение i|3:l/v{to}V задается линейной 
25 

-системой З Я ' - 4 £ ' - 2 - Л 
i=i 

В' и прямых У,, ( = 1 25. Отображение ~]> стягивает по­
верхность R'Q\2H' —ЗВ'\ на кривую В, и отображает раздутую 
кривую В' на поверхность А3, а раздутые прямые У, на хорды 
Zi кривой В, i = \, ... ,25. 

Н а б р о с о к д о к а з а т е л ь с т в а . Прежде всего отметим 
некоторые геометрические свойства многообразия V1. 

1) —А\п~2#*—Е и линейная система |—/Cv1| не имеет 
базисных точек и неподвижных компонент; 

2) Ri — неособая линейчатая поверхность с эллиптической 
базой В'^В и слоями С0; она не минимальна-—собственные 
прообразы Zi°, i = l , . . . , 25, хорд Zi лежат на Ri и являются 
•исключительными кривыми первого рода, (R1.C0) = (Ri.Zi0) = 
-=—l,Vt_1 25; 

3) пусть Ж о —нормальный пучок к Z\ в Vu тогда Ж-о— 

4) линейная система J—A",, | задает морфизм Ф_^ :Vi{to}P*, 
•образом которого является либо квартика W — W^ciP* гладкая 
вне 25 двойных точек, в которые стягиваются хорды кривой 
В, либо гладкая квадрика Q c P 4 и degcp_„ = 2 (в общей точ­
ке). 

Утверждения 1 ) - 3) доказываются совсем просто и мы огра­
ничимся только наброском доказательства утверждения 4). ВЫ­
ЧИСЛИМ размерность dim| — Kv\. Пусть / / 1 6 | - K v | - гладкая 
поверхность, существующая по теореме Бертини. Тогда Я1 — 
поверхность типа А"3 и мы имеем точную последовательность 

О- / /о (0Vi)->H° (6>Vi(H,))-*H0 (<Vtfi))->-0 (1-4.1) 
Размерность h° (0Hi (/-Л)) находим по теореме Римана — Роха на 
поверхности Я. : она равна 4. Следовательно, h° (С^ (//.)) ==5 
и dim| — Kv | = 4 . 

Степень ( — A^) 3 вычисляется по формулам (3.14.2), гл. I 
из [7]: 

(-KVt)s=*$H * - E ) 3 - = 4 . (1.4.2) 

Далее, очевидно, что Ф_/(. стягивает все прямые Zit i = \,... 
. . . , 2 5 , так как (2Н* — E).Z° = 0. Осталось показать, что мор-
физм ф_/г больше ничего не стягивает. Две квадрики в Р4 , 
проходящие через В, высекают на V еще кривую X степени 7. 
Поэтому достаточно показать, что среди компонент кривых X 
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нет стягиваемых (кроме хорд Zt). Это делается простым пере­
бором возможностей, который мы опускаем. 

Из утверждения 4) следует, что так как 
|2tf* — E j - T - # 1 c | 7 # * - 4 E | , 

то рациональное отображение, задаваемое линейной системой 
\7Н* — 4E] на V- определено вне прямых Z?. i = 1 25-
С другой стороны, так как (7Я*-AE)-Z°= - - 1 , то каждая из 
прямых Z°t является базисной в линейной системе \7_Н* — 4Е\, 

По утверждению 3) каждая из'поверхностей Zt на V изо­
морфна Р ^ Р 1 . Пусть Si--класс сечения (sf-O) и / ; - к л а с с 
слоя линейчатой поверхности Z-, (fi-Zi)= —\, г==1 25. 
Если 

25 

7Я-4£-2^ 
2 = 1 

nZ7~-s; + a;/;, 

то из равенства 
/ 25 \ 2 

2<-< — (s1 + a //rS t + <-//i)Zi-=( 7 Я * - 4 1 - 2 2 Л -2 г -0 0.4.3) 

находим, что а г - 0 , Vi= l 25. 
Отсюда низ предыдущего вытекает, что линейная система 

7tf*-4E — 2-Zi 
1=1 

на V не имеет базисных точек не только 

вне Zit i — \, . . . . 25, но и на каждой из Zh причем_на Zt она 
высекает линейный пучок \sL\, который стягивает ^-=-Р1ХР1 
на другой, по сравнению с морфизмом -[2V.Zi{to}P1,| множитель. 

Обозначим линейную систему 
25 

7#*-4E-{sum}Z; 
/•=1 

через M_, 

а соответствующий морфизм через х- Т а к к а к ( 7 # * - — • -
25 \ _ 

- {sum} 2<)- G1 — 0> то 1 стягивает поверхность /?. Следователь-
' - 1 ' - -

но, M_nR состоит из нескольких слоев С-, число которых равно 

_f7H*-4E — 2 2 . W = 
/ 25 \ / 25 \ 2 

в _ 7Я*--4Б-22^5Я*-ЗВ--22 г] —5. (1.4.4) 
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Теперь мы легко можем вычислить размерность dimM-.. 
Имеет место следующая точная последовательность 

0->я° (б>_ (2Я*-_*))-»•#- f 0_(7/7*-4E-{sum} ̂  / )-»• 

^Я-((?-[7Я*-4£ — 2 г ; | Ц 0 . (1Л.5> 

Нам известны размерности крайних пространств 
A°(0_(277* — E ) ) - 5 , 
25 

й 0 Ь_(7Я*-4£—2^) ) = /г° (0-(С?+...+с£) = 5. 
(1.4.6> 

Отсюда 
A-(0_(7/7*--4E)) —10, 

dim 
Теперь вычислим степень 

dimM_ = 9. х 
(1.4.7) 

7Я - 4 E - 2 - 2 i l =14 
25 

s 
1=1 

см. [7], 3.14.2; гл. I). 
Обозначим через V'cP9 образ V относительно морфизма 

X. Тогда возможны только два случая: 
а) degl/' = 14, degj—1, 
б) degV'=7, degx = 2. 

Покажем, что второй случай не реализуется. 
Предположим, что degx=2. Тогда х раскладывается в сле­

дующую композицию морфизмов 
VXV' 

UN U (L4.8) 
V'cP 9 , 

где q>:\/{to}\/'—-бирациональный морфизм _стягивания линейча­
тых поверхностей Zu i=\, . . . , 25 , и R, а -с—двулистное 
накрытие V. Легко видеть, что многообразие V неособо 
и PicV'—Z. Пусть К у, — канонический класс V, тогда 

25 25 

2 z,~/<F--.*(%,)+т?+2 
i - 1 i-\ 

-2Я* + £ + 2^~/<г~^(%.) + ̂ +2^-
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Так как #~5Н* — 3E—{sum}Zj, то отсюда находим: 

25 

1 - * ( - # 7 . ) ~ 7 Я * - 4 . ё _ 2 2 - ~ х * ( Я ' ) . 
i = l 

Следовательно, —К у, ~ •-* (Я') и V — гиперэллиптическое 
многообразие Фано (см. определение (2.1); гл. II в [7[). Но из 
классификации гиперэллиптических многообразий Фано (теоре­
ма (2.2); гл. II, [7]) видно, что не существует гиперэллипти-
ческих многообразий с такими инвариантами, как у V т. е. 
( — Ку,)3 = 14:, Pic V — ZKy,. Это противоречие показывает, 
что degx = l и V — многообразие Фано первого рода степени 
14 в рэ. 

(п) В процессе доказательства (i) мы показали, что пере-
25 

сечение 17//*—-4E — {sum} Z. \-R состоит из пяти слоев 

Сь .^., С°. Отсюда следует, что эллиптическая кривая 
B' = X(R) имеет степень 5 на 1/'. Также из доказательства^) 
видно, что В' пересекается по одной точке с каждой из 25. 
прямых Yi — x(Zi). Для того, чтобы найти линейную систему 
на V, задающую обратное отображение ty'.V'-b-V, нужно 
вычислить образ на V линейной системы гиперплоских сечений 
| Я | на V. Ясно, что х(|Я|) = x ( |H*D- | a# ' — ЬВ' \ нужно 
только вычислить а и Ь. Коэффициент а мы найдем иа 
равенства 

/ 25 \ 2 

14a = 
{ 25 \ 2 

77/*--4E-{sum}zJ -Я*. 

Отсюда а — 3. Коэффициент Ъ — это число точек пересечения 
слоя С0 линейчатой поверхности / ? с Я * , которое, как легко 
видеть, равно 4. Так как (ЗЯ— 45').У,.= — 1, то каждая из 
25 прямых Yt является базисной в линейной системе 
|ЗЯ —• 4.8'|. Кратность прямой У- равна индексу пересечения 
Я* . Si = H-Z[ = \, где Si — класс сечения линейчатой поверх­
ности Z{, i = \ 25. 

Так как морфизм х является изоморфизмом BHe/?UZ1iJ • • • 
...1JZ26, то других базисных кривых и точек линейная систе-

25 

ЗЯ' —4.S' — {sum} Г, 
она не имеет других базисных прямых, кроме У,., вытекает также 
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из результатов (3.4, IV; гл. IV и 2.4, ; гл. III) обзора [7], 
из которых следует, что /.>'•—-5Я', где R'сV — линейчатая 
поверхность, заметаемая прямыми на V. 

1.5. З а м е ч а н и е . Из построения бирационального изо­
морфизма %:V-*-V, описанного в теореме (1A), следует, в 
частности, что изоморфизм /з(1/)—/3(V') промежуточных яко­
бианов Гриффитса. Для того, чтобы доказать, что любое (глад­
кое) многообразие Фано первого рода V i / d P 9 получается 
указанным способом из некоторой гладкой кубики VczP4, нуж­
но показать только то, что на V существует гладкая нормаль­
ная кривая В' степени 5 и рода 1. Это можно сделать с по­
мощью теории деформации, опираясь на факт существования 
прямых и коник на У. 

§ 2. Унирациональность некоторых многообразий Фано 

2.1. Начнем с доказательства унирациональности некоторых 
гладких квартик VcrP4. Мы воспроизведем здесь конструкцию, 
принадлежащую Сегре [36] (см. также [8]). 

Пусть L c P 4 — прямая, являющаяся тройной касательной к 
V в точке х (т. е. либо Lc;V, либо LC\V—3x+y возможно у=х). 
Пусть Н (я) — пересечение У с касательной гиперплоскостью в 
точке х. Назовем точку х хорошей, если точка х на Н(х) 
является обыкновенной невырожденной квадратичной особой 
точкой. В каждой хорошей точке множество тройных касатель­
ных {L} совпадает с множеством образующих квадратичного 
касательной конуса к Н(х) в х, основанием которого является 
гладкая колика-

Из теории Лефшеца следует, что хорошие точки на V со­
ставляют открытое множество Vo (в топологии Зарисского). 

Пусть PQ-^-VO — проективизированное касательное расслое­
ние на Vo, его слой над xQV0 — это множество касательных на­
правлений к Vo в х. Обозначим через \V0czPo замкнутое под­
множество, соответствующее тройным касательным к Vo и 
путь л : W0-*-Va — естественная .проекция. Тогда я : Wo{to}Vo— 
расслоение на коники. Отметим, что в хорошей точке только 
конечное число тройных касательных могут целиком лежать на 
V, поэтому существует рациональное отображение р : WQ-+V, 
которое точке w6W0 ставит в соответствие четвертую точку 
пересечения .с V тройной касательной Lw соответствующей w. 

Основная идея Cerpe состоит в том, чтобы построить внутри 
W0 такое трехмерное рациональное многообразие, на которое 
ограничение отображения р имело бы конечную степень. Оказы­
вается, что для некоторых V можно найти такую рациональную 
поверхность F0aV0, что n_1(Fo) будет обладать требуемым 
свойством. 

Воспроизведем пока условную конструкцию, затем на кон-
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кретном примере покажем, что она реализуется. Наложим на 
V несколько условий. 

У с л о в и е 1. Существует (негладкое) гиперплоское сече­
ние FczV, которое является рациональной поверхностью и для 
которого пересечение F0 = FC\V0lHe пусто. 

Положим Do —я -1 (Fo). Отображение я : Do-̂ -Fo расслаивает 
Do на гладкие коники, поэтому для доказательства рациональ­
ности Uo достаточно найти рациональное сечение морфизма я 
над У7-,. Всегда существует двукратное сечение, .например, та­
кое: пусть точка xGF0— иеоеобая гладкая на F0; тогда касатель­
ная плоскость к Fo в х пересекается с квадратичным конусом 
с Н(х) в х по двум образующим (или .по одной двукратно). 
Эти две об'разующие дают две точки в слое Do над х. Пусть 
SCZUQ — замыкание геометрического места этих пар точек. 

У с л о в и е 2. Многообразие ScU0 распадается на две 
компоненты S---S0USi. Так, что SQ (или Si) является рацио­
нальным сечением морфизма я : Uo-+F0. 

Если это условие выполнено, то Do рационально, так как на 
общем слое я есть рациональная точка и поэтому он изомор­
фен Р1 над полем функций на FQ. 

У с л о в и е 3. Рациональное отображение р, ограниченное 
на S0, р : S0{to}F, сюръектиащз в общей точке. 

Достаточно общей точке So отвечает тройная касательная 
к F, поэтому четвертая точка ее пересечения с V лежит в F. 
Если это отображение сюръективно в о;бщей точке, то р : Do{to}V 
также сюръективно в общей точке. Действительно, предполо­
жим, что это не так. Тогда замыкание образа отображения 
р — некоторая неприводимая поверхность. Но S0c;Do, следова­
тельно, в виду условия 3), этой поверхностью может быть толь­
ко F. Пусть xQFQ — произвольная точка, гладкая на F. Тогда 
И(х) не совпадает с F, так что почти все образующие каса­
тельного конуса с М(х) в х не лежат в гиперплоскости, высе­
кающей F. Следовательно, их четвертые точки пересечения с V 
не принадлежат F, вопреки предположению. 

2.2. П р и м е р (Сегре [36]). Конструкция примера .начи­
нается с выбора поверхности F. Напомним, что char&=5--2 и 3. 
Поверхность F задается следующим уравнением в Р3 

xi 4—6xiW + x2Hx3
4+x3

3x4 == 0. 
Она имеет единственную тройную особую точку с координата­
ми (0, 0, 0, 1), поэтому F рациональна. Дискриминант уравне-
.ния, определяющего две тройные касательные в общей точке 
/поверхности F, совпадает, с точностью до квадратного множи­
теля, с гессианом формы, задающей F. Этот гессиан в данном 
случае равен [36(xi2+x2")x32]2; поэтому поверхность тройных 
касательных S распадается. Отсюда следует условие 2) и та 
часть условия 1), в которой не участвует V. Условие 3) прове­
ряется прямым вычислением. 

Уравнение гиперповерхности V имеет вид: 
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1 Xoi + X0Xi
3 + Xii—6Xi2X2

2 + X2'i + X3i + Xs,iXi = 0. 
Здесь F —сечение V гиперплоскостью z0=0. Гладкость V про­
веряется непосредственно. Для проверки оставшейся части 
условия 1) достаточно указать одну хорошую точку на V, ле­
жащую па F и отличную от (0, 0, 0, 0, 1). Такой точкой являет­
ся, например, (0,1,1, 1,3). 

2.3. Конструкция унирациональности двойного накрытия 
квадрики. Доказательство унирациональности основано на об­
щем методе, указанном в книге [34], гл. IV. 

Пусть ф = ф[_кг| '• V{to}Qc:P4 двойное накрытие гладкой квад­
рики Q с гладким дивизором ветвления D = VnV4, высекаемым 
на V квартикой V,.c:P4. Тогда через каждую точку xGV прохо­
дит одномерное семейство эллиптических кривых X — прообра­
зов прямых У на Q, параметризованное кошкой С(х) —осно­
ванием касательного конуса в точке q = q>(x)<iQ. Почти все 
кривые этого семейства неприводимы. Фиксируем некоторое 
целое число т ^ 2 . Пусть Яе|—Kv\, тогда для любой 
эллиптической кривой X из семейства в точке х линейная си­
стема \тН-Х\ на X содержит единственный эффективный диви­
зор вида (2т—l)x + x', где х'вХсV — некоторая точка. Когда X 
пробегает все семейство с базой С(х), точка х' заметает неко­
торую рациональную кривую С (x) {subset}-/. 

Пусть М — база семейства прямых на Q, P={(m, <7)|m<-M, 
q&Q, q£Ym}—.подмногообразие пар: прямая Ут и точка q на 
ней, тогда р: P{to}Q локально тривиальное расслоение на глад­
кие проективные коники. Пусть Р* = ср*Р— поднятие этого рас­
слоения на V и р* : P*{to}V — соответствующий морфизм. Соот­
ветствие {X, х)-+х' определяет рациональное отображение 
я : P*{to}V, которое, как нетрудно проверить, сюръективно (т. е. 
образ области определения отображения к плотен в V). 

Для доказательства унирациональности достаточно найти 
поверхность Fc=V такую, что: 

а) F рациональная, 
• 6) отображение ji|p*(F) : p*(F)—>-V имеет конечную сте­
пень в общей точке. 

Такую поверхность можно построить следующим образом. 
Возьмем достаточно общую кривую вида С'(х). Это неприводи­
мая рациональная кривая. Для каждой точку у&С (х) опреде­
лена рациональная кривая С (у). Когда у пробегает все точки 
кривой С'(х), соответствующие кривые С (у) заметают неко­
торую рациональную поверхность, которую мы и обозначим 
через F. Условие б) для F проверяется, исходя из общности 
выбора первоначальной точки хбУ. 

Отметим, что эта же идея лежит в основе доказательства 
унирациональности многообразия Фаио Vsc=P5 (см. следующий 
пункт 2.4). 

2.4. Конструкция унирациональности многообразия Фано 
V6

3{subset}P5, Доказательство унирациональности этого многообразия 
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•было дано Энриквесом в работе [23]. Его конструкция воспро­
изведена в книге Рота [34]. Следуя [16], мы приведем здесь 
несколько видоизмененный вариант этой конструкции-

Пусть V — V6 — QnF3 —гладкое пересечение квадрики Q 
и кубики Р3

 в Р5. Пусть M —база одного из неприводимых 
семейств двумерных плоскостей на Q (если Q —конус, то се­
мейство плоскостей иеприводимо). Известно, что AJ—гладкое 
рациональное многообразие размерности 3 (см., например, [33]). 
Положим Р = {(т, q)\m£M, <?eQ. qePm}czMXQ, где Р« — 
плоскость, соответствующая точке т. Тогда проекция p:P-+Q — 
локально тривиальное расслоение на проективные прямые. Пусть 
р-.P-^V — ограничение этого расслоения на многообразие Фано 
V = VlaP*. 

Построим рациональное отображение т-:Р->\/, отличное 
•от проекции р. Пусть -zigV— достаточно общая точка и P2

V—• 
плоскость на Q (из семейства M), проходящая через v. Тогда 
Plr\V =Х*— неприводимая неособая плоская кривая степени 3, 
проходящая через точку v. Пусть Г —касательная прямая к X 
в точке г.. Имеем TVC\X=*2v-\-vr, где v'—-третья точка пере­
сечения на X. Положим -к (in, v) = v', где m,QM — точка, соот­
ветствующая плоскости P2

V. Тогда отображение u:P"{to}V опре­
делено в общей точке и, как нетрудно проверить, является 
доминантным (т. е. область определения в Р отображается 
•на' плотное подмножество в V). 

Теперь можно найти рациональную поверхность RczV та­
кую, что отображение n\p~l(R) : p~l(R)-*-V имеет конечную 
степень. Это дает унирациональность многообразия V, посколь­
ку трехмерное многообразие p~l(R), очевидно, рационально. 

§ 3. Замечания о бирациональных автоморфизмах 
трехмерных алгебраических многообразий, 

представимых в виде расслоения на коники 
3.1. О п р е д е л е н и е . Пусть V — гладкое проективное мно­

гообразие размерности 3 и S —гладкая рациональная поверх­
ность. Морфизм-f: V{to}S будем называть стандартным расслое­
нием на коники, если он удовлетворяет следующим условиям: 

(i) / — плоский морфизм, общий слой которого является 
гладкой геометрически неприводимой кривой рода 0; 

(ii) пусть DczS — множество вырождений морфизма f, тог­
да D —дивизор с нормальными 'пересечениями; 

(Ш) если S6S и Vs — слой над s, то 
У-^Р 1 , если s<$£), 
VV--P1VP1, если s является гладкой на D, 
V/---2P1, если s —особая точка на D; 
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(iv) многообразие V относительно минимально над S в том 
смысле, что для любой неприводимой кривой CcS поверхность 
E—/_ 1(С) неприводима. 

3.2. З а м е ч а н и е . В условиях определения 3.1 пусть 
& = f^Ov( — Kv), тогда Щ—локально свободный пучок ранга 3 
на S. Пусть PS(S) — проективизация &, тогда существует 
естественное отображение 

r.V^Ps(S) 

над 5, которое, как легко видеть, является вложением и ото­
бражает каждый слой К, на конику в соответствующей плоско­
сти Ps

2. Следовательно, образ cp(V) над 5 уже настоящее рас­
слоение на коники. 

3.3. П р е д л о ж е н и е (А. Загорский [2]). (i) Пусть h: 
: X-^Y рациональное отображение трехмерного алгебраическо­
го многообразия А' на некоторую рациональную поверхность У,. 
общий слой которого—-гладкая геометрически неприводимая 
кривая. Тогда существует стандартное расслоение на КОНИКИ 
/ : V{to}S и такие бирациональные отображения g\S-+Y к 
G : V->X, что следующая диаграмма рациональных отобра­
жений 

а 
V-+X 

f\ t ф* (3.3.1> 
S->Y 

коммутативна. 
(11) Пусть /:V->5—-стандартное расслоение на коники 

и D^=0, тогда P l cV- /*P ic .S©Z.0y ( —.KV). 
3.4. О п р е д е л е н и е . Пусть f : V-+S и / ' : V'-{to}S—стан­

дартные расслоения на коники и %:V-*-V — бирацишальное 
отображение. Отображение % будем называть согласованным с 
структурами расслоений (или просто (Послойным), если сущест­
вует коммутативная диаграмма 

х 
V-+V, 

/ф х 1 г . (3.4.1> 
S{to}5' 

где -—-некоторое бирациональное отображение поверхности 5' 
в S'. 

Пусть /бЛ1^')—Pic S' — такой элемент, что d i m | i ' | > l , . 
\lf+mKv\ = 0, m>\ и ^ - / ^ ( i O e A M V O - P i c l / ' . Пусть 
X'V-^V~бирациональное отображение (не обязательно послой­
ное) стандартных расслоений на коники, для которого выбрано 
некоторое разрешение (1.2.1; гл. I). Тогда, в силу (3.3. 11), и. 
в обозначениях (2.1, гл. 1), если Оф0, то 
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..V 

h' = E - $Kv - 2 bei, p, vi6Z, (3.4.2> 

где равенство рассматривается в группе Л - (Vw), Kv — класс 
полного прообраза на VN канонического класса многообразия 
V, Е — класс полного прообраза в Л1 (У*-) класса дивизоров 
/*(е) , eePicS. Так как (—KvVs) =2 , где Vs — слой морфизма f 
над точкой s65, то, очевидно, р>0, причем р>0, тогда и только-
тогда, когда отображение % послойно. 

Если р>0, то по лемме Нётера —Фано (2.1, 2,2, V; гл. I) 
либо существует максимальная особенность Bi_i с Vi>i6|3, либо-
линейная система | E | = | /* (e ) | пуста. Оказывается, что в пер­
вом случае с помощью послойных бирациональных перестроек 
можно добиться того, чтобы кратности всех особенностей удов­
летворяли неравенству vi<Sp. Например, если BaV— непри­
водимая кривая такая, что ее кратность в линейной системе-
Mt=X*(\h'\) Рама v>ip и B'=*f(B) —кривая на 5, то f\B : 
: В^-В'— бирациональный морфизм и, сделав в случае необхо­
димости бирациональную замену базы 5 и некоторые элемен­
тарные перестройки, мы можем раздуть В и стянуть собствен­
ный прообраз поверхности F=f~l(B). Такая перестройка не 
изменяет р и, вообще говоря, уменьшает кратность v. В случае, 
когда В является слоем или компонентой слоя морфизма f, или' 
когда В точка (возможно «бесконечно близкая») кратности 
v>2p, мы раздуваем точку f(B)£S и делаем замену базы для 
V с последующей десингуляризацией и минимизацией получен­
ного многообразия. 

Следующие результаты принадлежат В. Саркисову (в пе­
чати). 

3.5. П р е д л о ж е н и е . В предыдущих обозначениях^ если 
|5>0, то существует стандартное расслоение на КОНИКИ /:V->-
~>5 и согласованное с расслоениями бирациональное отобра­
жение ty\\V-*V такое, что ДЛЯ бирационального отображения 
Х — Х^ ty".V'->-V/ и некоторого его разрешения имеет место ра­
венство 

77 

А-Я-р.Ку-2 - '« (3-5Л> 

с ~ , < 8 р , V i -=1 , . . . , ..V, где Е~/*(ё), eePicS. 
Следовательно, по (2.2, V; гл. I) линейная система | E ] пу­

ста. С другой стороны, если морфизм_ /_имеет много вырож­
дений, т. е. если кривая вырождений DcS достаточно «общая»,. 
то из подвижности линейной системы | Y % ] и отсутствия в ней 
неподвижных компонент следует непустота линейной системы 
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'I E |. Это противоречие показывает, что при сильных вырожде­
ниях морфизма / : V - > S многообразие V не имеет несогласо­
ванных с расслоениями бирациональных отображений х;У'-+V-'. 

3.6. Т е о р е м а . Пусть / : V{to}P2 — стандартное расслоение 
на коники с кривой вырождения DczP2. Пусть % : V^-V — бира-
циональное отображение на некоторое стандартное расслоение 
на коники V. Тогда при degDjS-12 отображение % согласовано 
с расслоениями. 

3.7. С л е д с т в и е . Б условиях 3.6 обозначим через B(V) 
группу 'бирациональных автоморфизмов V над Р2 (т. е. группу 
автоморфизмов общего слоя V.. над полем вычетов k(T)) общей 
точки т]бР2) и через G(V) группу бирациональных автоморфиз­
мов V, «поднятых» с базы Р2 (это некоторая конечная, в общем 
случае тривиальная, группа). Тогда вся группа BirV состоит из 
послойных бирациональных автоморфизмов и представляется в 
виде расширения 

l->.S(V){to}BirV-{to}G(V)~>l. ' 
3.8. З а м е ч а н и я , (i) Теорема 3.6 является естественным 

обобщением на трехмерные расслоения на коники основного 
результата работы 3 о поверхностях с пучком .рациональных 
кривых над незамкнутым полем констант. Разумеется, теорема 
3.6 может быть распространена и на случай, когда база 5 не 
обязательно плоскость. 

(ii) Из теоремы (3.6) немедленно следует, что многообразие 
V .не рационально. В этом 'направлении известен, однако, более 
точный результат: в работе [20] Бовилль показал, что при 
degD;s-6 промежуточный якобиан /s(V) является (обобщенным) 
многообразием Прима, отличным от якобиана кривой, и тем 
самым доказал нерациональность V (см. [20], 4.9). Этот резуль­
тат— следствие общей теории расслоений -на квадрики, разви­
той в [20]. 

(iii) С унирациональностью дело обстоит сложнее. Конечно, 
можно привести много примеров унирациональных, .но 
не рациональных трехмерных расслоений на коники. Однако 
«общее» многообразие такого типа, по-видимому, не униращю-
нально: остается открытой следующая 

Г и п о т е з а . В условиях 3.6, если степень d=degD кривой 
вырождения D достаточно велика, то V не унирационально. 
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