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§ 1. ОБЗОР И ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

В 1925 году П. А. Широков открыл НОВЫЙ класс однородных 
пространств — симметрические пространства [43], которые бы­
ли подробно изучены в работах Э, Картана в связи с общей 
теорией полупростых групп Ли [26, 45]. В частности. Карта-
ном было установлено, что всякое симметрическое пространст­
во может быть получено на основе задания пары (G, Ф), где 
G— группа Ли, а Ф—-ее аналитический инволютивный авто­
морфизм. Геометрия симметрических пространств также может 
быть изучена на основе пары (G, Ф) и ее локального аналога — 
пары (g, ф), где g— алгебра Ли группы Ли G, a у = с1фе. Мож­
но сказать, что симметрическое пространство порождается груп­
пой (Id, Ф) автоморфизмов группы Ли G. В. И. Ведерниковым 
в работе [12] введено естественное обобщение понятия симмет­
рического пространства и введен новый класс однородных про­
странств, названный им классом Ф-пространств, который опре­
деляется заданием пары (G, Ф), где G — группа Ли, и Ф — ее 
произвольный автоморфизм. Однородные Ф-пространства изуча­
лись также в работе Дж. Вольфа и А. Грея [461. 

Н. А. Степанов в работах [28—30] изучил условия редуктив-
ности Ф-пространств и выделил важный класс регулярных Ф-
пространств. Регулярные Ф-пространства были подвергнуты 
детальному изучению в работах А. С. Феденко и его учеников 
[37—40Г В этих работах, результаты которых изложены в об­
зоре [17] и монографии [41], изучение регулярных Ф-про-
странств связывалось с изучением многообразий с регулярным 
идемпотеитным умножением. Н. А. Степанов в работах [34—36] 
ввел понятие инвариантного оснащения Ф-пространств, позво­
ляющее. естественным способом определить в данном Ф-про-
странстве инвариантную связность. Для' Ф-пространств с 
инвариантным оснащением указан способ получения всех инва­
риантных связностей на основе специального класса левоинвари-
антных связностей на группе Ли G. Приведен критерий суще­
ствования инвариантного оснащения и указана связь существо-
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вания инвариантного оснащения с регулярностью Ф-пространств. 
В работах [31—331 были подробно исследованы оснащения для 
случая G = GL(n, R), а Ф —внутренний автоморфизм или 
ф(а)-= (й -1) ' . Эти исследования Н. А. Степанова были продол­
жены в работах В. В. Балащенко [1—10] для случая линейных 
групп ЛИ. Здесь существенно использовалось то, что эти груп­
пы вложимы в линейное пространство, в котором существует 
инвариантная тривиальная связность. В этих работах описаны 
специальные инвариантные оснащения и индуцированные ими 
связности для случая однородных Ф-пространств вещественных 
ортогональных и унимодулярных групп. В частном случае Ев­
клидова пространства геометрию соответствующих однородных 
пространств изучал В. Л. Штукарь [44]. 

В указанных работах часто, наряду с автоморфизмами Ф, 
приходилось использовать и степени этих автоморфизмов и, сле­
довательно, использовать группу автоморфизмов, порожденную 
элементом Ф. Точнее, следует при определении Ф-пространства 
писать, что задана пара (G,T), где Г — группа гладких авто­
морфизмов, порожденных автоморфизмом Ф. В частности, в 
случае симметрических пространств, т. е. в случае ИНВОЛЮТИВ-
НОСТИ Ф группа Г содержит только один элемент, отличный от 
тождественного, 

И. В. Чекаловым в работе [42] проведена классификация 
римановых однородных пространств, порожденных автоморфиз­
мами, в частности унимодулярными автоморфизмами полупро-
СТЫХ комплексных алгебр Ли. Важной, с точки зрения класси­
фикации однородных пространств, порожденных периодически­
ми автоморфизмами простых компактных алгебр Ли, явилась 
работа Б, П. Комракова [27]. 

В работе В. И. Ведерникова и Л. И. Ведерниковой [13] изу­
чался случай, когда дана тройка (G, Ф, W), где Ф и W — пере­
становочные автоморфизмы группы Ли G, порождающие соответ­
ствующие Ф и Ч/-пространства. В этом случае вводятся условия, 
которые выполняются, если элемент Ф-пространства принадле­
жит подпространству, порожденному автоморфизмом VF. 

В ряде работ, в частности, [18—21], указан общий метод по­
строения геометрии однородных пространств, состоящий в систе­
матическом построении морфизмов G-пространств. В случае, 
когда однородные пространства порождены автоморфизмами 
групп Ли G, а группа Ли G — линейная, указан специальный 
класс морфизмов, названных автором полиномиальными мор-
физмами. Они позволяют эффективно строить морфизмы, а сле­
довательно, развивать геометрию этих пространств. При этом 
существенно используется дифференциальное продолжение од­
нородных пространств. Это оказалось удобным использовать 
для изучения геометрии некоторых классов матричных прост­
ранств [14—16, 22, 23]. Метод полиномиальных морфизмов ис­
пользовали в своих исследованиях А. А. Бурдун [11]. Л, Д. Дух-
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валов [ 2 4 , 25]. В связи с этим естественно поставить задачу о 
построении серии однородных пространств и их морфизмов. 

В н а с т о я щ е й статье будут изложены основные результаты, 
п о л у ч е н н ы е в общей теории однородных пространств, порожден­
ных п а р о й (О. Г), где G — группа Ли, а Г — конечная абелееа 
группа автоморфизмов группы Ли G. Для простоты изложения 
будем т р е б о в а т ь инволютимность автоморфизмов группы Г, хо­
тя м н о г и е результаты верны и в общем случае. Особое внимание 
будет у д е л е н о морфизмам, порождаемым парой (G, Г), которые 
-обобщают понятие полиномиальных морфизмов. 

§ 2. ГЛОБАЛЬНЫЕ И ЛОКАЛЬНЫЕ ПАРЫ 

О п р е д е л е н и е . Пару (О, Г), где G —группа Ли, а Г — 
конечная группа инволютивных гладких автоморфизмов этой 
группы, назовем глобальной парой. Пару (g, у), где g—алгеб­
ра Ли г р у п п ы G, а у— конечная группа инволютивных автомор­
физмов g, назовем локальной парой. 

Т а к к а к всякая конечная группа, состоящая из элементов 
второго порядка , абелева, то Г — всегда абелева группа, состоя­
щая т о ч н о из 2™ элементов, где п — число базисных элементов 
группы. Э т о т факт мы записываем символически в виде Г = [Ф1, 

•Ф2, . . . . <Dn] . Такое же условие выполняется и для элементов 
группы у. 

Г л о б а л ь н а я пара (G, Г) порождает локальную пару (g, у), 
где g — алгебра Ли группы Ли G, а ц>&у, имеет вид ср = йФе, 
ФСТ. Е с л и дана локальная пара (g, у), то имеется единствен­
ная о д н о с в я з н а я связная группа Ли G, для которой алгебра g 
будет е е алгеброй Ли. Тогда автоморфизм фб-,- определит авто­
м о р ф и з м Ф группы G, так что ц> = с1фе. Из инволютивности ф, 
очевидно , следует инволютивность Ф. Так как элементы ср£у 
о б р а з у ю т группу, то и множество элементов ФбГ таких, что 

• d O , - Ф , также образует группу (Ф6Г, Ч/бГ=->Ф<>1Г(5Г, ибо 
d ( Q о ' Ф ) =.<po\i>e{cdot}Y). Отсюда следует, что для любой локальной 
лары н а й д е т с я хотя бы одна, порождающая ее, глобальная пара. 

Я с н о , что всякая глобальная пара (G, Т) (локальная пара 
(g, у)) порождает пару вида (G, ГО {(g, у:)), где Г! (у\)— 
п о д г р у п п а Г(y). 

§ 3. ОДНОРОДНЫЕ ПРОСТРАНСТВА, 
ПОРОЖДЕННЫЕ ГЛОБАЛЬНОЙ ПАРОЙ 

Е с л и (G, Г)—глобальная пара, а Г1 — произвольная под­
г р у п п а Г , то определится однородное пространство 

Q(r-)----{(-*i» ...,*я)|.х1----аФ1(аг1), . . . , x , -
=-=aФ„(a-2)) aeG}, 0 ) 
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где Ф1, •...., Ф„€Г1, и Г, — [Ф., . . . ,Ф„] , т. е. элементы ф1( 
. . . , Ф„ порождают Г!. Обозначение Q (Г-) обусловлено незави­
симостью Q (Г!) от выбора множества элементов, порождающих 
Г1. Действие группы О в Q (Г1) определяется естественным 
образом при помощи отображения 

G x Q ( r . ) - > Q ( r № , (-*i. ••..•«»)]-> 
{to} [ a x A (й-2), . . . , АУСЛФ„ (a-1)]. (2) 

В качестве начального элемента в однородном пространстве-
будем брать элемент ( е , . . . е) eQ(ri) (здесь a = e=*Xi = e). В ка­
честве основного частного случая получим однородное симмет­
рическое пространство 

<3(Ф) = {х\х==аФ(а-1), aeG}, (3> 
если выбрать Г1 — [Ф], Ф6Г. Отметим, что 

<2(Г1)с :Ох. . .ХО, . <2(Ф)-0. 
Стационарной группой начального элемента (<г, ...,<?) однород­
ного пространства Q (Г1) будет группа 

Я(Г..)----{А60|Ф(А) = А, ФбГ..}. (4). 
В частности, если Г, —[ф], получим 

Н (Г.) = Я ® = {A6G | Ф (h) = А}. 
Соответственно, для локальной пары (g, у) определится подал­
гебра алгебры Ли g 

A(y,)-={e6g|cP(e) = 0}, vcPeyi- (5> 
Если локальная пара (g, y1) порождена глобальной парой (G, Г1), 
то, очевидно, А (у,) будет алгеброй Ли подгруппы Я (ГО группы. 
Ли G. Подгруппа Я(Г1) удовлетворяет условию 

^(жГоэсЯ^.), уТеГ-
В самом деле, если 

A6H (Г1)<^Ф (А) - А, уФбГ! =Ф Ф ГГ (А)] = 
= ОГоф) (А) = ¥ (А) =-> W (А)6Я (ГО-

Поэтому, наряду с парами (G, Г1), можно рассматривать па­
ры (Я(Г1), Г2), где Г2 состоит из ограничений элементов Ф6Г1 
на подгруппу Я(Г1).. Здесь Г2 — произвольная подгруппа Г. 
Таким образом, глобальная пара (G, Г) порождает серию гло­
бальных пар (Н(Т\), Г2). Соответственно порождается серия 
подпространств. 

§ 4. МОРФИЗМЫ ОДНОРОДНЫХ ПРОСТРАНСТВ 
Если дана глобальная пара (G, Г), последовательность 

| = ( Ф 1 , . . . , Ф.,) и (x i , . . . , хк), где xfiG, то определится элемент 
/ t (xv ...,xk)~xv ф, (x2) • (Ф1-Ф2) (x3) • . • (Oi° • • • °ФА-1) (хь). (&) 
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Если ЧГ6Г, то в G вводится структура G-пространства ото­
бражением 

a0:GXG-^G:(a, x)-*-aV (a-1). 
Многообразие О с введенной таким образом структурой G-npo-
странства будем обозначать через Олу 

Т е о р е м а 1. Если x ;6G0 . , то fl(xv .. .,xk)QQw, где 11 — 
= ф , о . . . 0ф,,, и отображение 

fl:Qc>tX'--XQ<i>ll'+Gv:(xl1...,xll)-*-fl(lXi,...,xl,) (7) 
есть морфизм G-простраиств. Соответственно определится спе­
циальный морфизм [18] 
o:(xh, ..., xi{) ->M<*(i Xl[)^{(xjt, . . . , xJm | / | (хг, ..., Xk)GZ}, 

где (ij, . . . , i , , Jv->Jm) перестановка из элементов (1, 2, ...,/t),. 
a Z —инвариантная часть Оцг. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как при преобразовании с по­
мощью элемента a6G Xi-^ax^t(a~l), то 

/ъ(хи..., хк) — х А (x2) . . . (Ф^Фао... оф и ) (л*)--> 
=^аххфх (аг1) Ф1 [ax202 (x2)] (Ф1°Ф2) [ахцФз (a - 1 ) ] . . . 

. . . (Ф.оф-о... оф/м) [axkQk(а-1)} -= axA (л:2)... 
. . . (Ф1- . . . оФй.1) (x f t ) . . . Ф1в . . . оф* (а"1) = а/ъ (xv ..., x*) У (а-1). 
Это означает, что отображение fs есть морфизм G-пространств.. 
Второе утверждение теоремы следует непосредственно из опре­
деления специального морфизма а. В дальнейшем будем, на­
ряду с отображением fit рассматривать также и его ограниче­
ние на инвариантные части. В частности, часто будем рассмат­
ривать ограничение ft на однородное пространство Q( r ) . 
которое будет орбитой начального элемента (е,..., е). 

Т е о р е м а 2. Пусть (G, Г) •—глобальная пара и Г ь Г2.— 
подгруппы Г. Тогда если Г2с:Г., то существует морфизм 

f = Q(r2){to}Q(r1). 
Если Г1 = Г2, то Q(ri)-=Q(r2) , т. e. Q (Гг) не зависит от выбора 
порождающих группу Г- элементов ©i Ф... 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Ti= [ Ф ь . . . , Ф-], Г2= РГь 
. . . , ¥„] . Соответственно 

0(Г1) = {(*.. •••.•<--)|..|='.Ф|С-"1), аеО], 
Q(r2)={(t/i, ...,y-)|^—^F.(a-i), aeo}. 

Из ГгСГ! следует, что для 1Г;6Г2 имеет 'место представление-
ЧГу = Ф,,о.;.оф,..-

Соответственно определится морфизм G-пространств 
f^-.Qi^^GwyiXv •••>xr)-yflj(x1,...,xr) = yj, (8> 
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тде .з;=-(Ф/„ ...,Ф;,). Легко подсчитать, что 
xt*=ato, {a-l)^ys = aYj (a-*)eQ (¥j). 

В самом деле, 
у/=.яФ,1(а-1)Ф,1(а) (Фг,°Ф/,)(-Г1)... (Ф;,о.. .оф,.)(а--)--= 

- -^MeQOF, ) . 
Поэтому определится гладкий морфизм 

/ - ( Л , , •.-,/^):Q(r1){to}Q(r2):(Jc1, . ..,x,)-+(yv . . ..у.), (9) 
где yj=fis(xv ...,xr). Последнее утверждение следует из до­
казанного, ибо Г1 = Г2 эквивалентно Г1с:Г2 и Г2—Г1 и, следо­
вательно, наряду с морфизмом / , существует обратный морфизм 
/_ 1:(У1 t / s ) -* (x i . . . . . * , ) • 

Описанный в теореме морфизм однородных пространств может 
рассматриваться как морфизм в произвольную инвариантную 
часть прямого произведения G-̂ .X .•. ХОт,. а также он может 
быть естественно продолжен на G-пространстзо G<-,.X . . • XG<.y 
Отметим, что <2(Г1) будет орбитой G-пространства 0 Ф ) Х . . . 
. , , Х С Ф , и поэтому Q(T:) есть подмногообразие многообразия 
ОФ, X • •. X Оф . Так как прямое произведение симметрических 
пространств 

Q(CDi)X...XQ(C©,) 
есть инвариантная часть G-пространства Оф1Х ••• Х(-ФГ> содер­
жащая Q (Гг), Г- == [Фх, .. . ,Ф,], то морфизм / можно продолжить 
на это произведение симметрических пространств. Если 
принять терминологию, согласно которой элементы симметри­
ческих пространств называют образами симметрии, то отсюда 
следует, что каждый элемент Q(V\) является набором образов 
симметрии, так как Q(Ti) не совпадает с Q (ФО X . . . Х<2(ФГ), 
(образы симметрии находятся в определенной зависимости). 
В рассмотренных нами примерах эта зависимость часто оказы­
вается условием принадлежности одного образа другому (как 
множеств). Поэтому будем употреблять условную терминоло­
гию: если (#[,.. ., л:г) 6Q(Г1), то образы симметрии связаны 
условиями принадлежности. Аналитически эти условия выра­
жены в теореме. 

Теорема 3. Для элементов (хи . . ., xr)&Q(T\) выполня­
ются тождества 

хиФи (xh).. .(Ф£,о.. . оф^) (x.ft) =>xJt(bjt(xh)... 
• • • (Фл°-- -°ФО (•*;*). (Ю) 

где Г ^ Ф и . . . ,ФГ] , Ф*„ ...,Ф(АеГ1, а ( y j ^ y j —произволь­
ная подстановка. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о , Теорема следует из равенств 

*<,Ф<,(*|.).. .(Ф<,°. • --Ф^.,) (*/A) = аФ*,°.. .--Ф/^а-1); 
Ф.,- . . .-Ф,А-ф у .о . . .оф у . 1 ; . 

•Условия (10) будем называть в дальнейшем условиями принад­
лежности. Важным частным случаем глобальных пар будет 
тот случай, когда группа G допускает линейное представление 

a : G-+Gai (11) 
где Go— линейная группа, т. е. подгруппа GL(n, R). В этом 
случае выделяются наборы | = (Фь , . . , фг), для которых име­
ет место 

<Di ° . . . - Ф----1ё. (12) 
Тогда морфизм fE есть морфизм в однородное пространство Gia, 
в котором группа Ли G действует «при помощи сопряжения», 
т. е. структура G-пространства в Gi-1 определяется отображе­
нием 

aa:GxGid->GiciUa, х)-> аха~: = I (a) x. (13) 
Инвариантное отображение определится как 

/ г : О ф 1 Х , . . Х О ф , - > ^ ( ^ ...,x^-*sp°<-4/£(-JCi- • • • • •*-)]*• О4) 
Если группа Ли линейная, то полагаем a —Id. 

Отметим, ЧТО для произвольного набора (<Di, . . . , Ф-) опре­
деляется набор |-=(Ф| Фг, Ф г 1 , , . . , Ф--'), для которого 
выполняется условие (12) и, следовательно, определятся инва­
риантные отображения 1Т, определенные заданием натурально­
го числа -г. Как известно '[41], в случае симметрических прост­
ранств определяется понятие подпространства симметрического 
пространства. Совершенно аналогично можно ввести понятие 
подпространства и в случае глобальных пар. 

О п р е д е л е н и е . Пусть (G, Г)—глобальная пара, Gi — 
подгруппа Ли группы Ли G, удовлетворяющая условию 

где Г-, — подгруппа группы Г. Тогда пару (G-,, Г1), где T\ со­
стоит из ограничений элементов 1\ на подгруппу Ли G1, назо­
вем подпространством пары (G, Г). Подпространствами будем 
называть также G--орбиту элемента (е, . . . , г) в Q(r ,) . 

Т е о р е м а 4. Пусть (О, Г) — глобальная пара. Г!—произ­
вольная подгруппа группы автоморфизмов группы Ли G, принад­
лежащая централизатору группы Г, а Г2 —произвольная под­
группа Г. Тогда определится подпространство (Я(Г2), ГО, 
где Г! состоит из ограничений элементов Г- на подгруппу Я (Г2). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Следует лишь проверить, что 

Ф[Я(Г 2 ) ]сЯ(Г а ) , УфеГ. (15) 
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В самом деле, так как 
. я (Га)={Аб_ | чг (ЛНА, ^Гег.-}, 

то 
А6Я (Г2)^гГ (h) = А, У¥бГ2 •=> Y [ф (Л)] = (фо¥) (А) = 

= Ф (Л)=->Ф (Л)6Я (Г2)=>Ф [Я (Г2)]с=Я (Г2), УфбГ2. 

§ 5. РЕДУКТИВНОЕ РАЗЛОЖЕНИЕ АЛГЕБРЫ ЛИ ГРУППЫ ЛИ 

Всякое симметрическое пространство редуктивно и задание 
инволютивного автоморфизма в алгебре Ли определяет редук-
тивное разложение этой алгебры. Аналогичное редуктивное раз­
ложение имеется и в случае задания локальной пары (g, у),, 
т. е. верна следующая 

Т е о р е м а 5. Пусть (g, у)—локальная пара и у= [<рь .... 
. . . , <рр]. Тогда для алгебры Ли g определится редуктивное раз­
ложение 

g— h®M, (16> 
где 

h - h (у)={eeg | Ф (е)=о, wzy); 
M - K e r P , ' Р=Рхо...оРр, Рк=±(Ы + %). {17} 

Кроме того, М является прямой суммой 
M = ml@m2(B...®mp\ ml = (l& — PiyPl^...°Pp{g). (18) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для симметрической пары (G, фр> 
определится редуктивное разложение алгебры Ли 

g=hp®mp, 
где 

Лр-{ее$|-ме)—е}; 
Wp—{eeg|9P(e)+.e-o-i-p/,(e)-0}, 

что влечет 
Фр|Лр = И, Фр . |тер-— Id. 

В силу перестановочности автоморфизмов группы у, получим 
Ф--1 (-V-^-' т а к к а к 

фр(в)--=в-*-Фр[Фр..1(0)]—Фр..,(в)=>Ф--1(е)бАр. 
Поэтому Фр_! можно ограничить на hp, и ДЛЯ симметрической 
пары (hp, фр_1) получим редуктивное разложение 

hp = hM®mp,v 

где 
Ар.1={еея|Фр(е)—е, Фр_1(е)—е}, 

дар-1=-{вбг|Ф-(е)=в, (ФР-1 + м)(е)=о}. (1У> 
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Продолжая этот процесс, получим разложение 

где 
g=h®M, М=*тх®т2®...®пьр, 

л—{ебд|Ф(е)-=е, vq>ey}, 
mi={©eg|9p(e)-e, . . . ,Ф,+ 1(е)-е, Р«(е)=о}. 

TaK как hahi для всякого t - 1 , 2 , . . . , / ? , то, в силу редуктив-
ности разложения 

следует редуктивность разложения (16). Более того, имеем 
Аб(А)(т.;)с:тг, 2 = 1, 2, . . . , р. 

Эквивалентность (18) и (19) следует из свойств коммутирую­
щих (в силу коммутируемости <pi) проекторов Р$. Ясно также, 
что разложение (16) не зависит от порядка элементов <рь... 
. . . , фр, порождающих у. Покажем, что М не зависит от выбо­
ра элементов Y> порождающих у. Для доказательства обозна­
чим через s число всех элементов у, и тогда у состоит из эле­
ментов 

Ф1, Ф2, . . . , Ф Г , Ф м 1 , - . . . , Ф , . 
Соответственно определится редуктивное разложение 

g-h0©/n0, 
где 

А0-{со0ея|ФгК)-=Шо}. i - Т Т . 
TaK как <pi,. . . , <pv порождают у, то hu—h. Очевидно также, что 
то^т, тогда из соображений размерности получим то=т. Ес­
ли дана глобальная пара (G, Г)> то соответственно определится 
однородное пространство 

Q (Г) .---{(*„ . . . , xr) |л:г-=аФ. (а-1)}. 
TaK как стационарная подгруппа точки (е, ..., е) совпадает 
с подгруппой 

Я(Г)«{йе-?|Ф,(А)-Л}, 
алгеброй Ли которой будет подалгебра 

А (?)---. {meg |Ф« (<•-)== со}, 
то отсюда следует 

Теорема 6. Однородное пространство Q редуктивно. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Редуктивное разложение (16) есть 

редуктивное разложение, определенное для однородного про­
странства Q. 

Замечание . Рассматривается лишь тот случай (доста­
точно общий), когда однородное пространство Q изоморфно 
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факторпространству G/H(T). Ясно также, что все доказанное 
верно для случая пары (G,iTi), где ^-произвольная подгруппа 
группы Г. 

§ 6. КАТЕГОРИЯ ГЛОБАЛЬНЫХ ПАР 

Множество глобальных пар определяет категорию, если 
определить морфизм глобальных пар следующим образом. 

Определение . Пусть (G, Г) и (G'.T')—глобальные па­
ры. Тогда гладкий гомоморфизм 

а : G{to}G' 

назовем морфизмом глобальных пар, если выполняется условие: 
для всякого Ф'бГ' найдется ЩвТ, что 

Ф'° а=а° Ф. (20) 
Теорема 7. Если а : G{to}G' — морфизм глобальных пар 

(С,Г) и (G'.H.TO 
а[Я(Г)]с=Я'(Г'), (21) 

и сущестйует естественный а-морфизм 
/ = /( a):Q(r)->Q(r ') . (22> 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Первое утверждение теоремы следует 
из определения 

я(г)—{heo\tb(k)=/i, уфег}, 
что влечет 

а[Я(Г)] = {A1eOl |Л, = а(h)}. 
Но тогда 

h&a [Я (Г)]Ф=КА. = а(1г), Ф (h) = h, уФбГ) =Ф (Ф' (А,)) = 
=--Ф/о(а(А)) = а[ф(А)].= а(А)«=.А1е.фА1бЯ/(Г/)=Ф 

-...>«[//(Г)]сЯ'(Г')-
Второе утверждение теоремы следует из того, что Г состоит 
из конечного числа элементов Ф1, Ф2, . . . фр, и тогда 

Q(r) = {(jc„ ...,x,)|x.=-a©.(a-')}. • 
Если Г' = [Ф1

/, . . . , ф/], то, по определению морфизма, для 
всякого Ф/6Г' найдется такой элемент "Ч б̂Г, что 

aoWt =ф/оа. 
Соответствующий а-морфизм С?-пространств теперь можно опи--
сать формулами 

/(a)(x, , . . . ,х , ) = (у,., ...,уг), 
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где 
yt=*a (а) Ф/ [а (а"1)] - а (a) а [¥, (а"1)] = а [dVt (a"1)]. (23) 

To, что это отображение / является а-морфизмом, т. е. для: 
него выполняется условие 

f(ax) = <x(a)f(x), / — / ( а ) ^ / о Т —Т; ( а ) 0 / , 
проверяется! йепосредственным вычислением- В самом деле, 

/ (ax) - f°Ta (x. xs) = / [ax!©! (a-1), . . . , axsOs (a -)] = 
- — / [ а & А ^ П , . . . . aba<Dt((abt)-l)] = 

- {a \abx4x ((ab^)], . . . , a [ab,4t ( W ) ] } = 
= Ta (a) [a ( M ' I (*f')), • • • > а ( № Ф71))} = «(а) / .(*)• 

Для a-морфизма /==/(a) выполняется коммутативная диаграмма 
G Д О' 

Q(r)V(r'). 
где 

jt:G{to}Q(r):a{to}n(a) = (x!, . ..,л:^), .^ — аФДаг1); 
it':G/->-Q(r'):a'-».n'(a') = a/i, . . . , t/P), у — аф/(a"1). 

Соответствующее рассмотрение можно провести и для локаль­
ных пар. Отметим, что ВСЯКИЙ морфизм а глобальных пар опре­
деляет отображение 

а:Г'->Г:Ф'-*Ф, 

удовлетворяющее условию 

а (Ф') =- Ф -=•> а-ф == Ф'оа. 

Это условие дает следующие равенства: если ф - Ф / о ф - ' , то 
аоф,--=Ф/-а влечет а-Ф1°Ф2-=Ф1 'оф2 'оа, т. е. 

а[Ф1
,оф8 ' ] = о[Ф1 /]оа[Ф2 /]. (24) 

Таким образом, отображение а является гомоморфизмом группы 
Г ' в группу Г. 

Если Ф^, . . . , Ф / — базис группы Г ' и соответствующие им 
элементы обозначим через гГ!, . . . , ЧГР, то в силу (24), можно 
полагать, что произведение Ф.'-ф. ' соответствует 1F,o'lF;., т. е. 
отображение « есть гомоморфизм группы Г ' в группу Г. (Если 
это не так, то можно внести изменение в отображение а так, 
чтобы указанное условие выполнялось, причем отображение 
a:G{to}G' не изменяется). Если образ а (Г') обозначить через 
Г1, то определится глобальная пара (G, Тг) и морфизм глобаль-
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мых пар (G, ГО в ( С , Г'). В случае, когда а —изоморфизм, 
условие (20) можно записать в виде 

Ф— сг'оф'оа 
и тогда отображение со определяется отображением а. Если 
отображение а имеет нетривиальное ядро N, то, если n6/V, 
условие (20) влечет 

ос[Ф(/г)]=-Ф' [а(«)]--е , 
т. е. 

Q(N)czN; УФ6Г. 
О п р е д е л е н и е . Пусть (G,-Г) — глобальная пара, причем 

в G имеется нормальный делитель N такой, что 
Ф(Л0 {subset} iV, ^ФеГ, (25) 

тогда определится глобальная пара (01, Г,), где G1^=G/N, 
я Г- состоит из автоморфизмов Ф., которые индуцируются ото­
бражением Ф6Г в G-, т. е. 

фг(аАГ)=Ф(а.)ЛГ, Ф6Г. (26) 
Будем говорить, что глобальная пара (Gi, Г1) получена факто­
ризацией из глобальной пары (G, Г) по нормальному делите­
лю N. Используя это определение, получим, что всякий гомо­
морфизм глобальных пар. а порождает глобальную пару 
(Gi . r . ) , которая получается факторизацией пары (G.T) по яд­
ру гомоморфизма а. При этом определится естественный гомо­
морфизм 

a:G-+Q/N:a~yaN, 
причем имеем 

я[Ф(а)] = Ф1[зх(а)]. (27) 
Отметим, что если даны такие Ф, г^6Г> что индуцированные 
на G1 = G/N автоморфизмы совпадают, т. е. 

я [Ф (а)] = я [ ¥ (а)], 
-что влечет 

(Ч'оф)(а) = а/г, h&N, VaeG, (28) 
то, исключая случай, когда выполняется (27), будем иметь: 
отображение Г-кТ] : ф - ^ ф ь где Ф1 получается индуцированием 
<Ф на G/N, является биективным отображением. В этом случае 
•оказывается, что гомоморфизм 0 является морфизмом глобаль­
ной пары (G,r) в глобальную пару (G/N, Ti). В самом деле, 
.по определению Ф^ имеем 

Яоф--=Ф 1оЛ. 

В случае, когда для некоторого Ф6Г выполняется условие 
Ф(а)----а/1, tiQN, VagQ, 

176 



что эквивалентно условию 
x=ao(or1)=-neN, 

а. Ф-пространство 
0_(Ф) = {х\х = аФ(а.-1), VaeG}cr-V, 

то соответствующий образ при факторизации будет тривиаль­
ным (сводится к единичному элементу). Из условия a(N)<=:N 
следует, что гомоморфизм a : G{to}G' индуцирует гомоморфизм 

a.:Gx = G/N -> О': aN -> а (а) = ах (aN)-s=>a^n = a. 
Пусть а : G{to}G' —- морфизм глобальной пары (G,r) в глобаль­
ную пару (G',T') такой, что выполняется (25). Тогда опреде­
лится факторизация (<-ч,Г1) глобальной пары (G, Г) по ядру 
гомоморфизма а и гомоморфизм сц : G{to}G'. Соответственно 
определится отображение Г'->-Г1, где образом Ф'бГ является 
автоморфизм Ф ь индуцированный элементом Ф<ЗГ, соответству­
ющим Ф'. Так как 

аоф—ф'оа; 
яофг-г-ф^я,; 

а-^я = а, 
то имеет место 

^аоф--=ф'оа^а1апоф-=Ф'оа^о..1оф1оя-=Ф'оа1оя=*а1оф1 [я (а)] = 
=-ф'с,а1['с(а)], Уябя(0)-=0/Л/'-^а1°ф1-=Ф'оа1. 

Полученное равенство показывает, что имеет место 
Т е о р е м а 8. Пусть a : G{to}G'— морфизм глобальной пары 

(G, Г) в глобальную пару (С, Г') такой, что выполняется (24). 
Тогда определится морфизм глобальной пэры (G-, ГО, полу­
ченной из (G, Г) при помощи факторизации по ядру гомомор­
физма си в глобальную пару (G', Г')-

Предположим теперь, что гомоморфизм a — мономорфизм. 
В этом случае из 

аоф=ф'оа, УФбГ' 
следует, что 

ф'[а(а)]-=а[Ф(а)] , 
т . е. автоморфизм Ф' переводит в себя образ гомоморфизма а и 

Ф' [Ima]crlma. 
Поэтому определится глобальная пара (G-, Г), где G1-=i*ma, 
а Г состоит из ограничений элементов Г на G1. Гомоморфизм 
a-.Q-^-Gy будет изоморфизмом и, кроме того, условие 

аоф .— ф'оа 
будет выполняться и для ограничений Ф' на G1. Поэтому опре­
делится морфизм глобальной пары (G, Г) в глобальную пару 
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(G, Г'). При соответствующем выборе подгруппы Г0 группы Г 
будем иметь: глобальные пары (G, Г0) и (О, 1Г/) будут изоморф­
ны. Отметим, что из включения (21) следует, что определяется 
канонический морфизм факторпространства QlH(T) в О/Н' (Г'). 
Соверщенно аналогичное определение морфизма имеет места 
и для локальных пар с очевидными естественными изменениями-

§ 7. ОТОБРАЖЕНИЯ СИММЕТРИИ 

В изучаемых нами однородных пространствах естествен­
ным способом вводятся отображения симметрии, которые опи­
сываются следующей теоремой. 

Теорема 9. Пусть (С Г) —глобальная пара, а Г- — под­
группа группы Aut О гладких автоморфизмов группы G, при­
надлежащая централизатору группы Г в AutG и состоящая 
из инволютивных автоморфизмов. Тогда 

а) В многообразии Q (Г-J, где Тг подгруппа Г-, определится 
группа преобразований симметрии 5V, '•Fgr., где 

Sv (хи ..., x2) = [¥ (х{), ...,"¥ (xr)], 
(Xl,...,xr)eQ{T{). (^} 

б) Если обозначить через / морфизм, указанный в теореме 2f 
то симметрия S-.P- в Q(r) связана с симметрией S^ в Q(r1) соот­
ношением 

в) Если Г1 —Г, то точка (е, . . . , e)6Q (ГО будет изолирован­
ной неподвижной точкой преобразования 5V. Если же Г-—' 
собственная подгруппа группы Г1, то определится множество М: 
неподвижных точек для всех Sy, ХГ6Г-. При этом оказывается, 
что М инвариантно относительно действия группы Я(Г.) (под­
группы H(r1)), и Я (Г-)— орбита М0 точки (е, ,.., e)eQ (Г:> 
будет изолированной частью M. 

Д о к а з а т е л ь с т в о , а) Если Г — {Фг, ... ,ФГ}, то для: 
(л:-, . •.,xr)6Q (Г1) имеем 

.*:•--= а.ФДаг1), 
и тогда, в силу ФгоЧ;--=¥оф'., У¥бГ1, получим 

. ¥(л: ;)==¥(арг[Т(а-1)], 
т . е . 

Sv[xv . . .,Arr]eQ(r1). 
Это означает, что Sv1- является преобразованием в Q (Г1). Это 
преобразование гладкое, так как Ч' — гладкий автоморфизм., 
Инволютивность'Sw, очевидна, т.. е. Si--—-преобразование сим-' 
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метрии. Ясно также, что все симметрии 5цг, Ч'бГ, образуют 
группу. 

6) Для доказательства условия 6) достаточно проверить, что 
/ [(¥ (*.), . . . , 4'-(x2)] = [Т (у,), . . . , V (уг)], 

где у, вычисляется по формулам (29), т. е. 

Отсюда следует, что 

^ W--T(xi)гГ1 [^(x2), ..., (г».. .o4v.)(x;)]. 
Для доказательства утверждения в) рассмотрим морфизм 

/:Q(r1){to}Q(f), 

где 

<2(Г)-={(</1. ....Ы1^=--*1-г*(---1).абО}, ? = (¥ , , . . . , ?« ) . 
Как показано ранее, этот морфизм можно записать в виде 

у1^х1гФ11(хи)...{Фио...оф1^Цх,е).... 

Отсюда немедленно следует, что преобразование, индуцирован­
ное в Qi — Q(r) отображением симметрии Sip, также есть сим­
метрия в Q(r). В самом деле, это преобразование SV опреде­
ляется коммутативной диаграммой 

, l ~ J,; Sv[f(x)] = f[Sv(x)], 

и поэтому 
Sw(i/i. .,., yk) = (Swof)[xv ...,xr) = {foSv)[xu . . . ,x- ]=-

— / ^ ( x , ) , . . ^ ' ^ ) ] — ^ , -•••.£*). 
где, в силу ф^Г = ¥сф;, УЧ̂ еГ!, Ч'.еГ, получим ••• 

' y1—¥(x / 1)(®,1o¥)(x ( 2) . . .(® ; io.. .oo i e_ io¥)(x i e)-. ; 
= Ч[хиФи(х1,)...{Ф11о...оф1е_1)(х1е)==У(у1} 

и, аналогично, x¥(yt) — yi. Таким образом, 
§-[•/!, ...,У„] = СГЫ, ...,^(y„))-Sw(y)> 

где лишь следует помнить об области, определение S-у, и здесь 
этой областью определения является Q1. 
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Покажем теперь, что М инвариантно при всяком действии 
группы Я., (Г). В самом деле, если h£H} и х = (х{, . . . ,x-)6M 
(или Q), то 

S4r{x) = x, We1N=^P(x.), . . . , ¥ (x r ) ] = (x1, . . . , xr)<-* 
«->¥ (^)=лгУ ;-Ф¥ [Ах А (Г1)] = V {h) W (х,) Ф. [If (h-1)] = 

= Ах,Ф( (*-•)-=•-•% (xt)-*4 (Thx)^Thx, 
откуда следует инвариантность М при действии группы Нх (Г) 
в Q. Покажем еще, что в случае, когда Г-— Г = [Ф-., ...,ФГ), 
точка (е, . . . , e)QQ является изолированной неподвижной точкой 
отображения S^. Для этого заметим, что Q —гладкое подмно­
гообразие в MjX .- .XMr. ГДе Ml = {zi\zi=-aCbl(a-l),a^Q}i и 
отображение симметрии Sv для Wgr естественно продолжает­
ся на M, X •• .Mr. Подмногообразие Q, очевидно, инвариантно 
относительно S^, v^Fgp. Покажем, что группа симметрии 
в M 1 X . . . X M r имеет изолированную неподвижную точку 
(е, ...,е) (а следовательно, тоже самое можно сказать для 
преобразований симметрии в Q), т. е. существует окрестность 
точки (в, ..., е) в Мх х . •.. X Мг такая, что 

Sv{x) = х, х = (хи . . . , xr)£U=$x = (е, . . . , е). 
В самом деле, 

S-F(x) = x, Wer-->-T(x,)-=J"„ i = - 1 , . . . , r , 
уч;еГ-*Ф;(х;)—x;, j-=i77. 

Но так как для симметрического пространства Мг== {x. |x;--= 
-=aФг.(<згI), #6G} выполняется: для VxfcMt найдется окрест­
ность с/; точки eQO такая, что из xtQUt, Ot(xi) = xt, следует, 
что Xi = e. Тогда если положить U—U-x • • • xUr, имеем 

Фг(^)-=.х.г, i--=l~7, xiGUi^xi —е. 
Следовательно, 

Sw{x) = x, xeU=^x = (6 б), 
т. е. (е, ..., е) есть изолированная неподвижная точка для 
группы симметрии {S-y}, Ч'бГ, действующих в M1X...XM... 
Но тогда тем более это будет иметь место для группы сим­
метрии, действующих в Q. Далее, так как при действии 
группы Г как группы симметрии в Q (Г) имеется изолированная 
неподвижная точка (е, . . . ,е ) , то определится подмножество 

Л-о---,/~1[(-г. •••> е)1-=•{(•*!, •••. л*)|л:;=аФ;(а-1)}. 
Но 

0—G/i. ....»*) —(е, . . . . e)«-y/--=A¥i(h-1) = g^he// — 
—{keGI^W—A}, v-тег.' 
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Вспоминая теперь, что 
f{x) = y^x = {xv ...,xr), х2 —/гфД/г1), 

У = (У\..... Uk). Уп = А^А (А"1), 
получаем 

/ - • (е , ...,е).—{(JC1, . . . , х г ) | .Х ; - / гф . ( / г - ) , h£H). 
Теперь легко проверить, что всякая точка х^Мй является не­
подвижной при симметриях Siy, Ч'бГ. В самом деле, 

Ч' (*.) = ¥ [М>. (Г1)] = Т (А)Ф, [¥ (h-i)] — 
-=АФ/(/г-1)----.л;;=->5ч"(л;)=-л;, VjeeM0. 

Таким образом, M0 есть //-орбита c начальным элементом 
(е, . . . , е ) , иона состоит из неподвижных точек для группы 
симметрии, порожденной Г. Теперь покажем, что f (M) состоит 
из неподвижных точек при симметриях Sip, Ч-"6Г, действующих 
в Q(r). В самом деле, из foSv = Sv0/ следует 

Sv(x)^x^Sv(f{x)) = f[Sv(x)]r=f(x), 
т. е. /(х) неподвижна относительно симметрии 5ч,, порожден­
ных группой симметрии Г1 в Q b 

Для доказательства изолированности подмногообразия М0 
в М, т. е. для доказательства существования такой открытой 
окрестности Uo множества М0, которому не принадлежит М\М0, 
воспользуемся тем, • что точка (е е) — изолированная не­
подвижная точка для группы симметрии в Q. Это означает, что 
существует такая окрестность U точки (е, .. . . е) в Qi, которая 
не содержит более неподвижных точек для всех симметрии 
S„, "?eri. Но тогда ввиду f-'(e e)=M0^M0eU=f-l(U), 
где U0 — открыто в силу непрерывности f. 

З а м е ч а н и е . Преобразование симметрии Sv при данном 
a&G определит сопряженную симметрию 

Sip=TaoSvtr°Ta-i, 
которую в координатах можно записать в виде 

S& (хи . . . , x r) = {Sb (хг), . . . , S& (JC,)), 
где 

S$, (xt) = zx¥ (x.) Ф- (г-1), 2 — axV (a,'1). 
Легко подсчитать, что если M множество точек при симметрии 
Sw, TO множеством неподвижных точек симметрии S% будет 
множество Та (M). 

Т е о р е м а 10. При всякой симметрии 5^ , ТбГ, сохраняется 
редуктивное разложение 
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построенное в п. 5 теоремы 5. Это означает, что 

г|)(Л)еА, ф(/и.)с-/л„ i p - d ^ F - , VTe-f. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Оно следует из того, что элементы 

Ч'бГ перестановочны с элементами Ф6Г, что влечет также 
свойство для их дифференциалов ty и Ф. В самом деле, 

теА*»ф(А)==й, Ф —^Ф«. 
и тогда для я|)(со) получим 

Ф [у (©)] == if [ф (со)]-— я|) (co){Rightarrow}\|, (co)eh. 
Это и означает инвариантность h при симметрии, определенной 
Ч'бГ. Аналогичное рассуждение может быть проведено и для 
Vmt. 

Т е о р е м а 11. Группа симметрии {S4,, ^бГЬ действующая 
в Q(r), индуцирует в касательном пространстве Т(е -)[Q(r)] 
группу линейных преобразований, неподвижными элементами 
которой будет подпространство этого касательного пространст­
ва, которое является касательным подпространством к подпро­
странству, порожденному группой Г в Q (Г). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Напомним, что подпространство, по­
рожденное подгруппой Г, есть подмногообразие 

Q(f)«={a/l,...,yr)|f// = AOi(A-1).- heH(f)}, 
где 

Н ф) = {hQO | Т {К) = А, У¥еГ}. 
Соответственно касательное подпространство к подпространству 
Q (Г) в точке (е,..., е) состоит из векторов 

(со!,..., со.), cui-=0-cpi(0)i где ее/г (у), 
л C Y ) = ( e e g | ~ф ( в ) = 0 , v^GY}-

Теперь покажем, что и подпространство неподвижных точек 
(dS-.jp)(г е) также состоит из этих векторов. Д Л Я этого запи­
шем основное условие ДЛЯ неподвижных точек отображения dSip: 
dSxp'.T(е е) (Q)->-T(- e) (Q):(a>v..., cor){to}(dS (C01),..., d S (со.)), 
и используя тот факт, что 

Sv (JC, , . . . , x r) = ( ¥ ( x , ) , . . . , ¥ (xr)) => 

=-> (dS-.y)e (CO!, . . . , CO.) - = (ф (С01),. . . , Ih (CO.)), 

тогда 

Но так как coj — 8 —Ф* (0), то 
Ф(в)--"1)[Ф*(8)] = е-Ф((в). 
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В силу перестановочности ^ . . — q y ^ (так как v-c:Y), эт° усло­
вие перепишется в виде 

ф / [ 0 - ^ (е)] - е - ^ (8)-> е -1| ) (е) = h, 
где 

A=-{m6g|9(«~>) —--. VcP6yb 
и так как i|)6y, то, в частности, 

У [6 — г]; (е)] = 6 - у (0) = "Ф (0) - 9 = - [6 -•-[) (6)]. 
Окончательно получаем 

•К0)=0. ^бу . 
Так как теми же условиями определяется касательное про-
аиство к подпространству Q (Г), то теорема ПОЛНОСТЬЮ ДО-
ана. 
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