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МАТЕМАТИКА 

Член-корреспондент АН СССР А. Н. ТИХОНОВ 

О НЕЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЯХ ПЕРВОГО РОДА 

Целью настоящей статьи является развитие методов решения уравне­
ний 1-го рода 

A [z] = и (z е Z, и е С/), 
где A [z] — непрерывный оператор из Z в С/, удовлетворяющий условию-
единственности: A[zi] Ф A\z?\, если Zi Ф я2, и Z и U — метрические про­
странства, удовлетворяющие сформулированным ниже условиям. Эти мето­
ды являются развитием идей, изложенных в ( 1 _ 3 ) . _ 

п. 1. Будем предполагать, что в Z существует множество Z, которое 
допускает новую метризацию pi(zi, Z 2 ) , мажорантную по отношению к мет­
ризации po(zi, z2) пространства Z: 

po(zY, z 2 ) < p i ( z b z 2 ) , 

причем сфера SC(ZQ) — { z : pi(z, zo) ^ С) в смысле метрики po компактна 
в Z. Будем говорить, что пространство Zi (множество Z в метрике pi) 
s-компактно вложено в Z. _ 

Пусть в Z s-компактно вложено пространство Zi, являющееся выпук­
лым замкнутым множеством некоторого гильбертова пространства, так, что 
pi(zi, z 2 ) = (zi — Z 2 , Zi — Z2)i_— II zi — Z 2 lli и определено понятие отрезка 
[zi, z 2 ] = {z = azi + Pz 2 cz Z, a > 0, p > 0, a + p = : 1}. Будем предпо­
лагать, что диаметр отрезка [ Z 1 . Z 2 ] в норме ро стремится к нулю, если 
po(zi, z 2 ) - > 0 , что всегда выполнено, если пространство^ нормировано. 

Пространства Z = С (а, Ъ) и Z = W(tf, Ъ) или Z = {z(s): z е W2K 
q(s) ^ z(s) ^ p(s ) } , где g(.s) и p(s) — заданные ограниченные функции, 
удовлетворяют этим условиям. 

Рассмотрим сглаживающий функционал 

М"[z, й] = р 2

2(A [ z ] , и ) + a Q [ z ] ( f e Z ) , 

где w— какой-либо элемент С/; p 2 (^i , гг2) —метрика С/, £2[z] = ||z||2 и 
a > 0 — числовой параметр. 

Т е о р е м а 1. Если Z— замкнутое выпуклое множество гильбертова 
пространства, то для всякого и и a > 0 существует элемент za е Z, реали­
зующий минимум Ma[z, й]. 

Пусть _ 
М0 = inf M a [ z , к ] , Z G Z , 

и z n — минимизирующая последовательность 

Мп = Ma[zn,u]-+Mo (при тг->оо). 

Без ограничения общности можно предполагать, что Д /n-i ^ Тогда 
имеем 

т. е. z n ^ £ с , при любо» /г. Не меняя обозначений, будем предполагать, что* 
последовательность z n сходится к za в смысле метрики ро. Нетрудно ви-
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деть, что 2 а G Z . В самом деле, для любого 8 имеем ||z n — z n+p!li ^ е, если 
п ^ п(&) и р > 0. Предположим, что это не так, т. е. что существует ео 
такое, что 

II — 2 n + P n ||i > е о 

при как угодно больших номерах п. Положим £ n = zn—zn+Pn. Очевидно, 
что p 0 (z n , zn+Pn)->0 (n ->oo) . 

Рассмотрим элемент ln = х/а (zn + zn+Pn) = Zn — г/2 In = *n+Vn + V2 In и 

ftn, и] = p 2

2 (A [zn - V, Б„], в) + a (1 zn у - ( i n f U + i/41 £ n fi2) > M 0 . 

В силу того что р о ( £ п , 2 « ) - > 0 и po(£n, z n ) - > 0, имеем 

р2ЦА[1п],й) = p22(A[zn]9 u)+AnW ( A n W - > 0 при т г + о о ) , 

откуда следует, что 

a ( - ' ( in , Cn)i + 'A II £n lit 2) ^ Mo - Af n - I A n ( 1 ) | = - A * ' 

( A n 7 > 0 и A n ' - > 0 , n-^00). 

Аналогично, представляя £ n как zn+Pn + V2 £n> получим 

a ( ( z n + P n , Cn)i + V 4 | | C n | i a ) > - V ( V > 0 и A n " - > 0 , n ^ o o ) , 

а также 

a ( - ( i n - " z n + P n , £n)i + V, J £n ||i2) = - 7 . *«L ||i2 > - (An' + A n ") 
ИЛИ 

I I | | i = Иzn — zn+PnИх<e0/2 для n > n ( e ) , 

что противоречит предположению. В силу полноты пространства Z элемент 
jsa е Z. 

Т е о р е м а 2. Пусть гг(0) = Л[z°], где z<°) G Z (Z удовлетворяет уело-
шям теоремы 1), и пусть рг(гг, гг(0)) ^ б. Тогда для любого е > 0 и любой 
функции а о ( б ) : а о ( б ) - ^ 0 при б - > 0 и а 0 ( б ) ^ # о б 2 , существует такое 
6o(e | |? 0-||i, а о , д о ) , любой элемент za, реализующий минимум M a [z , гг] 
^ Z, удовлетворяет условию 

po(z a ,z ( 0 ) ) ^ е, если g 0 6 2 ^ а ^ а 0 ( 6 ) . 

В самом деле, 

M«[z«, и] < 7¥«[z<°), гг] ^ б 2 + а || z<°) Hi2, 
откуда: j 

1°. I z« ||i2 < i (б 2 + a 12 ( 0 ) fi2) < 4" + II 2 < 0 ) ||i2 = С 2 (т. e. z« e 

2°. p 2 {A [ z a ] , 4 [z ( 0 )]) < p 2 ( 4 [z*], и) + б < б + • К б 2 + а 0 ( б ) р ( о ) | | 1 ^ г , ( б ) . 
В силу того что все z a и z<0) принадлежат компактному множеству Кр — 

замыканию Sc в Z — существует такое г](е), что если р2(и а , й<°>) ^ 11(e), 
то p 0 (z a , z ( 0 ) ) ^ е. Выбирая б 0 так, что т](б) ^ г](е) при б ^ 60, будем 
иметь 

po(za, z(®) ^ е при б ^ б0, если q62 ^ а ^ <хо(б). 
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п. 2. Если не делать предположения о полноте пространства Z, то 
утверждение о том, что za е Z, неверно. Однако, если обозначить za какой-
либо элемент, для которого 

M a [ z a , и] < Мо + аС (С = const), 

то имеет место 
Т е_о р е м а 3. Пусть Z s-компактно вложено в Z, = A [z<0)], где 

-£(0) е £ Тогда для любого е и любой функции ссо(б): (Хо(8) - > 0 щи б -> О 
и а 0(б) ^ д 0б 2, существует такое б 0 (е, ||z||, а 0, до, С), что любой элементе, 
для которого 

M a [ z a , й] ^ Мо + аС (р 2 (и, и<°)) < б), 

удовлетворяет условию 

p 0 (z a , z ( 0 )) ^ е, если q062 ^ а ^ ао(б). 

Доказательство этой теоремы по идее близко к доказательству тео­
ремы 2. 

п. 3. В настоящем пункте мы приведем условие, при котором za опреде­
ляется однозначно. _ 

Т е о р е м а 4. Если Z нормированное, Z и U гильбертовы пространства, 
А[хЩ = и оператор A(z) =и имеет первый дифференциал A[z, £], 
удовлетворяющий условиям: 

1) i | 4 i [ z i t £ ] • - АДъ, Ш * < А2[Щ\\ъ - z 2 | | 0 liaio, если I k - 1Щ\о < 
< 8 , iiz2 - z(°>||o < 8; 

2) ^ 1[z№ £] s = 0 только гсрв £ = О 
к если #об2 ^ a ^ а 0 ( б ) , то существует такое 6i(||z(°>||i, qo, ао), что для 
всякой функции й такой, что ||в — йЩ\2 ^ 6i, функция z a определена одно­
значно. 

Пусть 2 а — какой-либо элемент, реализующий минимум 

M*[z,u] = \\A[z] - й || 2

2 + а || z ИЛ 
В этом случае 

6 M a [ z « J, в ] = (A[z*] - в; At[z", £ ] Ь + < Ф а , £ ) = 0. 
Если существуют два элемента Z i a и z 2

a , для которых 8Ма, то, беря их 
разность v — zia — z 2

a , получим 
R = 6М"[гД £, й] - 6M«[z 2 « £, и] = (A[Zi*] - A[z2«]; А [ г Д £])» + 

+ (A&] - в; С] - i l i [ 2 2 « , £ ] ) 2 + a{v, £)t = 0. 
Воспользуемся тем, что 
1°. 4 [ z , « ] - 4 [ z 2 « ] - А№% v] + в , ||в|| 2 ^ ti(6) \\v\\o ft (6) + 0 

при 6 ->- 0) , так как z i a и z 2

a , в силу теоремы 2, при достаточно малом б 
находятся в е-окрестности z<°>. 

2°. Mdzf, £ ] - . ^ [ z i - £] На < Л IMIo iiaio. 
3°. Ai[zia, £] = Adm, t] + щ ||в|| 2 < л(в) IMIo. 
4°. UW] - и | | 2 < л(6). 
Полагая £ = У , будем иметь 

R= \\А№\ y] l | 2

2 + r + a |b | l i 2 = 0, \r\ ^ T i ( 6 ) I M I „ 2 . 

Убедимся в том, что 
II АДЩ vW^s<?\\vU, 

откуда будет следовать, что v s= 0. 
В самом деле, при доказательстве теоремы 2 было установлено, что 

II z a Hi sg: С; таким образом, || v Hi ^ 1 С . Рассмотрим 

s0 = inf || А, [Щ £] ||2) I е F { £ : II I Но = 1, IIUli < 2С}. 
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Покажем, что so > 0. Пусть £>п — миниминизирующая последователь­
ность || <Ai[z<0), £ n ] Иг = $п $о (при гг-> оо). В силу того что Z компакт­
но в Z, мы можем считать, что tn сходится в метрике || Но к некоторому 
элементу £о и, в силу непрерывности -4i[z<°>, £] по £, в метрике || Но будем 
иметь So] || = so, откуда и заключаем, что s0 ф 0, так как lltoll = 1. 

Приведенное доказательство основано на том, что функционал 
Ma[z, й] имеет лишь единственную стационарную точку при достаточно 
малом а. С помощью этого предложения обосновывается метод скорейшего 
спуска для достаточно малых а. 
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