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ГРУППОВЫЕ КОЛЬЦА 
ВВЕДЕНИЕ 

В теории групповых колец плодотворно переплетаются ме­
тоды теории групп и теории колец, создавая поле деятельно­
сти, привлекательное новизной и разнообразием возникаю­
щих ситуаций. Едва ли здесь можно отдать предпочтение 
группам ИЛИ кольцам. Напротив, между свойствами группы 
и ее группового кольца имеется динамичная взаимосвязь, 
исследование которой привело к ряду глубоких результатов 
и выявило серию трудных проблем, многие из которых ка­
жутся пока неприступными. 

Исследования групповых колец первоначально проводи­
лись в рамках теории представлений конечных групп. Груп­
повые кольца бесконечных групп появились в работах 30-х 
годов по теории групп и алгебраической топологии, и в после­
дующие два десятилетия изучались, главным образом, с 
целью приложений. Однако уже к началу 60-х годов масса на­
копленного материала оказывается достаточной для начала 
цепной реакции. Поток работ быстро нарастает; вероятно, не 
будет преувеличением сказать, что процесс оформления этого 
круга вопросов в самостоятельный раздел алгебры близится 
к завершению. 

Цель настоящей статьи — дать обзор основных направле­
ний теории групповых колец бесконечных групп, обсудить 
проблематику и отчасти продемонстрировать методы этой тео­
рии с тем, чтобы не только специалист, но и математик, нера­
ботающий в области групповых колец, мог составить пред­
ставление о современном состоянии предмета. 

За пределами нашего обзора остаются по, крайней мере 
три важных части теории групповых колец: групповые кольца 
и представления конечных групп, топологических групп и от­
носящиеся к групповым кольцам вопросы гомологической 
алгебры. Однако при трактовке некоторых вопросов нам каза­
лось нецелесообразным разрывать естественные связи с этими 
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направлениями. Не получили освещения по разным причинам 
и некоторые другие вопросы, например, Д'-функтор групповых 
колец, квадратичные формы над групповыми кольцами, взаи­
моотношения теории групповых колец с теорией кодирования 
идр. 

Предполагается.что читатель знаком с основами теории 
групп, колец и модулей. Желая сделать изложение более до­
ступным, мы начинаем каждую главу довольно подробным 
обсуждением простейших фактов. Многие из них даны с до­
казательствами. Мы старались также не упустить случая при­
вести (хотя бы при упрощающих предположениях ИЛИ эскиз­
но) доказательства других результатов. 

Групповым кольцам бесконечных групп посвящена недав­
но вышедшая книга Пассмана 1368], содержание которой со­
ответствует примерно §§ 2, 3, б, 6, 13, 17, 23 этой работы. На 
русском языке имеется книга Ламбека 176], где в качестве 
добавления помещен небольшой раздел о групповых кольцах. 
Наконец, по материалу 3-й главы можно читать монографию 
Б. И-Шоткина[120], гл. 4.*'1 

Авторы глубоко признательны A. А. Бовди, С. Д. Берману, 
Е. С. Голоду, В. Н. Латышеву, В. Т. Маркову, Дональду 
Пассману, Б. И. Плоткину, А. И. Саксонову, Г. Л. Фельдману, 
А. Л. Шмелышну за полезные консультации по ряду разделов 
статьи. 

ОСНОВНЫЕ ОБОЗНАЧЕНИЯ 
Множества. |M|—-мощность множества М; MX-^—про­

изведение множеств M и Л/; Mr = I X . . . XM; 0—пустое 
г 

множество. Предположим, что па множестве M действует 
группа О. Ms — множество неподвижных точек относительно 
элемента geO; MQ = V\s^GMe. Q{N) —стационарная подгруппа 
подмножества NCM, т. е. G(N) = {geQ \gN=N}. От— ор­
бита элемента mQM относительно группы G, т. е. От — 

Выражение «почти все элементы множества M» означает 
«все элементы множества М, не входящие в некоторое 
конечное подмножество». 

Числа. N —множество натуральных чисел. Z —множество 
целых чисел. Р —множество простых чисел, ш — первое 
трансфинитное число, (п)— идеал кольца. Z, порожденный 
числом ttQl. (а, Ь) — наибольший общий делитель чисел а, Ъ^Ъ. 

*)Когда настоящая статья находилась в печати, появился обзор Пасс­
мана о групповых кольцах [472], содержащий следующие разделы: алгеб­
раические элементы групповых колец, линейные и полиномиальные тож­
дества в групповых кольцах, полупростота и [радикал групповых колец, 
примитивность, фундаментальный идеал и размерные подгруппы, делители 
йуля, условия на цепи, изоморфизмы групповых колец. 
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Поля. Q—-поле рациональных чисел. R — поле вещест­
венных чисел. С —поле комплексных чисел. Fp — поле из р 
элементов. Р(хи ..., хп) — поле рациональных функций от 
переменных х1,...,хп над полем Р. Р —-алгебраическое 
замыкание поля P. (F: Р)~степень расширения F поля Р . 

Группы. [О: Я] —индекс подгруппы Я в группе G. 
Н<\0 — группа Я — нормальный делитель группы О. С0{М) = 
= {gGG\gm = m.g (т£М)}, где М—подмножество группы О 
или далее большей группы, содержащей G. С {0) = CG(Q) — 
центр группы G. cn(G) — n-& член нижнего центрального ряда 
группы G. Q'— коммутант группы О. 0(п) —n-й член ряда 
коммутантов группы О. Da (Я) = {g£G | [Я : Сн (g)] < °о} 
( Я —подгруппа группы С). EC-группа или Л-группа —группа 
•с конечными классами сопряженных элементов. A(G)== 
= {£GG | [G : CG (g)} < {infty}} = DG (О). Ясно, что А (О) < О. Ар(0) -
подгруппа группы Д (G)> порожденная элементами порядка ра 

(a6N).A+(G)—множество элементов конечного порядка 
группы A(G) (см. п. 5.4). E(G)— максимальный нормаль­
ный делитель группы G, обладающий тем свойством, 
что если Я — нормальный делитель группы G, собст­
венным образом содержащийся в E(G), то k(G/H)¥= 
=?Ч.. Aut(M)—группа автоморфизмов алгебраического 
объекта М (группы, модуля и т. п.). SF(M) —ограниченная 
симметрическая группа множества М (т. е. множество тех 
подстановок на М, которые перемещают ЛИШЬ конечное мно­
жество элементов). 

Будем говорить, что группа G аппроксимируется группами 
из класса N, если группа G содержит нормальные делители 
{Я-} такие, что П#«—1 и G/Ha£N. 

Кольца. /?+— аддитивная группа кольца R. R [хи . . . ,x„] — 
кольцо многочленов от переменных хг, ...,хп над кольцом R. 
J (/?) — радикал Джекобсона кольца R. Nil (/?)—- нильрадикал 
кольца R. N(R) —-сумма нильпотентных идеалов кольца R 
(радикал Веддербарна кольца R). U (R) — группа обратимых 
элементов кольца ^,(или присоединенная группа кольца JR, 
если в кольце R нет единицы). С% (М) — централизатор под­
множества М кольца R. С (R) — центр кольца/?. Sl=SR

l (соот­
ветственно Sr)>—левый (соответственно, правый) аннулятор в R 
подмножества S кольца R. < М > я — подалгебра алгебры А 
над кольцом R, порожденная подмножеством ЖсгЛ. Р/-ал-
гебра —алгебра над полем К, удовлетворяющая полиномиаль­
ному тождеству с коэффициентами из поля К. 

Модули. Нотя (M,N)— группа /^-гомоморфизмов из 
/^-модуля М в /^-модульЛ/. Endy?(M) = HoiTii? (ЛТ, M) —кольцо 
•эндоморфизмов /^-модуля М. 

Групповые кольца. RG — групповое кольцо (или группо­
вая алгебра) группы G над кольцом R. R*Q— скрещенное 
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произведение кольца R и группы G. R'G — скрещенное груп­
повое кольцо группы О над R (см. § 1). шН = шна (Я)-— 
— 2 (1 —h)RO — правый идеал кольца RG, порожденный 

элементами (1 — h)(h&H), где Я—подгруппа группы G. 
A (RG) — <*>XQ (G)—фундаментальный идеал кольца /?G. 

Пусть x = 2 rggQRG. supp (x) = {j?6G|/"g. =?-= Ol — носитель 
элемента xQRG. S(x) — опорная подгруппа элемента x, т. е, 
подгруппа группы G, порожденная множеством supp (x). 

Пусть M —некоторое множество в группе G. ®м(х) = 
~ 2 rgS- Если Af={l}, то индекс обычно будет опу-

скаться; вместо Цх) мы часто пишем гг. Тм(х) = 
=== 2 -V Пусть / — правый (левый) идеал группового 

gQMf\wpp'(x) 
кольца RG. Тогда b(I) = {geG\g—W}. Ясно, что &(/) — под­
группа группы О. Если / — двусторонний идеал, то S (/) <]С?., 
Группа §(/) называется, размерной подгруппой идеала /; если 
I = (A{RG))n — n-R степень фундаментального идеала, то вме­
сто b(A(RG)n) мы пишем -„(ДО) и называем эту группу я-й 
размерной подгруппой группы Q относительно R. 

Г л ав а 1 

СВОЙСТВА ЭЛЕМЕНТОВ 
И ИДЕАЛОВ ГРУППОВЫХ КОЛЕЦ 

§ 1- НАЧАЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ О ГРУППОВЫХ КОЛЬЦАХ 

1.1. Пусть R — кольцо с единицей, G — группа. Рассмот­
рим свободный /̂ -модуль RG с базисом {g]g6G}. т. е. сово­
купность конечных формальных сумм 

r~Hrg'g (rgQR, gGG), 

с операциями 

(2v) + (2r.^b2(r*+Off • 
и 

r(^rgg)^rrsg, 
8 



который превращается в кольцо, если в нем ввести умноже­
ние по формуле: 

(ŝ HSr̂ i—sf s^V-
gQG\f,hPG I 

\fh-g J 
Кольцо RQ называется групповым кольцом группы Q над: 
кольцом коэффициентов R. Элементы l -gQRG будем называть. 
групповым базисом кольца RQ. Обычно вместо l -g будем пи­
сать просто g. Единицу группы и кольца обозначаем одним 
и тем же символом 1, указывая в случае необходимости, что-
1&R ИЛИ lgO. Иногда нам удобно записывать элемент t$RG> 
в виде 

----Soft (r£R, g£Q). 
Если R — поле, то RO является .^-алгеброй, и -в этом слу­

чае RO называют групповой алгеброй группы G над полем /•?.. 
1.2. З а м е ч а н и е , Все кольца в этой ..статье предполага­

ются ассоциативными. Однако определение группового кольца 
имеет смысл и для неассоциативного кольца R. Такие иеассо-
циативные групповые кольца появлялись в литературе (см., 
например, Д. М. Смирнов [145}, теорема 1). 

1.3. В сущности не обязательно требовать, чтобы' rg — 
= gr(rQR, gQG). Пусть а-гомоморфизм группы G в группу 
автоморфизмов Au\(R) кольца R. Зададим умножение в сво­
бодном .^-модуле 

{2',.*}, 
исходя из формулы gr = r°№g (reR, g£G). Получится кольцо, 
свойства которого во многом аналогичны свойствам групповых. 
колец. 

1.4. МОЖНО пойти несколько дальше. Пусть U (R) — группа 
обратимых элементов кольца R и пусть Gi — некоторое рас­
ширение группы U (R) при помощи группы О. Пусть р — си­
стема факторов этого расширения и o1: G1-> Aut(L/ (R)) — го­
моморфизм, задаваемый соотношением r-^girg-1 (giGGj,. 
r&U (R)). Предположим, что гомоморфизм о1 продолжается до 
гомоморфизма о : 01 -> Aut (R). Пусть Т — {tg} — фиксированная 
система представителей смежных классов Q1jU(R) s* О. Сво­
бодный ^-модуль с базисом {tg} становится кольцом, если ввес­
ти умножение соотношениями 

rtg-r'tg^rr^ -p(g, g
r)tse, {r, r'eR, g, g'eo). 

Это колько обозначим через (R *G, р, а) или просто через R *G. 
Кольцо R*G называется скрещенным произведением колйца R 
и группы G. Результаты о групповых кольцах часто перено­
сятся (при известных ограничениях) на скрещенные произве­
дения (см., например, А. А. Бовди[19, 20, 21, 22]). В частно-
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сти, если R — коммутативное кольцо и Q\ — центральное 
расширение, то приведенное выше правило умножения при­
нимает вид: 

• rtg-r'te. = rr'-p(g,g')t!ie'. 
В этом случае вместо термина «скрещенное произведение» ис­
пользуем термин «скрещенное групповое кольцо» и обозна­
чим это кольцо через RbG. Скрещенным групповым кольцам 
посвящена, например, серия работ Пассмана [364, 366, 366}. 

Скрещенные произведения возникают и при рассмотрении 
групповых колец. Например, если #<IG, TO RG~ RH*G/H, 

• где система факторов р и автоморфизм а возникают естествен­
ным образом. Более того, если / — идеал кольца RH и 
glg~l — l, то, как легко проверить, кольцо RG/I-RG изоморфно 
•скрещенному произведению RHJI *G/#. В ЭТИХ случаях мы 
часто будем использовать упрощенную запись для элементов 
скрещенного произведения: 

2ag-g [ifiRHlI, geG/H), 
имея в виду, что g пробегает фиксированные представители 
смежных классов G/H. Кроме того, полагая 1=0, можно само 
групповое кольцо представить в виде RH*G/H. Запись элемен­
тов группового кольца как элементов скрещенного произве­
дения 

2 V g (ufiRH, g£Q/H) 
часто оказывается очень удобной для вычислений. Например, 
это позволяет вложить структуру односторонних идеалов коль­
ца RH в соответствующую структуру идеалов кольца RG. 

1.5. Предположим, что кольцо R снабжено абсолютным 
значением (или абсолютной величиной) (см. С. Лен г [88], 
гл. XII). Рассмотрим множество формальных выражений 

сложение которых зададим покомпонентно, а умножение — по 
формуле: 

WG J\gQG J ggG \f&) J 
(Это определение корректно, поскольку ряд 2 rfrf-1s 

f& 
сходится). 

В,результате получаем кольцо, которое обозначим через 
\-R\G и назовем групповым кольцом дискретной группы Q 
над R. Очевидно, что RGa\R\G. Более подробные сведения 
о групповых кольцах дискретных групп можно найти в кни­
ге- Капланского [300]. Аналогично п. 1.4. можно определить 
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скрещенное произведение \R\*G и скрещенное групповое 
кольцо \R\lG. Тогда R*Gc\R\*Gvi R^dlRYG. 

Материал п. п. 1.6—1.11. в сущности логически ОТНОСИТ­
СЯ к § 3, однако нам показалось нецелесообразным отклады­
вать изложение этих элементарных фактов. 

L6. Пусть ср: .£>->./,>._гомоморфизм колец. Тогда гомо­
морфизм групповых колец f.RG-^RxG, для которого 
<р(2гЯ.д)=Б<р (rg)g, будем называть соответствующим гомо­
морфизму ср. 

1.7. Если - : G -+Н — гомоморфизм групп, то отображение 
x-.RG^-RH, для которого * (2>rgg) = ~2rgi (g), является, оче­
видно, гомоморфизмом групповых колец. 

Если #=={1}, то этот гомоморфизм обозначим через Т0. 
Ядро гомоморфизма Т0 называется фундаментальным идеалом 
группового кольца RG (см. § 4). 

1.8. С каждой подгруппой Н группы G естественным об­
разом связывается правый идеал &Н группового кольца RG: 

• < D H = 2 ( - - A ) - ^ 0 ' 
/гея 

т. е. правый идеал, порожденный элементами l — h (h&H), 
ЕСЛИ H = G, то идеал шН совпадает с фундаментальным 
идеалом кольца RG (см. 1.10). 

1.9. О п р е д е л е н и е . ЕСЛИ Н — подгруппа группы G, то 
через G/H обозначим множество {tig} правых смежных клас­
сов по Н, а через R(G/H) —свободный левый jR-модуль с ба­
зисом {Hg}. Определим гомоморфизм левых .R-модулей 

<р: RG-^R(GIH) 
следующим образом: <p(~rgg) —H,rg.Hg 

1.10. Л емм а. Кег ср=иЯ. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как отображение ср — R-линей-

но и ср((1 —/г)g) = Hg—Hlig=Hg — Hgr=0, то шЯсКег«р. 
Пусть r = 'Ergg и ?(/") = О, т. е. ^]rgHg*=Q, а К — множест­

ве0 

во представителей правых смежных классов по Н. Тогда 
2 2 rhkHhk= 2 ( 2 гьпНк\=Ъ. Так как {#£},.,,,—базис 

ftgK/igtf kQK\h£H ) 

R-модуля R(G/H), то yj rhk = 0 для любого k£K- Таким 

Образом, 
г = 2 2 Г « М = 2 2 {rhhhk-rhuk}^ 

kQK h£H ftg-к/i£H 

= 2 ^-Щ-гнМепн. 
ftgK /tgtf 
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1.11. П р е д л о ж е н и е . Пусть Н, Hv Я2 —подгруппы 
группы О и g£Q. Тогда: 

1) 1—g6<»H тогда и только тогда, когда gQH. 
2) Если элементы gt порождают подгруппу Я , то элемен­

ты l—gi порождают правый идеал тН. 
3) Если Я--7--Я2, то соЯ-.-т-.-шЯ-.; если Я-сЯ- , то (оЯ1с<оЯ2'» 

если Я = { Я 1 , Я2}, то шЯ=шЯ 1 + <оЯ2. 
4) Я является нормальным делителем группы G тогда и 

только тогда, когда соЯ—двусторонний идеал кольца RG~ 
5) Если # < G , то ROhH = R[G/H]. 
6) Фундаментальный идеал шб порождается как правый 

R-модуль элементами вида 1— g (gQG). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . 1) Если g$H, TO Я^----Я. Тогда 

<Р(1 — £) = # — Я£-7-=0, т. е. 1— £<!Кегср-=-соЯ. 
2) Пусть элементы {£г} порождают подгруппу Я и /—-

правый идеал, порожденный элементами {1— gt}. Очевидно,. 
что / о - Я . Если hQH, то h—-слово от gt и gT1- Проводя 
индукцию по длине этого слова, покажем, что 1 —/zg/. Оче­
видно, что 1—^6/ и (1— S71)—(-— £/)( — §Т1)6-Г- Если АбЯ 
и (1-А).е/, то l - A g - f ^ ( l - - A ) g f + ( l " g T l ) 6 / . -

3) Пусть Я ^ Я - и g6Hi, но g$H2. Тогда, в силу 1)., 
1—-gG-JHi» но 1 —£<$шЯ2. 

Если H={Hlt Я2}, то, в силу 2), шЯ = а)Я1 + с1>Я2. 
4) Пусть Я —нормальный делитель G и АбЯ. Так как 

а(1 — А) =-(1 —-А)леа>//, где аб-^- и g ( l — h) = (l -ghg _ 1 )g-= 
== (1 — Л')gG-Jo//, где gGG. то шЯ-также и левый идеал. 

Пусть теперь шЯ-двусторонний идеал кольца RG и 
A€H. &6G. Так как-А_1бЯ, то (1 - А"1)6--Я, и, следователь­
но, g_1/i(l — /Г1)( — gJ — l— g~lhge^H. В силу ,1), g~lhg£H,. 
т. е. Я —нормальный делитель группы G. 

5} Если Я—нормальный делитель группы G, то y.RG-* 
{to}^[G/Я] —гомоморфизм колец. Так как Кег<р = шЯ, та 
RGJmH^R[G/H]. 

6) Так как (1— g)g' = (1— gg') — (1 — g), то фундаменталь­
ный идеал u)G порождается как правый ^-модуль элемента­
ми вида l—g, где g&G. 

1.12. П р е д л о ж е н и е . Пусть RQ — групповое кольцо 
группы G над кольцом R. Если 5 — подмножество кольца 
RG, то через Sl==Sl

RG будем обозначать левый аннулятор множе­
ства S в RG; т. е. .S/--={a6RG/aS--=0}. Пусть Я--подгруппа 
группы G. Тогда: 

1) Если |Я|л=оо, то (шЯ)г=0. 
2) Если | Я | < оо, то (uHy = RQ( 2 А V 

\ Л 6 Я / , 
12 



ft 
Д о к а з а т е л ь с т в о . 1) Пусть |Я|—oo и {sum} г^^шЯ) ' . 

Выберем элемент flQH такой. Что gih^gt ( i= 1, .; ., k). 
h k ft 

Тогда {sum}(r,&) (1 — ") = 2 r«gi — 2 Г ^ Л = ^ 0 ' TaK K3K э л е м е н т 

rgxh не может уничтожиться. 
2) Пусть | Я | < оо. Если r=-Srg.g-G(toH)z, то 0 = r(\ — h) = 

=2rgg — llrggh. ЕСЛИ g1=g2h, то rgl = rg„ т. е. функция 
r:G{to}./? постоянна на каждом смежном классе по подгруппе 
Я. Пусть /С—множество представителей смежных классов 
{£,Я}. Тогда 

r—2^=S^f2AbfS^U2^^G-(s^V 
Tai< как / у. h\(\—Л•) = 0 для любого h.6#, то 

\hQH ) 

\h£H ) 

1.13. С л е д с т в и е . Если Я-подгруппа группы О, то 
| Я | < о о тогда и только тогда, когда (сяЯ)г ••--•-0. 

0, если | О | = {infty}; 
1.14.Следствие. Пустьu)*(G)=---.|..R ( {sum} .gY если|0|<оо. I \*е° I 

'Тогда ((оО)г — ш*(0). Если \G\=n, то 
co(o)na>*(o)=-(r/S^ke-^. пг=6. 

I We-» / , I 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Если |0|==оо, то, в силу утверж­

дения 1 предложения 1.12, ш (G)' = 0. Если |G|==n<oo, то, 
в силу утверждения 2 предложения 1.12, (шО) — RO • ( {sum} -§Г | —= 

— -W{sum} А Так как Т0(>" {sum}gW«/- и »(G)-Ker(rG) (см. 
ибо / V *е° / 

;й. 1.7 и п. 1.10), то -o(G)nco*(0(=jr-{sum}^|r6/?, ra/~ol. 
I «re- I 

1.15. Лемма. Если gGG, то 
(1~£) - И ^ -

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как g — образующий цикличес­
кой группы {g}, то, в силу предложения 1.11, 2), <о ({g})-= 
— (1— g)R. Следовательно, (1 — £)' — (-- (ig)))1-

1.16. Предложение . Если gBQ, то следующие свойства 
[равносильны: 

1) порядок О (g) элемента g конечен; 
13 



2) l—g является правым делителем нуля в кольце RQ* 
3) 1—£ является левым делителем нуля в кольце RG;. 
4) l — g является делителем нуля в кольце R. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Очевидно, что 4)=->-2), 4).-->-3). Если 

0(g) = n, то 
( l -g) ( l + g + . . . + g*--) = ( l + g + . . . +g»--)(l-.g) = 0, 

т. е. l){Rightarrow}4). Если \ — g является левым делителем нуля, то 
(\—gy=£0, т. е. (ю({£})--.---О, и, следовательно, в силу след­
ствия 1.13, |{§}|<оо. Таким образом, 3)=М). Аналогично,. 
2)=И). 

1.17. Предложение . Пусть Я—-подгруппа группы С?; 
Правый идеал «Я выделяется прямым слагаемым в правом 
jRG-модуле RG тогда и только тогда, когда \Н\ = т и mQU(R). 

Д о к а з а т е л ь с т в о , а) Пусть ]Я|-= ттг и m-m"1=l.. 
Тогда m— S Л— 2 ( 1 — Л)б«Я и, следовательно, 

е-=йГ- (т— 2 A W 1 —от"1 2 Лб<«Я. 
\ лбя / йбя 

Поэтому спЯзе.^О.Заметим, что 1—-е = т~1 2 fiQRGI 2 h 
лбя \лбя 

= (шНу (см. предложение 1.12). Следовательно, (1 — е)е=0, 
т. е. е2 = е. Если xQ^H, то поскольку (1 — е)ш(Я) = 0. мы 
имеем х = ех + (1— е)x = exQe-RG. Таким образом, шЯ — 
— e-RG, где е2 = ё. 

б) Пусть u>H=.e-RG, где е2 = е. Так как wHcuGcRG* 
то 6-7--1. В этом случае 1—-е6(«оЯ)г. Следовательно, в силу 
предложения 1.12, |Я| =т<оо и (шЯ)г= ДО/ 2 АV Пусть 

ибя ^ 
l - e = ^ f 2 ^ V Где г = 2 ^ £ и <?:RG->R(G/H). Так 

иея / .-6° 
как вб-.Я-=Кег-р (см. лемму 1.10), то ср(1 — <з) = 1-Я. С дру­
гой стороны, <fO-—e)=(^irg)(m-H). Сравнивая коэффициен­

те-- / 
ты при базисном элементе Я в R (О/Я), убеждаемся в том,, 
что m£U (R). 

1.18. Лемма. Пусть Я —подгруппа группы О. Тогда RG 
является свободным правым ^Я-модулем, базис которого 
образуют представители gt смежных классов gtH по под­
группе H{iGK). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть ..G=\JgtH. Тогда RG=* 
= ZgrRH. Если £g;/--=-0, где г г = 2 >"U, то 2 £|Аг'л=*О, 
и, следовательно, .4 = 0 при всех iQKп heH, т. е. г,-=0для 
любого I. Следовательно, {g{} образуют базис RH-иодуля RG. 
14 



1.19. Лемма. (Машке), Пусть Я— подгруппа группы От 
[О : Я] ---= и < оо и n£U (JR). Тогда точная последовательность 
правых ^О-модулей 

0{to}Af-->M-̂ M"{to}0 (*) 
расщепляется тогда и только тогда, когда она расщепляется 
как последовательность ^Я-модулей. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть точная последовательность 
(») расщепляется как последовательность ^Я-модулей, т. е. 
существует гомоморфизм ^Я-модулей р:М"->М такой, что 
•-Р =1л[". Пусть G — \JHxt ( l < i < n ) . Положим р*(ш.) = 

и 
= п"1 ^ р {тхТ1) xt для mQM". Если 0 = иЯл:г, то xc=hiXt, 

где hj6H, и р (яглгГ ) xi = p {mxjlh7 ) /ггхг = р (отлГ ) xt. Таким 
образом, определение р* (от) не зависит от выбора представи­
телей {xt}. Если x£G, то р* (отх) ==/ГЧ-р (mxxT ) x — 
==rfl {Ър {rnxxT1) xtx~}) x=p* {m)x, и, следовательно, р* 
является гомоморфизмом ^G-модулей. Если mGM", то 
тер* (/?г)-=?Г1&-р {mxT1) Х[ = пГ1 (ЪтхТ X[) = m, т. е. чер* -= 1 м-• 

1.20. С л е д с т в и е . Пусть M —правый ^G-модуль. Тог-
да MRQ (М) = Мдн(М) (здесь hd^(M) — проективная размер­
ность /--..-модуля М). 

1.21. С л е д с т в и е . Если |G|----/z., nQU(R) и M — RG-uo-
дуль, то ^G-модуль М проективен тогда и только тогда,. 
когда М — проективный Д-модуль. 

§ 2. ОСОБЫЕ ЭЛЕМЕНТЫ В ГРУППОВЫХ. КОЛЬЦАХ 

В этом параграфе мы рассмотрим свойства отдельно взя­
тых элементов, в групповых кольцах: центральных, нильпо-
тентных, обратимых элементов, делителей нуля, идемпотем-
тов. Проблематика этого раздела выросла в основном из ра­
боты Г. Хигмана i[277l, который доказал в 1940 г., что если 
группа G локально индексируема (п. 2.1), то групповое коль­
цо RQ группы G надполем R не имеет делителей нуля, и-
всякий обратимый элемент кольца RG имеет вид pg, где 
P£U(R),geG. 

2.1. Определение . Группа G называется локально ин­
дексируемой, если каждая отличная от {1} конечно-порож­
денная подгруппа Н группы G обладает бесконечной цикли­
ческой факторгруппой. 

В 1957 г. в кратком обзоре [S99l по теории колец Каплан-
ский высказал предположение, что групповое кольцо произ­
вольной группы без кручения над кольцом без делителей 
нуля само не имеет делителей нуля. 

2.2. Гипотеза . Пусть G — группа без кручения, R—• 
кольцо без делителей нуля. Тогда: 
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(а) кольцо RG не содержит нетривиальных идемпотентов; 
(б) кольцо RG не имеет делителей нуля; 
(в) кольцо RG не имеет нетривиальных нильпотентных 

элементов; 
(г) всякий обратимый элемент кольца RG имеет вид rg, 

где ggG иг — обратимый элемент кольца R. 
Сколько-нибудь значительных результатов в этом направ­

лении после 1940 года не было. Некоторые улучшения резуль­
тата Хигмана связаны, в сущности, с усовершенствованием 
терминологии*'. 

2.3. О п р е д е л е н и е . Следуя Рудину и Шнейдеру [402], 
будем говорить, что G есть &i-группа (соответственно, Йг-груп-
па), если для любых двух конечных множеств A, BcG, каж­
дое из которых СОСТОИТ не менее чем из двух элементов, среди 
элементов ab (a g A, b^B) имеется хотя бы один (соответст­
венно, два), не равный остальным элементам вида оЬ, 

2А. П р е д л о ж е н и е . Если G есть Qi-irpynna, то имеют 
место утверждения 2.2(a), 2.2(6), 2.2(в). Если G есть й2-
группа, то имеет место также и 2. 2 (г) **>. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Ясно, что (б)-=^(а), (6) =->(в). Пусть 
х, y^RG. Полагая A-=supp(.>c), 5---supp(£/), мы видим, что 
в разложении произведения ху по групповому базису члены, 
соответствующие выделенным в определении 2.3 элементам, 
уничтожиться не могут, так что хуФО, если Q есть Qi-группа, 
и ху¥={, если О есть Йз-лруппа, и либо A, либо В состоит более 
чем из одного элемента. 

Группа, удовлетворяющая условию 2.1, является Q2-rpyn-
пой. Легко видеть, что й2-труппой будет упорядочиваемая 
группа (напомним, что свободные, а также локально нильпо-
тентные группы без кручения упорядочиваемы). Как заметил 
A. А. Бовди [19, 21], правоупорядочиваемые группы***' явля­
ются Йг-группами. Тем самым получил естественную, интер­
претацию более ранний результат А. А. Бовди [181 о том, что 
гипотеза 2.2(a) справедлива для .RN-групп с факторами без 
кручения. (Такие группы правоупорядочиваемы: М. И. Зай­
цева [44]). Отметим, что А. А. Бовди рассматривал обобщен­
ные групповые кольца. Спустя несколько лет результат 
A. А. Бовди был повторен Лагранжем и Ремтуллой [305]. 

«Минимальные» группы, для которых проблема 2.2(6) 
остается открытой — это конечные расширения абелевых 
групп и разрешимые группы класса 2. 

*) Новый подход к гипотезе 2.2(a) недавно найден Форманеком [247] 
(см. ниже теорема 2.28); по поводу 2.21(6) см. также [470, 471]. 

**> Пассман недавно показал, что если R — поле характеристики 0 и 
G есть Q2-rpyntna, то справедливо утверждение 2.2 (т). 

***> Группа G называется правоупорядоченной, если для любых с, а, 
bQG условие а<Ъ влечет ас<Ьс. Правоупорядоченная группа не всегда 
упорядочиваема (см. М. И. Зайцева [44]). 
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Нетрудно показать, что между утверждениями п. 2.2 
имеется следующая зависимость: (г),=>(в)<=(б)=^'(а). Более 
интересен тот факт, что утверждения (б) и (в) эквивалент­
ны, Для доказательства ЭТОГО факта нам потребуются две 
леммы. 

2.5. Лемма, (см., например, [355, 368]). Предположим, что 
группа G есть конечное (теоретико-множественное) объеди­
нение некоторых смежных классов по некоторым СВОИМ под­
группам Ну. 

i,] 

Тогда по крайней мере одна из подгрупп Нj имеет в G ко" 
нечиый индекс. 

2.6. Лемма (Пассман [368]). Пусть х, yQRG. Запишем х== 
-=x0 + x1,y==y0 + y1,ni;e x0, y0e/?A (G), supp(x1)nA(G) = 0 = 
=Д (G)nsupp (yi). Предположим, что Х£у = 0для Bcexg-gG. Тогда 

Доказательство аналогично рассуждению Пассмана [368], 
лемма 1.3. • 

Для каждого h£s\xpp(x0) мы имеем [G:Q-(h)]<{infty}. Сле­
довательно, [G:S]<oo, где 

-? = П Ca(h). 
ftgSUpp (Х0) 

Таким образом, _s~^x0s = ха_для всех s6S. Пусть x1=r1gi + ... 
••• +fmgm, yi = r i g i+ - + Fngn. Положим Я —Cs(gi) ({=-1,... 
...,m)-

Предположим теперь, что x0y0=7--0, и выберем tQ supp (x0.Vo). 
Для каждого i, если элемент gt сопряжен с элементом 
tgj1 при помощи некоторого элемента группы S, выберем 
такой элемент stfiS, что 

sT^gtSu^fgJ1. 
При S6.S мы имеем: 

s^xsy = (xQ + s~xxxs) (у- + yi) == 
= (.*оУо+ •s'-JCiSJ'o + хм + s-1x1sy1) = 0. 

Так как b(G)<]G, то s u p p ^ x ^ ^ H A (Q) = 0 = Л(0)П 
flsupp(x0yi). Поэтому s^gtSgj^t для подходящих gt, gj, т. е. 
sQHiSij. Так как s — произвольный элемент группы -S, то 

5=иЯ. 5 и . 
Согласно лемме 2.5 для подходящего I мы имеем [S-.H^ < оо , 
что противоречит тому факту, что g($A (G). 

2.7.Предложение. Вобозначенияхп.'2.2: (г)̂ =(в)̂ (б)-->-(а). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . . (г)=>-(в). От противного: предположим, 

ЧТО 0 =---x6-9G —нильпотентный элемент. Тогда,1 как извест-
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но, элемент 1-х обратим. Если \~x — rg (r£R, g6G)> то 
элемент x — \—rg принадлежит групповому кольцу R{g}> 
которое, в силу предложения 2.4, не имеет нильпотентных 
элементов. Импликации (б)=>-(а) и (б)-->-(в) очевидны. Остается 
установить (в).=>-(б). 

Пусть ху—0 (x,y£RG). Можно считать, что х0Ф0, y0-j--0 
(см. 2.6). Тогда ygx —-нильпотентный элемент. Если (в) имеет 
место, то ygx —0для любого.^бб. Согласно лемме 2.6 y-x0==0.. 
Но Л (О) —абелева группа без кручения (см. п. 2.29); тогда, 
ввиду предложения 2.4, кольцо Rk(G) не имеет делителей 
нуля. Предложение полностью доказано. 

Заслуживает внимание то обстоятельство, что в случае.. 
когда R — поле из двух элементов, гипотеза 2.2 (б) экви­
валентна некоторой чисто теоретико-групповой задаче. 

2.8. Гипотеза. Пусть gu ..., gn — различные элементы 
некоторой группы G, причем число п четно. Предположим, 
что имеет место система соотношений вида 

2.9. gigj = ghgi (i, U k,l=l,..., n) 
такая, что каждое из п2 произведений gigi (t, / = 1 , . . . , п) 
ВХОДИТ в систему 2.9 один и только один раз. Тогда группа 
Q имеет отличный«от 1 элемент конечного порядка. 

2.10. Предложение . Предположим, что R — поле из. 
двух элементов. Тогда утверждения 2.2 (в) и 2.8 эквивалентны. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . 2.2.(в)влечет 2.8, так как, очевидно,. 
{g\+ .. :+gn)2 — 0. Обратно, пусть справедлива гипотеза 2.8. 
От противного, предположим, что гипотеза 2.2 (в) не верна. 
Тогда существует такой элемент х 6-RG, что х- = 0. Поскольку 
R — поле из двух элементов, то можно записать: х — 
= gi + • • • +gn, (gi+ •.. +.g«)2==0. Следовательно, для каж­
дого произведения gig-, {i, j = \,..., n) имеется хотя бы одно' 
произведение gugi такое, что gigj=ghgi- Обозначим через-
<i, />" множество тех пар {k, l), для которых gigj=gkgi- Тог­
да, очевидно, 

и, следовательно, число элементов в каждом множестве-
< t , /> четно. Разобьем каждое множество <i, j> произволь­
ным образом на подмножества, состоящие из двух элементов: 
{(s, /), (т,п)}. Мы имеем gsgt^gmgn, т. е. мы получим систе­
му отношений 2.9, и ясно, что все gi здесь различны. 

Нетрудно убедиться, что групповая алгебра над произ­
вольным полем группы, содержащей нецентральный элемент-
конечного порядка, содержит нильпотентные элементы. 

Имеется аналог последнего утверждения для групповых 
колец локально компактных групп. 
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2.11. Теорема. (Бенке [205], А. С. Немировский [108]). 
Групповая алгебра Л локально компактной группы О 
содержит нильпотентные элементы тогда и только тогда, 
когда G — неабелева группа. 

Необходимость почти очевидна. При доказательстве дос­
таточности, в силу выше сказанного, можно предполагать, 
что группа, О содержит элемент t бесконечного порядка; 
тогда Л содержит делители нуля: ba=0 (a, bQA). Тог­
да при x6G либо axb =0, либо (ал;6)2-----0, т .е . axb-~-не­
тривиальный нильпотентный элемент. Бенке показывает, что 
соотношение axb = 0 для всех xQA для неабелевой группы 
О выполняться не может. 

Установим теперь некоторые свойства нильпотентных 
элементов групповых колец. 

2.12. Лемма. Пусть Л —произвольная алгебра над коль­
цом R характеристики /?>0 (не обязательно простой) и 
[А] — ̂ -подмодуль, порожденный элементами ab — ba (a, bQA). 
Тогда для любых a1, ...,a.,{in}A мы имеем 

(аг+ , . .+ a„)pft = af"+ . . .+ a? {mod [A]). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Очевидно, достаточно рассмотреть 

случай /}=2, k — 1. Раскроем скобки (ах + а2)р. Каждому 
отличному от а? и д.?» слагаемому соответствует р слагае­
мых, которые получаются из него циклической перестановкой 
множителей. Ясно, что эти р слагаемых конгруэнтны друг 
другу по модулю [А], и так как char (R)—p, то (а. + а2)-° — 
= af+a.f (mod [А]). 

2.13. П р е д л о ж е н и е . (Пассман [355]). Пусть ^-—коль­
цо без нильпотентных элементов, char (R) = р >0 . Если х •=• 
— гг-\ + r2g%+ ••.+ rngn£RQ — нильпотентный элемент и 
gl {1 = 2,..., щ не являются элементами порядка ра, то г1-=0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим, что хР—0. Тогда, 
в силу леммы 2.12, 

0 = xPu = rf • 1 + rf • gf + . . . + rPhgP*e[RQ), 
где [RQ\ есть ./̂ -модуль, порожденный элементами st — ts. 
(s^tQRO). Но, как легко видеть, 0(у)=0 для любого y6[RG]. 
Поскольку gf ф\ (i==2,.,.,n), то rf = Q, откуда r i = 0 . 

2.14. П р е д л о ж е н и е . Если R — кольцо нулевой харак­
теристики без нильпотентных элементов и x = ~Lrsg — ниль­
потентный элемент, то г1.=0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть R0 — подкольцо, порожден­
ное элементами rg (ggsupp(д.)), и N—-множество простых 
делителей порядков элементов ggsupp (л;). Мы воспользуемся 
тем фактом, что кольцо R0 аппроксимируется конечными по-' 
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лями Pt такими, что char (Р4)€.Л/*>. Пусть срг; i?0-{to} .P-. Тогда 
«Р.: продолжается до гомоморфизма кольца RJ3 в Pfi, который 
мы обозначим через <р,. В силу предложения 2.13, <р- (гг -1) —=0, 
так что г-бКегср;. Поскольку ГЖег .р,=0, то /"1.—0. 

2.15. Следствие . Пусть Я — кольцо без нильпотентных 
элементов. Если char (R) =0 или char {R)=p>Q и npynna G 
не содержит элементов порядка р, то носитель нильпотентного 
элемента кольца RG не содержит центральных элементов 
группы G. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть x — rxgi + ••• + rngn — ниль-
потентный элемент и gi.6C(G). Тогда y — xg'ff1—-также ниль-
потентный элемент. Следствие вытекает теперь из предло­
жений 2.13 и 2.14, примененных к у. 

Обратимся теперь к изложению свойств идемпотентов 
группового кольца. 

Капланский ([300; 301, проблема 24]) высказал предполо­
жение, что если char (р)=0 .и e==Srgg — идемпотент, то ко­
эффициент при единице г\ является рациональным числом. 
Естественный аналог этого предположения в случае char(P) = 
-=p>0 состоит в том, что r.i принадлежит простому подполю 
поля Р. Последнее легко вытекает из леммы 2.16. 

2.16. Лемма. Пусть Р —поле характеристики p>0. 
При yQPO обозначим, через bt{y) сумму коэффициентов rg 
при элементах порядка р* из supp(y). Тогда имеет место 
формула 6, ((Sr̂ g-)-5) == 0f ' 

Д о к а з а т е л ь с т в о . При g, AgO "элементы gh и hg 
сопряжены ,в G .и,, следовательно, имеют 'одинаковый поря­
док, Полагая в лемме 2.12 A = PG; мы видим, что простран­
ство [РО] порождается над Р элементами gh — hg (g, hSO). 
Следовательно, -/00'-=-О при yd[PG]. Остается принять во 
внимание, что 0,— 'линейное отображение пространства РО в 
Р и сослаться на лемму 2.12. • 

2.17. Лемма (А. Е. Залесский [58]). . Пусть char(P) — 
==/?>0, Erff(g—-e ==eP(<PG. Тогда г- принадлежит простому 
подполю поля Р. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . .Пусть s —такое целое число, что 
supp (e) не содержит элементов порядка ps. Тогда BSi(e)=0. 

При t ' > 1 , используя лемму 2.16, получаем 
• 9^(е) = 8,_1(Ег^р) — 9 Л 2 ^ ) = бЛ'')р-

*) В этом можно убедиться следующим образом- Пусть Z—кольцо 
Целых чисел, Qj-—-.п&дкольцо поля рациональных чисел, • образованное 
всеми дробями, знаменатели' которых содержат лишь простые из JV. Коль­
цо .J?w.==.f?o ®-5. Q-N ,аппроксимируется полями Р., характеристика которых, 
очевидно, йе лежит1 Б 'JV/ifaK как QN и RB — конечно-порожденные Кольца, 
т-0 д^_конечно-порожденное кольцо. Следовательно, все .Р.:-—конечные 
поля. 
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Поэтому б-(е).= е2(е) =-=.!. .—0„ (е)--=0. Аналогично, при /==1 
имеем: 

e0(e) — r1 — 90(Er^)— 2 r ? = r i + S ^ i - r f + M ^ - r f , 
gP^i gp=i 

т. е. /•1 = rf, откуда вытекает, что Г\ содержится в простом 
подполе ПОЛЯ Р. 

Для доказательства предположения Капланского в общем 
случае нам потребуются два очень естественных вспомога­
тельных утверждения. 

2.18. Лемма. Пусть Я—-поле алгебраических чисел, 
гвР. Предположим, что для всех, кроме конечного числа, 
неархимедовых нормирований v„ поля Р число г (mod j>) при-
надлежит простому подполю поля вычетов Р„/р (здесь р — 
идеал нормирования v_, Pp — кольцо нормирования v„). Тогда 
г — рациональное число. 

Это утверждение является следствием некоторых фактов 
теории полей алгебраических чисел (c^i., например, Н. Г. Че­
ботарев [171, теорема 42]). 

2.19. Лемма. Пусть А— конечно-порожденная алгебра 
без делителей нуля над полем Q рациональных чисел, 1Л — 
множество максимальных идеалов алгебры А, Ра—А/1а, 
аа:А-+Ра. Тогда Ра — поле алгебраических чисел; кроме 
того, если, для всех а мы имеем оа (a)6Q, то aGQ (#GA). 

Первое утверждение широко известно. Второе становится 
очевидным, если сформулировать его на геометрическом язы­
ке: непостоянная непрерывная функция на алгебраическом 
многообразии не может принимать только рациональные зна-. 
чения. 

2.20. Теорема . (A. E. Залесский [58]). Пусть 
e~I,rgg£PG—-идемпотепт групповой алгебры группы О над 
полем Р. Тогда коэффициент при единице г. принадлежит 
простому подполю поля Р. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу леммы 2.17, остается рас­
смотреть случай char (P)=0. Предположим сначала, что Р — 
поле алгебраических чисел. Пусть M —множество неархиме­
довых нормирований v поля Р, для которых числа 
rg (gGsupp (e)) лежат в кольце нормирования Рл известно, что 
лишь конечное множество нормирований может не войти в М. 
Обозначим через R* поле вычетов нормирования v-р, через 
<Р — гомоморфизм Pjj-^-^jj и через <? :Р G-+R Q— соответ­
ствующий гомоморфизм групповых колец. Ясно, что eQP^O 
при v 6M, так что <~'(e) — идемпотент в Р О. В силу лем­
мы 2.17, <р (г.1) принадлежит простому подполю поля %\ При­
меняя лемму 2.18, получаем /*i<SQ. 
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Пусть теперь P — произвольное поле характеристики 0. 
Обозначим через А алгебру над Q, порожденную элементами 
/'.-(ggsupp (е)). Пусть аи—как в лемме 2.19 и аа- АО->РаО — 
соответствующий гомоморфизм групповых колец. Тогда 
"а (<?) 6P-.G — идемпотент, и ввиду предыдущего абзаца 
"а (Л) 6Q- По лемме 2.19 ri6Q. Теорема доказана. 

2.21. Т е о р е м а (Капланский [300]). Пусть е-^-О, 1 —идем­
потент групповой алгебры над полем Р характеристики 0, 
е = Ъг.£. Тогда 0 < r i < l . 

Капланский показал в [300], что г. — вещественное алге­
браическое число; мы теперь знаем, что число г- рационально 
(теорема 2.20). Капланский использует в своем доказатель­
стве методы функционального анализа. (В случае, когда P — 
поле комплексных чисел, пространство PQ вкладывается в 
пространство Я формальных выражений вида 

- V £ M P , g6G. 2|r f f |2<oo) 
со сложением и умножением на число, заданным покомпонент­
но. Тогда .Я —гильбертово пространство и представление ал­
гебры РО в виде кольца левых сдвигов на Я •• 

.(2'l*)(2«)-S(S-*v.)* 
реализует алгебру PQ как алгебру линейных операторов, 
действующих в гильбертовом пространстве Н). Другое дока­
зательство, также основанное на идее Капланского, опубли­
ковано Монтгомери [332]. Мы приводим здесь элементарное 
доказательство, найденное. Пассманом, однако и в этом дока­
зательстве эксплуатируется понятие предельного перехода. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 2.21 (Пассман [367]). 
Пусть А — алгебра, порожденная над Q элементами 
r-g- (S'Gsupp (е)), / — некоторый максимальный идеал алгебры А, 
<р: A{to}A// = P1c:C и ср: AG-->P1G~-соответствующий гомо­
морфизм групповых колец. Так как е&АО, то <р (ё) — идемпо­
тент в PjG; поскольку ? (/"]) = г. (теорема 2.20), то мы можем 
считать без ущерба для общности, что P —подполе поля 
комплексных чисел. . 

..Введем следующие обозначения: 
•...; . Prgg)*h=£rsff\ 

где!; черта означает переход к комплексно сопряженному числу; 
' (a, b)=B(ab*) (a, &6PG); 

|И-(а, ^ = (21/̂ )4- (a = -V); 
. H-2 | / - J ; L-e .PO; d = inf||1 -x | | . 

• Легко проверить следующие соотношения: 
(а) ЦаЬ) = ЦЬа)- ' ' 
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(б) |л + *| |<И| + ||6||; 
(в) ,0 (а ) |<Й, (a, l)----e(a); 
(г) (а, bc)=>(ac*t Ь) (сеРО); 
(д) |Н|<||л| | . | |й| | . 
Остаток доказательства разобьем на несколько шагов. 
(i) Для каждого целого а выберем aHQL такое, что 

|1 — ап\\2 < d2 + l/ft.2. Тогда для любого &6а имеем \ф, 1 — a„)| < 
<||й|/я2. При Ь = 0 неравенство справедливо, так что мы мо­

жем считать, что &-7--0; положим к = (\ — ап, 6)/||6||2. Тогда 
an + kb£L и ||l —a„—-^||2>d2>||l —a„||2—1/я2, так что 

\/n*>\\\-an\\*-\\l-an-kb\\* = (l-an,_l-a,)-
— (\—an~~kb, l — an — kb) = k(b, l — an) + k(l—an,b) — 

-kk(b, 6) — |(й, i_aj|2/l|ft||-. 
(ii) Существуют вещественные числа f/, p" такие, что 

i9 Ы-|1а„||2|<р7/г;. | |в-апв||<р'7л. 
Заметим сначала, что \\ап— l | |<(d 2+ 1/n4)1*/2<d+ 1 и вви-

ДУ (б) | k | |< | | l | | + | K - l | | < d + 2. 
Так как a(l6L. то, используя (i), получаем: \(ап, l — ап)\ < 

<||an||/ft2<||a„||/ft<(d + 2)/re. Ввиду (в) мы имеем (ап, 1-aj==-
= (ап, \) — (ап, an) = Q(an) — \\ап\\2, так что первая формула в 
(ii) справедлива при p" = d + 2. 

Ввиду (г) мы имеем 
||e + a„e||-=-((l — ап)е, (1 — ап) е) = ((1 -ап) ее*, l -a„) ; 

теперь (1— an)ee* = ee* — anee*QL, так что (д) и (i) дают 
||e-a„e||2<||(l-a„)ee*||//?.2<||l — a„||-|ee*|//t4<(dH-l)|ee*|/n2; 
таким образом, вторая формула в (ii) имеет место при 

(P")2 — (d+l)M. 
(iii) Используя (в) и (ii), получаем 
10 (О - 1 | ап ||2 | < р'In, | в (в) - 0 {аае) | < || е - апе || < р"/л. 

Кроме того, ввиду (а) 9 (ane) = 6'(gan) = 6 (an), ибо anQL, 
так что 

|0(e)—K |l2 |<(p' + P")/n, 
откуда следует, что 0(e)-lim | |a„| |>0. Используя (б), (д) 

П-УОО 

и вторую формулу в (ii), получаем 
||e||<||e—.a„(?|| + ||a„e||<P"/« + ||a f t | |-|e|, 

и, переходя к пределу при n{to}°°, устанавливаем (iii). 
(iv). Итак, при еФО имеем 0(e) >0; поскольку 1—е при 

•еФХ—также ненулевой идемпотент, то 1—6(e) =-0(1—е) >0, 
так что 0 (е) < 1. Теорема доказана. 

2.22. Теорема. (Капланский [3001). Пусть Р ~- поле ну­
левой характеристики. Тогда в алгебре PG каждый элемент, 
обратимый справа, обратим слева. 
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Доказательство . Пусть ab = \ {a, bGPQ). Положим 
е = Ьа. Тогда е — идемпотент и 0(е) =B(ba) =Q(ab) = 1. По тео­
реме 2.21 е-=1. 

2.23. Гипотеза (Каплансиий T301]), Теорема 2.22 имеет 
место независимо от характеристики поля. 

Некоторые соображения относительно гипотезы 2.23 мож­
но найти в статье Лоси [13171. 

При g£G обозначим через {g} класс сопряженных эле­
ментов группы G, содержащий g. Пусть S — объединение 
некоторых классов "Сопряженных элементов группы О. При 
y = 2>V(30g6j?G положим Ts (у) = 2 rg (у). Отображение 

gQS 
Ts:RQ->R линейно относительно R. 

2.24. Лемма. Пусть Я—поле характеристики p>0. 
Предположим, что группа G удовлетворяет условию 

(2.25) gQG, g^l=>gP4{g} (л=--1,2, . . . ) . 
Пусть eQPG, е-—е и S = U{g} (gesupp(e), g ^ l ) . Тогда 

Ts(e)~0. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Из условия (2.25) легко следует, 

что существует такое целое /?г>0, что gpm$S. В силу лем­
мы 2.12, 

e — Sr^g = ErP gP +z, 
где z лежит в пространстве, порожденном элементами вида 
ab — ba {a,beQ). Элементы ab, ba (a, bQG) лежат в одном 
классе сопряженных элементов; поэтому 7\s(z) = 0. Так как 
gpm$S, то Ts(^rP^gpm) = Q. Следовательно, в силу линейности 
отображения Ts, мы имеем 7"s (e)-=0. 

2.26. Лемма. Пусть К — поле характеристики О, 
G — группа, удовлетворяющая условию 2.25 для почти всех 
простых чисел р. Пусть е — идемпотент кольца KG и 

— U{g} (gesupp(e), g--£l). Тогда Т5(е)=-0. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть R - подкольцо поля К, 

рожденное коэффициентами rg в разложении e=^rgg 
GK, g£G)- Кольцо R аппроксимируется конечными полями 
, характеристики которых не принадлежат фиксированному 

.нечному множеству простых чисел (см. сноску на стр. 20). 
ели f^.R-^Po то гомоморфизм tyt: JRG-+Pfi, соответст-
ующий -рр дает: <ft(Ts(e)) = Ts{tyi(e))- Так как ф,(ё) — идем-
ютент, то, в силу предыдущей леммы, Ts(tyt(e)) =-=0, откуда 
следует, что Ts(e)=0. 
• 2.27. Следствие. (Форманек [247]). В условиях леммы 

2.26 е=0 либо <з=-1. •- • • 
В самом деле, пусть е = 2г g. Используя отображение 

B:RG-^RGIA(RG), получаем, Ег—0, 1. Из леммы 2.26 
следует теперь, что /-1.— 0, 1. По теореме Капланского 2.21 
е=0Л. • 
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2.28. Т е о р е м а (Форманек [247]). Пусть О —нётерова 
группа без кручения. К—поле характеристики 0. Тогда КО 
не содержит нетривиальных идемпотентов. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . . Предположим, что xgx~r = gn 

(x,gQG), ri>2. При г > 0 пусть Ht — группа, порожденная 
элементом x~lgxl. Так как' 

(x-( '+ I)gx£+1)" = x-( ' -H)g«xm = x- igJc ; , 

то HQcH-fiH<fl... — возрастающая последовательность раз­
личных подгрупп группы О. Это противоречит нётеровости 
группы О. Следовательно, группа О удовлетворяет усло­
вию 2.25. Остается применить следствие 2.27. 

Доказательство сохраняется, если группа G удовлетворя­
ет условию максимальности для циклических подгрупп. 

2.29. Т е о р е м а . Предположим, что G — группа без кру­
чения, представимая матрицами над некоторым полем положи­
тельной характеристики. Пусть К — поле нулевой характерис­
тики. Тогда всякий идемпотент алгебры КО тривиален. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Достаточно убедиться, что Q 
удовлетворяет условиям леммы 2.26. Пусть gQG и 
Це\ . . . , Х^")—-.различные собственные значения матрицы g. 
Так как G — без кручения, то одно из собственных значений,. 
скажем Цв\ не является корнем из 1. Пусть е = еЩКО-
Тогда уравнения (\№у = Цк) имеют лишь конечное число 
решений (g, hgsupp (е), i = 2,...,n). Отсюда вытекает, что-
для почти всех простых р выполняется условие 2.25. 

Естественно поставить вопрос: нельзя ли сформулировать 
какие-либо гипотезы об опорных подгруппах идемпотентов,. 
нильпотентных или обратимых элементов групповых колец, из 
которых в случае групп без кручения получалась бы гипотеза 
2.2. По-видимому, это нелегко сделать; например, на вопрос,. 
не будет ли конечной опорная подгруппа произвольного идем-
потента группового кольца, имеется отрицательный ответ. 
Соответствующий пример впервые построен в работе Рудина 
и Шнейдера [402] (см. также Пассман i[363l). 

П р и м е р (Рудин и Шнейдер [402]). Пусть Р — поле ха­
рактеристики р>0 , Я — конечная неабелева группа, поря­
док которой взаимно прост с р. Так как РН —-полупростая ко­
нечномерная алгебра, то РН содержит подкольцо 2X2 матриц 
над Р. Пусть 

С=(о о), * )=(о о)-
Тогда С2==С, vj2-==0, ,y|=)], tf. = 0. Пусть W.— любая Группа; 
положим G = HxW, а = (. + -ф, где Р6-"СЯ. Тогда, очевидно, 
а2=--а_идемпотент, и его опорная подгруппа в основном; 
определяется опорной подгруппой элемента р. Таким" образом, 
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опорные подгруппы идемпотентов устроены весьма разно" 
образно. 

Предположим, что е — идемпотент произвольного кольца 
К; тогда для любого xQK элемент е + ехе—ех является идем-
потентом. Положим Ke^ix (t. К\ехеФех). Тогда Кв является 
ПОДКОЛЬЦОМ кольца К. Если КеФК и если х пробегает мно­
жество представителей различных смежных классов k = Ke, 
то элементы. е + ехе—ех доставляют множество попарно раз­
личных нецентральных идемпотентов. Используя эту идею, 
А. А. Бовди и С. В, Миховски 1[28] получили следующие ре­
зультаты: 

2.30. Т е о р е м а . Предположим, что группа G содержит 
циклическую неинвариантную подгруппу порядка п, причем 
п — обратимый элемент кольца R. Тогда каждая конечно-по­
рожденная подгруппа группы G принадлежит опорной под­
группе некоторого идемпотента кольца ДО. 

2.31. Т е о р е м а . Если групповое кольцо RG имеет нецент­
ральный идемпотент и группа G не является локально конеч­
ной, то кольцо RG обладает идемпотентом с бесконечной опор­
ной подгруппой. 

Лучше поддаются описанию опорн&е подгруппы централь­
ных элементов группового кольца. В частности, опорная под­
группа центрального идемпотента конечна (см. ниже). 

2.32. П р е д л о ж е н и е . Опорная подгруппа центрального 
элемента а группового кольца RG инвариантна в G и содер­
жится в группе A (G). 

Доказательство вытекает из рассмотрения тождества 
a=Zrsg=halrl = Zrghglrl (g, heQ, rg£R). 

Пассман [363] для скрещенных групповых колец и 
А. А. Бовди и С. В. Миховски .[27, 28] для скрещенных произ­
ведений независимо получили существенное уточнение предло­
жения 2.32: 

2.33. Т е о р е м а . Пусть а — центральный элемент группо­
вого кольца PG. Предположим, что элемент а алгебраичен 
над Р. Тогда a — b + с, где Ь, с — центральные элементы кольца 
PG, причем элемент с нильпотентец, а элемент b имеет конеч­
ную опорную подгруппу. ЕСЛИ элемент а сепарабелен, то с = 0. 

Напомним сначала один факт /из теории групп. 
2.34. П р е д л о ж е н и е . Конечно-порожденная FC-rpynna 

является расширением конечной группы при помощи конечно-
порожденной абелевой группы без кручения. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 2.33 (с некоторыми упро­
щениями мы повторяем рассуждение А. А. Бовди и С. В. Ми­
ховски [28]). Пусть L = S (a) \\L — расширение конечной группы F 
•при помощи абелевой группы Н. Тогда a£PL = PF*H 
<см. п. 1.4); запишем a=I.fhh£PF*H; положим с = 2 Д / г , 
•собирая те слагаемые fnht которые сами являются ниль-
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потентными элементами кольца PL, и Ь = а — с. Из определе­
ния b я с вытекает, что они центральны в PG. Легко видеть, 
что элементы fhh все центральны в PL; следовательно, рни 
попарно перестановочны и элемент с шльпотентен. Пусть 
XgP [x], Х(а) = 0. Тогда элемент X(b)GPF*H нильпотентен, и 
ввиду упорядоченности группы Н, если &-7--/-.1, то старшее 
слагаемое в разложении b обязано быть иильпотентным (см. 
доказательство предложения 2.4). Это противоречит определе­
нию с; таким образом, b = / V l g P E , что доказывает первое 
утверждение. 

Пусть Р — алгебраическое замыкание поля Р и пусть 
b = bx + Ь% — разложение Жордана элемента b в алгебре 
(Ь ) р. Так как элементы fhh попарно перестановочны, то 

a=b1 + (b<2 + с) — разложение Жордана элемента а в алгебре 
(а)р\ сепарабельность элемента а означает, что а = Ьх, 

так что Ь2 + с—0. По определению скрещенного произведения, 
это влечет с — О. 

2.35. С л е д с т в и е (Рудин [4011, Гайдар [3931, Берне 
[212]). Опорная подгруппа центрального идемпотеита группо­
вого кольца конечна. 

2.36. Г и п о т е з а (см. Капланский [ЗОН). Пусть F— поле. 
Предположим, что каждый элемент группового кольца FG 
либо обратим (справа), либо является (левым) делителем ну­
ля. Тогда группа G локально конечна. 

Для.полей характеристики 0 справедливость этой гипоте­
зы установлена: 

.2.37. Т е о р е м а . (Форманек [469]). Пусть F — поле харак­
теристики 0. Тогда гипотеза 2.36 справедлива. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Выбрав базис поля F над Q, легко 
проверить, что кольцо QG удовлетворяет условию теоремы. 
Следовательно, можно считать, что F=Q. 

При a-=a1h1--f. . . . +aA/iA6QO (afiQ, hfeG) положим |a| = 
= max(|ai|,.. •• M ) - Пусть gi>- • •> gnGO (ff>2). Положим 
•К == (gi+...+gn)/n2. Рассмотрим любое произведение xa = 
= т-г (gi + •. • + gn) (^ihi + • • • + akhk). Среди элементов gtkt 
группы G не может быть более чем «равных друг другу; 
поэтому каждый коэффициент в разложении xa по групповому 
базису имеет вид (ail + . . . +ai.)/n2 и, следовательно, его 
модуль не превышает |а|/л.. Поэтому 
(2.38) |л:а|< — |а| для любого a6QG. 

Следовательно, элемент 1-х не является дели­
телем нуля; в самэ.и деле, если (1 —x)a----0, то a=xa 
и [a| — | x a | < — |a|, откуда a = 0. По условию, 1 — х - о б р а ­
тимый элемент; пусть (1 — . x ) d = l . Покажем, что supp(л:-)'---

27 



crsupp(d) ( i = l , 2 , . . . ) . Это означает, что опорная подгрупп» 
элемента конечна, что и требуется доказать. 

Для доказательства этого факта предположим противное;. 
пусть то —наименьший номер, для которого некоторый элемент 
gQG, glsuppfd) появляется в supp(xffl). 

\а- (1 + х + х2 + . . . + х2т)\ > (-ру, 
так как коэффициент при g в разложении элемента 1 + х + 
+ x 2 + ...+x2m больше или равен (\/п.2)т. Используя (2.38) 
и неравенство треугольника, получаем |(l — х)а\>\а\ — \ха\> 
>(\—^-)М Для любого agQG. Следовательно, 

' \(i~x)-[d-(\ + x + x* + ... + х2п)}\> 

С другой стороны, (1— x) [d—-(1 + х + ... +x2m)]--= l — 
— (1— х2тП) = х2т+1; повторное применение (2.38) дает 

Это противоречит соотношению 
, „ ..... / 1 Ym + 1 l 1 \-'"+г 

1-*2т+11>Ы >(-т) • 
Теорема 2.37 доказана. 

Еще в 1940 г. Г. Хигман ,'l'277l поставил вопрос о строении 
группы U(RG) обратимых элементов группового кольца. 

2.38. Т е о р е м а (Г. Хигман {2771). Пусть G —периодичес­
кая группа, Z — кольцо целых чисел. Группа U(ZG) является 
тривиальной тогда и только тогда, когда выполняется одно из. 
следующих условий: 

(1) G —гамильтонова*' 2-группа; 
(2) G — абелева группа экспоненты 4 ИЛИ 6. 
Мы говорим, что группа U (RG) тривиальна, если имеет 

место утверждение 2.2 (г). 
Как показал А. А. Бовди t24l, если группа U(ZG) являет­

ся периодической, то она тривиальна и, следовательно, описы­
вается условиями (1), (2) выше. 

Элементы конечного порядка группы U(ZG), когда G— 
конечная группа, изучал С. Д. Бермац IJ5L 

Строение группы единиц целочисленного группового коль­
ца конечной абелевой группы исследовалось Бассом [200]; см.. 
также Басе [201], гл. II, § 7., 

*) Группа (называется гамильтоновой, если все её истинные подгруппы* 
циж'лич'НЫ. 
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Периодические нормальные делители группы U{RG), где 
Д — кольцо целых алгебраических чисел, рассмотрены в рабо­
те A. А. Бовди :[24l. Чтобы сформулировать его результат, вве­
дем группу 

' V(RG)~{x*=-2rgg6RQ\Zre=*l}. 
Очевидно, что группа U(RG) есть прямое произведение груп­
пы V(RG) и группы U(R). 
• 2.39. Теорема (А. А. Бовди [24]). Пусть "—кольцо 

целых величин числового поля, являющегося расширением 
Галуа поля рациональных чисел. Предположим, что Я<Ц/ (RG) 
и Я —периодическая группа. Тогда все подгруппы группы Н 
нормальны в G и Я либо абелева, либо гамильтонова 2-груп-
па. Кроме того: 

(1) Если О—периодическая группа, то V(RG) содержит 
•нецентральный периодический нормальный делитель тогда и 
•только тогда, когда RcR, a G — либо гамильтонова 2-группа, 
либо расширение абелевой группы L индекса 2, причем L 
•содержит такой элемент а порядка 4, что для любого g£a 
имеют- место соотношения g2 = a2 и g~lhg=h~l для всех 
h£L. 

(2) Если группа G локально нильпотентна, то V (RG) 
содержит неабелев нормальный делитель тогда и только 
тогда, когда RcR, периодическая часть S группы G являет­
ся ' гамильтонЫзой 2-группой и все подгруппы группы S нор­
мальны в О. 

А. А. Бовди и И. И. Хрипта [29] изучали группу U(RG), 
когда -/?—• кольцо характеристики рт. 

2.40. Теорема (А. А. Бовди и И. И. Хрипта [29]). 
Пусть R — кольцо характеристики p > 0 и G — p-группа. 
Предположим, что группа U (R) неединична. Если Я — абе-
лев нормальный делитель группы V (RQ), то: 

(1) группы № и Я2ПО лежат в центре группы V (RO); 
(2) если HQ-C (V (RQ)), то группа Я является цикличе­

ской, а мощность ее нижнего слоя*) не менее мощности 
группы U (R). ' • • . ' 

Подгруппа HdU (RG) называется линейно независимой в 
RG, если <Я> R&RH. А. А. Бовди и И. И. Хрипта [29] 
описали строение линейно независимых нормальных подгрупп, 
содержащих элемент конечного порядка группы U (RO) при 
условии, что char (R) = p>0. 

В работах И. И. Хрипты [169, 170] получены необходимые 
и достаточные условия нильпотентности группы U(RG): 

2.41. Теорема (И.'И. Хрипта ![16&, 1701). Пусть G — 
группа, обладающая ОТЛИЧНОЙ ОТ единицы p-подгруппой Си-

*> Нижний слой р-грултш есть множество ее элементов порядка р. 
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лова, R— коммутативное кольцо характеристики рт 

(т — целое число). Группа U(RG) нильпотентна тогда и толь­
ко тогда, когда группа G является конечной p-группой. 

2.42. Т е о р е м а (И. И. Хрипта '[169J). Пусть R— поле,. 
характеристика которого не делит порядков элементов группы 
G. Группа U(RG) нильпотентна тогда и только тогда, когда 
группа G нильпотентна и выполняется одно из условий: 

(1) элементы конечного порядка группы G центральны;, 
(2) ^ — простое поле характеристики /7 = 2™ —1 и периоди­

ческая часть i-(G) группы G есть абелева группа экспоненты 
ра— 1 и,для любых йбтс(О), gQG таких, что ga = ag имеет 
место соотношение gag~l=ap. 

Теоремы 2.34 и 2.36 обобщают [результаты Бейтмана и Ко-
улмена [203] и Мотосэ и Томинага [337], где даны необходи­
мые « достаточные условия нильпотентности группы единиц 
групповой алгебры над полем. Отметим, что доказательство 
Бейтмана й Коулмена некорректно (см. РЖМат, 1971, 7A314). 
В диссертации Бейтмана [202] обсуждается вопрос о строении 
групповых колец конечных групп с разрешимой группой еди­
ниц (см. также [338]). 

В статье Коулмена и Пассмана [229] доказывается, что 
если Р — поле характеристики р>0 и G — конечная неабеле-
ва р-группа, то группа U(PG) содержит в качестве подгруппы 
сплетение двух циклических р-групп. 

§ 3. СТРУКТУРНЫЕ ОТОБРАЖЕНИЯ 

Под структурными отображениями мы понимаем различ­
ные операции на групповых кольцах, в которых параметром 
служит подгруппа, Сведения, собранные в этом параграфе, 
нередко имеют самостоятельный интерес, но чаще носят вспо­
могательный характер. К этому кругу вопросов относятся 
также некоторые результаты в § 1. 

Пусть Я—подгруппа группы G, x = I.rggQRG. Рассмотрим 
отображение BH'.ROL>RH 

M-*)= S rggQRH. 
ggHp|supp(jr) 

Элемент 6H(x) мы будем называть проекцией элемента -*r 
на JRH. Если / — левый (правый) идеал кольца RG, то мы 
положим бя(/)=--{бя(х)|х6-/} и будем называть бя (/) проек­
цией идеала / на RH. Ясно, что 8Н(/) —идеал кольца RH,. 

3.1. П р е д л о ж е н и е . Если /=£0, то 8Я (/).-£ 0. 
В самом деле, при xg/ мы имеем 6Я (i§r"1x)-7--0 для любо­

го gesupp(x). 
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3.2. П р е д л о ж е н и е (Пассман [365]). Предположим, 
что Я==Д(Сг) и А, В — два идеала кольца RG таких, чтг> 
AB = 0. Тогда 6 я(Л)б я(5)-=0. 

Мы уже имели повод дать доказательство этого факта 
(сформулированного в несколько иной форме: лемма 2.6). 

Другой важный пример структурного отображения полу­
чается следующим образом. Пусть //—-подгруппа группы и; 
каждому идеалу I группового кольца RG сопоставим идеал 
I[)RH кольца RH; идеал If]RH мы часто будем называть 
следом идеала / на RH. 

Результат, описывающий свойства идеала /PlRH, удобно 
называть теоремой о пересечении. Теоремы о пересечении в 
различных вариантах находят многочисленные применения 
в теории групповых колец. Примеры теорем о пересечении 
можно найти в работах Амицура [179], Уоллеса [445, 446],. 
Пассмана [355, 361], A. E. Залесского [46, 48, 49, 54, 56, 59], 
М. Смит [419}, Хартли [271] и др. 

3.3. П р е д л о ж е н и е (Амицур [179]). Пусть Н — подгруп­
па группы G. Тогда след каждого квазирегулярного идеала 
кольца RG на кольце RH есть квазирегулярный идеал коль­
ца RH. 

Доказательство будет дано ниже (см. лемма 6.3). 
3.4. Лемма . Пусть / / — подгруппа конечного индекса 

группы G, aQRG. Если ах = ха для всех xQH, то aQRA (G). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть А = > > Й , так что S^-xg,.— 

= 'Ertglx. Для каждого ь найдется j = j(i,x) такое, что 
gtx = xgj. Пусть Хц—представитель класса тех xQH, для кото­
рых g[X==xgj, если этот класс не пуст. Тогда H = \^jxlJCH (gt), 
т. e. CH (gt) — подгруппа конечного индекса в Н. Отсюда 
следует, что gtQA.(G) для каждого i, так что ag/^A (О). 

3.5. Лемма . Если d1, . . . , d„6A (G). то 
[ G : G G ( d - , . . . , d n ) ] < o o . 

3.6. Т е о р е м а (А. Е. Залесский [54]). Пусть 1фО — 
идеал группового кольца RG нильпотентной • группы О. Тогда 
/п/?д(о).-АО. 

Д о к а з а т е л ь с т в о (ограничимся случаем нильпотент­
ной группы класса 2). Запишем RG^Rk (0)*0/Д (О), 

а=«й + --2Я2+ • • • +--..е.-бЯД (0)*0/Ь (О), 
т. e. afcRL (G), g^G/A (G). Пусть a£l\ ввиду предложения 
3.1 можно считать, что g'i----1. Предположим, что a — элемент 
минимальной длины s такого вида (если .s == 1, то доказывать 
нечего). Согласно лемме 3.5 G содержит подгруппу Н конеч­
ного индекса такую, что ха1 = а1х для всех xQH. При х&Н 
имеем. 
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х Чх — а = 2 (x~latgix — <*•&) = 
. = 2 

— 2 [x_1a;x (x^gtXg-1) — а,] &6Л 

причем выражения в квадратных скобках принадлежат 
Ph(G). Из минимальности а следует, что эти выражения рав­
ны нулю, так что мы имеем aigiX=xcagi. Согласно лемме 3.4 
aigi 6 /?A(G), что и требуется доказать. 

Сходным образом доказываются теоремы 3,7 и 3.8. 
3.7. Теорема. Предположим, что G—E(G). Пусть /=И-0 — 

идеал группового кольца RG. Тогда /П RA (G) ФО. 
3.8. Теорема. Пусть G — группа и Н=Е (Я), Н<\ G.,Если 

/•—ненулевой идеал группового кольца RG, то 

3.9. Предложение. Пусть О—разрешимая группа 
Тогда существует нормальная подгруппа Н группы О такая 
что Н=*Е(Н) и Da{H)C.H. 

3.10. Teop ема. Пусть С —разрешимая группа. Тогда 
существует нормальная подгруппа И группы G такая, что 
//—А (Н) и если /—-ненулевой идеал кольца RQ, то 
inRH^O. 

Утверждения-3.7—3.10 установлены А. Е. Залесским[59]. 
Теорема 3.10 была установлена для доказательства кри­

терия полупростоты групповых алгебр разрешимых групп. 
Более тонкие варианты теорем пересечения для разрешимых 
групп были найдены в работе A. E. Залесского [60], как тех­
ническое средство для характеризации радикала Джекобсона 
групповой алгебры разрешимой группы. Легко видеть, что 
теорема 3.10 вытекает из теорем 3.8 и 3.9. 

3.11. Лемма (Пассман 1361]). Пусть Р — алгебраически 
замкнутое поле характеристики 0 (соответственно, р>0) и 
А.— абелева группа (соответственно, абелева группа без эле­
ментов' порядка р). Предположим, что аи ..., ап — различные 
элементы группы А. Тогда существует п гомоморфизмов W-
А-*-Р таких, что матрица {Xi(flj)} невырождена. 

3.12. Теорегма (Пассман [361]). Пусть А и Р — как в 
лемме 3.11, Я — нормальный делитель группы G и Q/H^A. 
Предположим, что / — характеристический идеал алгебры 
PG (т. е. идеал, инвариантный относительно всех автоморфиз­
мов алгебры PG). Тогда след ненулевого идеала / алгебры 
PG на РН отличен отнуля. Более того, / = (/ V\PH)PG. 

Доказательство. ' -Пусть g—образ элемента, g при 
отображении Q {to} G[H и пусть X —гомоморфизм группы.' А в 
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поле P . Определим линейное отображение A: PG->PG соот­
ношением A(g) = X(g) g. Легко видеть, что Л является на 
самом деле автоморфизмом. 

п 
Запишем РО = РН*А, a. = s2}fiafcPH*A, и пусть ag/. 

Согласно лемме 3.11 существуют/г гомоморфизмов Xi,..., Х„ груп­
пы А в поле'Я таких, что матрица {X ây)} невырождена. Пусть 
А; —автоморфизм, индуцированный гомоморфизмом Х;, как 
указано выше. Гак как / — характеристический идеал 
алгебры PG, то Л, (а) 6/ , 

X-(a1) /ia1 + Хг(а2) /2а2 + .. . + Х(-(а,г)//!а„==Аг(а) = аге/ 
при j = l ,2 , . . . , / г . Так как матрица {ХДду)} невырождена, 
то существуют элементы kti поля Я такие, что 

f&i — /~nai + ki2a.2 + . .. + klnan£l. 

Таким образом, fi = (flai)a~1Qlf]PH и, следовательно, 
I cz(If]PH)-PG. Обратное включение очевидно. 

Часто возникает вопрос, определяется ли идеал / своим 
следом на подходящем, кольце РН. В теореме 3.12 ответ 
дает точная формула l = (IC\PH)-PG. Подобная ситуация воз­
никает и в некоторых других случаях; так если О—-нилытотент-
ная группа без кручения, а H — C(G) — ee центр, то всякий 
идеал / кольца PG, такой, что естественное отображение 
Q-+PG/I инъективно, определяется своим следом на кольце 
РН по формуле f — (If]PH)-PG. Подробнее это будет 
обсуждаться в §7. 

3.13. П р е д л о ж е н и е (М. Смит [420]). Предположим, 
что кольцо RG не имеет нильпотентных идеалов. Пусть / — 
идеал кольца RQ, который является левым аннуляторрм, 
некоторого подмножества S: 

I = {xeRG\Sx = Q для всех sQS}; • 
тогда I = (If)Rk+(G))-RG. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Заметим, что если / —• аннулятор-
ный идеал, то Ici(ir\RA(G))-RG (см. лемму 3.2). Если J = Ir, 
то I—J1 и У—-левый аннулятор (в силу полупервичности 
кольца RG). Следовательно, 

(/n^A(G)V (G )-=((. /n^A(G))^GVGn^A(G)-/^n^A(G)-
= /n/?A.(G) 

Поэтому достаточно рассмотреть случай, когда 0 = А(0). 
Так как A (G)/A+(G) —абелева группа без кручения (см. лем­
му 2.34), то она линейно упорядочена. Рассматривая RG как 
скрещенное произведение кольца R£\+(G) и линейно упоря­
доченной группы G/A+(G) (см. 1.4), обозначим через V идеал 
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младших членов в /?Л+(0) элементов идеала I. Теперь легко 
показать, ЧТО / —/|~IRA+(G) и /'аннулирует идеал J. Таким 
образом, IC\Rk+(G)c:I, что доказывает предложение. 

§ 4. ФУНДАМЕНТАЛЬНЫЙ ИДЕАЛ 

Пусть G — произвольная группа, R — кольцо. Напомним, 
что идеал, порожденный элементами g—1 (gGG), называется 
фундаментальным и обозначается через A=A(RG). 

В большей части работ, посвященных фундаментальному 
идеалу, исследуется в том или ином аспекте убывающий ряд 

(4.1) Л-ЭЛ-оА-з.. . 
4.2. О п р е д е л е н и е . Положим 

bn(RG)^{gdG\g-mA^(RG)}. 
Очевидно, что bn(RG)<\G. Следуя Магнусу [319], группу 
5„(RG) называют n-ой размерной подгруппой группы G отно­
сительно R. 

4.3. П р о б л е м а . Описать группу 6n(.RG) через свойства 
группы G и кольца R. 

Исследования этой проблемы были начаты Магнусом 
[319] и Виттом [460}. 

4.4. Т е о р е м а (Магнус [319], Витт [460]). Пусть /? = Z 
и G — свободная группа. Тогда 

5n(ZG)=c,-(G), 
т. е. n-ая размерная подгруппа свободной. группы G над коль­
цом целых чисел Z совпадает с п-ш членом нижнего централь­
ного ряда группы G. 

Доказательство можно найти также в лекциях Грюнбер­
га [2611. 

Цассенхауз [4621 определил n-ю размерную подгруппу сво­
бодной группы над полем Fp из р элементов. Дженнингс [294] 
описал n-ю размерную подгруппу конечной p-группы над 
полем характеристики р; Лазар [3081 заметил, что результат 
Дженнингса [294] позволяет определить размерные подгруп­
пы произвольной группы G над полем характеристики p . 
Дженнингс [295] определил п-е размерные подгруппы конеч­
но-порожденных нильпотентных групп над полем характери­
стики 0; случай произвольной группы также редуцируется к 
этому (Ф. Холл P16S1 >. 

4.5. Т е о р е м а (Дженнингс [2951, Ф. Холл [1681). Пусть 
Р — поле характеристики 0. Тогда 

8„(PG) = {g-eG|g'"6c.,(G) ДЛЯ некоторого m > 0 } . 
4.6. О п р е д е л е н и е . Ряд подгрупп 

ср0 (G)^G, cPl (О) = [О, 0]-ОР,..„ сРп+х (О) = 
MG>cpn(Q)]-(cpWp](Q))P, 
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где [л/р] —наименьшее целое число >п/р, а через № 
обозначается подгруппа группы Н, порожденная /7-ми степе­
нями элементов группы Н, называется нижним р-центральньш 
рядом группы G. 

4.7. Т е о р е м а (Джеииингс [294], Лазар [308], см. также 
А. А. Бовди [26]). Пусть Р — поле характеристики руО. 
Тогда 

bn(PO) = cpn(Q) (п>1). 

Обобщая результат Цассекхауза [462], Лазар [308] опре­
делил размерные подгруппы свободной группы над кольцом 
Z/(«.), где /г > 2 —целое число. В частности, при п = рк мы 
имеем Ъп{11(рЬ)) = ср1(0), где 

cpl{Q) = 0, cp\{Q) = \G, G}-G"'\ . . . , 

cpl+l(G)= [Q, cpl{G)\• {cpl(G))"". 

Отвечая на вопрос Лазара '[308], С. Мораи [333] показал, 
что для каждого простого числа р и целого /г>1 (исключая, 
быть- может, случай р = й-=2) существует конечная р-группа# 
порядка рн+3, для которой (р+1)-я размерная подгруппа над 
кольцом Z/(ph) не описывается формулой Лазара выше. С 
другой стороны, С. Моран [333] установил, что при п=1,...,р 
размерная подгруппа Sn{2/(pk)G) описывается формулой Ла­
зара. В частности, если Gvk=\, то 6n-(Z(pft) G) =cn(G) (n = 

4,8. Когда справедливо соотношение 6n(ZG) = cn(G) ? 
В работах Кона [219] и Лоси [315], были сделаны (неудач­

ные) попытки доказать соотношение 4.8. Г. Хигман редуци­
ровал вопрос 4.8 к конечным р-группам. (см. Пасси [352]). 
Известно, что 62(ZG)=c2(G) (ем. Грюнберг [261]); Г. Хиг­
ман установил, что соотношение 4.8 справедливо при п = 3 (см. 
Пасси [352], стр. 164). Кроме того, Пасси [352] установил со­
отношение 4.8, если п—А и G — конечная р-группа (рФ2). 
В другой статье Пасси [353] вопрос 4.8 сформулирован на 
гомологическом языке. ' i 

Из результатов С. Морана [333] вытекает, что если G — 
конечная p-группа, то 6n(ZG) = cn{G) (n—1,..., р) . Б самом 
деле, если \G\=ph, то ge6n(ZG) влечет g 66n(Z/(p'-) G) =• 
— cn(G). Вопрос 4.8 обсуждается также в статье Сендлин-
га [406]. 

Недавно стало известно, что соотношение 4.8 не имеет 
места уже при n = 4: в [473] построена конечная группа G 
порядка 2й класса нильпотентности 3, й которой 64(ZG) Ф\ — 
= Ci(G). Тем не менее, довольно просто доказывается,. что 
p)C„(G) =6n(ZG) для конечной группы G (Бакли [209]). 
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Было бы интересно описать размерные подгруппы h(RG), > 
соответствующие произвольному трансфинитному номеру X. '• 
Пусть ш —первое предельное число. 

4.9. Г и п о т е з а (Б. И. Плоткин [128]). Размерная под- j 
группа S(a(Z(?) совпадает с ш-ым членом са{0) нижнего цент­
рального ряда группы G. ; 

Парментер [350] (см. также Сендлинг [405]) показал, что I 
при некоторых условиях размерная подгруппа для Z опреде­
ляет размерную подгруппу для кольца R. 

4.10. Т е о р е м а (Парментер [350]). Пусть R —коммута­
тивное кольцо с 1, аддитивная группа которого— без круче­
ния. Пусть тс—множество тех простых целых чисел q, для 
которых qR=>R. Тогда bn(RG) = Tn(G modbn(ZQ)), т. е. Тя 
есть тс-часть группы G по модулю S„(ZG). • 

Если R^>Q, то, как заметил Сендлинг [403], %n(RG) — 
=UQG). 

Сендлинг [403, 405] ввел понятие лиевой размерной под- .' 
труппы Хя (RG), используя лиевы степени фундаментального 
идеала: AM,,+1) — [A, AU]-RG, AM=A, ln{RQ) = G (A%n). По • 
этому вопросу см. Парментер [350|. Возможно, что стоит рас­
сматривать размерные подгруппы ряда лиевых коммутантов •' 
идеала А, т. е. Лм,,+1) — [А%„, Ahn]-RG. 

Фундаментальный идеал A(RG) и его степени являются 
примерами вербальных идеалов в теории многообразий пред­
ставлений группы G над R (см. § 24). Размерные подгруп- • 
пы G(V) вербального идеала V группового кольца получают 
естественную интерпретацию с точки зрения свободных пред- * 
ставлений группы G (см. Б. И. Плоткин [122]). 

Вопрос о пересечении степеней фундаментального идеала 
впервые ставился Магнусом [319]. 

4.11. Т е о р е м а . Соотношение 
со 

nA^zGj-o 
имеет место, если; 

(1) G — свободная группа (Магнус 1319]); 
(2) G — нильпотентная группа без кручения (Дженнингс 

[295], Хартли'12711). 
Простое доказательство утверждения (2) для конечно-

порожденных групп предложил Форманек [246]. : 
В 1949 г. А. И. Мальцев [05] показал, что если Д — поле 

характеристики p>0 и группа G аппроксимируется нильпо- , 
тентными р-пруппами конечной экспоненты, то f\An(RG) =0. 

Пусть G — конечная группа; как заметил Грюнберг [261] 
соотношение П A1l(ZG)=0 имеет место тогда и только тогда, 
когда группа G является р-группой. Другие доказательства 
этого результата можно найти в работах [90] и [209]. -
Митал [331] получает соотношение П -4й (ZGjI-= 0, если 
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группа G аппроксимируется нильпотентнымн группами и 
удовлетворяет некоторым дополнительным условиям (см. так­
же П. Смит [421, 422]). 

Куиллен '[384] показал, что градуированное кольцо группо­
вого кольца PG над полем Р, ассоциированное с рядом 
An(PG), полностью определяется нижним центральным рядом 
группы G. Сформулируем результат Куиллеиа более точно. 

Пусть 
A°=PG, An=An{PG) (n>0 —целое число). 

Кольцо 
gr PQ --= с-в Ап1АпП (п > 0) 

я>0 
называется ассоциированным градуированным кольцом груп­
пового кольца РО (относительно А-фильтрации). Умножение 
в кольце gr PG задается следующим образом. Пусть 
a„6-4n/An+1, o./n6A"7A'"+1 и а'п, ат — некоторые прообразы эле­
ментов ап, ап в Ап, А'п соответственно. Тогда апа, — 
= a„affl(mcdA.'"+'I+1); легко видеть, что апат не зависит от 
выбора прообразов ап, ат. Это правило определяет по дистри­
бутивности умножение во всем кольце gr PG. 

Пусть char (Я) = 0 (соответственно, /?>0) и с„ (О)— ниж­
ний центральный ряд (соответственно, cpn(Q) — нижний 
^-центральный ряд (см. п. 4.6)) группы G. Этому ряду можно 
сопоставить кольцо Ли над Z (соответственно, p-алгебру Ли 
над полем Fp), аддитивная группа которого есть 
®сп (G)/c„+i (G) (соответственно, @cpn(Q)/cpn+l(G)), а лиевы 
операции задаются следующим образом. При х£срп/ср,нХ, 
У&срт/срт+х выбираем представители ххвсрп, Уг£срт и пола­
гаем [х, у] = х^^хТ^Г1 {mod српнп+1), x» = x'i (modcpnp). (При 
р = 0 букву р опускаем). Получаем кольца Ли, обозначаемые 
через gr G и gr^ (О) соответственно. 

4.12. Т е о р е м а (Куиллен [384]). Пусть Р— поле харак­
теристики р>0, О —группа. Кольцо grPG изоморфно над Р 
универсальной /?-обертывающей алгебре алгебры Ли 
gr-w(G)®zP- (При jp — О букву р опускаем). 

Факторы фундаментального идеала изучаются в работах 
Лазара [308, 309], Пасси [351,353],Джеинингса [295], Хартли 
[271], Е. М. Кублаиовой [71, 72], Вермани [439]. Мы здесь 
только отметим, что если G — конечно-порожденная группа, 
то An{RG)/An+h(kG)—конечно-порожденный ^-модуль. 

Результаты о пересечении степеней фундаментального 
идеала находят применение в теории групп. Первым это 
отметил Магнус [319], который доказал теоремы 4.4 и 4.11 (I), 
чтобы получить (как очевидное следствие) следующий факт: 
Если G — свободная группа, то Пс„ (G) =•= L 

Если nA"(PG) = 0, то группа G аппроксимируется ниль-
патентными группами Gfbn(PG). Если Я— поле характери-
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стики p > 0 и nA"(PG)-=0, то О аппроксимируется пиль по- : 
тентньши p-группами, конечными, если группа О конечно- : 
порождена. Мы уже упоминали, что если nA"(ZG)=-0 для 
конечной группы G, то О есть p-группа. Обобщения этого 
результата можно найти в работах A. А. Бозди [23], М-чтала 
[331] и Парментера [350]. 

Другой аспект приложений обсуждаемых здесь результа­
тов к теории групп состоит в следующем. Пусть Я —расши­
рение абелевой группы В при помощи группы О. Рассмотрим 
действие <р группы И на группе В с помощью сопряжения , 
b~>hbh~x (beB,fieIi). Тогда Ker-jO-S, так что группа В мо- , 
жет рассматриваться как ZG-модуль. Предположим, что ! 

nA"(ZG)-=0 и Кег<р = £ . Положим Bn=An(ZG)>B^A{10)-Bn^. 
Тогда, как нетрудно убедиться, В,г<\Н, и группа Н/Вп 
нильпотентна. Если оказывается, что ' 0.3,,.-==0, то 
группа Н аппроксимируется нильпотентными группами. 
Эту идею впервые обсуждал Грюнберг [260]; он установил, 
что если L —нормальный делитель конечного индек­
са свободной группы F, то группа F/[L,L] аппроксими- ;j 
руется нильпотентными группами. Этим вопросам посвящена 5 
работа Хартли [271]. Обобщение результата Грюнберга—-в j 
работе [90]. ;] 

Свойства фундаментального идеала могут быть использо- |: 
ваны для нахождения точных представлений группы матрица- -j 
ми. Пусть G —конечно-порожденная группа, Р — поле харак- \ 
теристики 0. Тогда PQjAn{PG) —конечномерная алгебра над 
полем Р (правда, весьма специального вида, так как ь 
PGIA(PO)=P). Ядро естественного отображения !; 
G^PG/An(PG) есть 8n(PG). Если G — конечно-порожденная \ 
нильпотентная группа без кручения, то 6n(-°G) = l, где п—1— 1 
класс нильпотентности группы G, т. e. G имеет точное представ­

ление в группе обратимых элементов конечномерной алгебры j 
PGIAn(PG), и,следовательно, Gточно представима матрица- I 
ми над .полем Р. Аналогичным образом можно показать, что 
G точно представима матрицами над Z. (Этот результат ? 
впервые установлен А. И. Мальцевым [96] другим способом. •• 
Обобщения результата А. ,И, Мальцева получены Л. Ауслеи-
дером [185] и Ю. И. Мерзляковым [100]). Используя свойства 
фундаментального идеала, Суон [428] получил сравнительно 
простое, доказательство следующей теоремы Л. Ауслендера 

[185]: полициклическая группа допускает точное матричное 
представление над Z (см. также Е. М. Левич [82, 86] , 
Ю. И. Мерзляков [100], В. Н. Ремесленников [135]. 

Фундаментальный идеал можно использовать для доказа­
тельства вложимости группы G в группу U(К) обратимых 
элементов кольца К с каким-либо особым свойством. Так , 
А. И. Мальцев [95] на этом пути показал, что если G — ниль­
потентная р-группа конечной экспоненты, то G вложима в • 
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присоединенную группу U{L) нильпотентной алгебры L над 
полем характеристики р. В качестве другого примера дока­
жем следующее утверждение-

4.13. П р е д л о ж е н и е , Пусть G — расширение нильпо­
тентной группы без кручения при помощи локально конечной 
группы. -Тогда пруппа G вкладывается в группу обратимых 
элементов некоторой локально конечной алгебры/ 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть H<\G, GJH — локально ко­
нечная группа. Согласно сказанному выше Н вкладывается 
(над любым полем характеристики 0) в локально конечную 
алгебру РН/Ап+1(РН), где п — класс нильпотентности груп­
пы Н. Тогда, очевидно, алгебра K=PG[PG'An(PH) локально 
конечна и ¥^er(G^-U{K)) = 1. 

Отметим, что это условие является необходимым (А. Е. За-
лесский [45]). Случай локально нильпотентных групп обсуж­
дал Е. М- Левич '[83]. Работая с фундаментальным идеалом, 
Е. М. Левич и А. И. Токаренко [871 доказали, что всякая ниль-
потентная р-группа является [гомоморфным образом нильпо­
тентной группы без кручения. 

Нетрудно убедиться, что если G — локально конечная 
р-группа и Р — поле характеристики р, то A(PG) есть ниль-
идеал. Справедливость обратного "утверждения не установ­
лена: 

4.14. (Капланский [299, 301]. Предположим, что A(PG) — 
нильидеал. Будет ЛИ С локально конечной р-группой? 

Легко видеть, что если фундаментальный идеал совпадает 
с радикалом Джекобсоца JPG (как известно, JPGZDNH(PG)), 
то G есть р-группа (см. комментарии к п. 23.11). В работе[89] 
дан утвердительный ответ на вопрос 4.14 в. предположении, 
что G — группа экспоненты р (см. п. 23.13). 

Если фундаментальный идеал A(PG) нильпотентен, то G— 
конечная р-группа и p---char(P) (Лоси {316], Коныелл[231]). 
Если A(PG)=NPG, то G —локально нормальная р-группа, 
т. е- G---A(G) (Коннелл [231]). 

§ 5. НИЛЬПОТЕНТНЫЕ ИДЕАЛЫ И НИЛЬИДЕАЛЫ 
ГРУППОВЫХ КОЛЕЦ 

5.1. Т е о р е м а (Пассман [355]). Пусть R—кольцо без де­
лителей нуля. Если char {R)=0, то групповая алгебра RG не 
имеет нильидеалов. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть / — нильидеал; в силу 
предложения 3.1 (при Н = 1) мы можем выбрать элемент 
x&rgg<5.1 такой, что гх^=0; но это противоречит предложе­
нию 2.14. 

5.2. Т е о р е м а (Пассман 1355]). Предположим, что груп­
па G не содержит элементов порядка р, где р —характеристи-, 
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ка кольца R (число р не обязательно является простым). 
Если R — кольцо без нильйдеалов, то групповое кольцо RGue 
содержит нильйдеалов. 

Доказательство аналогично предыдущему; нужно исполь­
зовать предложение 2-13. 

5.3. Т е о р е м а (Пассман [1355]). Пусть Р — поле характе­
ристики р>0. Групповая алгебра PG тогда и только тогда об­
ладает ненулевым нильпотентным идеалом, когда группа G 
обладает конечной нормальной подгруппой, содержащей эле­
мент порядка р. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Н<\G — конечная группа и 
порядок группы Н делится на р. Как хорошо известно, ради­
кал / -групповой алгебры РН нильпотентен и отличен от ну­
ля. Тогда, очевидно, I-PG — нильпотентный идеал . алгеб­
ры PG. 

Предположим теперь, что алгебра PG обладает нильпо­
тентным идеалом I; можно считать, что -/- = 0. Тогда, согласно 
предложению 3.2, /2 = 0, где /= ,е Я ( / ) , Н — A(G). Применяя к 
группе A(G) теорему 5.2, пр-иходим к выводу, что группа Д (G) 
содержит элемент h порядка р. Но тогда элементы, сопряжен­
ные с h в G, порождают конечную нормальную подгруппу Н 
группы G. 

Отметим, что теоремы 5.1, 5.2 и 5.3 доказаны Пассма-
ном [355] с несколько меньшими ограничениями на основное 
кольцо. 

Для дальнейших ссылок мы сформулируем отдельно тео­
ретико-групповое утверждение, использованное при доказа­
тельстве теоремы 5.3: 

5.4. Л е м м а . Элемент конечного порядка hGA(G) лежит 
в конечном нормальном делителе группы G. 

Обозначим через NRG объединение нильпотеитных идеа­
лов кольца RG и через A-p(G) —подгруппу группы G, порож­
денную всеми р-элементами группы А (С?) (т. е. элементами, 
порядок которых — степень числа р). 

5.5. Теорема - (Пассман [365]). Пусть Р — поле харак­
теристики р>0- Тогда 

(i).V.PG=(iVPAp(G)):-PG; 
{ii)NPKp{G)=UNPW, 

где объединение взято по всем конечным нормальным под­
группам W группы G, содержащимся в Ap(G); 

(iii)NPG--=0 тогда и только тогда, когда A p (G)=l ; 
(iv)NPG — нильпотентный идеал тогда и только тогда,. 

когда группа Ap(G) конечна. 
Теоремы 5.1, 5.2, 5.3, 5.5 доказаны Пассманом [365] для 

более общего случая скрещенных групповых колец. 
Отметим следующую, почти очевидную, лемму. 
5.6. Л е м м а . Пусть Н — нормальный делитель группы Gy 

такой, что GJCQ(H) —локально конечная группа. Если I — 
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локально нильпотентныи идеал групповой алгебры РН, то-
-'•PG— локально нильпотентныи идеал алгебры PG. 
/ 5.7. П р е д л о ж е н и е . . Пусть G — локально конечная 
p-rpynna и Р — поле характеристики р. Тогда фундаменталь­
ный идеал A (PG) локально нильпотентен. 

Это вытекает из соответствующего утверждения для ко­
нечных p-rpynn. 

Теорему 5.5 МОЖНО рассматривать как этап на пути к ре­
шению следующей проблемы: 

5.8. Охарактеризовать локально нильпотентныи радикал 
групповой алгебры. 

Напомним, что локально нильпотентныи радикал кольца ' 
есть объединение всех локально нильпотентных идеалов. По-
видимому, проблема 5.8 весьма трудна. Более того, проблема-
характеризации групп, групповые алгебры которых не со­
держат локально нильпотентных идеалов, представляется. 
пока неприступной. 

В статье 3. 3. Дымент и A. E. Залесского [42] получена ин­
формация о нижнем радикале группового кольца. Нижний ра­
дикал определяется как объединение членов возрастающей 
последовательности идеалов с нильпотентными факторами 
(см. Джекобсои 140l, гл. 8, §' 1).' Таким образом, нижний ра­
дикал кольца R содержит идеал NR и содержится в локально 
нильпотентном радикале кольца R. 

5.9. Т е о р е м а (3. 3. Дымент и А. Е. Залесекий [42]). 
Пусть G — произвольная группа и Р — поле характеристики 
/7>0. Предположим, что Op(A(G) = 1*), тогда нижний радикал: 
группового кольца PG совпадает с NPG. 

Вместе с теоремой 5.5 теорема 5.9 дает в сущности полную-
характеризацию нижнего радикала. B самом деле, обозначим 
через Z объединение возрастающей последовательности групп 
Z%, которые определяются индуктивно при помощи соотноше­
ния Zx+1/Zx—0:p(k{G/Zx). Тогда Z есть p-группа и фундамен­
тальный идеал A (PZ) локально нильпотентен и содержится в-
нижнем радикале кольца PG. Отсюда следует, что вопрос о 
характеризации нижнего радикала кольца PG СВОДИТСЯ К-
вопросу о характеризации нижнего радикала кольца P(G/Z); 
последний, согласно теореме 5.9, совпадает c NPG и характе­
ризуется теоремой 5.5. 

Если группа G в теореме 5.9 является конечно-порожден­
ной, то предположение Op(A(G))---l излишне; это легко вы­
текает из следующей теоретико-групповой леммы: 

5.10. Л е м м а (Пассман). Пусть G —конечно-порожден­
ная группа и М — периодическая нормальная подгруппа груп­
пы G, содержащаяся в группе A (G). Тогда A{G[M) ==A(G)/M.. 

*) Через 0P(G) обозначается максимальная нормальная /--подгруппа. 
группы G. 

41. 



В этой связи возникает вопрос, не будет ли нижний ради­
кал произвольного конечнопорожденного кольца Т совпадать 
•с идеалом NT. Отрицательный ответ на него дал Бергман 
(см. [472]). 

Пассман [380] ввел для произвольного кольца Т идеал 
N*T, который определяется соотношением: элемент t£T при­
надлежит идеалу N*T тогда и только тогда, когда tQNT0 для 
произвольного конечно-порожденного подкольца Г0 кольца Г, 
содержащего t. Для групповых колец идеал N* обладает ра­
дикальным свойством: 

5.11. Т е о р е м а (Пассман 13801). Пусть G —группа и 
Р — поле. Тогда N*(PQIN*PG) =0 

Введем группу A+(G) соотношением: 
gn=\ для некоторого целого числа и; 
[Н:СН (g)]< оо для каждой конечно-порожденной под­
группы Н группы G. 

Радикал N*PG характеризуется следующим образом: 
5.12. Т е о р е м а (Пассман '[380]). Пусть G —проиэволь-

•нал группа, Р — поле. Тогда 
N*PG=(N*PA+{G))-PG. 

Нетрудно убедиться, что группа A+(G) локально конечна. 
Таким образом, теорема 5.12 СВОДИТ вопрос о характеризации 
радикала N*PQ к локально конечным группам; в этом случае 
радикал N*PG совпадает с локально нильпотентным ра­
дикалом. 

На данном этапе исследования проблемы 5.8 представляет­
ся довольно вероятной следующая гипотеза: 

5.13. Г и п о т е з а . Локально дашьпотентный радикал груп­
повой алгебры произвольной группы над полем совпадает с 
радикалом N*. 

Она оправдывается в классах линейных и разрешимых 
групп. 

Теорема 5.12 и гипотеза 5.13 указывают, что проблема 5.8 
нуждается в отдельном рассмотрении в классе локально ко­
нечных групп. Для разрешимых групп мы имеем следующий 
результат: 

Б .14/Теорема (А. В. Залесский [60]). Пусть G — перио­
дическая разрешимая группа и Р—поле характеристики 
.р>0. Предположим, что Op(G)=l. Тогда локально нильпо-
тенткый радикал групповой алгебры PG порождается локаль­
но нильпотентным радикалом некоторой нормальной подгруп­
пы М с конечными классами сопряженных элементов. 

Простые примеры показывают, что условие Op(G) = l 
«ельзя опустить. Для группы М с. конечными классами мы 
имеем JPM=NPM, где JPM — радикал Джекобсона кольца 
РМ. Следовательно, в силу теоремы 5.5, локально нильпотент-
иый радикал групповой алгебры PG, где Р —- поле характе­
ристики р>0 и О — периодическая разрешимая группа без 

.А+(0) = 
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•инвариантных p-подгрупп, порождается нильпотентными 
идеалами групповых алгебр конечных субнормальных под­
групп группы G. С другой стороны, если G — произвольная 
локально конечная группа и L — конечная локально субнор­
мальная подгруппа группы G (т. е. группа L субнормальна в 
каждой содержащей ее конечной подгруппе группы G), то, 
как легко видеть, кольцо NPL порождает локально нильпо-
тентный идеал кольца PG. Это дает некоторое основание ду­
мать, что если Р — поле характеристики p>0 и G — локально 
конечная группа без нормальных p-подгрупп, то локально 
лильпотентный радикал кольца PG порождается нильпотент-
.ными идеалами групповых алгебр конечных локально субнор­
мальных подгрупп группы G. 

В связи с проблемой 5.8 заслуживает внимания задача 
5.15. Охарактеризовать нильвдеалы ограниченного' ин­

декса (т. е. идеалы, каждый элемент которых удовлетворяет 
уравнению хп = 0 для некоторого фиксированного числа n) 
групповых алгебр; охарактеризовать групповые алгебры, не 
содержащие нильидеалов ограниченного индекса. 

Хотя проблема А. Г. Куроша: будет ли произвольная ниль-
алгебра локально нильпотентной, — решена отрицательно 
(см. Е. C. Голод i[35l), аналогичный вопрос для групповых 
.алгебр остается открытым: 

5.16. Будет ли нильидеал групповой алгебры локально 
иильпотентньш? 

Для разрешимых групп класса 2 утвердительный ответ был 
получен. Пассманом 'D3651, для произвольных разрешимых 
групп — A. E. Залесским [60]. 

§ 6. КВАЗИРЕГУЛЯРНЫЕ ИДЕАЛЫ И РАДИКАЛ ДЖЕКОБСОНА 
ГРУППОВОГО КОЛЬЦА, ПОЛУПРОСТОТА ГРУППОВЫХ КОЛЕЦ 

6.1 О п р е д е л е н и е . Идеал / кольца R называется квази­
регулярным, если для любого элемента rQj имеется такой эле 
мент г '6 .R, что r + r' + rr — 0. 

Если кольцо R обладает единицей, то это соотношение Э1 
Бивалентно соотношению (1 + г) (1 + г')=-1. По этой причик 
элемент г' называют квазиобратным для г. Напомним, что 
радикал Джекобсона IR кольца R, определяемый как пересе­
чение ядер всех неприводимых представлений кольца R, 
совпадает с объединением всех квазирегулярных идеалов 
кольца R (см. Джекобсон [40], гл. 1, § 6). Кольцо, радикал 
Джекобсона которого является нулевым идеалом, называется 
полупростым, ВСЯКИЙ нильидеал является квазирегулярным. 
Обратное, конечно, неверно: простейший пример доставляет 
кольцо формальных степенных рядов с нулевым свободным 
членом; это квазирегулярное кольцо без нильидеалов (см. 
Джекобсон £40], гл. 1, § 11). 
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6.2. Г и п о т е з а . Радикал Джекобсона групповой алгебры 
над полем является нильэдеалом. 

6.3. Л е м м а (Амицур [179]). Пусть Н — подгруппа груп­
пы G, Тогда JPGftPHaJPH. Точнее, если / —квазирегуляр-
ный идеал кольца PG, то / П^Я —квазирегулярный идеал 
кольца РН. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть х(*1Г\РН, х+х'+хх—0. По­
ложим х\ = QH{x') И Х-Ь—Х'—Х\. Тогда (1—-х) (1—xi)—1 — 
= (1—х)х2. Левая часть принадлежит кольцу РН; правая 
часть может принадлежать РН, только если она равна нулю. 
Но тогда (1— х) (1—-xi) = 1, т. е. элемент XiGPH является 
квазиобратным для х, откуда следует лемма. 

Из леммы 6.3 вытекает, что гипотезу 6.2 достаточно про­
верить для конечно-порожденных групп. Отметим, что в этом 
случае она является частным случаем известной теорети­
ко-кольцевой гипотезы: радикал Джекобсона конечно-порож­
денной алгебры над полем есть нильидеал. Как показал 
Амицур [177] (см. также Джекобсон ;[40], гл. 1, § 10), это 
справедливо для несчетного поля; таким образом, радикал 
Джекобсона групповой алгебры над несчетным полем есть 
нильидеал-

6.4. П р о б л е м а (Каплаиский [299]). Для заданного поля 
Р охарактеризовать группы G с полупростой групповой ал­
геброй PG. 

Исследование проблемы 6.4 было начато в работах Ами­
цур а [179] и Вильямайора [441]. 

6.5. Г и п о т е з а . Предположим, что поле Р либо имеет 
характеристику 0, либо его характеристика не делит порядков 
элементов группы G. Тогда групповая алгебра PG полупроста. 

Неизвестно, справедлива ли гипотеза 6.5 для групп без 
кручения; в этом случае 6.5 — частный случай гипотезы 
2.2 (г). Более того, остается открытым вопрос, может ли ра­
дикал Джекобсона групповой алгебры группы без кручения 
содержать нильпотентные элементы. 

6.6. П р е д л о ж е н и е (Амицур [178], Пассман [364]). Пусть 
А — алгебра над полем Я, E —расширение поля Р и AF = 
=A®PE. 

(а) Если F—-сепарабельное алгебраическое расширение 
поля Р конечной или бесконечной степени, то J (AF) = J (A)F~ 

• (б) Если Р — чисто трансцендентное расширение поля Р , 
то J (AF) — (AH/ (А)р) • AF. Кроме того, ЛГУ (Ар) — нильидеал 
кольца А. В частности, если Л— кольцо без нильидеалов, то 
./(A/O-O. 

(в) Если {F:P) = п < оо, то У (A^czJ (A)FcJ (AF). 
Предположим, что N(AF) = 0 для любого расширения F 

поля Р. 
(г) Если F — алгебраическое расширение поля Р, то со­

отношения У(А) = 0 и J (AF) — 0 равносильны. 
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(д) Если F и E—два расширения поля Я и степень транс­
цендентности ПОЛЯ F над Я не превышает степени транс­
цендентности ноля F' над Я, то соотношение /(AF)—0 влечет 
У(А^) = 0. 

6.7. Теорема. Пусть F — трансцендентное расширение 
поли Я. Тогда если PG не сод'фкнт нпльнделлоз, то 
У(-0)._О. 

Д о к а з а т е л ь е т в о. Пусть PcF0cF, где F0 — ЧИСТО 
трансцендентное расширение ноля Я, a F — алгебраическое 
расширение поля E0. Согласно предложению 6.6 (б) У (F0G)==0. 
Теорема будет следовать из утверждения (г) предложения 
6.6, если мы покажем, что N(F1G) = 0 для любого расшире­
ния Я, поли Я. Но N(PG)—0 влечет .V(E1G)--=0, как сле­
дует из теоремы 5.3. 

6.8. Следствие (Амицур [178l, Пассман [355, 3641). 
Если Р— трансцендентное расширение поля рациональных 
чисел, то JPG—'Q.. Если Р — .трансцендентное расширение про­
стого поля характеристики p>0 и группа G не содержит эле­
ментов порядка р, то /PG = 0. 

Достаточно сопоставить теорему 6.7 с теоремами 5.1 и 5.2. 
6.9. Предложение . Гипотезу 6.5 достаточно доказать 

для простого поля. 
Рассмотрим теперь поведение радикала при конечных рас­

ширениях группы. 
6.10. Теорема . (Пассман [365]). Пусть R — произвольное 

КОЛЬЦО с. единицей, R*Q — скрещенное произведение кольца 
R и конечной группы G порядка /?.. Тогда (У (Я*0))— 
JR(R*Q)c:J(R*G). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Ж— неприводимый Я-модуль 
и Ma*~(R*G)#QM. Как /^-модуль Мв есть прямая сумма п 
неприводимых модулей. Следовательно, длина композиционно­
го ряда (Я'"0)-модуля Ма не превосходит п. По определению 
радикала Джекобсоиа, У (R*G) действует на композиционных 
факторах модуля Ма тривиально; поэтому (У (R*G))n аннули­
рует модуль М°. 

Пусть у(] (У (#*0))«. y = Veirt(rfiR, 8&0). Так как Ж°=-
= Б#,®Ж и yM°==0, то 0=*у (l®M) = X(glrt<8>M)=*2gl®riM. 
Следовательно, rtM = Q. Поскольку это справедливо для вся­
кого неприводимого Я-модуля М, то rfiJR. Тогда 
yC:(JR)(R*G) и (J(R»Q)yc:(JR)(jR*G). 

Далее, пусть Ж-неприводимый (-/.?*0)-модуль, т£М, тфО. 
Тогда M = (R*Q)m—I<Rgiin, так что M-конечно-порожденный 
R-модуль. Положим Ma = (JR)M. Очевидно, УИУ есть (Я*0)-
подмодуль модуля М. Следовательно, либо Мп = М, либо 
M—0. 

Первый случай не реализуется по той причине, что всякий 
^конечно-порожденный модуль над кольцом с единицей обла-
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дает максимальным подмодулем*~> и соответствующий фактор-
модуль аннулируется радикалом JR. 

Таким образом, (JR)M — 0 для любого неприводимого 
(R* G) .-модуля М. Следовательно, JRcJ (R*G) и JR-{R*G)ci-
J(R*G). 

6.11. Т е о р е м а . Пусть G —конечная группа порядка n, 
Р — поле характеристики p>0 и (п, р) = 1 . Если R — полупро-
стая алгебра над Р, то J{R*G) =0 . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Нижеследующая лемма показыва­
ет, что ./(/R*G)MG=0 для любого неприводимого ^-модуля 
М. Повторяя фассуждение второго абзаца ' доказательства 
теоремы 6.10, получаем J(R*G)czJR'(R*G). Обратное-
включекие доказано в теореме 6.10. 

6.12. Л е м м а . Пусть R, G — как в теореме 6.11, и М — 
произвольный (R* G) -модуль. Если М вполне приводим как' 
/^-модуль, то М вполне приводим как {R*G) -модуль. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть <p:/?*G->Endp (M) — представ­
ление кольца R*G. Предположение леммы эквивалентно TOMy 
факту, что для всякого /^-модуля М0 найдется проектирую­
щий оператор -к:М->М0 такой, что тсср(г)==-9(г).. для всех. 
rQR. Предположим, что М0 является (/?*0)-подмодулем моду­
ля М. Положим ~i —,— ScP(.S)_tP(.S'_I). Очевидно, что щ — 

проектирующий оператор на М0 и i-jcp (g) = q> (§)щ, "-г? (•")=— 
=?( г) 'к1. Следовательно, it.p(x).-=(p(.x;)-c для всех xQR*G. Это 
эквивалентно существованию (/?»0)-дополнения Мг к (R*G)~, 
модулю М0: Мх = (\—щ)М0 

6.13. О п р е д е л е н и е . Групповая алгебра PG группы <3; 

•над полем Р называется модулярной, если группа G содер­
жит некоторый элемент порядка р, где p==char(P) >0. В про­
тивном случае алгебра PG называется немодулярной. 

6.14. Немодулярная групповая алгебра разрешимой груп­
пы полупроста. 

Д о к а з а т е л ь с т в о (Пассман ;[364]). Пусть Я —разре­
шимая группа. Я'— ее коммутант и B = HjH'. Используя ин­
дуктивное предположение, мы можем считать, что РЕ' — по­
лупростая алгебра. Кроме того, учитывая лемму 6.3, мы можем-
ограничиться случаем, когда Н — конечно-порожденная груп­
па. Тогда В обладает абелевым нормальным делителем EjHv 
без кручения с конечной факторгруппой. Пусть Р — алгебра­
ическое замыкание поля Р. В силу теоремы 5.3 и предложения 
6.6 без ущерба для общности можно предполагать, что Р — Р. 

*> В самом деле, достаточно убедиться в этом в случае, когда модуль 
М над кольцом R порождается одним элементом: M=Rm(mQ Ж). Тогда. 
MsssRlI(m), где I{m) = {rQ R\rm=0}, Остается принять во внимание, что 
в кольце с единицей всякий левый идеал содержится в максимальном' 
левом •идеале. 
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По теореме 3.12 алгебра РН\ полупроста. Согласно теореме 
6.10 радикал алгебры РН нильпотентен и, в силу теоремы. 
5.3, равен нулю. 

Уоллес L446] исследовал вопрос, когда выполняется соот­
ношение JPHc(JPF)- (РН), где F — нормальный делитель 
группы G. Это соотношение удобно использовать, если 
/РР=0 : тогда и / Р Я = 0. 

Следуя Уоллесу [446], будем! говорить, что группа G 
принадлежит /Р-классу, если, для любой алгебры К над 
полем Р радикал Джекобсона любого скрещенного произвел 
дения K*G содержится в идеале, порожденном JK, т.е. если. 
J{K*G)czJK-(K*G). Мы знаем, (§ 1), что (Я*G) /(7<*0) • /(К) ss 
sz(KIJ(K)) *G. Поэтому группа G тогда и только тогда 
принадлежит /Р-классу, кагда /(K*G) ==0 для любой полу-
простой алгебры К, т. е. когда свойстве полупростоты перено­
сится с любой алгебры К над полем Р на ее скрещенное про­
изведение с группой G. 

6.15. П р е д л о ж е н и е , (а) Если каждая конечно-порож­
денная подгруппа группы G принадлежит /Р-классу, ' то G 
принадлежит /Р-классу. 

(б) Если группа G дискриминируется группами, принадле­
жащими /Р-классу, то труппа G принадлежит JP-ктссу. 

(в) Конечные группы, порядок которых не делится на ха­
рактеристику ПОЛЯ Р, принадлежат /Р-классу. 

(г) Абелевы группы без кручения принадлежат /Р-классу; 
(д) Правоупорядоченные группы принадлежат/Р-классу. 
Утверждения (а), (б) принадлежат Уоллесу [4463, утверж­

дение (в) —Д, Хигману 1278], утверждение (д) —А. Е. Залес-
скому '(48]. Отметим, что ограничение char (P) Ф2 в статье 
А. Е. Залесского можно устранить: теорема 1 этой статьи ре­
дуцирует доказательство к случаю циклической группы, а в 
этом случае можно воспользоваться! утверждением (б) выше. 

Набросок доказательства предложения 6.15. (а) следует 
из леммы 6.3. (б). Мы называем группу G дискриминируемой 
группами F%(lQA, А —некоторое множество индексов), если 
Р \ = G / Я ; . и для любого конечного множества элементов gb ..., 
gn<cG найдется такой элемент Х&А, что g,€F/^(i = 1,..., пъ). Тре­
буется доказать, что JK=0 влечет J (К*<7)=0. По условию, 
J (K*Q)c:j (K*H%)-(K*G), так что достаточно убедиться, что 
/==V\%J (K*H%) (/C*G)=0. От противного, предположим, что 
-x-7-.O, x£l, x = '£,kigi(kieK, gi&Q). До определению дискри­
минируемое™, найдется такой элемент XgA, что gtgj ЧН% 
(gi,gfcs\ipp(x)). Тогда элементы g,., gj лежат в различных 
смежных классах G/Я?. и так как x&cj (K*H%)-(K*G), то, 
очевидно, kfi/ (K*H%)C\Kc:JK (лемма 6.3). Следовательно, 
k. — 0. Утверждение (в) уже было доказано выше (теорема 
6.11). Утверждение (г) вытекает из' (а) и (б), либо из (д). 
Доказательство утверждения (д) мы здесь приводить не будем. 

47 



6.16. Г и п о т е з а (Пассман [368]). Группа G принадле­
жит /P-классу тогда и только тогда, когда JPG = 0. 

В частности, принадлежит ли /2-классу бесконечная диэд-
ральная группа (т. е. {хШу}, где (x} — бесконечная цикличес­
кая группа, а {у} — группа порядка 2, причем уху~1=х-1) ? 

6.17. Теорема (Розен :[397]). Предположим, что группа 
G аппроксимируется матричными группами над некоторым 
полем F и Р — поле характеристик» .0. Тогда групповая алгеб­
ра PG полупроста-

Доказательство достаточно провести для случая конечно-
порожденной группы G (лемма 6.3). Поскольку конечно-по­
рожденная матричная группа над полем аппроксимируется 
конечными -грушами (А. И. Малыце© {'92].), то в . группа G ап­
проксимируется конечными группами. Но аппроксимируе­
мость конечными группами совпадает с дискриминируе-
мостыо. Остается сопоставить утверждения (б) и (в) предло­
жения 6.15. 

6.18. Теор ем а. Предположим, что группа G допускает 
точное представление матрицами над некоторым полем харак­
теристики q и Р — поле характеристики p¥=q. Тогда идеал 
JPG локально нильпотентен. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Без ущерба для общности можно 
считать, что G — конечно-порожденная группа. Если .7--0, то 
G обладает нормальным делителем N конечного индекса, ко­
торый аппроксимируется конечными ^-группами (см., напри­
мер, В. П. Платонов [1151). Если .7 = 0, то найдется такое про­
стое число t=f=p, что группа G обладает нормальным делите­
лем N конечного индекса, который аппроксимируется конеч­
ными ^-группами (см., например, М. И. Каргаполов [63]). Тог­
да в обоих случаях, в силу утверждения (б) предложения 
6.15, мы имеем1 JPN=0. По теореме 6.Ю (/PG) n

c /P/V = 0 для 
подходящего п, что и требовалось. 

З а м е ч а н и е . Предположим, что G — конечно-порожден­
ная группа, удовлетворяющая условиям теоремы 6.18. Мы до­
казали, что JPG — нильпотентный идеал; кроме того, из тео­
ремы 5.3 вытекает, что групповая алгебра PG полупроста тог­
да и только тогда, когда G не содержит конечных нормальных 
делителей, порядок которых делится на р. 

Следующая техническая лемма находит многочисленны.:. 
применения. 

6.19. Л е м м а (Уоллес .[4451, Пассман [361]).. Пусть A—-
скрещенное произведение кольца R и бесконечной цикличес­
кой группы {4. ЕСЛИ Х бЯША, то элементы xtn{n=l, 2 . . .) 
нильпотентны, так что для достаточно большого т мы имеем 

(6.20) x-tnxt-n-t2nxt~2n ... tmnxt-mn = 0. 
Д о к а з а т е л ь с т в р. Заменяя tn на t, мы можем счи­

тать, что п=1. Так как xt&A, то существует квазиобрат-
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ный w£JA для элемента xi: xt + w + xt-w=Q. Запишем 
-»---• 2 - V ' (ПЪД); тогда x t + _ r , t - + 2 . .« '^~ i : t ' + 1 =- -0 > от­
куда следует, что: 

(*) г-.---—х•*-*._!*-*- при j=-M; 
(*•) п = — JC—- x-tr0t~l. 
Так как /-_-== О для некоторого целого q, то соотношение 

(*) по индукции влечет г0 —0, откуда, ввиду (*•..), получаем 
Г\ — — .я, и,' снова на основании (*), имеем 

.*-;=(- l)-jc • tar». г-хГ~... tc-Mjct-c-1) (i > 1). 
Н° •rs+i—0 для некоторого s > 0 ; отсюда следует соотно­
шение 6.20. 

6.21. С л е д с т в и е . Если в лемме 6.19 дополнительно 
trt~l=r для любого rQR, TO JAC\R—-нильидеал кольца R. 

Отметим, что лемма 6.19 и следствие 6.21 сохраняются, 
если А — скрещенное произведение кольца R и бесконечной 
циклической полугруппы Щ, т. е. если А— кольцо скрещен­
ных полиномов над кольцом R. В частности, если кольцо R 
не имеет нильидеалов, то кольцо полиномов R[t] полупро'сто 
(Амицур [176], см. также Джекобсон [40], гл. 1). Этот факт 

используется при исследовании поведения радикала при 
чисто трансцендентном расширении основного поля (см. 
6.6(6)). 

6.22. П р е д л о ж е н и е . Предположим, что группа G есть 
прямое призведение некоторой группы Я и бесконечной цик­
лической группы. Тогда немодулярная групповая алгебра 
группы G полупроста. 

Для доказательства достаточно сопоставить следствие 6.21 
с теоремами 5.1 и 6.2. 

Займемся теперь вопросами полупростоты модулярных 
групповых алгебр. Как хорошо известно, модулярная группо­
вая алгебра конечной группы не может быть полупростой. 
Насколько сложнее обстоит дело с полупростотой модуляр­
ных групповых алгебр бесконечных трупп, показывают сле­
дующие характерные примеры. 

6.23. П р и м е р . Пусть Р — бесконечное алгебраическое 
расширение простого поля характеристики р > 0 и G — 
=iQL(n,jP). Тогда групповая алгебра PQ полупроста. 

Очевидно, что G — локально конечная группа и ее р-под-
группа Оилова бесконечна (отметим, что в локально конеч­
ных линейных группах р-подгруппы Силова сопряжены: 
В. П. Платонов [114]). Полупростота алгебры PG вытекает из 
теоремы 21.3-

6.24. П р и м е р . Пусть Я — прямое произведение бесконеч­
ного числа групп порядка 3 и G — полупрямое произведение 
группы Я и группы S порядка 2, образующая s которой дей-
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ствует на Н по правилу: shs~l = hrl(h 6# ) . Если Р — поле ха­
рактеристики 2, то PG — полупростая алгебра. 

ЭТО вытекает из теоремы 3.12. Другое доказательство: яс­
но, что /РЯ=0 ; по теореме 6.10 (JPG)2cJPH=Q, т. e./PG — 
нильпотентный идеал; по теореме 5.3 /PG=-0. 

6.25. П р и м е р . Пусть G— сплетение группы порядка р с 
бесконечной циклической группой. Если char (P) — р, то ал­
гебра PG полупроста. 

Доказательство вытекает из сопоставления теорем 
3.12 и 6.19. 

Следующая теорема характеризует разрешимые группы с 
полупростыми групповыми алгебрами; часть ее доказательст­
ва получена Хамптоном и Пассманом[269], остальная часть—• 
А. Е. Залесским [59]. 

6.26. Т е о р е м а . Пусть G — разрешимая группа и Р—• 
поле характеристики р>0. Алгебра PG полупроста тогда п 
только тогда, когда никакая нормальная РС-подгруппа груп­
пы G не содержит такого элемента h порядка n,4TOi[L:G-.(/i)]< 
<-со для любой конечно-порожденной подгруппы L группы 
G. В частности, если G — конечно-порожденная группа, то 
JPG — Q тогда и только тогда, когда AP|G) =• 1. 

Для разрешимых групп класса 2 эта теорема была ранее 
установлена Пассманом [362], для периодических и линейных 
разрешимых групп — А. Е. Залесским [54]. 

6.27. Т е о р е м а (А. Е. Залесский [60]). Радикал Джекоб-
сона групповой алгебры разрешимой группы G локально инль-
потентен « порождается радикалом Джекобсона групповой 
алгебры некоторой нормальной локально конечной под­
группы группы G. Если группа G конечно порождена, то ра ­
дикал Джекобсона ее групповой алгебры есть объединение 
нильпотентных идеалов. 

Пусть теперь G — матричная группа над полем К и Р- -
поле. Если 0-*-char(P) -И-char(К), то вопрос.об условии полу­
простоты кольца PG не- решён. Если же char (P) = char (/<) » 
то критерий полупростоты найден А. Е. Залесским [55] np.it 
ограничении O p (G)=l и в общем случае Йассманом [378]. 

6.28. Т е о р е м а (Пассман [378]). Пусть GcGL(n, P), К, 
Р — поля и сЬаг(Д') ---char(P) =/?. Алгебра KG неполупроста , 
тогда и только тогда, когда некоторая нормальная РС-пол-. 
группа Ф группы G содержит элемент h порядка р такой, что 
[L:CL{h)]<co для любой конечно-порожденной подгруппы, 

czG. 
В качестве Ф можно взять стандартную группу; ее постро­

ение мы не приводим. 
Пассман [380] ввел радикал N'*PG группового к о л ь ц а 

PG (см. 5.11) и показал, что IPG совпадает с N*PG тогда ц. 
только тогда, когда IPH совпадает с NPH для каждой конец-; 
но-порожденной подгруппы Я группы G. Отсюда следует, чте* 
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в классе разрешимых групп и в классе матричных групп име­
ет место соотношение JPG=N*PG (см. теоремы 6.18, 6 27 
и 6.28) 

Отметим еще следующий результат: 
6.29. Т е о р е м а . Пусть G — свободное произведение двух 

групп A и В. Тогда / P G - 0 . 
Н а б р о с о к д о к а з а т е л ь с т в а . Пусть F—[A, В] —вза­

имный коммутант групп А и В. Тогда F — свободная группа. 
Пусть Рш есть n-й коммутант группы F. Если ТРйФО, то 
JP(G/F{n+l)) # 0 для некоторого п. Можно показать, что 
CX{Y)~Y, где X=G/E<«+->, y=F<«>/F(n+I). В силу теоремы 3.8 
при G=X, Ii=Y, мы имеем 1РУФ0, что невозможно, ибо У— 
-=ElnVF(n+1> — абелева группа без кручения. ' 

Форманек [248] доказал, что если G==SF(X) —ограни­
ченная симметрическая группа бесконечного множествах, то 
/PG = 0 для любого поля Р. В работе Уоллеса [447] йссле-
дуется вопрос, при каких условиях радикал Джекобсона груп­
повой алгебры является коммутативной ИЛИ центральной под­
алгеброй. Миллер [330] оценил порядок роста размерностей 
радикалов групповых алгебр конечных " симметрических 
групп Sn при n{to}co. 

Обзору исследований по проблеме полупростоты группо­
вых колец посвящен доклад Пассмана [381].на конференции 
по теории представлений групп в Риме (декабрь, 1972). 

§ 7. ГРУППОВЫЕ КОЛЬЦА НИЛЬПОТЕНТНЫХ 
И РАЗРЕШИМЫХ ГРУПП 

Теория групп рассматривает нильпотентные, а затем раз­
решимые группы как естественные усложнения абелевых 
групп. По-видимому, можно утверждать, что групповые коль­
ца нильпотентных и разрешимых групп от групповых колец 
абелевых групп отстоят дальше, чем соответствующие группы. 
Тем не менее, особые свойства этих групп дают эффективное 
средство изучения их групповых колец. 

Мы помещали те или другие результаты о групповых коль­
цах отдельных классов прупп в тех разделах, к которым они 
идейно относятся. Здесь мы изложим некоторые факты, не от­
меченные в других местах, а затем кратко перечислим основ­
ные направления исследований о групповых кольцах нильпо­
тентных и разрешимых групп и разделы, в которых они ос­
вещены. 

Структура идеалов группового кольца нильпотентной груп­
пы без кручения в известной степени описывается следующей 
теоремой: 

7.1. Т е о р е м а (А. Е. Залесский [56]). Пусть G —нильпо-
тентная группа без кручения, R — кольцо без делителей нуля. 
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Предположим, что /—такой идеал кольца RG, что Ker(G{to} 
-*-RGII)=l*) и что /fli?C(G) —простой идеал коммутативно­
го кольца RC(G). Тогда 
. (а) I=RG-(I[]RC(G)); 

(б) RG/I — кольцо без делителей нуля; 
(в) RG/I — скрещенное произведение кольца 

RC(G)Uf]RC(G) и группы G/C(G); 
(г) если идеал IC\RC(G) максимален в кольце RC(G),то 

идеал I максимален в RG. 
Доказательству теоремы 7.1 предпошлем следующую лем­

му, которая находит разнообразные применения (см. А. Е. За-
лесский [60]. 

7.2. Лемма . Пусть Н~нормальная подгруппа группы О, 
содержащая Л (О). Пусть Л—идеал кольца $Д(0), причем 
[ # : # ( А ) ] < то, где Я(А) = {hQH\hAh~ — Л}. Определим груп­
пу М соотношением Ж/Д (0) — D0IMG) (#/A(G)). Пусть aQRG. 
Предположим, что xa = ax (mod A./-?G) для всех х из некото­
рой подгруппы Я- конечного индекса группы Н. Тогда 
•aGRM + A-RG. • 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Ради краткости будем писать Л 
вместо Д(О). Запишем 

*=--%,. + (...), 
где $tQRh> gfiT (О/Д) и в скобки собраны те слагаемые, для 
которых р.6А. Таким образом, мы можем считать, что в явно 
выписанных слагаемых р-€Л. 

Пусть № = nCtf(supp(pi))n#(A)n#0. При xQW МЫ имеем: 

ха — ах= S PtJ-ft — S ftft.» -I- (• • •) —2**А*. 
г 

где А/гбА и hkGT (G/&). Следовательно, для каждого g ; и 
каждого х найдется элемент gj, зависящий от gi и от х, 
такой, что "' 

xgt = gjX (mod Щ. 
Это означает, что 

• W--UjXl]Ct, 
где Сг —централизатор элемента gt в W го модулю А, т. е . 
С' — {даб^.-^-^&Г'б--}. а .x.:/ —некоторый элемент, удов­
летворяющий условию: xtjgt^giXij (mod Д). Отсюда выте­
кает, что [У7:С /]<оЬ и \Н: С,.] < оо, т.е. gt имеет конечный 
//-класс сопряженности по модулю А, следовательно, gtQM, 
Таким образом, ZfagfiRM, откуда следует лемма. 

Отметим несложный теоретико-групповой факт: 

•) Это ограничение — технического, а. не-принципиального характера: 
если Ker(G-*-jRG//) =Я#--1, то можно считать/ идеалом группового кольца 
R(GIH). Отметим, что в [56] теорема 7.1 доказана при дополнительных. 
ограничениях. 
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7.3. Лемма. Если G — нильпотентная группа без круче­
ния, то A(G) = C(G). 

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 7.1. (а). Чтобы восполь­
зоваться индукцией, сформулируем следующее вспомогатель­
ное утверждение: 

(*). Пусть Gi-=C-=C (G)cG2 с . . . cG„ = G —верхний цен­
тральный ряд группы G, 1ф 0 — инвариантный относительно 
G идеал кольца ROk (k = 2, ...,n). Тогда I = (ir\RC)-RGk. 

Будем считать, что Gk— минимальная группа, для которой 
ЭТО утверждение не имеет места. Элементы кольца' RQk 
будем записывать в виде SC,g-, {^eRG^, gfeT (Gh!Gk^)T) 

Пусть i = K,Lg0 и -фА-PG/j, где A = If]RC. Собирая в скоб­
ки слагаемые С^, для которых (,fiA-ROk_u запишем: 

«=-t1gi+ ••• + ^ « + (•••). 
где Ci, ...,(,п$А-RQk_x. Умножая t на g-1, мы можем считать, 
что gi = \. Кроме того, будем предполагать, что элемент 
•..{in}/, -t$A{cdot}PGft'выбран с наименьшим возможным числом сла­
гаемых. Тогда п">2. Пусть (т) — множество элементов вида 
---¥•*< (s{, tfiROk-i) или 
2 - . М + _ {Sbgztigz1) ft + • • • • + 2 (^ngJlg^1) gn + (• • • )• 

I .1 i 

Тогда не принадлежащие идеалу A-ROk элементы множества 
(«О также имеют п слагаемых. По предположению индукции, 
для идеала /'•== RGk_i {^)RGn i +A-RGk_i кольца RGk - имеем 
lr = {I,-ViRC).RQh_l. Так как С1 <fcA.#Oft_-, то множество (~) 
содержит элемент 

--с;+с^2+ ... +с>„ + (...) 
с CJ6/?C, C^A. Теперь при gGG вычислим 

gSg-i _.-.' = (g^g'1 [g, ft]r-g g2 + . . . 
••• +(gt:-'ng~1lg,gn]-t:-'n)gn+ (•••). 

так что ввиду минимальности - мы имеем 
g^g-'lg^A-^-RG^, g^gt^gtgimouA-RQ). • 

В силу леммы 7.2, ^gfiRG2 (i = 2, . . ,,/г), т. е. А « 2 и t;e/?C 
и соотношение выше можно переписать в виде C,(l—[g, gi\)£A. 
Так как А —простой идеал кольца RC, то [g,gi]& 
Кет (C-+RC/A)—\, т. е. g.GC, получаем противоречие. Это 
доказывает (а). 

Утверждение (г) есть очевидное следствие (а). Эквива­
лентность утверждений (а) и (в) вытекает из определения 

*) Здесь T(GklGh-i)—некоторый фиксированный набор представите­
лей смежных классов gOk-i (gGGh). 
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скрещенного произведения. Так как GJC — нильпотентная' 
группа без кручения, и, следовательно, G/C— упорядочиваемая:: 
группа, то (в) влечет (б) в силу следующей теоремы: 
А. А. Бовди [20] (сравните с предложением 2.4): скрещенное: 
произведение кольца без делителей нуля и правоупорядочи-' 
ваемой группы есть кольцо без делителей нуля. 

Теорема 7.1, в частности, означает, что «алгебраическая: 
геометрия» групповых колец нильпотентных групп без круче-; 
ния в значительной степени сводится к коммутативному слу­
чаю: 

7.4. •Следствие. Идеал / кольца RG будем называть 
точным, если Кег (G^-RG/I) = 1 Точные первичные идеалы' 
группового кольца RG нильпотентной группы G без кручения 
взаимно однозначно соответствуют точным простым идеалам 
группового кольца RC центра С группы G. 

Теорема 7.1 отчасти переносится на разрешимые группы:: 
7.5. Т е о р е м а (А. Е. Залесский [49]. Пусть G — разре­

шимая группа, Н — максимальный локально нильпотентный 
нормальный делитель группы G, Z — центр группы Н. Пред-: 
положим, что Я —группа без кручения и что RHJIDRH—• 
кольцо без делителей нуля, где I — точный идеал группового 
кольца RH. Тогда /=RG (I RRZ). 

Вариант теоремы 7.5 применяется в статье А. Е. Залесско-
го [46] для доказательства того факта, что мультипликативная 
группа тела содержит только центральные локально разреши­
мые нормальные подгруппы; это применение основано на том, 
что на другом языке теорема 7.5 может быть сформулирована 
(в ослабленной форме) следующим образом: 

Пусть Г —тело и GaT* — разрешимая группа без круче­
ния (Г* — мультипликативная группа тела Т). Тогда предста­
вители различных смежных классов G/Z линейно независимы 
над Р, где Р — центр тела Т. 

Перечислим теперь тематику исследований о групповых 
кольцах нильпотентных и разрешимых групп. 

Групповые кольца абелевых групп исследовались, в пер­
вую очередь, в связи с проблемой изоморфизма (§ 9). К ним 
обращались также в работах по теории многообразий групп 
(см.§24). 

Групповым кольцам нильпотентных групп посвящено значи­
тельное число работ. Исследовались фундаментальный идеал 
группового кольца нильпотентной группы (см. § 4), структура 
идеалов (§§ 3, 7), кольца частных (§ 16), представления 
(§ 23). Групповые кольца нильпотентных групп играют значи­
тельную роль в теории многообразий представлений групп 
(§ 24). 

Групповые кольца разрешимых групп устроены гораздо 
сл6жнёё".'групповых колец нильпотентных групп. Не решена 
для групповых колец разрешимых групп проблема о делите-
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лях нуля (п. 2.2). Сложнее доказывается теорема о пересе­
чении (п. 3.10). Вопрос о полупростоте и строении радикала 
Джекобсоиа группового кольца разрешимой группы в 
основном решен (см. п. 6.26, 6.27). В связи с задачей о мат­
ричной представимости разрешимых групп и другими теоре­
тико-групповыми проблемами исследовался фундаменталь­
ный идеал групповых колец разрешимых групп (§ 4). Пред­
ставления разрешимых групп см. в§ 23. Имеются результа­
ты о разрешимых подгруппах групп единиц ассоциативных 
колец [45, 46, 49, 50). 

§ 8. ГРУППОВЫЕ КОЛЬЦА СВОБОДНЫХ ГРУПП 

В 1952 г. Фокс [261] ввел понятие дифференцирования 
группового кольца и разработал технику «дифференциального 
исчисления» для групповых колец свободных групп. Эти ре­
зультаты находят важное применение в топологии (см. книгу 
Кроуэлла и Фокса {70]). Они могут быть полезны и при рас­
смотрении других вопросов, связанных с групповыми кольца­
ми свободных групп. 

Пусть G — произвольная группа, RG — ее групповое коль­
цо, rG:RG{to}RG/A(RG)—R —естественный гомоморфизм. 
Дифференцированием в групповом кольце RG называется 
отображение D: RG-+-RG, удовлетворяющее следующим уело-
имя и: 

1) D(x + y)=D{x)+D(y); 
2) D{xy)=D{x)Ta{y)+xD(y) 

(для любых х, у QRG). 
8.1. Т е о р е м а (Фокс [251]). Пусть G — свободная группа 

с множеством свободных образующих X, RG — групповое 
кольцо группы G. Тогда всякое отображение a:X-*RG про­
должается и при том единственным образом до дифферен­
цирования Da:RG->RG. Более того, если д/дх — дифферен­
цирование, соответствующее элементу х£Х и отображению 
yx:X-*-RQ, для которого чя(х)=\ и ух(у) = 0 при у=£х, то 

Д./—2 |И*) 
• " 6 " 

для fg RG (нетрудно заметить, что эта сумма конечна). 
Пусть теперь Я-группа с конечным числом образующих 

и конечным числом определяющих соотношений. Фокс [251 l 
сопоставляет группе Я некоторый класс матриц над группо­
вым кольцом ZH, эквивалентных в том смысле, что они могут 
быть получены друг из друга конечным числом следующих 
«элементарных преобразований»: 

а) перестановка строк или столбцов; 
б) присоединение (удаление) строки, являющейся линей-

мой комбинацией строк; 
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в) присоединение к матрице строки и столбца, у которых 
на r.epeceteKi-и стскт 1, а на сст?льных местах—О. 

Именно, если группа Н задана как фактсргруппа свободной 
группы G со свободными образующими {х;.} и ('"Л^б0)— 
конечное множество соотнсщений, определяющих группу Н, 
то матрицу ?(-атг) L где <?:ZG->ZH — естественный гомо­
морфизм, назовем якобианом представления группы И отно­
сительно образующих [f(Xj)} и соотношений {г,.}. 

8.2. Теорема (Фокс [251]). Якобианы, отвечающие раз­
личным заданиям группы Н, эквивалентны. 

Аппарат дифференциального исчисления в групповых: 
кольцах использовался для решения некоторых алгоритмиче­
ских вопросов. Отметим здесь статью В. Н. Ремесленникова и 
В. Г. Соколова [137] и работу Ю. A. Бахтурина Ш. Из ре-' 
зультатов первой работы следует, что в свободной разреши­
мой группе разрешима проблема сопряженности; при этом 
доказаны некоторые аппроксимационные теоремы для групп 
вида F/N', где N' — коммутант нормального делителя N сво­
бодной группы F. Во второй работе строится алгоритм деле­
ния в групповом кольце свободной группы конечного ранга. 

Матрицы над групповыми кольцами появляются и в связи 
с некоторыми другими вопросами, относящимися к представ­
лениям групп в качестве факторгрупп свободных групп-
Пусть, как и выше, О — свободная группа с множеством 
свободных образующих {x;}/gj и <p:G{to}H — гомоморфизм-. 
групп. Рассмотрим свободный модуль L над кольцом ЪН с 
базисом {tj)]Qi и матрицы вида (J. . ] , где t£LH, l£L, которые-
будем умножать по правилу: 

i o i J i o 1/=Чо l )• 
8.3. Предложение (Магнус [321]; см. М. Холл [16 7] 

гл. 15, §5). Матрицы 

{ 0 l j 
порождают группу, изоморфную группе F/W, где №=Кег(ср) 
и W — коммутант группы W. 

Рассмотрим теперь полную линейную группу GLr{R) над. 
кольцом R. Через GiE-(R) обозначим подгруппу s Gllr(-R), 
порожденную элементарными и диагональными матрицами... 

Назовем кольцо R обобщенным n-евклидовым, если: 
а) каждый базис свободного модуля Rn СОСТОИТ ИЗ п эле­

ментов; .... 
б) каждый правый идеал кольца R с п образующими я в ­

ляется свободным R-модулем; 
в) GEr(R) =GLr(R) кля Кг<п. 
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Если кольцо Я. является обобщенным n-евклидовым при 
всех п>1, то назовем кольцо R обобщенным евклидовым. 

Из результатов Кона [221 ] о свободных произведениях по­
полненных алгебр следует, в частности, что свободное произ­
ведение над полем F пополненных F-алгебр, являющихся 
обобщенными евклидовыми кольцами, оказывается обобщен­
ным евклидовым кольцом. Так как групповое кольцо 
F(G.*G2) свободного произведения G.*G2 групп Gi и G2. 
совпадает со свободным произведением FG{ ®FG2 над полем 
F групповых алгебр FG: и FG2, то справедлива следующая 

8.4. Т е о р е м а (Кон [221]; см. также Басе [201], гл. IV, 
§ 5). Пусть G — свободная группа (или полугруппа), FG — 
групповая (полугрупповая) алгебра над полем F. Тогда FG — 
обобщенное евклидово кольцо.*) 

ИЗ применений «обобщенной» теоремы Сешадри (см. 
Басе [198, 201], гл. IV, § 6) отметим следующее утверждение. 

8.5. Пусть R — дедекиндово кольцо, G — свободная группа 
(или полугруппа). Если Р — конечно-порожденный проектив­
ный .RG-модуль, то P=(RG®^,L) ®(RG)n -1 для некоторого 
обратимого R-модуля L (т. е. такого конечно-порожденного' 
проективного .^-модуля L, для которого EnclH(L) = R ) . В 
частности, если R — область главных идеалов, то всякий про­
ективный iRG-модуль свободен. 

Групповые кольца свободных групп играют важную роль 
в теории многообразий представлений групп (см. § 24). Так,. 
многообразиям представлений взаимно однозначно соответст­
вуют специальные идеалы группового кольца свободной груп­
пы, т. е. идеалы, инвариантные относительно всех тех эндо­
морфизмов группового кольца, которые порождаются эндо­
морфизмами самой свободной группы. ОДИН ИЗ основных ре­
зультатов теории многообразий представлений (теорема 24.1)' 
может быть сформулирован в терминах групповых колец сле­
дующим образом: 

8.6. Т е о р е м а . Специальные идеалы группового кольца» 
над произвольным полем свободной группы образуют свобод­
ную полугруппу. 

Д о к а з а т е л ь с т в о этой теоремы (см. Б. И. ПЛОТКИНИ-
А. С. Гринберг [130]) использует специфические методы» 
теории многообразий представлений групп. Было бы инте­
ресно указать непосредственное доказательство на языке-
идеалов групповой алгебры свободной группы. 

В том случае, когда основное кольцо является кольцом це­
лых чисел, соответствующая полугруппа уже не свободна и ее-
строение до конца не исследовано. 

*>Этот результат находит применение тс вопросу о делителях нуля в---
групповых кольцах свободных произведений групп (см. Левин [471]). 
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Заслуживает внимания также проблема исследования по­
лугруппы специальных идеалов в групповом кольце относи­
тельно свободных групп, в частности, свободных нильпотент-
ных групп. Абелев случай разобран в работе Л. Е. Кро­
на [69]. 

Мощность полугруппы специальных идеалов зависит от 
мощности основного кольца (см. статью Б. И. Плоткина и 
A. С. Гринберга '[130]). Точное значение этой мощности неиз­
вестно; по крайней мере, ее нижняя граница есть континуум. 

По поводу свойств фундаментального идеала группового 
кольца свободной группы мы отсылаем читателя к § 4. 

Орзех и Райбс [346] отметили, что если R — финитно-ап­
проксимируемое кольцо и F'—свободная группа, то групповое 
кольцо RF финитно-аппроксимируемо. Это вытекает из финит­
ной аппроксимируемости группы F и следующего утверж­
дения: 

8.7. Лемма . ЕСЛИ R— финитно аппроксимируемое коль­
цо и Q — финитно-аппроксимируемая группа, то RG — фи­
нитно-аппроксимируемое кольцо. 

§ 9. ИЗОМОРФИЗМЫ И АВТОМОРФИЗМЫ ГРУППОВЫХ КОЛЕЦ 

Пусть R — кольцо с единицей. Естественно спросить, ка­
кую информацию о группе G несет ее групповое кольцо RG, 
В другой форме: насколько схожи группы G и Я с одинако­
выми групповыми алгебрами RG и RH? Впервые эту проблему 
•обсуждал Г. Хигман [2771 гари -R---Z; для случая, когда R—• 
поле, она обсуждалась Перлисом и Уокером [383], Дескин-
сом [235], С. Д. Берманом [6] и др. Были попытки рассматри­
вать в качестве R и другие кольца, чаще всего локальные. 

Большая часть исследований посвящена конечным груп­
пам; вероятно, первая работа о проблеме изоморфизма для 
бесконечных групп выполнена С. Д. Берманом [6]. 

Начнем со случая, когда R — поле. В 1950 г. Перлис и 
Уокер [383] доказали, что для конечных абелевых групп Q 
и Я и для любого поля R, характеристика которого не делит 
порядков групп G и Я, изоморфизм алгебр RG и RH влечет 
изоморфизм алгебр RGP и RHV для каждого р (здесь GPs Hp 
суть р-примарные компоненты групп G и Я). Неточность 
в рассуждении Перлиса и Уокера исправляется в стать­
ях Коэна [216] и Батисты [204]. Коулмен [224] пере­
нес этот результат Перлиса и Уокера на конечные 
иильпотеитные группы. Позднее Коулмен [225] снял 
ограничение на характеристику поля R, Перлис и Уокер {383] 
показали, что изоморфизм коммутативных групповых алгебр 
QG и Q.H влечет изоморфизм групп G и Я. Некоторые обоб­
щения этого факта на некоммутативные группы имеются в ра­
ботах С Д. Бермана 161 и Дикмана [236]. Как отметил ТТас-
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сман l358l, соотношение QGssQtf для произвольных конечных 
групп G и Н влечет изоморфизм RG^RH для любого поля R, 
характеристика которого не делит порядков групп G и Н. 

Еще'в 1941 г. Г. Хигман [277] указал примеры групп, груп­
повые кольца которых имеют тривиальную группу обратимых 
элементов, т. е- каждый обратимый элемент кольца RG 
записывается в виде rg, где г —обратимый элемент кольца^ 
и gQG. В этом случае группа U(RG) есть прямое произведение 
группй U(R) и группы G, так что изоморфизм групповых ко­
лец таких групп ведет к изоморфизму самих групп. 

Бесконечные группы с нетривиальной группой U{RG) 
впервые рассмотрел С. Д. Берман [61; он доказал, 
что конечно-порожденная абелева группа G опреде­
ляется своей групповой алгеброй QG. С. Д. Берман привел 
пример неизоморфных групп порядка р3 (/?=?—2) с изо­
морфными групповыми алгебрами над Q. Далее 
С- Д. Берман [7] отмечает, что групповые кольца над С 
двух любых счетных периодических абелевых групп изоморф­
ны. Там же найдены необходимые и достаточные условия изо­
морфизма групповых алгебр таких групп над полем R вещест­
венных чисел. Кроме того, им [8] опубликованы условия изо­
морфизма над произвольным полем нулевой характеристики 
групповых алгебр счетных примарных абелевых групп без 
элементов бесконечной высоты. Полная классификация груп­
повых алгебр счетных абелевых р-групп дана им в [9, 10]. 

9.1. Т е о р е м а ( С Д . Берман [9)). Если Р — алгебраиче­
ски замкнутое поле и char(P)¥-p, то групповые алгебры лю­
бых двух счетных абелевых р-групп изоморфны. 

Позднее Мэй [3261 показал, что единственным инвариан­
том немодулятлюй групповой алгебры PG периодической абе-
левой группы G над алгебраически замкнутым полем Р яв­
ляется мощность'IGI группы G. Более того, имеет место сле­
дующий факт. 

9.2. Т е о р е м а (Мэй [325]). Полная система инвариантов 
немодулярной групповой алгебры PG абелевой группы G над 
алгебраически замкнутым полем Р есть мощность IGol перио­
дической части Go группы Gn класс изоморфизма группы G/Go. 

Следуя С. Д. Берману, назовем поле Р полем второго рода 
относительно р, если некоторое конечное расширение поля Р 
содержит все корни степеней ра из 1 (а==1, 2, ...). В против­
ном случае будем называть Р полем первого рода относитель­
но р. Оказывается, что теорема 9.1 переносится на любое поле 
второго рода относительно р (р^2) (случай р = 2 рассмотрен 
С. Д. Берманом отдельно; формулировку соответствующего 
результата мы здесь не приводим). 

Для полей первого рода имеет место следующий результат. 
9.3. Т е о р е м а (С. Д. Берман llOl). Пусть R — поле пер­

вого рода относительно р. Выделим следующие типы р-групп: 
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1. G — прямое произведение циклических групп с .неогра­
ниченными в совокупности порядками элементов. 

2. G— прямое произведение циклических групп с ограни­
ченными в совокупности порядками элементов. 

3. G — группа типа р°°. 
4. G — полная группа, прямое разложение которой содер­

жит по крайней мере две группы типа р°°. 
5. G — прямое произведение группы типа р°° и конечной 

р-группы. 
6. G — прямое произведение группы типа 4 и конечной. 

группы. 
7. G — прямое произведение полной группы на бесконеч­

ную р-группу без элементов бесконечной высоты с ограничен­
ными в совокупности порядками элементов. 

8. G -— редуцированная p-irpynna, а подгруппа элементов 
бесконечной высоты конечна и отлична от единицы. 

9. Подгруппа Р элементов бесконечной высоты в G беско­
нечна, а порядки элементов факторгруппы G/P неограничены 
в совокупности. 

(Каждая счетная абелева р-группа принадлежит одному 
из перечисленных типов). 

Если группы G и Gi принадлежат различным типам, то-
групповые алгебры RG и RGi неизоморфны. 

Если G и Gi — группы одного и того же типа п— 1, 3, 4, 8, 9,. 
то групповые алгебры RG и RGi изоморфны. 

Пусть G и Q\ — группы, типа 2, р° (pai) — показатель 
группы О (О,), p.5 (р-3.) —наибольший из порядков тех цикли­
ческих прямых множителей группы G (GO, которые содержат­
ся в прямом разложении группы G (G-) счетное число раз-
Обозначим через % и \х первообразные корни степеней ра и 
р05' из 1, а через s и е.— первообразные корни из единицы: 
соответственно степеней р.3 и р-Ч Групповые алгебры RG n 
/?С, изоморфны тогда и' только тогда, когда [/?(!;):/?]•=-
« [ / ? (6 1 ) : / ? ]и [^ (в ) :^ ] = [/?(е]):^]. 

Пусть G и Gi — одновременно группы типа 5 или типа 6: 
G---PX/-', Gi=PiXHi (P и Pi — группы р00 или полные груп­
пы типа 4, Я и Hi — конечные группы). Алгебры RG и RGi 
изоморфны тогда и только тогда, когда изоморфны алгебры. 
RH и RH\. 

Пусть, наконец, G и Gi — группы типа 7: G=PxH, Gt = 
=PiXHi (Р и Р\ — полные группы, Н и Hi — счетные р-груп­
пы типа 2). Алгебры RG и RGi изоморфны тогда и только тог­
да, когда изоморфны алгебры RH и RH\. 

С. Д. Берманом и А. Р. Росса [15] получены условия изо­
морфизма немодулярных групповых алгебр периодических 
абелевых групп с конечным числом примарных компонент. 

До сих пор мы, в основном, обсуждали немодулярный 
случай. Модулярная групповая алгебра несет большую инфор-
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мацию о группе, нежели немодулярная. Широко известно сле­
дующее предположение. 

9А. Г и п о т е з а Пусть Р — поле характеристики р>0, 
G — некоторая p-irpynna. Тогда групповая алгебра PG опре­
деляет группу G*\ 

Утверждение 9A справедливо для конечных абелевых 
,-р-групп (см. Ломбардо —Радиче [314], Дженшшге [294], 
Дескинс [235], Коулмен [225]). Отсюда следует, что фактор­
группа G/G' определяется модулярным групповым кольцом 
конечной р-группы G. Некоторые классы неабелевых р-групп 
•рассматривались в статье Коулмена [225]. Пассман [358] до-
:казал, что р-группы порядка <р 4 определяются своим моду­
лярным групповым кольцом. При р = 2 этот результат повто­
рен Хольветом ,[284]. 

Дикман [236] отметил, что факторгруппа G/(b(G), где 
<D(G) —подгруппа Фраттини, определяется модулярной груп­
повой алгеброй р-группы G. Кроме того, Дикман [236] указал 
некоторые инварианты р-группы G класса нильпотентности 2, 
•определяемые модулярной групповой алгеброй PG (см. также 
Сегал [410]). Частные примеры р-групп разобраны в работах 
Хольвета [281, 283] и Джеякумара [297]. 

С. Д. Берман рассмотрел модулярные групповые алгебры 
бесконечных абелевых р-групп: 

9.5. Т е о р е м а (С. Д. Берман [9]). Групповые алгебры 
PG и PG\ двух счетных абелевых р-групп G и Gi над полем Р 
характеристики р > 0 изоморфны тогда и только тогда, когда 
изоморфны группы G и Gi. 

Некоторые результаты о проблеме изоморфизма модуляр­
ных групповых алгебр несчетных абелевых р-групп можно 
найти в работах С. Д. Бермана и Т. Ж. Молдова [11] и Мэя 
;[324}; однако вопрос об определяемое™ произвольной абеле-
вой р-группы ее модулярным групповым кольцом остается от­
крытым. 

До недавнего времени оставался открытым следующий во­
прос Брауэра: 

9.6. Будут ли изоморфны две конечные группы G и Я, 
групповые алгебры которых PG и РН изоморфны, каково бы 
ни было поле Р? 

Отрицательный ответ получен Дейдом [467] на примере 
групп порядка рк-7р. 

Большое число исследований посвящено проблеме изомор­
физма целочисленных групповых колец. Они группируются, 
главным образом, вокруг следующего предположения: 

9.7. Г и п о т е з а. Целочисленное групповое кольцо ZG 
-определяет группу G. 

*> Дескинс [236] ошибочно утверждал, что групповые 'алгебры группы 
.диэдра и группы кватернионов «ад полем из двух элементов изоморфны. 
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Для конечных абелевых групп справедливость этой гипоте­
зы установлена в 1941 г. Г. Хигманом [1277]. Некоторые необ-
ходимыр условия изоморфизма целочисленных групповых ко­
лец конечных групп, которые оказались полезными в дальней­
ших исследованиях, указаны С. Д. Берманом 12, 3, 4, Ъ]. В 
частности, он показал [4, 5], что порядок всякого элемента ко­
нечного порядка группы U(ZG) является делителем числа 
2-IGI. 

В 1963 г. Кон и Ливйнгстон [-217] сделали попытку устано­
вить справедливость гипотезы 9.7 для групп порядка/?3. Рабо­
та содержала ошибку (см. реферат на эту работу: РЖМат, 
1964, 7А235)*». 

Пассман [357] доказал, что группы порядка ps (p>3), а 
также нильпотентные группы класса 2 определяются своим 
целочисленным групповым кольцом. Джексон [291], A. И. Сак-
сонов [139] и Уайткомб [458] установили справедливость ги­
потезы 9.7 для разрешимых групп класса 2. Кон и Ливйнгстон 
L218] заметили, что группы с изоморфными целочисленными 
групповыми кольцами обладают изоморфными структурами 
нормальных делителей (см. также Пассман 1357], Обаяси :: 
[343], А. И. Саксонов [141]). В статье Р. Морана [334] ут- \ 
верждается, что конечные нильпотентные группы определяют- \ 
ся своими целочисленными групповыми кольцами; однако, как \ 
сообщил Р. Моран, доказательство, которое он имел в виду, ; 
не является корректным- A. И. Саксонов [140] сообщает, что>; 
2-группы порядка <64 определяются своими целочисленными; 
групповыми кольцами. 

В ряде работ вместо целочисленного группового кольца; 
рассматриваются групповые кольца над кольцом Z целых ве- ! 
личин конечного алгебраического расширения поля Q (см.,.; 
например, А. И. Саксонов [141], Обаяси [343] и др.). В U411: 
указано несколько новых групповых инвариантов кольца ZG; 
в частности, если G есть р-группа, то ZG определяет КОЛЬЦО-
Ли, ассоциированное с нижним центральным рядом группы С ; 
(Это не было известно для Z=Z) . 

Там же обнаружено, что если G есть p-группа, то почти 
все известные групповые инварианты кольца ZG определяют­
ся уже кольцом RG, где R — область целостности характернее 
СТИКИ 0, в которой .элемент р необратим. Этот факт имеет н е 
только технический, но и принципиальный интерес; дело втом^ 
что А. И. Саксонов нашел доказательства, не опирающиеся на 
метрические свойства колец Z, а использующие лишь чисто 
арифметическое свойство кольца R (см, также [143]). § 

*) Следующая работа Кона и Ливангстона [2181 также содержи, 
ошибки (РЖМат, 1967, 2А207). 

62 . 



Мэй 1324] изучал коммутативные групповые алгебры бес­
конечных групп над произвольным коммутативным кольцом 
с 1. Нетрудно видеть, что кольцо RG определяет группу G0 
элементов конечного порядка группы G (ибо RG0 есть множе­
ство всех алгебраических элементов кольца RG) и группу 
G/Go*'. Мэй доказывает, что если F — поле характеристики 
р>0, то FG определяет полную G(p)d и редуцированную 
G(p)r компоненты p-примарной части G(p) группы G. Кроме 
ТОГО, Мэй заметил, что если R —- кольцо с 1, в котором элемент 
р необратим, то RG^RH влечет FGszFH, где F — некоторое 
поле характеристики р. В самой деле, если / — максимальный 
идеал кольца R, содержащий р, и F=R/I, то RGSURH=$-
=>F®RRG*=F®RRH=>FGsiFH. 

Таким образом, групповые инварианты алгебры FH (F — 
поле характеристики p>0) автоматически оказываются инва­
риантами кольца RH, если элемент р необратим в R. 

Некоторую информацию о группах автоморфизмов груп­
повых колец конечных групп можно найти в статьях А. И. Сак-
сонова [140, 141] и Сегала 1413]. 

Группам автоморфизмов групповых колец бесконечных 
групп посвящена работа Д. М. Смирнова [146]. 

9.8. Т е о р е м а (Д. M. Смирнов [1461). Пусть G — право-
упорядочиваемая группа. Тогда группа Aut (ZG) изоморфна 
полупрямому произведению группы Aut (G) на группу 
стабильности ряда GHz>Hz3{e}, где H=U(2)—группа 
порядка 2. 

В [1461 содержатся и некоторые другие близкие к этому 
результаты. Отметим, что теорема 9,8 дословно переносится на 
случай, когда вместо Z фигурирует произвольное кольцо без 
делителей нуля. 

Особые свойства групп автоморфизмов конечно-порожден­
ных абелевых групп без кручения обсуждаются в работе 
Бергмана Е06]. Пусть А — абелева группа без кручения с ко­
нечным числом образующих, Р — произвольное поле. Дейст­
вие группы Aut(A) естественным образом продолжим наРЛ.' 
Следующее утверждение было высказано одним из авторов 
этого обзора в «Днестровской тетради» [411 в виде предполо­
жения. 

9.9. Т е о р е м а (Бергман [206l). Предположим, что группа 
Gf] Aut (A) оставляет инвариантным некоторый ненулевой 
идеал / кольца РА бесконечной коразмерности, т. е. 

*) RO есть скрещенное -произведение RGQ и Йг-грушта G[G0 (абелева 
группа без кручения упорядочиваема, и, следовательно, является &2-груп-
пой). Как в предложении 2.4, можно показать, что каждый обратимый 
элемент кольца НО имеет вид k-g, где ftg-RGo и g — представитель не­
которого смежного класса gQ0. Отсюда следует определяемость группы 
G[G0. В более общем виде это рассуждение впервые проведено А. А. Бов-
ди [20], 
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dimP(PA//) -=co. Тогда группа G обладает подгруппой Go 
конечного индекса, которая оставляет инвариантной некото­
рую подгруппу В бесконечного индекса в А. . 

Доказательство теоремы основано на методах теории нор­
мирований (см. Зарасский и Самюэль). ; 

i • • 
| 
I 

Г лав а 2 I 

КОЛЬЦЕВЫЕ СВОЙСТВА ГРУППОВЫХ КОЛЕЦ 

§ 10. РЕГУЛЯРНЫЕ ГРУППОВЫЕ КОЛЬЦА 

Кольцо. Л называется (регулярным (в смысле Ней.м.ана), 
если уравнение ХхХ=% разрешимо для любого % 6 Л. 

10.1. Л е м м а (Дж. Нейман). В регулярном кольце 
каждый конечно-порождённый правый идеал — главный. 

10.2. Лемма . Если F— свободный модуль над регуляр­
ным кольцом. Л и Р — конечно-порождённый подмодуль в F, 
то F=P® Q для некоторого, подмодуля Q. 

10.3. Лемма . Если IG|=n, n &U(R) и R — регулярное 
кольцо, то групповое кольцо RQ регулярно. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если % &RG, то XRG — конечно-
порожденный R-подмодуль свободного R-мюдуля RG (ом. 
лемму .1.18). В силу леммы 10.2, RG = XRG®N. Т а ю » обра­
зом, RG/XRG^N — 'Проективный R-модуль. В силу леммы1 

Машке (1.19), RG/XRG— проективный RG-модулъ, Следо­
вательно, точная последовательность RG-модулей 

Q^XRG-^RG^RG/XRG^O 

расщепляется. Поэтому правый идеал XRG выделяется пря­
мым слагаемым, т. е. XRG = eRG, где ez = e^RG. Тогда е = 
= Хх и ХхХ=Х, т. е. RG — регулярное кольцо. 

10.4. Т е о р е м а . (М. Ауелендер [188], Маклафлин [328}, 
Вялвямайор [443]). Групповое ко-лицо RG регулярно тогда и 
только тогда, когда кольцо R регулярно, npynina G локально 
конечна (т. е. каждая конечно-июрождёниая подгруппа (груп­
пы G конечна) и. порядок каждой'конечной подгруппы. труп­
пы G обратим ъ кольце R. 

Д с к а з а т е л ь .с т в о. Пусть G — локально. конечн ая 
группа, (порядок каждой конечной подгруппы! тру-тшы G об- ; 
ратим в кольце R/и. R — регулярное кольцо.. Если % 6RG, то \ 
через Н обозначим "подгруппу, порождённую носителем;. 
supp X элемента %. Тогда % 6 RH. В силу леммы 10.3, кольцо; 
RH регулярно, и, следовательно', кольцо RG регулярно. ; 
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Если кольцо RG регулярно, то кольцо R^RGfaG регуляр­
но. Пусть Я—коне-мш-порождённая -подгруппа .группы G. В 
•силу предложения 1.11 (2), аН—конечно-порождённый пра­
вый идеал кольца RG. По лемме 10.2 правый идеал <о# 
выделяется прямым слагаемым в правою RG-модуле RG. Из 
предложения 1.17 следует, что \Н\=т и mQU(R). 

§ 11. НЁТЕРОВЫ ГРУППОВЫЕ КОЛЬЦА 

11.1. О п р е д ел е н и е. Назовём труппу G нётеровой, ес­
ли э ней выполнено условие обрыва возрастающих цепочек 
для .подгрупп. Разрешимую нётерову группу назовём ноли-
диклической. 

11.2. Л е м м а , а) Если кольцо. R нётерово- спр,ав>а и груп­
па G конечна, то групповое кольцо RG нётерово справа. 
6) Если групповое кольцо RG нётерово справа, то кольцо R 
нётерово справа и группа G нётерова. 

Д о к а з а т е л ь с т в о ' , а) Там .как кольцо! RG является 
конечнонпорождённым R-модулем., то RG—правый нётеров 
R-модул.ь, и, следовательно, RG—нётер.овю. справа кольцо. 
б) Ta-к как Rss-RG/aG, то кольцо R нётерово справа. Су­
ществование и свойства отображения со (см. 1.8—1.11) вле­
кут нётеровоеть. группы G. 

11.3. С л е д с т в и е . Если группа G а.белев-а, то кольцо 
RG нётерово справа тогда и только тогда, когда кольцо R 
нётерово справа и группа G конечно-порождена. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть G=F/N, где F— свободная 
абелева группа с конечным числом образующих хи ..., хп 
Тогда RGsiRF/aN, при этом кольцо- RF является гомоморф­
ным образом кольца Rfxi, i f 1 , . . . , хп, хп~1], которое нётерово 
справа в силу теоремы Гильберта о базисе. 

11.4. Л е м м а (Ф. Холл [267]). Пусть Я — нормальный 
делитель группы G, G/H — либо конечная, либо, 'циклическая 
группа, N — ^Я-подмодуль правого RG-модуля М HM=NG. 
Если N—нётеров ^Я-модуль, то М—-нетаро© RG-модуль. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . (1) Пусть [G: Я] ==•/г < оо и G = 
п 

= U Hst. Тогда M~Nsi + ... + Nsn. Так как ./Vs, —нётеров 
/^//-модуль, то М — нётеров /?Я-модуль и, следовательно, 
нётеров jRG-модулъ. 

(2) Пусть О/Я —бесконечная циклическая группа. Тогда 
0={Я,л:},где*е© ЕслиО^/б-М, то/=== 2 спх\ где еяе.# и 

старший коэффициент cs=f=0. Пусть M0 — ненулевой ./?0-под-
модуль в М. Покажем конечно-порожденность модуля М0. 
Через N0 обозначим множество всех старших коэффициентов 
всех представлений элементов из Ма вместе с нулевым 
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элементом. Очевидно, что iV0—-правый /?Я-подмодуль в Л/. 
Так как R Я-модуль N нётеров, то N0 порождается конеч­
ным числом элементов au...,at. Выберем /&М0 так, что 
a>f—старший коэффициент для /,.. МОЖНО считать, ЧТО в запись 
ft входят лишь неотрицательные степени элемента х и что 
старшие коэффициенты всех ft имеют вид аьхт, где т не 
зависит от I. Пусть /6M0. тогда g*=fxn уже не содержит 
отрицательных степеней х для некоторого я. Пусть стар­
ший коэффициент элемента g равен ахр, где р>т. Тогда 
aQNQ И, следовательно, а является суммой элементов вида 
± aj-y, где t —1,...,(! и yf.H- Тогда соответствующая сумма 
элементов ± flx~myxp не содержит отрицательных степеней 
х, лежит в ^G-модуле Мипорожденном / [ , , . , , / , , нее стар­
ший коэффициент совпадает со старшим коэффициентом эле­
мента g\ Таким образом, g=gi modM., где в запись элемента 
gi ВХОДЯТ лишь степени х°, х1,..., х'п~1. Так как M1CM.-., то 
giQMD. Но RH-ждулъ L элементов из М, представленных в 

т— 1 

виде 2 ^x ' l где o,-6-V, нётеров (как и в случае 1). Тогда 
RH-модуль 1ГШ0 порождается элементами /-+ ] , . . .,/,-.. Так 
как f = gx~n, то -RC-модуль 7И0 порождается ,' элементами 
/ i , . . . , / / , . В качестве следствия леммы 11.4 получаем: 

11.5. Теорема (Ф. Холл [267]}. Пусть группа О содер­
жит ряд подгрупп G — GiPG-.---). ..3G„=={1}, где G,-+1<|G{cdot} и 
Ot/Gt+i —либо конечная группа, либо бесконечная циклическая 
группа (легко видеть, что класс таких групп совпадает с 
классом конечных расширений полициклических групп) и 
КОЛЬЦО Д нётерово справа. Тогда кольцо/?G нётерово 
справа. 

11.6. Т е о р е м а (Ф. Холл [267]). Пусть G —разрешимая 
группа. Кольцо RG нётерово справа тогда и только тогда, 
шгда G—-полициклическая группа и кольцо R — нётерово 
справа. 

Доказательство следует из леммы 11.2 и теоремы 11.5. 
11.7. Проблема. Пусть групповое кольцо KG группы 

О над полем К нётерово. Верно ли, что группа G является 
конечным расширением полициклической группы? 

КОЛЬЦО R называется с-нётеровым справа, если все пра­
вые идеалы кольца R порождаются по крайней мере с эле­
ментами, и строго Йа-нётеровым справа, если кольцо /? 
является И-.-нётеровым справа, но не является N р-нётеровым 
справа для любого р< а. Паркер [349] заметил, что • если 
кольцо Д строго Нп-нётерово справа и О —абелева группа с 
минимальной системой образующих из Я-, элементов, то груп­
повое кольцо RG строго Кб-нётерово справа, где 8=-= 
--—max {а,-у}. Если G —некоммутативная группа, это утверж­
дение, вообще говоря, неверно. 
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§ 12. ПОЛНАЯ ПРИВОЦИМОСТЬ ГРУППОВОГО КОЛЬцА 

12.1. О п р е д е л е н и е . Назовем кольцо R вполне при­
водимым, если выполнено одно из следующих эквивалентных 
условий: . 

1) кольцо Я артиново справа (или слева) и /(R)---O; 
2)- каждый правый R-модуль вполне приводим; 
3) кольцо' Я изоморфно' конечному прямому произведе-

•нию колец матриц над телами,; 
4)- все правив R-модули проективны (или инъектавны); 
5) кольцо Я артиновочсправа и регулярно; 
6) кольцо Я нётерово справа и регулярно; 
7) кольцо' Я артииово справа и палутервично я т. д. 
12.2. Те о р е MI а. Групповое кольцо RG вполне приводи­

мо тогда и ТОЛЬКО тогда, когда кольцо R вполне приводимо, 
группа G конечна и порядок группы G обратим в кольце R. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Утверждение следует из определе­
ния 12.1 (6), теоремы 10.4 и леммы 11.2. 

§ 13. ПЕРВИЧНЫЕ И ПОЛУПЕРВИЧНЫЕ ГРУППОВЫЕ КОЛЬцА 

13.1. О я р еде лен. и е. Назовём кольцо R первичным 
(полупервичиым), если F = 0(FD/•=<)) для любого ненулево­
го идеала / кольца. R. 

13.2. Т е о р е м а : (Пассман[355]; Коннелл, см. приложение 
3 в книге Ламбека [76]). Групповое кольцо RG полупервич-
но тогда и только' тогда, когда кольцо R полупервачно и по­
рядки шнечнык нормальных: делителей группы G не явля­
ются делителями пуля -кольца R. 

Д о к а з а т е л ь с т в о этой теоремы вытекает из следую­
щих утверждений. 

13.3. Л е м м а . Если Я —центральная подгруппа группы G 
и кольцо RG полупервично, то RH — полупервичное кольцо. 

13.4. Л е м м а . Если кольцо i?A(G) полупервично, то коль­
цо RG полупервично'. 

Д о к а з а т е л ь с т в о вытекает из предложений 3.1 и 3.2. 
13.5. Л е м м а (Б. Нейман), Пусть G — группа. Тогда 

A(G) /А+ (G) — абелева .группа .без кручения. 
Д о к а з а т е л ь с т . в ю . Коммутант конечно-порождённой 

подгруппы труппы A (G) конечен. 
13.6. Л е м м а . Если кольцо RA+(G) полупервично, то 

кольца RА (С?) полупервично. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . . Мелева группа ..без юр учений мо­

жет быть линейно упорядочена. 
13.7. Ле-мма. Пусть G —конечная группа, R — первичное 

кольцо, центр которого— поле F, и кольцо EG— полупервич-
но. Тогда RG—полулервичное кольцо. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как кольцо FG вполне приво­
димо (см. теорему 10.4), то оно является произведением ко-. 



печного числа конечномерных сепарабельных F-алгебр Ln 
центры К{ которых являются конечными сепарабельньщи 
расширениями поля F. Следовательно, кольца J^®FKi 
полупервичны.Тогда полупервичны и кольца R®.-.L.== 
= (R®FKi)^>KlLi- Таким образом, RQ — полупервичное кольцо 
(как произведение полупервичных колец). 

Доказательство теоремы 18.2, Леммы 13.3—13.7 сводят 
рассмотрение и случаю FQ, где F — поле и -груша G конечна. 
В этом случае вопрос решается теоремами 5.1 и 5.3. 

13.8. Теорема. Кольцо RG первично тогда и. только тог­
да, когда R— первичное кольцо и A+(G) =(l}. 

Доказ а те л ьств'О. Утверждение следует из- предложе­
ния 3.13. 

§ 14. АРТИНОВЫЕ, СОВЕРШЕННЫЕ 
И ПОЛУСОВЕРШЕННЫЕ ГРУППОВЫЕ КОЛЬЦА 

14.1. Определение. Совершенным слева назовем коль­
цо R, удовлетворяющее одному из следующих эквивалентных 
условий: 

(1) Каждый левый -R-модулъ. обладает проективным 
накрытием; 

(2) В кольце R имеет место условие минимальности для 
главных правых идеалов!; 

(2') В кольце R имеет место условие минимальности для 
конечно-порожденных правых: идеалов; 

(3) R/J (R) — вполне приводимое кольцо и/(R)—Г-ниль-
потентный слева идеал (т. е. для любой последовательно­
сти п, rs,..., гт,... элементов из J {R) найдется такое число 
п, что пгг. • -rn-O). 

Полусовершенным слева назовем шлыдо. R, для которого 
R/J{R)—вполне приводимое кольцо и все идемпотенты 
кольца RIJ(R) можно поднимать до идемпотентов кольца JR. 

Из определении 'непосредственно следует, что гомоморф­
ный образ (полу) совершенного кольца является (полу) со­
вершенным кольцом. 

14.2. Теорема (Рено [389], Вудс [461], Миховски [465]). 
Кольцо RG совершенно слева тогда и только тогда, когда 
кольцо R совершенно слева и группа G конечна. 

Достаточность условий очевидна, если воспользоваться 
определением (2') совершенности кольца. 

Если кольцо RG совершенно слева, то R^RGfaG— со- ; 
вершенное кольцо. Доказательству конечности группы О ; 
предпошлем ряд лемм. • . 

14.3. Лемма. Группа G с бесконечным числом конеч- ; 
ных нормальных делителей содержит бесконечную абелеву • 
подгруппу. 1 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Можно считать, что Q = \JHl, г д е [ 
{//,}—-возрастающая последовательность конечных нормаль-! 
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ных делителей. Пусть 5 —конечное множество попарно пе­
рестановочных элементов. Тогда SQHn для некоторого я. 
При этом [G: С0(Н^)\ < оо. Следовательно, | С0(Нп) | --= оо, 
и найдется элемент g&Ca(H^j\S, перестановочный со всеми 
элементами из 5. 

14.4. Лемма. Если кольцо RG совершенно слева, то 
группа О периодическая. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть элемент g&G не является 
периодическим. Тогда последовательность правых идеалов 
<«Я„, где //„—-подгруппа, порожденная элементом g"2 , .не 
стабилизируется. • • . 

14.5. Если RG—совершенное слева кольцо и G — абеле-
в>а группа, то |G|<°°. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как (R/J(R))G— совершенное 
КОЛЬЦО к R/J(R) — артинов© коладо, то. можно считать, что 
R — кольцо матриц и ад, телом D. 

Если charD=0, то из теоремы 5.1 'вытекает поду-первич-
ность (см. определение 13.1) кольца RG. Так как лолупер-
вичное совершенное кольцо вогалне приводимо, то. в этом 
случае из теоремы 12.2 следует конечность, группы G. 

ЕСЛИ charD = /?>0 , то. G = GPXH, где Я не содержит эле­
ментов порядка р. Тогда RH является совершенным 
регулярным (civt. 10.4) кольцом. Следовательно (см. 12.2), группа 
И конечна. Если |GP | =оо , то найдется последовательность 
ёъ ёъ' • • • элементов из Gp таких,' что gn не лежит в группе, порож­
денной элементами gi, •'.., g,._i. Таким образом, элементы 1 — gt 
иильпотентны и лежат в центре, а поэтому они лежат в 

п 
J (RG). Однако П ( 1 — ё{)ф0 для любого п. 

t — i ' ~ 

14.6. Л е м м а . Пусть Я— подгруппа группы G и кольцо 
RG совершенно: .слева. Тогда кольцо RH совершенно слева. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Надо учесть замечание в конце п. 1.4 
и определение (2) совершенного кольца.. 

Д о к а з а т е л ь с т в о конечности группы G в теореме 14.2. 
По вторая начало, доказательства леммы- 14.5, можно счи­
тать, что .R —кольцо матриц над телом D и что char D-=p>0. 
В силу лемм 14.3—14.6, группа G содержит наибольший 
конечный нормальный делитель Я, являющийся р-группой, 
при этом группа G/Я не содержит конечных нормальных де­
лителей, порядки которых делятся на р. В силу теоремы 13.2, 
кольцо RG/H полупервично. Будучи совершенным, оно впол­
не приводимо. Следовательно (теорема 12.2) GH — конечная 
группа, а тогда и G — конечная группа. 

14.7. Следствие . Кольцо RG артииово тогда и только 
тогда, когда R — артияово кольцо, и груша G конечна. 
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14.8. П р о б л е м а . Найти условия, необходимые и доста­
точные для того, чтобы кольцо RG было полусовершенным. 

Некоторые необходимые и некоторые достаточные условия 
были приведены в работах Бержесса [210] и Валетта [438]. 

§ 15. САМОИНЪЕКТИВНЫЕ И БЛИЗКИЕ К НИМ 
ГРУППОВЫЕ КОЛЬцА 

15.1. О п р е д е л е н и е . Навовем кольцо R сам-оинъектив-
ным справа, если модуль RR инъективен, иообр'азующимсира-
ва, если каждый правый R-модуль вкладывается в. произведе­
ние некоторого количества экземпляров модуля RR. Назовем 
холыцо R IS-КОЯЩОМ слева, если выполнено одно из следую­
щих эквивалентных условий:) ' 

1) левый аннулягтар любого собственного правого идеала ; 
кольца R отличен от нуля.; 

2) любой простой правый ^-модуль изоморфен пра- ! 

во My идеалу кольца R; . ! 
3) HomH(M, R) ^О для любого ненулевого конечно-пО'- \ 

рожденного правого R-модул а М. 
В частности, всякое кообразующее справа кольцо являет- '• 

ся 5-колыцом'слева (условие 3). Известно, что .в самоинъек- '. 
ташном справа кольце R правый анкулятор любого собствен­
ного конечно-порожденмога левого .идеала отличен от нуля. \\ 

15.2. Т е о р е м а (Рено> [389]). Групповое кольцо RG само- | 
•инъек-давно справа тогда и только тогда, когда кольцо R.са­
мо инъективно справа и группа Q конечна. 

В окончательном виде теорема была доказана Рено [389]. 
Коннелл [23'1] доказал достаточность условий. Жаятиль [259] 
рассмотрел случай, когда R—-коммутативное кольцо, абеле-
ва группа которого без кручения. Передоказательство теоре­
мы Жаитиля привел Джейн [292]..Некоторый частный слу- | 
•чай общего результата иол учил Мейсон [309]. '• ' I 
• Доказательство теоремы 15.2 (по схеме Фаркаша [468]) |, 

будет вытекать из л е м м ! 5.3—15.9. Г 
15.3. Л е м м а . Если Я—подгруппа группы G и RG—са-

моинъективное справа кольцо, то кольцо RH самоинъективно ' 
справа. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу леммы 1.18, RQ является 
свободным правым RH-модулем, базис которого образуют ' 
представители g- правых смежных классов группы О по И ';[ 
Пусть / — правый идеал кольцо RH и / 6 #отя//(Л -^Н). Пусть |: 
/ = S / g , . Определим / б Нот^о (/, RG), полагая /(ЕО,&)--— !• 
=-=S/ (a{)gt, где afcf. В 'Силу инъективности RCr-модуля FfG ) 
существует продолжение !.р.ЗНогпдо(/?0, RO). Легко убедить­
ся в том, что ?-=0я(<р | /?Я)6 HomRfi(RH, RH) и продолжает 
/ . Следовательно, RH-модуль RH инъективен. 
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15.4. С л е д с т в и е , Если кольцо RG самоинъективно 
справа, то кольцо R самоинъективно справа. 

15.5. Лемма. Если кольцо RG самоинъективно справа, 
то группа О локально конечна. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть gu ..., gnQG и порождают 
подгруппу Н. Тогда uH^RG И тН является конечно-порож­
денным левым идеалом (следует рассмотреть левый вариант 
предложения 1.11). Следовательно, (и>Н)гфО. В силу 1.12, 
| Я | < о о . 

15.6. Лемма. Если кольцо RG самоинъективно справа, 
то группа О конечна. 
• Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть | 0 |— оо. Тогда в силу 

оо 

лемм 15.3 и 15.5 можно считать, что G = UG,-, где 
0-C-G2—... —строго возрастающая последовательность ко­
нечных подгрупп Qt. Пусть ]Gi|----.si. Положим а{—1, 
ап+\ = ап -|- 2 g£RGn. Определив / е Нот-0(ш (Q), RO), пола-

веап 
гая f(g— l)=an(g—l). Корректность определения / следует 
из равенства: an+1 — an(g—\) = 0 для g6G„. В силу инъектив-
ности RG-модуля RG, найдется элемент pQ.RO, для которого 
f(g— 1) •—/>(£— 1) для всех gQG. Пусть pll = Quii(p). Тогда 
pn—ane(<s)Gn)K В силу 1.14 для кольца ROn, рп = ап + \ ^g, 

где A.S.R. Если Х=-0, то supp(p„)-2Gn_i\G„_2. Тогда | supp(p„)|> 
>sn_2. Если же Х--/-0, то supp (рп) содержит нетривиальный 
Смежный класс группы Оп по G„_-, и тогда | supp(p j |> 
>s„_->sn_2- Получаем противоречие, поскольку s.-._2-> оо • 

15.7. Лемма. Пусть М — ̂ О-модуль, где G—конечная 
группа. Тогда абелевы группы Hom Ĝ(M» RG) и HomR(M, R 
изоморфны. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть cpgHom-G(Mi RG). Положим 
t (cp) (m) ==cp (/n)i(== 0̂}(<р (от))). Легко проверить, что t осу­
ществляет изоморфизм указанных групп. 

15.8. Лемма. Пусть R— подколыцо в кольце Л, причем 
Л — проективный R-модуль, М —- инъективный ^-модуль. Тог­
да # = Н-отн(Л, М) является инъективным Л-модулем. 

Это стандартное упражнение по гомологической алгебре 
(см., например, книгу Картана и Эйленберга [64]). 

15.9. Лемма. (.Концелл [2131J). Если кольцо R самоинъек­
тивно справа и группа G конечна, то колыдо. RG самоинъ­
ективно справа. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу леммы 16.7, имеет место 
изоморфизм абелевых групп t: RG^HomnlRG^, R)=H, при 
этом t оказывается изоморфизмом #С-м.одулей. В силу лем­
мы 15.8, RG-модуль Я инъективен. 
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15.10. Т е о р е м а (T. С. Толыская). Групповое кольцо RG 
является S-кольцом слева тогда и только тогда, когда R-— 
S-кольцо слева и группа G конечна. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть RG — 5-кольцо слева. Так как 
0¥=(£>(Q)^RQ) то (coG)^O. В силу 1.12, |G|<--o. Если I — 
собственный правый идеал кольца R, то IQ —- собственный 
правый идеал кольца RG. Поэтому (/G)--7--0. Откуда, в силу 
3.1 к 3.2, Г=В {л ({IG)1) -̂ О и / 7 = 0 . 

Обратно, пусть G — конечная группа и R — 5-кольцо слева.. 
Если М — ко-нечно-порожденный.(правый RG-модуль, то М — 
ненулевой конечно-порожденный ^-модуль. По лемме 15.7,. 
абелевы группы Нотца(М, RG) и HomH(Af, R) изоморфны,, 
и, следовательно, HomRG(M, RG)¥=0, т. е. кольцо RG являет­
ся S-колйцом слева. 

15.11. Т е о р е м а (Т. С. Толыская [163]). Групповое коль­
цо RG является ко образующим справа тогда и только тогда, 
когда R — кообрааующйй справа и G — конечная, (группа. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть кшыцо. RG — кообр азующий 
справа. В силу теоремы 16.10 и замечания в 15.1, группа G 
конечна. Так как каждый R-модуль можно считать RG-моду-
леи (например, используя гомоморфизм RG^-R с ядром 
coG) ж RG является прямым! произведением экземпляров. 
R-модуля R, то колыцо R является кообразующим справа. 

Обратно, пусть R —кообразующий справа и группа G ко­
нечна. Для любого RG-модуля М имеет место изоморфизм 
Hom--o (M, RO) sHom^(M, R) (лемма 15.7). Из доказатель­
ства леммы 15.7_следует, что если rtiQM, србНош^ (М, R) и 
ср(т)фО, то г1 (<р)(т)*fiQ, т. е. кольцо RQ—-кообразующий 
справа. 

15.12. С л е д с т в и е . Групповое кольцо RG является 
инъективным кообразующим тогда и ТОЛЬКО тогда, когда груп­
па О конечна, а кольцо R — инъективный кообразующий. 

Малявем [323] рассмотрела групповое кольцо A = KG, где 
К—-поле, char К—рУ 0 и О — группа С(р°>). Она показала,. 
что кольцо А когерентно (т. е. каждый конечно-порожденный 
Л-модуль конечно представим) и Ext^(M, A) = 0 для любого 
конечно представимого А-модуля М при всех п>1. Кроме-
того, Малявен показала, что инъективная размерность А-мо­
дуля А равна 1. 

§ 16. ЛОКАЛЬНЫЕ И ПОЛУЛОКАЛЬНЫЕ ГРУППОВЫЕ КОЛЬЦА,. 
ЛОКАЛИЗАЦИИ ГРУППОВЫХ КОЛЕЦ 

16.1. Назовем колыцо R локальным (квазилокальным, по-
лулокалыньш), если RIJ(R) —-.тело (простое артиново коль­
цо , артиново колыцо). 
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16.2. Т е о р ем а (Рено [Зв'Э], в коммутативном случае — 
Гулликсен, Рибенбойм, Висванатан [264]. Если групповое 
кольцо RG локально, то: 

1)' R — локальное кольцо; 
2} характеристика тела K=RfJ(R) равна простому чис­

лу Р; 
3) G является р-прупшй. 
Если G — локально' конечная группа, то из 1), 2), 3) сле­

дует, что RG — локальное кольцо. 
Пусть RO — локальное кольцо. Так как RSS:RG[WRG(0), 

то /? —локальное кольцо. Кольцо KG ^RG/f(R) G также 
является локальным, причем KG/^Ka(G)^K, и, следователь­
но, J(KG) = (oKOG. Пусть 1-7--X6G, и H0—подгруппа в О, по­
рожденная элементом х. Тогда х — x2Q(aKa (G) — J (KG). Сле­
довательно, 1 +х — хЩи (КН0). Заметим, что l + x — л;26 
U(KH0). Таким образом, группа Н0 обязана быть конечной. 
Если q — \HQ\ — отличный от нуля элемент тела К, то е-=1 — 

• 7 - 1 

— <7-1 2 х1—-нетривиальный идемпотент локального кольца 
t-o 

KG, при этом e^J (KG). Таким образом, <7=0. Это доказы-
вает 2) и 3). 

Обратно, пусть G — локально конечная группа, и выполне­
ны условия 1), 2) и 3). В силу теоремы 6.10, J (R) QC.J (RG). 
Заметим, что фундаментальный идеал кольца KG является 
нильидеалом. Поэтому 

R/J (R) s KG/J (KG) = /CO/-- (G) = К. 
Аналогично можно доказать: 

16.3. Т е о р е м а . Если групп оное кольцо RG кваэилокаль-
но, то': 

I)1 R — кв'азилокалы-юе кольцо; 
2) характеристика колыца R/J(R) равна . простому 

числу р; 
3) G является р-групшй. 

Если G — локально конечная группа, то из условий 1), 2) и 
3) следует квазилокальность колыца RG. 

16.4. П р е д л о ж е н и е (Гулликсен, Рибенбойм, Вискана-
тан [264]; Рено [389]). Пусть R — коммутативное кольцо, G — 
коммутативная группа. Тогда эквивалентны следующие ус­
ловия: 

i1)i RG—;полулокальное колыцо; 
2)' R — полулокальное кольцо, труппа G либо конечна,. 

либо разложима, в произведение конечной щруппы порядка № 
и 'бесконечной рнгруппы, где р 'совпадает с характеристикой 
кольца R/J(R), и п не делится на р. 

РЯД работ .посвящен 'кольцам, частных групповых колец. 
16.5. Т е о р е м а (Херстейн, Смолл [276]:). Пусть R — ком­

мутативное кольцо и индекс 'подгруппы A(G) в'группе G ко-
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нечен. Тогда групповое кольцо RG обладает классическим 
кольцом частных. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть aQRG и Ь—регулярный эле­
мент кольца RQ. Можно считать, что группа G конечно по­
рождена. Пусть .V—центр группы Д(О). Тогда [0 :ЛП<оо . 
В силу 1.18, RG — свободный левый /?Я-модуль с базисом 

gu . ..,gfiG. Пусть a=^mtgl, где mfiRN. Положим bt — 

— gfigj1. Допустим, что bQjRN. Тогда найдутся xftRN 
(\*Ci<l) и регулярный элемент d кольца RN, для которых 
.xfii — dttii. Тогда (2X[g{)b.= da. Пусть S—множество регу­
лярных элементов кольца RN. Как мы показали, существует 
кольцо частных (RG)s кольца RG по мультипликативной си­
стеме S. Отметим, что умножение справа на элемент b в коль­
це (-^G)s задается (/ X /)-матрицей с элементами из (RN)s, 
определитель которой регулярен, и, следовательно, обратим 
в кольце (RN)S. Таким образом, элемент b обратим в коль­
це (RQ)s. 

16.6. Теорема» (Пассман [377]). Пусть R — июле. 
Если Q — кольцо частных группового колыца RG, ТО центр 
Z(Q) кольца Q является КОЛЬЦОМ частных центра 
Z\RG) кольца RG. 

Эскиз доказательства. Сформулируем вспомогательные 
утверждения.' 

A) Если Я — конечно-порождённая, подгруппа, нормаль­
ная в О и лежащая в. A(G), TO существует центральная, под­
группа Z без кручения, при этом Z<\ G, [H:Z)<co! кольцо 
частных (RZ)~lRH самоинъективно. 

Б) Регулярные элементы кольца Z(RQ) регулярны в 
кольце RG. 

B) Если элемент а регулярен в кольце RG, то существу-
•ет элемент 7 кольца RG, для которого бД(0) (7а)—регулярный 
элемент кольца Z(RG). 

Пусть a"*peZ(Q). Тогда axp==pxa для любого элемента xQG. 
В силу В.), 6д(0) (7о.Ь == Эд(о) (ТР) a, где еД(0) (7--) — регулярный 
элемент центра Z{RG). Тогда а 1Р=== [бд-,--) (тс-)]_1°л(о) (тР). 

П р и м е ч а н и е . Пусть выполнено одно т следующих ус-
.ловий: а) R—.алгебраически замкнутое или формально ве­
щественное поле; б) R —поле и труппа G не содержит ко­
нечных нормальных делителей. В этих частных случаях тео­
рема была доказана М. Смит [420]. 

П. Смит [422} рассматривает локализации групповых ко­
лец по первичным идеалам. Например, если R — коммута­
тивное кольцо,, G — конечная, группа (причём G=HxK, где 
Н—«ильпотентная! группа), Р —-такой идеал кольца RG, что 
\К\ — регулярный элемент кольца RGJP. Тогда; 1) кольцо 
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{RG)[P обладает классическим КОЛЬЦОМ частных; 2) Если 
Р— первичный идеал, то существует классическая локализа­
ция колыца RG по' идеалу Р. Там же доказано, что групповое 
КОЛЬЦО RG периодической группы. G над коммутативной нете-
jpoeoft областью' целостности характеристики О допускает 
классическую локализацию по любому первичному идеалу 
тогда и только тогда, когда G — конечная нильпотентная 
труппа. 

A. И. Мальцев [941 и Б. Нейман [34UJ показали, что если 
G— упорядоченная труппа и R—'тело, то скрещенное произ­
ведение R*G вложимо в тело. Для правоупорядоченных групп 
вопрос открыт (см. [68]). A. A. Бонда [20] доказал, что если 
PG— кольцо без делителей нуля и группа 6 обладает 
конечным нормальным рядом, факторы которого локально ко­
нечны над центром, то в кольцеRG выполнено условие Оре. 
Частные случаи этого результата были отмечены Икедой [287] 
и П. Смитом [423]. Если же группа G обладает конечным 
нормальным рядом, факторы которого конечные или цикли­
ческие группы, а R —- коммутативное нётерово кольцо (коль­
цо, обладающее левым артиновым слева кольцом частных), 
то П. Смит [423] доказал, что групповое кольцо RG 
обладает двусторонним (левым артиновым слева) кольцом 
частных. 

A. И. Мальцев [463, 464] построил примеры колец RS, 
где R — поле, a S — полугруппа, таких что кольцо RS не 
содержит делителей нуля, а полугруппа S не вложима в 
группу. Серия примеров полугрупп S таких, что полугруппа 
-S вложима в группу, а кольцо RS, где R — поле характери­
стики ноль, не вложимо в тело, приведена Л. А. Бокутем в 
[30]. Представляет интерес следующий вопрос: существует 
ли группа S и поле R такие, что в кольце RS нет делителей 
нуля, но кольцо RS не ВЛОЖИМО в тело. 

Интересен также вопрос о том, насколько тело частных 
группового кольца ннльпотентной группы без кручения оп­
ределяет группу (см. [41]:). 

Свободные тела дробей скрещенных произведений изу­
чает Хьюз [285]. 

Полные кольца частных (см. И. Ламбек [76]) групповых 
колец рассматривает Бержесс [211]. 

•§ 17. ГРУППОВЫЕ КОЛЬЦА С ПОЛИНОМИАЛЬНЫМ ТОЖДЕСТВОМ 

17Л. Пусть /С—-поле, К [Ьъ £2, ••••.] — кольцо многочленов 
от некоммутирующих переменных ?1, S2, Будем говорить, 
что -Х-алгебра' Е удовлетворяет полиномиальному тождеству 

я Р1 -алгеброй), если существует такой ненулевой 
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многочлен / ( - . i , . . . , U бЛ'^1,6-, . . . ] , что/(01, . . . , а п ) — 0 для-
всех а ь . . .,a„6E. Многочлен степени л 

[-1 , • • • > - - . ] — 2 j ( 1) ^а(1)^а(2) • • * 

•назовем стандартным (здесь Sn— 'Симметрическая, группа : 
степени п). 

•В 1949 г. Каплавский (20.8J отметил, что если группа G 
содержит абелеву подгруппу A конечного индекса n, то р р у п -
повое кольцо KG удовлетворяет полиномиальному т о ж д е с т ­
ву степени n2-Hl. 

Амицур [Ш] a l'96il г. усилил втот результат и показал -
существование многочлена степени 2п, а также доказал и. 
некоторое обращение этого результата: если К—поле х а р а к ­
теристики ноль и .групповая алге!бра- КО удовлетворяет п о л и ­
номиальному тождеству степени <4, то группа G с о д е р ж и т 
абелеву подгруппу A, при этом ![G:A]<4. Случай х а р а к т е р и ­
стика ноль был полностью разобран Айэекеом и П а с с м а ы о м 
[2.88] в 1'964 г.,; в этом -случае они показали, что если р р у п п о -
в.ая алгебра KG удовлетворяет полиномиальному т о ж д е с т в у 
степени п, то труппа G содержит абелеву подгруппу А и 
[Q:A}<J(n), где / — функция, связанная! с теоремой " Й о р д а ­
на о конечных линейных группах лад полем комплексных ч и ­
сел (формулировки этих результатов >в терминах п р е д с т а в л е ­
ний группы G можно найти в § 28). 

Первые результаты для- характеристики р>0 были! п о л у ­
тень. Мартой Смит ![41|&, 420]. Например, она показала, ч т о 
если кольцо KG первично и удовлетворяет полиномиально­
му тождеству степени п, то труппа G содержит абелеву п о д ­
группу А и [G:A]\<(n/2)2. Там же было отменено, что е с л и 
А — абелев-а подгруппа конечного индекса, то А с A(G) и, с л е ­
довательно, -индекс подгруппы A(G) конечен. Таким о б р а з о м » 
первый шаг —показать, что конечен индекс i[G:A(G)]. П а с -
сман [369] показал, что если алгебра KG удовлетворяет п о л и ­
номиальному тождеству степени п, то [Q: A(G)J<n!. Е с л и к 
тому же KG—полуне|рвичное кольцо-, то труппа G содержргт 
абелеву подгруппу А и [G : A]<n\J(п). Там же приведен п р и ­
мер p-группы G в случае характеристики р, показывающий., 
что если кольцо KG не является полуперв.и.ч«ьш, то л р у п п а 
G уже может не содержать -абелевой подгруппы' к о н е ч н о г о 
индекса. В другой статье Пассмана [372] получено п о л н о е 
решение этой -задачи, т. е. указаны необходимые и д о с т а т о ч ­
ные условия для того, чтобы групповая алгебра KG была, б ы 
РУ-алгеброй. Таким образом: 

17.2. Т е о р е м а . Пусть char(iC)=0. Тогда: -а) Если А— 
абелева подгруппа группы G и [G:A}<co. то /(-алгебра JKG 
удовлетворяет полиномиальному тождеству степени 2[G : A ] ; 
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б) Если алгебра KG удовлетворяет полиномиальному тож­
деству степени п, то группа G содержит абелеву подгруппу A, 
при этом индекс [G:A] ограничен фиксированной функцией 
от д. 

17.3. С л е д с т в и е . Если char(Д") =0, то- алгебра KG 
удовлетворяет полиномиальному тождеству тогда и только 
тогда, когда группа G содержит абелеву подгруппу конечного 
индекса. 

17.4. О п р е д е л е н и е . Пусть р—простое число. Назовем 
группу A р-абелевой группой, если коммутант А' группы A 
является конечной р-группой. 

17.5. Т е о р е м а . Пусть К— поле характеристики! р>0 . 
Тогда: а) Если группа G содержит р-а|белеву подгруппу А и 
[G:A]=n<oo, то алгебра KG удовлетворяет полиномиально­
му тождеству степени 2п|А'|; -б) Если алгебра KG удовлет­
воряет полиномиальному тождеству степени п, то группа G 
•содержит р-абелеву подгруппу A и число [GiAJ.IA'l ограни­
чено фиксированной .функцией от п. 

17.6. С л е д с т в и е . Пусть. К—поле характеристики р>0. 
Алгебра KG удовлетворяет полиномиальному тождеству тог­
да и только тогда., когда группа G содержит p-абелеву под­
группу конечного индекса. 

17.7. Д о к а з а т е л ь с т в о . 17.2(a) и 17.5(a). Пусть А — 
соответствующая подгруппа группы G, [G:A]=n, хи.. ., хп — 
представители смежных классов! группы. G по подгруппе A, 
Е = КА .и V—KG. Тогда У — левый E-модуль. с базисом 
jci,.. ., хп. Но V также и точный правый /CG-модуль. Так как 
операторы правого и левого умножения на V перестановоч-
..ны, то алгебра KG является множеством -Е-линейных преоб­
разований «.-мерного свободного Е-модуля V. Итак, KGC.En. 

Если труппа A абелева, то Е — коммутативная1 алгебра и 
в силу теоремы Амицура-Левицкого кольцо Еп удовлетво­
ряет стандартному тождеству степени 2п. Это доказывает 
17.2(a). 

Если char/<—p и .группа A р-абелева, то через / обозна­
чим ядро, естественного эпиморфизма K{h'Y+K{ArIA']szK. Так 
как А' — конечная р-гругша, то / — радикал алгебры К[А']. 
Поэтому /"—О, где m= |A ' | . Очевидно., что IE — идеал коль­
ца Е и (1Е)т=0. Кроме того, кольцо EjIE^K[AIA'\ коммута­
тивно. Рассмотрим естественный! эпиморфизм Еп-+(Е/1Е)п-
Так как кольцо E/IE •коммутативно и ядро (IE) п этого ото­
бражения— нильпотентный идеал экспоненты <m, то алгеб­
ра Еп удовлетворяет тождеству [|ь..., hnf1 степени 2пт. Это 
доказывает утверждение 17.6(a), 

Доказательства обратных утверждений требуют разнооб­
разной техники, и, в частности, техники работы с подмноже-

• ствами группы G, и мы не приводим их в этом обзоре. 
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17.8. Наконец, недавно Пассман [374] показал, что если 
алгебра KG удовлетворяет полиномиальному тождеству 
степени га, то [и : A(G)J<n/2, при этом эта оценка уже не-
улучшаема. 

17.9. Будем говорить, что 7<-ал!гебра Е обладает полино­
миальной частью, если BI Е- найдется идемпотент е такой, что 
КОЛЬЦО еЕе уже удовлетворяет полиномиальному тождеству. 
В [370] Па ее май показал, что. для полупервичного колыца КО 
равносильны следующие условия: 

1)' алгебра KG обладает полиномиальной частые; 
2) алгебра KG удовлетворяет невырожденному слабому 

полиномиальному тождеству; 
3) ,[G:A(G)]<co и коммутант группы A(G) конечен. 
В [370] и [373} находятся условия, при которых скрещен­

ное групповое кольцо К10 удовлетворяет полиномиальному 
тождеству. 

17.10. Пасс мая [376] доказал, что если KG — групповое 
кольцо группы G над алгебраически замкнутым полем, К и 
/ — аинуляторный идеал кольца KG, причем1 KG/I — конеч­
номерная алгебра над полем; FQ.K, то группа G конечна'. 

Неприводимое представление р алгебры Е над нолем К 
назовем конечномерным, если р(Я) удовлетворяет полино­
миальному тождеству «ад полем К-

Отметим следствие приведенного результата: групповое 
кольцо KG над алгебраически замкнутым полем К содержит 
минимальный левый идеал, -приводящий к конечиоме-риому 
представлению, тогда и только тогда, когда группа G ко­
нечна. 

§ 18. ГОМОЛОГИЧЕСКИЕ РАЗМЕРНОСТИ ГРУПП 
И ГРУППОВЫХ КОЛЕЦ 

Отметим ряд результатов-, касающихся гомологических 
размерностей 'Групповых колец. 

Пусть R-—кольцо, G — группа, Л=jRG — групповое коль­
цо, М—Л-модуль. Через h.dimAM обозначим проективную 
размерность А-модуля М, через w.dim^M —его слабую раз­
мерность, через gl.dim Л—-глобальную размерность кольца Л, 
и. через w.gl.dimЛ—слабую глобальную размерность коль­
ца Л. Обычно используют и такие обозначения: dim JRO= 
----h.ditrjj-g R, w.dimi?G-=w.dim/?0i?. 

Как правило, предполагается, что кольцо R — коммутативно. 
Применение спектральных последовательностей Лере — 

Картам (см. [64], стр. 422) приводит к соотношениям: 
(la) gl.dimRG<gl.dim# + dim/?G; 

^ - (16) w.gLdim#G< w.gl.dim/? + w.dim#G. 
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Бальцержик [193] показал, что если кольцо R нётерово и 
dim RG---dim (R/I) G для любого максимального идеала / 
Кольца R, то в (1а) имеет место равенство. Аналогичное ут­
верждение справедливо и для слабых размерностей. 

Если Н — подгруппа группы G, то RG —-свободный RH-
Модуль, и, следовательно, h. AimRGR>h. dimH--R. Поэтому 
если, в группе G есть элементы, порядки которых необрати­
мы в кольце R (т. е. «группа G имеет R-кручейие»), то 
h. dimHGi? = °°. Далее будем рассматривать группы G без 
R-кручения. 

Если п : F-+G— эпиморфизм1 свободной группы F на груп­
пу G .и Л̂  = Кегя, то (см. киигу Грюиберга [261], гл. 8) 
dimZG<2n—1 тогда и только тогда, когда сри---0, где ср — ко­
гомологический класс, соответствующий расширению 

l{to}A//Â /{to}E/N/{to}G{to}'l. • 
Доказано (см. Cepp [415], а также Суон [429]), что если Н —• 
подгруппа группы G и [G :#]<<•», то dimi?G = dimRH. Мож­
но проверить, что если [G :#]К°о и w.d imRG<c° , то 
w. dim RG=w. dim RH. 

Если Н—нормальный делитель в группе G, то применяя 
спектральные последовательности Хохшильда—Серра (см. 
[64], стр. 421), п о л уча ем: 

(2a) dimRG<dirnR#+dimR(G/#); 
(2) 

(26) w.dimRG<w.dimR#+w.ddmR(G/tf). 
Если R — поле, dim R(G/H) <co, w . dimR(G/#) <°э и су­

ществует конечно-порожденная ^Я-проективная резольвента 
модуля R,TOB (1) имеют место равенства (см., Г. Л. Фельд­
ман [164]). 

Размерность группового колыца свободного •произведения 
с объединенной подгруппой равна точной верхней грана раз­
мерностей сомножителей или на единицу болыше (следует 
рассмотреть резольвенту, построенную Линдоном в [318]). 

Если {Ga, ср«}а|3—прямой спектр групп, <j-=limGa и 
cardQ<Hft, то, как показала Ософская в [347], 

dim RG < sup {dim RGa} + к + 1 
agfi 

(случай « = 0 был рассмотрен Бернщтейном [207], а случай, 
когда все отображения ер™ являются'вложениями,—Бальцер-
жиком [193]). Полученная оценка сверху является точной 
(см. Бальцержик [192]). 

Так как функтор Тог перестановочен с прямыми пределами, 
то 

w.dim RG=sup {w.ditnRGa}. 
agq 
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Нетрудно проверить, что dimRG==0 тогда и только тогда, 
когда G—.конечная группа, порядок которой! обратим в R, 
С толлинге [4124} для конечно-порожденных. .групп, а затем ив 
общем случае Суон [429], опираясь на работу Столлингса, 
доказали, что если G — группа без кручения, то dimRG<l 
тогда и только- тогда, когда G — свободная группа. В Качест­
ве следствия показано, что 'группа без кручения, обладающая 
свободной подгруппой конечного, индекса, является свобод­
ной.. Суон (см. книгу Грюнберга [$61], гл. 8) показал, если 
пруппа G неабелева, конечно предетавима и dim ZG<2, TO 
центр группы G— либо тривиален, либо является бесконеч­
ной циклической группой. Рассматривая в, этом< случае ре­
зольвенту Линдона (см. [3ll8]), убеждаемся: в- том, что раз­
мерность соответствующей групповой алгебры не превосхо­
дит 2. Другой пример групповых алгебр размерности 2 воз­
никает в теореме Папакирьякопулоса [3(48]: если G — группа 
ручного узла, то dim -RG<2. 

Ряд работ посвящен размерности групповых алгебр раз­
решимых групп, Балыцержик [192} показал, что если G — 
абелева -пруппа, то 

(3) dimi?G = /2(G)+/e+,l, 
где h(G)—число Х-ирина*' группы G, Я и — минимальная 
мощность системы образующих группы G (для конечной си­
стемы образующих—Й -1). Стаммбах [425| доказал, что. если 
R — поле характеристики 0, то w. dim RG — h(G) для любой 
разрешимой группы- В книге Грюнберга ([261], гл. 8) дока­
зано., что если, G—разрешимая группа, то dimZG<°° тогда 
и только тогда, когда группа G содержит подгруппу Н ко­
нечного индекса, коммутант Н' которой нильпотентен, и 
h(H')<o°. Там же показано, что соотношение (3) справедли­
во для i-\ = Z и для! произвольной нилыпотентной группы G. 
Г. Л, Фельдман [164} обобщил результаты Грюнберга и 
Стаммбаха на случай произвольного ко лада R (предполагая, 
правда, счетность группы. G при рассмотрении dimi?G). Для 
разрешимых групп без кручения Г. Л. Фельдман установил 
неравенство. 

h (G)<d imi?G<h(G)+l . 
Имеется ряд результатов1 (см., например, Грюнберг[261], 

гл. 8) о тривиальной гомологической размерности (т. e. о 
наибольшем ИЙ целых'чисел п таких, что Hn(G, A)¥=0 для 
некоторого тривиального RG-модуля A). 

*> ЧИСЛО Хирша h(G). разрешимо."., группы G определяется как 
п 
S' к (GilGi-i), где G0<\G]<1 . . . <G n = G—ряд о абелевыми факторами, 

a h(Gi/Gi-i)—точная верхняя грань рангов свободных абелевых подгрупп 
группы Gi/G.-i. 
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§ 19. РАЗНОЕ 

19.1. A. A. Бовди и С. В. Миховски [27] сформулировали 
следующее утверждение: групповое кольцо RQ разлагается в 
прямую сумму минимальных двухсторонних идеалов тогда и 
только тогда, когда группа G конечна, ее порядок обратим в 
кольце R, а кольцо R разлагается в прямую сумму минималь­
ных двусторонних идеалов. 

Кольцо R назовем бирегулярным, если каждый главный 
двусторонний идеал кольца R порождается центральным 
идемпотентом. В этой же работе показано, что групповое 
кольцо RG грувпы G над коммутативным кольцом R являет­
ся бирегулярным тогда и только тогда, когда группа- О ло­
кально нормальна, кольцо R бирегулярно, а порядок каждо­
го элемента группы G обратим в.кольце R. 

19.2. Назовем группу G гиперцентральной, если для не­
которого у существует возрастающая последовательность 
подгрупп 

l = GoCG1g.. . g G - C O ^ g . ..cOy^O 
такая, что 0%,JG%— центральная подгруппа группы GIG% для 
0<X<-f и G —.[jG, для всех предельных р, где 0 < р < 7 . 
Идеал I кольца Д называется центральным, если он порож­
дается элементами центра кольца R, и гиперцентральным, 
•если для некоторого т существует последовательность 

О-Ле/1 - : . . .cZ-C/^g. . . с / . - / 
идеалов кольца R таких, что 7^,1//^—-центральный идеал 
кольца / / / , для 0<Х<7 и -ru—Uj{cdot}{lambda} Для всех предельных \х, 
где 0<|j.<"[. Кольцо R назовем гиперцентральным, если 
каждый идеал кольца R гиперцентральный. Роузблейд [396] 
показал, что целочисленное групповое кольцо Z0 гипер­
центра льно тогда и только тогда, когда группа G гшер-
центральна. Если для идеала / существует конечная цепь 

O = / 0 g / 1 g . . . c / „ = / 
идеалов кольца R и h+\lh—центральный идеал, порожден­
ный одним элементом, BI Rlh для 0<t<n, то такой идеал на-
•зовем полицентральным'. Таким образом, каждый идеал коль­
ца ZG полицентральный тогда и только тогда, когда G — ко­
нечно-порожденная! ни'лыпотенгная группа. 

19.3. Пусть С — конкретная! категория, т. е. категория, 
объекты которой — множества, и каждый м орфизм которой 
является отображением множеств. Объект X категории С на­
зовем хопфовым (кохопфовым), если каждый его сюръектив-
ный (инъективный) эндоморфизм, является изоморфизмом. 
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Как заметил Мэй, групповая алгебра абелевой хопфовой 
группы G над полем С комплексных чисел может не быть 

, хопфовой (в категории С-алгебр). Орзех и Райбс[346] отме­
тили, что если R — коммутативное колыцо в G — конечно-
порожденная финитно аппроксимируемая группа, то R-алгеб-
,ра RG холфова. Также, если хопфова группа G локально-
индексируема (см. п. 21), то кольцо RG хопфово в каждом 
из следующих случаев: а) в кольце R нет делителей нуля;-
б) R — коммутативное кольцо, 'без нилыпотентных элементов. 
ЕСЛИ R — коммутативное колыцо, G — конечная! абелева груп­
па и IGI6 U(R), то ^-алгебра RG кохопфова. 

Так-ахаси [434] выясняет, когда конечно-порожденная хоп-
фова алгебра «ад областью .целостности; R является груп­
повой алгеброй конечной труппы над R. 

19.4. В ряде работ изучались кольцевые свойства полу-
прупгаового кольца RO (полугруппы G над. кольцом R. 

Банашевский [1'96] и Джил мер ['257) находят условия от­
сутствия делителей нуля в полуг-рупповом кольце. Например, 
если G—'Коммутатавм-аа полугруппа и R — кольцо без дели­
телей нуля!, то в кольце RG отсутствуют делители нуля тогда 
и только тогда, когда G—полугруппа с сокращением и из 
равенства хп=уп для х, yQ G 'следует, что х—у. 

Майн [340] выяснил, когда полугругаповое колыцо RG над 
полем R классически полупросто. В работах Вайсгласса 
[453], Шнейдера и Вайсгласса [408] изучается радикал 
полугруптавых колец. 

Если G — полугруппа, то Ортиц [345]каждому радикаль­
ному свойству S сопоставляет функцию S* (R) = S(RG)C\ R 
от кольца R. 

-Вайсглаес [464]•рассматривал условия, при которых полу­
групповое кольцо регулярно. 

И. С. Поиизовский [132] и Венг&р [455, 4Б6} -выясняют, ког­
да полугрупповые алгебры крробениусовы или квазифробе-
ниусовы. 

Вентер [467] находит условия, при которых полугруппо-
вое колыцо конечной инверсной полугруппы самоинъективио. 

И. Б. Кожухов- [65] рассмотрел вопрос о том, когда а по-
лугрупповом кольце левые идеалы образуют цепь. 

Матричные представления полугрупп изучает И. С- По­
иизовский [131, 136,134]. 

Кларк [215] описывает конечномерные алгебры над 
алгебраически замкнутым полем F, являющиеся полугруп-
повыми алгебрами полугрупп матричных единиц над 
полем F. 

•Коулмен [2127] в ряде случаев выясняет, когда полугруп-
повал алгебра является! групповой. 

Обобщения полугрушгавых и групповых колец встречают­
ся в работах Даунса [284], Конрада [232] и Хауснера [273]. 
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Г лав а 3 

ПРЕДСТАВЛЕНИЯ БЕСКОНЕЧНЫХ ГРУПП 

I § 20. РЕГУЛЯРНЫЙ МОДУЛЬ. 
ИНДУЦИРОВАННЫЙ И ИМПРИМИТИВНЫЙ МОДУЛИ 

Пусть R— коммутативное кольцо с единицей, G—iipyrnia,-
и A---RG. 

20.1. О rap еде лен и е. Кольцо A = RG, рассматриваемое 
как левый A-модуль, называется регулярным Л-модулем1 и 
обозначается через дЛ. 

20.2. П р e д л о ж е н и е. Каждый неприводимый Л-модуль 
есть фактормодуль модуля АЛ. 

В самом деле, пусть М — неприводимый Л-модуль и тФ 
Ф0 — произвольный элемент .модуля М. Отображение 1-*-т 
продолжается до гоморфизма ср: АА-+М. Так как модуль М 
неприводйм, то ф — эпиморфизм, что и требуется. 

20.3. Лемма. Пусть Л—колыцо с единицей. Тогда цент­
рализатор НопиЦЛ, АЛ) .регулярного модуля есть кольцо 
правых умножений (антиизоморфное колыцу А). 

Доказательство . . Пусть f —эндоморфизм модуля АА, 
так что fax — afx для любых a, XQA, И. пусть 6у =-=-.f• 1. Тогда 
fx = fx-l=x-f-l=x-8f, откуда следует лемма. 

20.4. С л едствие. Регулярный модуль RGRG разложим 
тогда и только тогда, когда RG имеет нетривиальный идем-
лотент. 

Действительно', разложимость модуля RGRG означает, 
что колыцо. HomflG(RG, RG) имеет отличный от 1 идемпо-
тент. Однако КОЛЫЦО RG антиизоморфно самому себе (анти­
изоморфизм продолжает отображение ё~*ё~1 (£6 G))-
Остается сослаться на лемму 20.<3. 

Отметим следующее утверждение. 
20.5. Предложение . Композиционный ряд регулярного 

модуля RGRG конечен тогда и только тогда,-когда группа G 
конечна и колыцо R артиново. 

Доказательство вытекает иэ предложения 14.7, если 
учесть, что 'подмодули модуля1 RGRG взаимно однозначно'со­
ответствуют левым .идеалам кольца RG. 

Если Л —некоммутативное кольцо с единицей, то, согласно 
лемме 20.3, кольцо правых умножений кольца Л есть кольцо 
А, антиизоморфное кольцу А. Однако, если A = RG, то 
Аг^А, а именно, антиизоморфизм а кольца RO задается 
формулой: 
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Таким образом, кольцо RG можно рассматривать как правый 
RG-иодулъ, полагая g°m = mg-y (g&G, m£RG) и распространяя 
это действие по линейности на RG. 

20.6. О п р е д е л е н и е . Пусть Я—подгруппа группы Q и 
М — произвольный /?#-модуль. Положим 
4 MG = RG®RHM. 

Мы имеем в виду, что RG есть правый RH-модулъ, по­
лученный путем ограничения на RH правого ^G-модуля RG, 
построенного выше). Модуль М9 есть ^G-модуль; он назы­
вается индуцированным ДО-модулем, или модулем, индуци­
рованным с RH-модудя М на G. 

Ясно, что регулярный модуль есть частный случай инду­
цированного модуля. 

20.7. О пр ед ел ени е. RG-молулъ V называется импри-
митивным, если его можно представить в виде прямой суммы 
/^-подмодулей Va, перемещаемых операторами группы G 
между собой: g-Ya = V^(a). Подмодули va называются систе­
мами импримитивности. 

20.8. П р е д л о ж е н и е . Индуцированный модуль Z° импри-
митивен. Импримитивный модуль, является индуцированным. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть {ga} — набор представителей 
различных правых смежных классов gaH. Тогда R-модулп 
ga.®RHL порождают, над R модуль LP = RQ®RHM И переме­
щаются элементами группы Q между собой. Это доказывает 
первое утверждение. 

Пусть у==®цУа — разложение jRG-модуля V на системы 
импримитивности. Ясно, что дело сводится к случаю, когда 
группа G действует на Уа транзитивно; положим 

• / Ha={hGG\hVa^Va.}. 

Тогда Va можно рассматривать как -/?Я„-модуль и V—V%. 
В самом деле, зафиксируем а = а - и будем писать Н вместо 
На„ и У0 вместо Va,- Пусть Ga = {gQG\gV-.= Va). Тогда Оа 
есть правый смежный класс 'gaH, где ga£Ga и G=\JgaH. 
Поэтому мы имеем изоморфизм J^-модулей RG<S>RHV0 я V, 
задаваемый правилом. ga<%>RHV0{to}gaV0. Ясно, что он является 
изоморфизмом ^С-модулей V$ и V. 

20.9. Лемма . Неприводимые .£>(_?-модули М и А̂  изоморф­
ны тогда и только тогда, когда для подходящих т&М и 
яб-Л/ идеалы ,1{т) = {х£Щхт = 0} и I {n) = {xeRO\xn=>0} 
совпадают. 

• Это вытекает из того факта, что.каждый неприводимый 
RG-ыбяуль L изоморфен RG-модулю RG/I(l) для любого 1&L 

' (В самом деле, если tp:M{to}-/V—изоморфизм, то x°m — Q 
тогда и только тогда, когда лгоср(яг)=0, откуда I (т) = 1 (<? (от)) 
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Пусть H<\G и L —некоторый RH-моАуль. На /^-модуле L 
определим g-сопряженное действие группы Н :zfial — (ghg~l)°l. 
и обозначим подученный RH-ыожулъ через •-£. 

20.10. П р е д л о ж е н и е . Пусть 'Я —нормальный делитель 
группы. О, L—неприводимый '-^Я-модуль. Если ^Я-модули--Х 
попарно неэквивалентны, когда g— пробегает представители 
различных смежных классов G/H, то La — неприводимый 
RG-иодулъ. • • • -

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть x&LG, x — x 1 + . .. + л:п — 
разложение элемента х в соответствии с соотношением LG = 
= ®R(ga®L)=La. Так как Н<]0, то RH-La=La, и• L« и 
ga(L)~ изоморфные ^Я-модули. В силу предыдущей леммы 
J (Xi)^J (х2), так что для некоторого С&^Я мы имеем 
C(xi)-=0, C(x2)=7--0. Поэтому C(Jc).= C(JCa)+ • • • +1-(•*-.)• Отсюда 
следует (no индукции), что RH-мoд,yлъ RH-x содержит не­
который RH-иоАулъ La\ но тогда, очевидно, RG-x содержит 

20.11. 3 а меч а ни е. В теории представлений локально 
компактных групп обычно используют двойственное опреде­
ление индуцированного представления. Пусть Я — подгруппа 
группы G, L — левый RH-модуль. Рассматривая кольцо RG 
как левый /?Я-модуль, при f — f(g)@iomRH(RG, L) положим 

gx°f{g)=f{gg\){g,g\bQ)\ 
тем самым модуль Hom-—(RG, L) 'становится левым RG-лго-' 
дулем, который и называют (двойственным) индуцирован­
ным модулем, отвечающим" модулю: L. 

20.12. З а м е ч а н и е . Иногда может оказаться полезным 
заменить в определении индуцированного модуля, двусторон­
ний RG-модул'Ь RG двусторонним RG-модулем' r(R,G) фор­
мальных (бесконечных сумм1 

2rgg 
(сложение и умножение справа и 1слев1а на элементы группы 

, G определяется покомпонентно): 
Индуцирование — наиболее распространенный способ по­

строения .неприводимых бесконечномерных представлении. 
Неприводимые бесконечномерные 'представления! строятся 
методом индуцирования в работах Ф. Холла [268] и С. Д. Бер-
мана и В. В. Шарая [16}. 

При каких условиях заданное представление является 
'индуцированным? —• Приведем один1 результат, касающийся 
этого1 вопроса. 

20.13. Т е о р е м а (A. E. Залеоский [56]). Пусть О — по-
лициклическая группа, Л — е е абелев 'нормальный делитель 
и М —неприводимый PG-модуль «ад полем' Р. Предполо­
жим, что £,т = 0 для некоторых' 0Ф£,6РА и тбМ, тФО. 

• Тогда М—индущиров&ниый модуль. 
Еще одно условие такого рода дает теорема "23.6 
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§ 21. ТЕНЗОРНЫЕ ПРОИЗВЕДЕНИЯ I 

21.1. Теорема (Стейнберг [426]). Пусть Р -поле и 
V —произвольный PG-модуль, на котором группа О действует j 
эффективно (т. е. gv — v для всех VQV влечет £=- 1). Тогда ; 
PG-модуль 2 &V — N является ТОЧНЫМ PG-модулем, т. е. ' 
хп—0 (x€PG) для всех nQN влечет x = 0. I 

Доказательство опирается на следующую лемму. 1 
21.2. Лемма. Пусть Г—-множество всех ненулевых. I 

элементов векторного пространства V над полем Р. Тогда в 1 

полной прямой сумме 2 ®г^ векторы 2® г- ' (̂ €Т) линейно не-
зависимы. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположив противное, выберем 
минимальное непустое конечное множество DcT, такое, что 
для ненулевых элементов р (d)gP (dQD) имеет место соот­
ношение 

(•) %p(d)®'d=*Q ( r = l , 2, . . . ) . 

Очевидно, что D содержит хотя бы два элемента. Поэтому | 
имеется линейная функция v* на пространстве V, которая не i 
постоянна на D. Заменяя в формуле (*) г на r + s и распро- : 
страняя линейную функцию «* на пространство ®r+'sVr== ; 
= Vr<%)Vs так, чтобы она действовала тривиально на первый ; 
множитель Vr и как ®sv* — на второй, мы получим •; 

2(p(d)® rd)«*W = 0 (r=l,2,...; s = 0, 1,2, . . . ) . 
dQD \ 

Таким образом, если ри ..., рп — различные значения, прими- ; 
маемые на D функцией v*, и если .01 —подмножество тех ; 
элементов dQD, для которых tJ* (d)=/Ji, то из невырожден- \ 
ности матрицы Вандермонда jt?s

r (l<r</i, 0<s<«.—1) выте­
кает, что уравнение (*) имеет место при замене D на D,, 
что противоречит минимальности D. Это доказывает лемму. j 
Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы. Положим W = Endp (V), так i 

что QaW. Так как каждой паре эндоморфизмов w:, w&W COOT- I 
ветствует эндоморфизм щфщ модуля V®V, то можно счи- i 
тать, что S®r\ '̂czEndp(Sr®''Vr).' Мы можем применить теперь \ 
лемму 21.2. в-ситуации V = W, T — G. Тогда элементы группы j 
G, рассматр'иЬкемыё как автоморфизмы модуля 2r®V, линей- ; 
но независимы, ,'STO означает, что Ker (PG->Endp(Sr®V)) = 0, \ 
что и требовалось доказать. j 

Теорема' 21.1 имеет'своим источником теорему Бернсайда 
(см. Кэртис и Райнер [75], §32). | 
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Следующая теорема находит применения к отысканию 
критерия полупростоты групповой алгебры линейной группы. 

21.3. Теорема (А. Е. Залесский [55]). Пусть QczOL (V) — 
неприводимая линейная группа над алгебраически замкнутым 
тюлем P, причем группа G связна в индуцированной топологии 
,'Зариского. Обозначим через Т прямую сумму композицион­
ных факторов PC-модуля 2®rV. Тогда Т является точным 
•РО-модулем. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть т=—Ep^-ePG (pfiP, gi6G), 
тбКег (PG{to}Endp(r)). Обозначим через ср.- представление 
алгебры PQ на модуле ®SV. Тогда <?-•(-)-—нильпотентный 
эндоморфизм, так как <р-Ч-) действует как нулевой оператор 
на композиционных факторах модуля ®SV. По этой причине 
ys(xx)—-нильпотентный оператор для любого x&G и, следова­
тельно, tr(-f-(x-))==-0 (s = l,2, ...)*). Но b(<?*(xi)) = 
==T,pi[tv(xgi)\s. Нетрудно убедиться, что функции tr (xgt) на 
группе G все различны. Так как группа О связна, &iT(xgj)-— 
полиномиальная функция на группе G, то для подходящего 
•элемента x0QG значения tr(x0g-/) все различны. Соотношения 

UA[trMH0 (s-1,2, ...) 
t 

•составляют систему линейных уравнений с определителем 
Itr^ogi)8!. Это — определитель Ванд&рмюнда. Следователь­
но, система имеет только нулевое решение pi=0. Тогда т=0. 
Теорема доказана. 

21.4. С л е д с т в и е . Пусть G и Р—как в теореме 2il.3. 
Тогда групповая алгебра PG полупроста. 

Структура тензорных степеней бесконеч.но'мер-ного моду­
ля изучена мало. Один результат в этом направлении, нахо-
дядшй применения в теории многообразий колец, полу­
чен В. Н. Латышевым [77]: 

21.5. Т е о р е м а . Пусть V — линейное 'пространство над 
лолем с базисом X, на котором естественным, образом (пере­
ставляя базисные элементы) действует группа G—SF(X). 
Тогда модуль <Е> rV (/—1,2,...) обладает конечным компо­
зиционным рядом. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Зафиксируем г и выберем произ,-
вольно г элементов хи • •., хг из X. Множество [Хаи ® . . . 
®хаг) (хш 6 {x1,...,x-},l;<t<'") обозначим через Т 
Очевидно, что каждая G-орбита элемента 
JCa,® . . . ®Хап (xafiX) имеет представитель в множестве Т 
Предположим, что существует бесконечная последователь­
ность PG-модулей WfiWfi... c®rV. Запишем w— 
= Ъ(ха1®...®хаа)-ра1...ап(ра1....аявР, w£®rV) Н пусть TQ — 
множество тех элементов из Г, которыепоявляются вразложе-

*• Здесь через tr(^) обозначается след эндоморфизма х. 
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ции элементов iw&JWt. Пусть щ, ..., -я;,—элементы пространст­
ва UW-, разложения которых содержат все элементы мно­
жества Т0 и Wfi\Wt — пространство,, содержащее элементы 
wu .,.,wm. Tor да, как нетрудно убедиться, каждый элемент 
пространства 1Жг сравним по модулю О с элементом про­
странства W{ (так как каждое слагаемое в разложении эле­
мента migUW,. сравнимо по модулю О с элементом множест­
ва Т0). Это показывает, что последовательность Wt конечная 

• § 22. ПРИМИТИВНЫЕ ИДЕАЛЫ ГРУППОВЫХ КОЛЕЦ 

22.1. О п р е д е л е н и е . Кольцо К называется примитив­
ным, если К обладает точным' неприводимым модулем. М,. 
т. е. при kQK соотношение km=& для всех m-Q M влечет 
й=0. Идеал I кольца К называется примитивным, если фак­
тор коль до К/1 примитивно. 

Обсуждение вопросов, связанных с примитивными идеа­
лами, мы начнем со следующей проблемы-, .поставленной 
Капланским [300]. 

22.2. При каких условиях групповая алгебра над тюлем 
является примитивной? 

22.3. Пр е дл 01 ж ен и е. Предположим, что групповое 
кольцО' PG примитивно. Тогда A(G)—абелева группа без 
кручения. Кроме того, если ]P|>|G|, то A(G)=T. 

Д о к а з а т е л ь с т в- о. Первое утверждение вытекает из 
теоремы 13.8, если учесть, что примитивное кольцо первично. 
Для доказательства второго предположим', что- Д(G) -»-= 1. 
Пусть а—-сумма всех элем-ентов, сопряженных с некоторым 
элементом h группы Д(О). Тогда элемент а централен в 
РО; согласно предложению- 23.2 ниже элемент а алгебраи-
ч-ен над Р. По теореме 2.33 а = Ь + с, где Ь, с—центральные 
элементы кольца PG, причем с -нилыпотентен, а Ъ имеет ко­
нечную опорную подгруппу. Так как кольцо PQ первично, 
то'с=0, и ввиду первого утверждения Ъ—рЛ (pQP), откуда 
следует, что h='l. Предложение доказано. 

Некоторые другие необходимые условия примитивности 
групповых алгебр можно найти в; статье Алана Розенбер-
га [39в]. 

Следующую теорему в -случае характеристики 0 доказали 
Форманек и Снейд-ер [250]; Пасома» (676} перенес ее в ха­
рактеристику j">0. 

22.4. Теорема . Пусть G---локально', конечна» счетная 
группа с A(G) = 1. Пусть Р — иоле; -предположим, что 
JPG—i). Тогда групповая алгебра PG примитивна. 

Д о к а з а т е л ь с т в о , (a) char(P)=Q. Достаточно по­
строить такую последовательность' конечных ' подгрупп 
Hi (i=4, 2,...) группы- G, что #ictfi+1, G=-U#i и такую по­
следовательность неприводимых Р#<-.модул ей . Vi, что Vi _ 
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-— Vi+x\PHi и алгебра РЕг действует точно на Vi+i: тогда, 
очевидно', V= \jVi есть точный неприводимый PG-модуль. 

Пусть 0 = ( ^ „ Й , . . . ) , Ho—"1 и VQ.— тривиальный одно­
мерный Р//0-модуль. • Последовательности V\ и Нс построим 
индуктивно; предположим, что Ht и V; уже найдены. Пусть 
1— 61+ . . . +еп — разложение единицы кольца РН£ в сумму 
примитивных центральных идемпотентов алгебры РН{. Так 
каккольцо/С.-=РОпервично(13.8),тое1ЛГе2А'. .епК*£0, так что 
мы можем выбрать и элементов хи ...,хп группы G, для ко­
торых ' а. = ехх-[.. .епхпфО, Положим Н1л. — < Нь хи ... 
• • •, .*••.'. gj+i > • Тогда а.еРН1+1 и так как алгебра РН1+г полу­
проста, то существует такой неприводимый P//i+1-модуль 
Vi+ъ что а1/г+.=£0. Следовательно, e,Vul фО (/-= 1, . . . , п). 
Так как каждый идеал кольца PHt содержит некоторый идем-
потент es, то кольцо РН1 действует точно на V..+1. Поэтому 
модуль Vi+ilPHi содержит Vc. 

(б). char(i°) = p>0. Мы опустим ту часть рассуждения 
Пассмана, где он показывает, что можно ограничиться слу­
чаем конечного поля Р. Пусть теперь Hl v.Vi—как в (а)» 
Пусть аи . . . , а —конечное множество всех ненулевых эле­
ментов кольца PHt. Как и в (а), мы имеем a=a1 jc1 . . . 
. . .ar_-xr_-ar.-A0 для некоторых хъ ..., xr_i6G. Так как J К —О, 
то а/С не есть нильидеал, так.что мы можем выбрать такой 
элемент fig/C, что элемента,- ненильпотентен. Положим Я/+1 — 
= < H,-> gi+ъ хи ..., хГ_ъ р > . Так как a$£PHi+l— ненильпо-
тентный элемент, то существует такой неприводимый РЯ/+1-
модуль Vi+U что aWi+x ¥* О- Н3 определения а вытекает, что 
Vi+i — точный РЯ^-модуль. Но из теории представлений ко­
нечных групп известно, что точный модуль содержит, в каче­
стве подмодуля каждый неприводимый подмодуль; в частности,, 
Vl+1\PHpVt.' 

Следующий неожиданный результат принадлежит Форма-
неку [249]: 

22.5. Теорема. Пусть /•? — область целостности и G — 
неабелева свободная группа. Предположим, что \G\ >\R\. Тог­
да /групповое кольцо Р\G примитивно. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Форманек доказывает ЭТОТ резуль­
тат в более общей форме, именно, когда Q есть свободное 
произведение групп А и В. Пусть g&G; будем говорить, что 
элемент g есть типа АА и имеет длину 2k + 1 , если он 

'имеет вид g==a]bia2b2... «.̂ -.a-H-i (^iGA\\, bcGB\\). Элемен­
ты типа АВ, ВА и ВВ и их длины определяются подобным 
образом. Элемент 16G, по определению, имеет длину. 0. Че­
рез G# обозначается множество неединичных элементов 
группы G. 

Итак, пусть G •=• А*В, — свободное произведение, причем. 
группа А бесконечна, |А|>|-9| и |Л|>|/?|. (Ясно, что.свобод-
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кая группа представима в виде свободного произведения групп | 
А, В с [Л|>[б|>. Тогда |А|-=|^0|. Пусть a{to}X (a) — взаимно ! 
•однозначное соответствие между A* и RG\{0} и пусть b— ? 
фиксированный элемент из -б*. Для каждого абЛ# обозначим < 
через g (д) элемент максимальной длины в supp (к (а)). Положим ! 

abl (a) a + Ы (a) ab + 1, если g{a) — типа ЛВ ИЛИ f 

<?(a) = \ab\(a)ba + bl(a)bafr-\-\, если g (а) — типа AA, ; 
ak(a)bab + ba\{a)ba-\-\, если g(a) — типа 6A, : 
ak(a)ab + Ьа\ (а)а+ 1, если g (a)—типа 5 5 . I 

Пусть S&RG. Легко видеть, что каждый элемент g мак- [ 
симальной длины в носителе элемента s? (а) оканчивается j 
либо а либо ab, т. е. он имеет вид | 

**...*Ь'а, либо f 
•?—• ...*а6, где &'е.8*. | 

Это означает, что уравнение вида i 
1 =-5.? (д,) + . . . + ЗД Ы \steRGt a£A#) \ 

неразрешимо (следить за элементами максимальной длины в 
носителе элементов в правой части). Следовательно, левый I 
идеал М, порожденный {<р (а)\а£А#} есть собственный идеал ; 
кольца RG. Принимая во внимание, что . : 

ср (а) = ,\ (а)* + Д (а) * + 1 , RG - {0} = {\ (а)\а£А#) \ 
получаем, что М не содержит никакого ненулевого двусто- ! 
роннего идеала кольца RG. Таким образом, кольцо RG при- | 
МИТИВНО. | 

На основании теоремы 22.6 МОЖНО сконструировать при- \ 
мер примитивного группового кольца PG группы G с нетри- I 
виальным центром. A именно, пусть Р — поле, А — абелева j 
группа без кручения; тогда РА есть область целостности, j 
так что групповое кольцо (РА)'-Н группы Н над кольцом [ 
РА примитивно, если Н достаточно большая свободная [ 
группа. Но (РА)-Н=Р{АхН), так что кольцо PG = P(Ax ] 
ХН) примитивно и C(G) =А. ' \ 

Отметим еще следующий результат Паосмана [379]: 
Пусть G—разрешимая груша без кручения и A(G)=-il; су­
ществует .такое поле Р, что групповая алгебра PG прими­
тивна. 

Информация о примитивных идеалах, групповых колец 
имеется, в основном, дл.я нильпоте-нтных групп. х 

22.6. Теорема (А. Е. Залесский [56]:). Пусть G — ниль-
тютентная группа с конечным1 числом образующих. Тогда 
всякий примитивный идеал / групповой алгебры PG мак­
симален. 
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Дадим эскиз доказательства, ограничиваясь случаем, 
когда'G—'группа без кручения, и Ker(G—PG//) = 1 . По 
лемме Шура If)PC(G) —-простой идеал' кольца PC(G). 
Кроме ТОГО, элементы группы G(G), рассматриваемые как 
элементы кольца PG/I, являются алгебраичными над Р (ем. 
23.1). Следовательно, факторкольцо PC(G)/PC(G) f] I яв­
ляется полем,- так что идеал If\PC(G) максимален в PC(G). 
Остается сослаться на теорему 7.1 (г). 

В том случае, когда группа G в теореме 22.6 — без кру­
чения, МОЖНО получить, более подробную информацию о при­
митивных идеалах: 

22.7. Т е о р е м а (A. Е. Залесский [56])'. Пусть G — конеч­
но-порожденная нилмготентная группа .без кручения, I — 
двусторонний идеал групповой алгебры, PG, причем .естест­
венный гомоморфизм G—+PGII—'С тривиальным' ядром. 
Тогда следующие условии эквивалентны: 

(а) /— примитивный идеал алгебры PG; 
(б) /—максимальный идеал; 
(в) центр алгебры. PG/I — конечное расширение F 
поля Р; 
(r) PG,//—'скрещенное произведение поля F и группы 
G/€(G). Кольц-О' PG/7 не имеет делителей нуля,. 

При этих условиях I—'ядро некоторого индуцированного 
представления группы G. 

Следует отметить, что эта теорема является. аналогом 
теоремы Диксмье [237] о примитивных идеалах универсаль­
ной обертывающей алгебры нилыштентной алгебры Ли ко­
нечной размерности. Этот результат Диксмье позднее обоб­
щался и расширялся в различных направлениях: см. Дикс­
мье (азв, 239], Нуаае и Габриэль [342], Коиз и Вернь [233], 
Райе [308} и др. Возможно, эти результаты могут быть по­
лезными с эвристической точки зрения для исследования 
примитивных идеалов групповых алгебр. 

Быть может, заслуживает внимания! вопрос: 
22.8. Описать группы, допускающие точное неприводимое 

представление над полем Р. 
Этот вопрос решен для конечных групп: 
22.9. Т е о р е м а (Гаш.юц [266]). Конечная группа G тог­

да и только тогда обладает точным неприводимым представ­
лением над полем Р характеристики p>0, когда G не имеет 
инвариантных p-подгрупл и, цоколь группы G .порождается 
одним классом, сопряженных элементов. 

Напомним, что цоколь группы G есть подгруппа, по­
рожденная всеми минимальными нормальными делите­
лями. 

В другой форме критерий точного представления полу­
чен Вайснером [452]. 
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§ 23. БЕСКОНЕЧНОМЕРНЫЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ ГРУПП 

Вероятно, Ф. Холл [267, 268} впервые начал исследовать 
бесконечномерные представления групп без топологии. Эти 
исследования проводились с целью применения к теории 
групп. Так, в первой из этих статей доказывается, что груп­
па, которая представляет собой расширение абелевой груп­
пы при помощи полициклической, удовлетворяет условию. 
максимальности для нормальных делителей. Вторая статья 
посвящена доказательству того факта, что группа, являю­
щаяся расширением абелевой при помощи нильпотентной 
группы, аппроксимируется конечными группами. Основной 
результат Ф. Холла, относящийся' к теории представлений, 
можно .сформулировать следующим образом: 

23.1. Т е о р е м а (Ф. Холл [2-6.8J). Пусть G — полицикли-
ческая группа, Р — произвольное поле и М — неприводимый 
PG-модуль. Тогда каждый элемент централизатора модуля 
М алгебраичен над Р. 

Следует отметить, что для «больших» полей эта ситуа­
ция является обычной.: 

23.2. Предложение (Амицур [180], Диксмье [238]). 
Пусть N— мощность поля Р, А — ассоциативная алгебра над 
полем Р, причем dimPA<.N и пусть М — неприводимый A-мо-
дуль. Тогда каждый элемент централизатора HoniA(M,.M). 
модуля М является алгебраическим над Р. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть t — неалтебраический эле­
мент кольца Нотд(М,Ж). Тогда М можно рассматривать 
как векторное пространство над полем P(t), так что 
dimpM>dimj-P(^). Из> того факта, что элементы (t—ее)-1 

{и&Ру линейно независимы над Р (см. Джекобсон [40], 
гл. I, § 10), следует, что dimpP(^)>.V. Следовательно, 
dimPA><iimkM>N, что противоречит условию. 

Недавно Куиллен [386] опубликовал изящное доказатель­
ство алгебраичности' над Р элементов централизатора не­
приводимого Р{/-модуля, где PU — универсальная оберты­
вающая .алгебра конечномерной алгебры Ли над полем Р 
(6e3 ограничения на его мощность). Было .бы интересно най­
ти единое доказательство теорем Ф. Холла и Куиллен а. 

Следствием теоремы 23.1 является следующий неожи­
данный результат: 

23.3. Те.орем'а (Ф. ХОЛЛ [268]). Пусть Р — конечное по­
ле, или объединение конечных полей и G—конечно-оорож-. 
денная нильпотентная группа, Тогда всякий неприводимый 
PG-модуль М конечномерен над Р. 

Д о к а а а т е л ь с т в> о. Можно считать, что группа С 
действует на М эффективно, т. е, gtn = т для всех т 6 М вле­
чет g —L Достаточно доказать, что центр труппы G конечен: 
тогда и группа G будет конечной. 
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