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ВЫПУКЛЫЕ ФУНКЦИИ И НЕРАВЕНСТВА ДЛЯ СЛЕДА 

В статье доказывается ряд неравенств для выпуклых фун­
кций и следа на алгебре Неймана, известных в основном в н е ­
которых частных случаях. Существенным моментом доказатель­
ства является использование интегралов по обобщенным разло -
жениям единицы. 

Пусть <Д- - алгебра Неймана, </& (соотв. , 
множество эрмитовых (соотв. , положительных) операторов из 
«Л , 1^С ~ единичный элемент в </К , c/*t* - простран­

ство ультраслабо непрерывных функционалов на c/*t . 
c 4 t + - значной мерой на О -алгебре ЭД(СУ) под -

множеств множества £ 1 будем называть отображение 

-аддитивное в смысле 
ультра ела бой топологии на c^v . Если Х ( С О = 1 ^ , 
то сД£ -значную меру будем называть c4t -значным разло­
жением единицы. Для любого *p€c4l# соотношение <p(XO(Q)s 

s f (X(Q) ) определяет скалярную О -аддитивную меру tp()j() 
на 5((Q) с конечной полной вариацией. Пусть g : О • ^ IR -
ограниченная измеримая функция. Соотношение 

«p(l(x,9))-$9<fcpoo (<?€С/Й*) 
определяет эрмитов оператор КХ.9) из Л . Некоторые 
естественные и без труда проверяемые свойства отображения I 
приведены в работах [ 1 - 3 ] . Если A*t/l* и С1 - подмно­
жество IR , содержащее спектр А , то через Р 
будем обозначать ортогональное разложение единицы на борелев-
ской О -алгебре множества П , соответствующее опера -
тору А . 

Пусть </Ч и JV - алгебры Неймана, % *. Jv *-<Л1 ~ 
линейное положительное ультраслабо непрерывное отображение, 

Д - j{ -значная мера на ЭД(Q) . То^да соотношение 
TC(X)(Q)= Tl(X(Q)) определяет сД -значную меру "&(%) 

на ! Ц ( ф ) . Нетрудно убедиться, что если g : Q ' — * К 
ограниченная измеримая функция, то И С К Х . З ^ ^ ' К Я С Ю э О У 

В дальнейшем будем считать фиксированным точный нор­
мальный конечный след *t на алгебре Неймана 
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Теорема 1. Пусть ^ - вещественная выпуклая функция 
на отрезке [Ct,t] числовой прямой, Ж - <Л -значное 
разложение единицы на б -алгебре £((Q.) . функция 
3: Xi— "̂ [<ЬЭ83 измерима. Тогда 

T(IOK.H))>T(f<I(X,g)». (1) 
Это утверждение доказано в работе £3J . Для полноты 

изложения приведем схему доказательства. 
Для случая f(Ws!AI утверждение теоремы сводится 

к неравенству 

Ш,+А2)»т(1А,-А21) (А4,Ав€Л+), 
доказанному А. Н. Шерстневым ( £ 4 ] /предложение 1 2 ) . Ис­
пользуя это, нетрудно убедиться в справедливости неравенства 
(1 ) для любой выпуклой кусочно-линейной функции f и, про­
изводя предельный переход, для любой выпуклой функции. 

Замечание. Для случая алгебры всех ограниченных опера­
торов в гильбертовом пространстве и канонического следа на 
ней аналог теоремы 1 доказан в работе Ф. А. Березина [5J 

Теорема 2 . Пусть сЛГ - ал г ебра^ Неймана, И*.сЛГ«—*• i/H** 
линейное положительное ультраслабо непрерывное отображение , 

< - вещественная выпуклая функция на отрезке [й,Ь] 
и спектр оператора А * %Н содержится в [&,6] . Тогда, 
если tk • 

T(it(f(A»)>i;(f№(A)». 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Представим оператор А в 

или 

то 

виде 
A-S*dP*-HI>*.*). 

Тогда 

*(А>КЖ1>*),Ю, f(A)=I(PA,f(X)), *Cf<A)) = I(1l(|PA),f00). 

В условиях пункта ft) 

T(ll(f(A)))»T(I(W(IPA),f (AW •> 

>T(f (КЛ(1РА),Ш = T(f (ЖА)». 
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Для доказательства пункта Ь} введем сЛ{ -значное 
разложение единицы X 

_ ( Я(РА(0)> .если 3t(PA(Q)> , если 

если 0*Q, 

где Ц - борелевское подмножество отрезка LCt.bJ . Тогда, 
учитывая условия пункта I ) , получаем: 

iWfCAW - Т (I(H(«>A),f (»)) > 

>T(i(x,f(w))>*^f(KX,x)))" 
-TCf (1(Ж1РА),Л)))-T(f (л(Ш. 

Следствие 3 . Пусть I - вещественная выпуклая 
функция на отрезке [&,1] , содержащем спектр оператора 

А€ с/ЛЭ , В|(1«17п) - операторы из c4t . Тогда , 
если т**л*л 

«ZBlBrU 
или 1»1 „ I) - 2-B?&i<U,0«[a,t] и fW>«0. 
то ,«» ТЯГ * "* ' п t ( g Btf ̂ )В0 «(f (§B! AM-

Теорема 4 . Пусть f - вещественная выпуклая функ­
ция на « • , f(0)<0 А и В - операторы из </К . 
Т ° г д а l(f(A+B))»-t(f<A»+T(f<B)>. (2) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть сначала ^(0) s0 
В этом случае доказательство можно провести аналогично до­
казательству леммы 3 работы Косаки Гб J . Как известно, су­
ществуют операторы U , V из и ! такие, что 

A,/a = U(A+B),/a , BV2=V(A+B)</*, 
U U+V V - носитель А+В . Тогда, учитывая 

следствие 3 , имеем: 
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T(f(A))+l(f(B))= 

=T(f(U(A+B)U*))+T(f(V(A+B)V*))* 

4T(Uf(A+B)U*)+T(Vf(A+B)V*) = 

=T((U*U+V*V)f(A+B))=T(f(A+B)). 

Пусть теперь f(0)*0 • Введем функцию f1(A> = f(X)-f(0) 
на is . Тогда 

T(f(A))+T(f(B))« 

= T(f<(A))+T (f,(B)) - 2f (O)T(U)« 

< T(f,(A+B)) - f(0)T(U) = T0f(A+B)). 

Замечание. На простых примерах можно убедиться, что 
для выполнения неравенства (2 ) недостаточно требования 

при А^ла^и . 

В г#боте L^J было показано, как, используя неравен­
ство (1 ) , легко убедиться в справедливости следующего у т ­
верждения, доказанного Либерманом [/7j c помощью другой 
техники (см. также £ в ] ). 

Теорема 5 . Пусть >f - вещественная выпуклая функ -
ция на отрезке [(1,1 ] , А и В - операторы из с/И, 
спектры которых содержатся в [&,&] . Тогда при (К&^1 

*C(f (ocA+tt-cOB)HdT(f(A)) + (l-<*ttCf<B)). 
Следствие 6 (см. , напр. , L9J , теорема 1 ) . 
а) Пусть f - выпуклая неотрицательная функция на 

IR .удовлетворяющая Дд условию (т. е. существует кон­
станта С* такая, что fQXXCffOO.) ........ А и В -
операторы из с/И- . Тогда 

T<f(A*0)«$Cjft(ffA»+T(f<B,>». 
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в) Пусть f - вогнутая неотрицательная функция на IR 
для которой существует константа C-f^O такая, что $(2>\)Ъ 
Cff(-X) , А и В - операторы из М . Тогда 

т (f (А •&))« * С f (T(f (A» +T(f (В))). 
Д о к а з а т е л ь с тво. 

a) t(f(A+B»= T(f(|-2A+£-2B))<Vf<f(2A»+4i;(f(2B»« 
<^Cf(T(f(A))+T(f(B))). 

fc) т;(f (A+B))»Jx(f(2A)) + |T(f(2B))> 

>iC|(T(f(A)) + T(f(B))). 
Замечание. Утверждения, доказанные в статье, допус­

кают обобщения на случай полуконечного следа, а также на 
неограниченные функции и неограниченные операторы, присое­
диненные к алгебре. Для доказательства этих обобщений дос­
таточно осуществить подходящим образом предельные перехо­
ды (см. по этому поводу L3J ). 

Примечания по корректуре. 1. Во время подготовки статьи ' 
к печати была опубликавана работа p-OJ, • в которой иным спо­
собом доказывается ряд неравенств из числа приведенных выше. 

2. Представляет интерес сравнить теорему 4 со следующим 
утверждением. 

Теорема 6 . Пусть В(Н) -алгебра всех ограниченных опе­
раторов в гильбертовом пространстве Н , dimH*2 , функция 

f:IR+—**IR такова, что a) f(0)=0 и в) f(A)/A неубы­
вает на IR+\{0} (в частности, это так, если ^ выпуклая). 
Если f(A+B)>f(A) + f(B) для всех А,В€ В(Н)+ , то f(A><X* 
при некотором (X 6 IR 

Для доказательства достаточно рассмотреть случай сЦгпН-Й 
и матрицы 

А = В -
-ШЧ) 

-\1й£Т) s-e 
где 6 , £ , 6 - 2 С > 0 . 
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