
ЧАСТЬ I 

И Н Т Е Г Р О - Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н Ы Е У Р А В Н Е Н И Я 

М. М. Вайнберг 

Р а з л и ч н ы е вопросы физики и техники приводят к исследова­
нию интегрр-дифференциальных уравнений и к постановке для 
них определенных з а д а ч . В связи с этим теория таких уравнений 
д а в н о привлекает внимание как физиков-теоретиков, так и матема­
тиков . 

Имеется о б ш и р н а я ж у р н а л ь н а я литература , посвященная изу­
чению частных к л а с с о в интегро-дифференциальных уравнений к 
несколько монографий, в которых р а с с м а т р и в а ю т с я либо отдель­
ные уравнения , либо некоторые частные вопросы теории интег­
ро -дифференциальных уравнений. К последним, в частности, отно­
сятся : 1) М о н о г р а ф и я К а р л е м а н а [42], в которой исследуются воп­
росы существования , единственности и предельных свойств интег-
ро-дифференциального (кинетического) уравнения Б о л ь ц м а н а . 
2) М о н о г р а ф и я В. С. В л а д и м и р о в а [29, д], в которой строится ма­
тематическая теория одного класса краевых з а д а ч для интег­
ро -дифференциальных уравнений типа Б о л ь ц м а н а . Этот класс за­
д а ч описывает различные физические процессы, к которым, в 
частности, относится процесс переноса нейтронов в з а д а ч е о рас­
чете ядерных реакторов . 3) М о н о г р а ф и я Я. В. Б ы к о в а [16, г], по­
с в я щ е н н а я исследованию р я д а вопросов качественной теории ин­
тегро-дифференциальных уравнений, 4) Монография Вольтерра 
[146] и Лихтейнштейна [131, Ь]. 

З а последние годы, как и раньше , теория интегро-дифферен­
циальных уравнений р а з в и в а л а с ь в двух направлениях . Первое 
н а п р а в л е н и е связано с изучением конкретных уравнений, появля­
ющихся при решении различных з а д а ч механики и физики. Вто­
рое направление связано с построением общей теории. Это сразу 
видно из списка литературы, помещенного в конце статьи. 

Основные усилия советских математиков , исследования кото­
рых связаны со вторым направлением , были, в первую очередь, 
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н а п р а в л е н ы ,на установление теорем существования и единствен­
ности для широких классов уравнений, а т а к ж е на выяснение воп­
росов об устойчивости решений, о ветвлении решений, о существо­
вании периодических решений, о р а з л о ж е н и и функций по собст­
венным функциям некоторых к р а е в ы х з а д а ч д л я интегро-диффе-
ренциальных уравнений. Р а с с м а т р и в а л и с ь т а к ж е з а д а ч и с мальим 
п а р а м е т р о м при производных и другие з а д а ч и . 

Н а с т о я щ и й обзор охватывает ,не все вопросы и он будет про­
д о л ж е н в последующих выпусках «Итоги науки». В нем использо­
вана , в основном, литература , п о я в и в ш а я с я за последние десять 
лет. 

Хотя статья обзорная , но она содержит и некоторые результа ­
ты автора (пункты 1.3, 1.6, 1.7). 

1. ПРОСТЕЙШИЕ ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
С ПОСТОЯННОЙ ОБЛАСТЬЮ ИНТЕГРИРОВАНИЯ 

В данном параграфе мы будем рассматривать уравнение 
ь 

u(x) = l^F [х, у- а (у), и! (у), . . . , иМ (у)] dy + f (х) (1.1) 
а 

и подобное уравнение в частных производных, в которых F, /, и — 
вещественные функции вещественных аргументов и X — веществен­
ный параметр . 

Если правая часть уравнения (1.1) п раз дифференцируема 
по х, то уравнение (1.1) эквивалентно следующей системе нелиней­
ных интегральных уравнений 

ь 

а 
где 

ак(х) = «<*>(*), fk(х) = /(*>(х), Fk = ^ F » k = 0, 1, 2, . . . , п. 

Мы, однако, не будем сводить уравнение (1.1) к системе, а пока­
жем, как оно исследуется непосредственно. 

Решения уравнения (1.1) естественно искать в пространстве 
непрерывно дифференцируемых функций до порядка п включитель­
но, т. е. в пространстве = С№[а, 6] . Если отказаться от 
непрерывности и интеграл понимать в смысле Лебега, то решения 
можно искать в классе функций, дифференцируемых до порядка 
п—1, и требовать абсолютную непрерывность а{п~1) (х). Возможны 
и другие ослабления вводимых ограничений. Д л я простоты дос­
таточно рассмотреть случай, когда f№ (х) (k = 0, 1, . . . , п) непре­
р ы в н ы , 

б 



1 ' .. 

а | Х | < 1 , (1.3) 
где 

п Ь 

а = max 2 «л, лш = max f alk (х;у) dy, 
(') k=0 * а 

* Иногда общее нелинейное интегральное уравнение называется уравнением 
Урысона. Урысон провел интересное исследование такого уравнения, в предполо­
жении монотонности по uF(x, у, и) и Fa (х, у, и). Ввиду этого уравнения с 
монотонными операторами естественно называть уравнениями Урысона. Однако 
общее уравнение, без требования монотонности, было исследовано значительно 
раньше, например, в работах Блокка (1907г.) и Адамара (1908г.) 
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ffiFlXf У\ ti0, uv . . u n ] =F1

X1 i=*0, 1, 2, . . п , 

непрерывны по совокупности аргументов x, yG[a, b] и ufi[—a, -f a ] , 
где a — любое положительное число. Переход к случаю, когда 
правая часть уравнения (1.1) непрерывно дифференцируема (п — 1) 
раз и последняя производная абсолютно непрерывна на [а, Ь ] , 
связан лишь с усложнением формулировок и выкладок. При 
выборе пространства исследование уравнения (1.1) принципи­
ально не отличается от исследования общего нелинейного интег­
рального уравнения* в пространстве непрерывных функций, так 
что к нему применимы методы исследования, разработанные в 
теории нелинейных интегральных уравнений [73]. Это показано в 
первых трех пунктах, где рассмотрены метод сжатых отображе­
ний и принципы Шаудера и Кдччиополи. Применимы и тополо­
гические методы Л е р е я и Шаудера , а т акже другие принципы 
существования и единственности решения. 

1.1. М е т о д с ж а т ы х о т о б р а ж е н и й 

Пусть f(x)GC№ и существуют частные производные 
FXHXJ У\ uai uv • • •» ип)> i = О* Ь . . . 1 л , непрерывные по совокуп­
ности х, уй[ау Ь ] . Тогда, если положить || и\\ = max (max | и{1"> (х)|), 

(О х 
i = О, 1, . . . , п, то д л я сжатости в С ( / г ) оператора 

ь 

Г х (w) = X J F[x, у\ и(у), и'(у), ип(у)] dy + /(х) 
а 

достаточно потребовать, чтобы при i = 0, 1, . . . , п 

I Fx

l) [х, У\ UQ, uv . . . , ип] — F(x] [ху у\ vQ, v v . . . , vn]\ < 
п 

< 2 y)\uk-vk\ (1.2) 

и 



Отметим, что если положить |] м || = 2 m a x I U < < V ) (*)|» то получает-
г=0 

ся та ж е оценка (1.3). Таким образом, если выполнены условия 
(1.2) и (1.3), то обычные последовательные приближения сходятся 
к единственному решению уравнения (1.1), начиная с любого 
начального приближения и°(х)&С^п\ и это решение принадлежит 
пространству №>. 

Если а = — оо и 6 = + оо, то для сжатости и действия опе­
ратора Т\ достаточно дополнительно потребовать, чтобы 

J №(х, у \ О, 0 , . . . , Q)dyeC(— оо , + оо); 
—оо 

J aik (х, у) dy£C (— оо, -f оо). 
—ОО 

1.2. П р и м е н е н и е п р и н ц и п а Ш а у д е р а 

Д л я простоты мы здесь будем предполагать , что в .уравнении 
(1.1) / (х) == 0, что не ограничивает общности. Согласно принципу 
Шаудера уравнение (1.1) имеет по меньшей мере одно решение, 
принадлежащее шару Da, 

Da = {и:|| и | | < а } ; || и || = max ( max 1 t№ (х)\, i = 0 , 1 , 2, . . . , п9 

пространства СМ [а, &], если в этом шаре оператор 7 \ вполне 
непрерывен и отображает Da в себя. Д л я полной непрерывности 
7 \ в Da достаточно, чтобы функции Fl

x(х, у\ и09 иъ ип), 
i = 0 , 1, 2, . . . , /г были непрерывны по совокупности аргументов 
при х, ув[а, Ь] и | ^ | < а, а д л я того, чтобы 7 \ (Da)czDai дос­
таточно выполнение неравенства 

| X | J | Ff [х, у- и (у), и' (у), . . ., н<«> (*/)]! Л / < а , i = 0, 1, . . . , п, 
а 

если u(x)GDa. Это неравенство, в частности, выполняется, когда 
при \щ | < а имеет место 

max |/?(f) ( Х % у . M q j и г . . . , и л ) | < ^ — г =, о, 1, . . . , /г. 

1.3. Применение принципа Каччиополи 

Согласно принципу Каччиополи уравнение и = Т (и) имеет 
единственное решение, если Т — вполне непрерывный оператор, 
v = и — Т (и) — локально обратимый оператор и при и -> оо в 
смысле нормы рассматриваемого банахова пространства (или в 



смысле специально введенного отклонения и от нуля) ор0„ 
Д л я полной непрерывности в С{п) оператора Г Л , входящего в урав ­
нение (1.1), достаточна непрерывность по совокупности аргумен­
тов функций F{^(х, у\ и0, и ъ . . . , ип)9 i = 0, 1 ,2 , . . . , п. Полная; 
обратимость оператора U} = I — Т}, где I—тождественное пре­
образование в Оп\ обеспечивается теоремой Гильдебрандта и. 
Грэйвса о неявных операторах . Производная Ф р е ш е 7 ^ представ­
ляет собой линейный интегральный оператор 

ь п 

a i=0 1 

Ввиду э т о г о , если мы допустим, что 

| Х | а ( / г + 1 ) < 1 , а = т а х а ^ , aik = max f aik{x9 y)dy9 

то мы придем к следующим оценкам: 

1 1 ^ ( ^ ) ^ 1 | > [ 1 - ( / г + 1 ) | Х | а ] | | и ] | , 

Н ^ х ( * ) 1 1 > П - ( л ' + 1 ) |М«] | | «1 |—1^1 Р - 1 1 / 1 1 , 
г д е 

ъ 
Р = m a x \ 4^rF(x9y\ 09 09 . . . 9 0) dy. 

а 

Первая оценка показывает, что линейный оператор U'K = I — Т'х 

имеет ограниченный обратный оператор, так что по теореме.: 
Гильдебрандта и Грэйвса преобразование v = Ux(u) = а — 7 \ ( и ) 
локально обратимо. Вторая оценка показывает , что если || и\\ -> о о , 
то \\их(и)\\-> оо,. Таким образом, введенные ограничения на F{^ 

д1 

и -^f Fu обеспечивают выполнение всех условий принципа К>ч-
чиополи, и, следовательно, существование единственного решения 
уравнения (1.1), принадлежащего пространству С{п). 

Отметим, что введенные ограничения настолько сильны, что 
они обеспечивают сжатость отображения Ux (а) = и — Тх(и). Одна­
ко таким путем могут быть установлены менее жесткие требова­
ния, обеспечивающие существование единственного решения урав­
нения (1.1). Например, первая оценка имеет место, если X при-



н а д л е ж и т резольвентному множеству оператора -j^T^, а вторая 

оценка сохраняется , если 
п 

У\ Щ, и и . . . , un)\<bt(x, у) + 2 bik(x, y)\uk\y 

b 

| Х | т ( / г + 1 ) < 1 , T = m a x T t t . lik = ™*lbik{x,y)dy, 
(l,k) x » 

b 

p = max f ^(jc, # )dy . 

1.4. Линейный случай 
/г 

Е с л и F (*, UQ, ul9 un) = K (x, у) ^ at (у) щ, то уравнение 
1=0 

«(1.1) оказывается линейным и принимает вид 

ь 
и{х)^\\к(х, y)Ly[a{у)}dy + f(*), (1.4) 

а 
где 

Ly [и (у)} = а0 (у) и (у) + аг (у) и! (у) + . . . + ап (у) и{п) (у). 
Применяя линейную операцию Lx к обеим частям уравнения (1.4) 
и полагая 

Lx [К (*, у)] = М (х, у), Lx [f (х)\ = F (х), Ly [и] = v (у), 

м ы получим 
b 

о (х) = \j-M{x,y)v (у) dy+F (х). (1.5) 
а 

К д а н н о м у уравнению применима теория Фредгольма . Если Я не 
является характеристическим числом я д р а М(х, у), то из у р а в н е ­
ния (1.5) найдем единственное решение и-(х) и, п о д с т а в л я я v(y) = 
= Ly[u] в уравнение (1,4) , получим решение и(х)у в чем легко убе­

д и т ь с я непосредственно подстановкой. Если К — характеристиче­
ское число я д р а М(х, у), то при выполнении условий ортогональ­
ности F(x) к собственным функциям союзного я д р а М(у,'х) мы 
найдем все решения уравнения (1.5) у (у) =Ly[u], которые нам да ­
дут все решения уравнения (1.4) при данном Я. 

Отметим, что если отказаться от требования гладкости ядра , 
то могут возникнуть особенности ([53,а] , § 3 и [53,6]). 
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1.5. Уравнения с частными производными 

Пусть В — ограниченная замкнутая область плоскости XOYy 

ix, у) и (£, т]) — точки области В и F (х, у, 6, ^; uQ, и ъ и2, . . . , ир)— 
.вещественная функция вещественных аргументов, где р+1 = 

= - ~ , а п — фиксированное натуральное число. Мы бу­
д е м предполагать , что функция F и все ее частные производные 
^ х 1 \ к = ~ ^ £ ^ к п о х и У д о П 0 Р я Д к а я включительно непрерывны 
спо совокупности своих аргументов д л я (х, у), (£, rftdB и всех 
Mfi(— oo,-f со). При этих условиях уравнение 

и(х, у) = X J J F [х9 у, 5, т], я (8, 7 j ) , u'x(t9 7 j ) , . . *1 ) ]<ЗД+ 

+ / (* ,< / ) (Ь6) 
шринципиально не отличается от уравнения (1.1), если его рас­
сматривать в пространстве С(п)(В) с нормой 

dsu (х, у) 

| и и = max 
max 

Хх.У)£В 
dx^dyt О, 1, . . . , / г . 

Т а к ж е , к а к в пунктах 1.1 — 1.3, к нему применимы метод сжа­
т ы х отображений, принципы Шаудера, Каччиополи и другие прин­
ципы неподвижной точки. Подобным ж е образом исследуется 
уравнение (1.6), когда и является неизвестной функцией боль­
шего числа аргументов. Отметим еще, что если F = 

р 
= К(х, у, S,

 ri)2a/(£> Щ, то уравнение (1.6) сводится к ЛИНеЙ-^ 0 
жому интегральному уравнению так ж е , как в пункте 1.4. 

1.6. О ветвлении решения 

.Пусть при [х = Х0 уравнение 
ь 

.Z{X) = ^ \ k (х, у) f (у, г (у), г' (у),..., г{п) (у)) dy + g (х) (1.7) 
а 

имеет решение г (х) = zQ (х), причем 

/ (У. *о (У) + *>о, К (У) + *>и ... ^ (У) + vn) = 

оо п 

т 

г д е cLhh . {у) и Кх (х, у), I = 0, 1, . . . , п, непрерывны. Полагая 



jx = Х 0 + X, г(х) = z0(х) + и(х) и учитывая, что А0(у) =•-
= /(У, 2 0 ( у ) , г'0{у), zin)(у)), получим 

ь 
u{x)-\^K{x,y)v{y)dy = Q)[u], (1 .8 | . 

где 
п 

v(у) = L y [я] = 2 в/(У) (у), (1.9)» 

Применяя к обеим частям равенства (1.8) операцию Lx и п о л а ­
гая Ьх [К {х, у)] = М (х, у), получим 

Ь 

v (х) — Х 0^ М (х, #) v(y)dy = F[u], (1 Л'0> 

где F [и] = J М (х, у) i? [a] 
а 

R[u] = l(A0(y) + Ly[u]) + 

ОО Я 

+ (̂  + хо)2 2 ail..jjy)a^(y) . . . u ^ i y ) 
т=2 « i < . . . < / m 

it,i2,... Jm—Q 

П у с т ь X0 — характеристическое число первой кратности ядра? 
М (х, у) и ср (х), ф (х) — соответствующие ему собственные функции 
я д р а М(х,у) и союзного ядра М(у,х). Путем шмидтовскогс 
преобразования ядра Е (х9 у) = ф (х) <р (у) — Х0М (х, //) ур авнение 
(1.10) приводится к виду 

v(x) + ^E(х, г/) о (у) dy = (х) + F [а], (1Л 1> 

где 

ь о 

Z = j v(у)9(у)dy = \Ly[u]<?(у)dy. (1.12> 

Если ( — 1 ) Г ( х , г/)— резольвента ядра Е(х,у), то из уравнения; 
(1.11) после преобразования находим, что 

ь 

v (х) = &р (х) + J Q (х, у) /? [й] dy, (1 .13> 
а 
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b ' 

Q(*, y) = M(x, y) + [v(x, z)M(z, y)dz, v 

a 

Из (1.13) и (1.8) получаем 

a (x) = X05cp (*) + J P (x, y) R [a] dy, ( 1 . 14 ) 

е д е • 

P (x; y) = K (x, y) + X0 J K(x, z)M(z,y)dz + 

bb 

+ X 0 J j K(xJ)T(t,z)M(z, y)dtdz. 
aa 

К уравнению (1.14) применима теория Ляпунова—Шмидта (см., 
например, [19]). т . е. решение можно представить равномерно 
с х о д я щ и м с я рядом 

со со со 

и (х) = 2 £ « и 0 т (х) + 2 Е» S л " « я т (х), (1.15) 
m='h m=0 л=1 

где % ( х ) 6 С ( я ) и с, X — достаточно малые параметры. Подставляя 
(1.15) в (1.12), мы д л я определения возможных значений £ полу­
чим уравнение разветвления Ляпунова—Шмидта 

со со 

m=2 m=0 /г=1 

к исследо ванию которого применима диаграмма Ньютона. 
Отметим еще, что переход от уравнения (1.7) к аналогичному 

уравнению в частных производных не связан с новыми трудностями. 

1.7. У р а в н е н и е на полуоси 

Здесь мы укажем, что принцип Шаудера применим к уравне­
нию 

+ 0 0 

u(x)= XJ K(x9y)f[y,u(y),u'(y), ...,tfin4y)]dy = T(u). (1.16) 
о 

Д л я полной непрерывности оператора Т в пространстве 
С ( д ) (0 , + °°) достаточно выполнение следующих условий: 
1. / ( х , щ, u v ип) непрерывна по совокупности аргументов и 
ограничена д л я ограниченных ик и х£ [0 , + о о ) . 2 . К(х (х, у) 
(I = 0 , 1 , . . . , п) непрерывны по совокупности аргументов. 3 . К а ж -
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дым з > 0 и М > О соответствует N > 0 такое, что для всякой! 
пары х', х" > N выполняется неравенство 

| K(lJ(x\ у ) - ( х " 9 у) | < г д л я #6 [О, Л*]. 

4 . J К ( ^(х , у) dy сходится абсолютно и равномерно по х&[09 -f-oo)* 
о 

д л я i = 0 ,1 , . . . , п. 
Из этих условий далее вытекает, что каков бы ни был шар* 

пространства № ( 0 , + оо) с центром в нуле при достаточно ма­
лых | X | оператор Т преобразует его в себя . Раз оператор Т 
вполне непрерывен и преобразует шар в себя , то , согласно прин­
ципу Шаудера , уравнение (1.16) имеет в № > [ 0 , оо) по меньшей 
мере одно решение. 

Отметим, что аналогичное предложение справедливо, еслж 
нижний предел интеграла в (1.16) равен — оо. 

1.8. О системах уравнений 

Если уравнения (1 .1) , (d.7) и (1.16) р а с с м а т р и в а т ь в простран­
стве вектор-функций, то получим системы подобного вида . И с с л е ­
дование таких систем проводится т а к ж е , к а к и в случае одного; 
уравнения , и д л я таких систем у с т а н а в л и в а ю т с я аналогичные 
предложения . В частности, предложения , приведенные в пунктах: 
1.1 —1.7, сохраняются д л я систем при 'незначительном изменении, 
оценок в неравенствах . 

2. ПРОСТЕЙШЕЕ ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ УРАВНЕНИЕ 
С ПЕРЕМЕННЫМ ПРЕДЕЛОМ 

Здесь мы будем рассматривать уравнения 
X 

u(x) = l$F[x,y;u (у),и' (у), «<"> (у)} dy + f (х), ( 2 . 1> 
а 

х 

им (х) = I j F [х, у; и (у), и' (у), (у)] dy + f (х), k < га, (2.2) 
а 

где xG [а, Ь], а, b — заданные числа, а А , / ( Х ) И F обладают темв 
ж е свойствами, что и в уравнении (1.1). 

Из самого вида уравнения (2.1) следует , что и (а) = /(а)9 а. 
потому решение его следует искать в классе п раз непрерывно 
дифференцируемых функций обращающихся в / (а) в точке х = а. 
Если / ( а ) = 0 , то этот класс функций образует пространство , в. 
котором норма определена как раньше: 
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Н и Н = max / max | ФЦх) } \ i = 0 , 1 , . . n . 
(i) \x£[a,b] J 

2 .1 . Специальный случай простейшего уравнения 

Здесь мы будем предполагать , что функции, входящие в 
уравнение (2.1) удовлетворяют условиям 

= 0 и F^J [х, у, щ, иъ . . . , ип] = 0 при 

И « ( Ь 0 , 1 ,2 , / = 0 , 1 , . . . , я - 1 ) . (2.3) 
Из этих условий вытекает, что в данном специальном случае ре­
шение уравнения (2.1) следует искать в классе функций и(х)& 
6№> [а , Ь]9 удовлетворяющих условиям и^Ца) = 0, k = 0 , 1 , . . / г -
Данный класс функций образует подпространство Винера С^аС^К 
Положим 

х 

П (и) = X j F [х, у, и (у), и' (у), . . . . uW (у)] dy + /(*). 

Из условий (2,3) следует, что 
х 

Т*> (u) = X J г/, и (у), и' (у), . . . , и ( л ) ( * / ) ] ^ + f(k) (х). 
а 

Ввиду этого, если рассматривать уравнение (2.1) в пространстве 
то оно принципиально (при выполнении условий (2.3)) не от­

личается от уравнения (1.1) § 1, рассмотренного нами в прост­
ранстве С ( л ) . Именно, при тех ж е условиях, что и в пункте 1.1, 
выполняется смежность отображения, осуществляемого операто­
ром, стоящим в правой части равенства (2.1). При тех ж е усло­
виях, что в пунктах 1.2 и 1.3 соответственно, применимы прин­
ципы Шаудера и Каччиополи. Так же , как в пункте 1.4, если 

п 

F [х, у\ и0, и19 . . . , ип] = К (х, у) 2 a>i (у) Щ, 
где 

1^К(х,х)^0 (г = 0 , 1 , 2 , . . . , / i - l ) , 

то уравнение (2.1) эквивалентно уравнению 

X 

v(x) = X^M(x,y)v(y)dy + F(x). (2.5) 
а 

При этом F(a) = 0. Данное уравнение (как уравнение Вольтерра) 
имеет единственное непрерывное решение при любом значении X. 
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2.2 . Наводящий пример 

Рассмотрим уравнение 
X 

и{х) = \ \ и!" {у) dy, 
о 

из которого видно, что и(0) = 0 , и допустим, что X < 0 . Записав 
данное уравнение в виде 

и(х) = Ы'(х) — Ха"(0) 

и положив X = — р , М Ы найдем его решение 

и (х) = (1 — cos kx) + С sin кх, 

г д е С и и" (0) — произвольные постоянные. 
Полученное решение, во-первых, показывает, что, каков бы 

ни был шар |1 и || < г малого радиуса г пространства С ( 2 ) , дан­
ное уравнение имеет бесчисленное множество решений, принадле­
жащих рассматриваемому шару при достаточно малых | X | и 

| и" (0 ) | , и, следовательно лишь при специальных ограничениях 
к уравнению (2.1) применим принцип сжатых отображений. 
Во-вторых, начальная задача для данного примера не всегда 
имеет решение. Из найденного общего решения видно, что в ну­
ле можно лишь задавать произвольно и! (х) и и" (х). Далее , рас­
сматривая игг (0) как неизвестное, мы приходим к выводу, что д л я 
данного примера и (х) и и! (х) можно задавать произвольно лишь 

в такой точке а , д л я которой sin 2 0 . 

Отсюда вытекает, что начальная задача д л я уравнения (2.1) 
не всегда имеет решение. 

2 . 3 . С в е д е н и е к и н т е г р а л ь н о м у у р а в н е н и ю 

Используя тождество Л а г р а н ж а , аб[а, Ь) 

и (х) = 2 «<" (а) + I (/) dt (2.6) 
i-0 а 

и полагая затем и>п)(х) = v(х), мы можем уравнение (2.1) при-
вести к следующему интегральному уравнению 

I(\u-Z v{t)dt = \\<P[х,у- v(у), vx(у), ...,»„(у)]dy + F(х), (2.7) 
а а 
где 

ъ Л У ) - \ ^ Е ^ Н * ) М (2.8) 
а 
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В общем случае уравнение (2.7) оказывается сложным д л я иссле­
дования. Однако, если при помощи формулы (2.6) преобразовать 
уравнение (2.2), то получим простое уравнение 

X 

v(x) = l§<P[x,y;v(y), vx(y), ...,vk(y)]dy + f(x), k<n, (2.9) 
a 

где vt(y) определяются по формуле (2.8). 
Ввиду этого простейшим интегро-дифференциальным уравне­

нием с переменным пределом следует считать не уравнение (2.1), 
а уравнение (2.2). 

Если функция Ф [х, у\ щ, иъ . . . , uk] удовлетворяет по uQ, uv... 
. . . , uk условию Липшица, то начальная задача и{1) (а) = ^ 
(i = 0, 1, . . . , п— 1) д л я уравнения (2.2) всегда имеет единствен­
ное решение при достаточно малых | X |. 

3. НАЧАЛЬНАЯ И КРАЕВАЯ ЗАДАЧИ 
ДЛЯ НЕКОТОРЫХ ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

3 . 1 . П р е д в а р и т е л ь н ы е з а м е ч а н и я 

Пусть 

п—1 

L [ a ] = tt(»)W + 2 Pl(x)u{i\x), 
1 = 0 где /?;(#) —непрерывные функции. Здесь мы будем рассматриват 

начальную и краевую задачи д л я уравнения 

L [и] = Х Г [ и ] + / ( * ) , (3.1) 
где X — вещественный параметр и 

T[u] = \F [х, у- и (у), и' (у), . . . , и(т) (у)] dy, 
а 

причем либо I •= Ь, либо I = х. Мы будем предполагать , что 
f(x) и F [х9 у\ и09 иъ ...,ит] я в л я ю т с я непрерывными по совокуп­
ности аргументов вещественными функциями вещественных аргу­
ментов. 

Т а к как путем замены 

u(x) = v(x) + %cA(X — a)* 

начальная задача 

" («) = с0, и' ( а ) « си a ( * - i > (а) « сп-г 

2 Заказ 6337 
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для рассматриваемого уравнения сводится к аналогичной задаче 
с нулевыми начальными условиями (v (ос) = v'(а) = .... =&п~1) (а)-=0) 
относительно v(x), то для уравнения (3. 1) мы будем рассматри­
вать начальную задачу с нулевыми начальными условиями: н(а) = 
= и' (а) = ... = и*"-1* (а) = 0. Пусть wx (х), w 2(*), и л (*) — фун­
даментальная система решений уравнения L [и] = 0. Тогда 

(3 .2) 

где 

« i ' ( 0 
М О 
u'n(t) 

г 7(я-2) 

М О . . 
Mi' (0 . . . 

«Л (0 

^ - ! ) ( 0 . . . (0 
« 1 (*) "я О) 

является единственным решением уравнения L[u]=g(x), удов­
летворяющим в точке х =• а нулевым начальным условиям. Функ­
ция Н(х, t) обладает следующими свойствами: она имеет непре­
рывные частные производные по х до. п-то порядка , причем 

diH(xJ)\ = o ( i ' = 0 , 1 , - , п—-2) и #<«-!>(* , Я ( 0 (*, х) = 

3 . 2 . Н а ч а л ь н а я з а д а ч а д л я у р а в н е н и я с п о с т о я н н ы м и п р е д е л а м и 

Рассмотрим начальную задачу и (а) = и' (а) = ... = и^п~1) ( а ) = 0 
д л я уравнения 

ь 
L [u]=^F[x, у; и (у), и ' ( У ) , и ^ Щ Щ + / (*), (3. 3) 

а 

где aQ[a,b] и п>т. Используя формулу ( 3 . 2 ) , мы отсюда нахо­
дим, что 

и (х) = к ] И (х, t) 11 F [t, у;и (у),и' {у\...МтШ dy\dt + 
a U J 

X 

+ J H(x,t)f(t)dt. (3.4) 
а 

Данрюе уравнение (ср. пункт 2.1) о к а з ы в а е т с я простейшим «и оно 
исследуется т а к ж е , к а к у р а в н е н и е (1.1) в п. 1. 

Отметим, что если при данном ^ у р а в н е н и е (3.4) имеет един­
ственное решение, то и н а ч а л ь н а я з а д а ч а д л я уравнения (3.3) 
имеет единственное решение, но уравнение (3.3) при данном к 
может не иметь решения или иметь более одного решения. 
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З а м е ч а н и е . Е с л и т = п + р, где р>\, ф у н к ц и и щ ( х ) , и2{х),... 
ип(х) непрерывно дифференцируемы т рдз и функции ,fik) (х), 

F{

x

k } Iх, У\ и о , ии •••> umU (k = 0 , 1 , 2 , / ? ) , ^ п р е р ы в н ы по совокуп­
ности аргументов, то (3 .4) исследуется так же , как и уравнение 
(1 . 1) В 1. • . : { , ! 

3 . 3 . Начальная з а д а ч а для у р а в н е н и я 
с переменным верхним пределом 

П у с т ь а, * 6 [а, Ь]. Рассмотрим начальную задачу и(а!)== иг(р^== 
= ... == ^ ( / г _ 1 ) (а) = 0 д л я уравнения -

X 

L [и] = ^ F [х, У; " (У). (У). - > и т Ш йУ + f (х), (3. 5) . 
а 

где п>т. Используя формулу (3. 2), мы находим, что' 

и (х) = к]н (х,-1) {j F [/, у; и (у), иг (у),иМ (у)] dy\dt + 
а [а ) 

\II(x, t)}(t)di. 
a j 

Д а н н о е уравнение (см. п. 2.1) исследуется т а к ж е , как уравнение 
(1.1) в 1. Если при заданном -К последнее уравнение имеет единст­
венное решение, то и н а ч а л ь н а я з а д а ч а ийеет единственное реше­
ние. Отметим, что замечание , сделанное в конце п. 3.2, справедли­
во и в д а н н о м случае . 

3.4. Краевая з а д а ч а 

П у с т ь 

и,(и) = 2 *nu{i) +2 :М(0(&), ;-: ; ';• ч ; 
/=о •• • /=о V ; - , , - г . ' - ; ., [ 

г д е а», и p v / — з а д а н н ы е числа. Рассмотрим краевую задачу 
(и) = 0, v = 1 ,2 , ; . : , / г " 

д л я уравнения (3. 1) в предположении, чтр ,д ^ 1 > ш , т ' и .додус-
тим, что эта краевая задача д л я уравнения, 

«-1
 , ч 

I [hI==«<*>(*)' + 2 Л W « ( ^ ( a ; ) = 0 ! 

i = 0 
имеет лишь тривиальное решение а(х)=*$\ Тогда (см., дапрймер, 
171], § 3) существует функция Грина G.(x, с ) , при. прмощи кото-* 
рой рассматриваемая задача сводится к интегральному уравнению 
2 * ' Щ? 



bt ((•) \ 

и (x) = к J О (x, I) К В [5, у, а (у), ы' (у) у » ) (у)] ̂  U + 
+]G{x^)f$)dt, (3 . 6) 

а 

где = либо (•) = Ь. Так как функция Грина G (х. 5) имеет 
по л: непрерывные производные до (п — 2)-го порядка включитель­
но (см. [71], с тр . 32) и m<in — 1, то уравнение (3. 6) исследует­
ся так же , как уравнение (1 . 1) в 1. 

4. ЛИНЕЙНОЕ УРАВНЕНИЕ 

В данном параграфе мы рассмотрим уравнения 

Lx\u\=\\K (х, у) Ру [и] dy + / (х) (4 .1) 
а 

И 
Е, т 

Lx [ и] = X ] 2 * / (*, У) и('> (У) dy + / (х), (4 . 2 ) 
я 1=0 

где 

[и] = й<л> (*) + 2 % (*) } (*), #(0) (*) = " (*), 
/г=»1 

m 

Я у [ а ] = 2 Ьс(У)"(m~i}GO, 5 = ' 6 или 5 = 

(*), 6,- (у), / (л:), К (х, у), /С/ {х, у) — вещественные функции, не­
прерывные в области х, yg[a, b], I — вещественный параметр п>т. 

П о с л е известной работы А. И. Н е к р а с о в а [72], в которой было 
исследовано уравнение (4.1) при | = 6, уравнения (4.1) и (4 .2) , а 
т а к ж е з а д а ч и д л я них были изучены у нас в р а б о т а х Я- В. Б ы к о в а 
[16], В . В. Васильева [22], Т. И. Виграненко [28], Л . Е. Кривошеина 
[51], Ю. К. Л а н д о [53], В. Н. Николенко [75] и других авторов . Во 
всех этих р а б о т а х либо уравнения (4.1) и (4 .2) , либо з а д а ч и д л я 
них сводились тем или иным способом к линейному интегрально­
му уравнению. Один из этих способов сведения к интегральному 
уравнению мы здесь и рассмотрим. 1 

4.1. Начальная задача для уравнения 
с постоянными пределами 

В сшу з а м е ч а н и я пункта 3.1 м о ж н о без ограничения общно­
сти рассмотреть начальную з а д а ч у с нулевыми начальными усло­
виями. Р а с с м о т р и м начальную з а д а ч у 
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и (а) « и'{ау=* . . . = а ^ - 1 ) (а) == 0 (oog [а, 6]) 
д л я уравнения (4. 1). Используя равенство (3. 2), мы так ж е , 
как в пункте 3 . 2, найдем 

х ГЬ 1 х 

и (х) = х J Я (х, t) J К (/, у) Py[u\dy dt+ j Я (х, /) / (/) Л . (4.3) 
a L# J а 

Учитывая свойства функции / / ( я , /) и соображения пункта 2. 1> 
мы приходим к выводу, что данное уравнение является простей­
шим и что оно сводится к интегральному, как и в пункте 1. 4 . 
При этом ядро интегрального уравнения оказывается более прос­
тым при пут, чем при п = т. 

Д а л е е , рассмотрим начальную задачу 

и (а) = и! (а) = ... = (а) = О 

д л я уравнения (4. 2). Полагая Lx[u] = v(x), мы, согласно равен­
ству (3 . 2), получим 

х 

u{x) = ^H{x,t)v{f)dt; (4.4) 
а 

п о д с т а в л я я данные выражения в равенство (4. 2), имеем 
ь 

v(x) = \§M(x,t)v(f)dt + f(x), (4. 5) 
а 

где 
Ь I т \ 

М{х, 0 = J S */ (*> У) (у ,О dy (*. О 
t \i=0 J 

и j = 0 при т<п, у = 1 при /я = д . 

Всякое решение уравнения (4.5) приводит к решению 
(4.4) рассматриваемой задачи. Отметим, что если д л я уравнения 
(4.2) поставить задачу 

и (а) = и' (а) = ... « и { п ' 1 ) (а) = 0, ag (а, 6), 
то в уравнении (4.5) ядро оказывается более сложным: 

г a J т \ ) 

1 J 2 К, (х, 4 , ^ ' > (у, t) dy 4- T t f m (х, f), a <t<a 

I * / m \ (4-6) 

j J у . к , (x, у ) # < / > a , t о dy + tKm (x, o , « < * < * 

Д л я случая , к о г д а m = n+p и р > 1 , имеются различные Приемы 
сведения к случаю т<п ([72], [16, б], [28, д] , [51, з]) , использующие 
требование достаточной гладкости коэффициентов уравнений 

М(х, 0 = 
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(4.1) и (4 .2) . П р и этом н а ч а л ь н а я з а д а ч а опять сводится к интег­
ральному уравнению Ф р е д г о л ь м а . ' . 

4.2. Начальная задача д л я уравнения 
с переменным верхним пределом. 

Так ж е как в п. 4 . 1 , мы рассмотрим начальную задачу 
и (а) = и' (а) = . . . == 1рг~~Л) (а) = 0 д л я уравнения (4.2) при £ = ,r. 
Полагая Lx [и] = v(x) и используя (3.2), мы получим (4.4), а из 
(4.4) и (4.2) найдем 

v(x)^\^M(x,t)v(t)dt + f(x), (4.7) 
а 

где 

(7 = 0 при т < /г и 7 = 1 при m == п). Уравнение (4.7) имеет 
единственное решение при любом вещественном X. О днако , если 
рассматривать начальную задачу в точке афа, то я д р о оказы­
вается более сложным (ср. (4.6)), и, как было показано в [16, а ] , 
при некоторых значениях X могут нарушаться условия существования 
и единственности решения уравнения (4.7). Случай т = п + р с 
р>\ разобран, например, в [51 , б, д ] . 

5. ДРУГИЕ ВОПРОСЫ ТЕОРИИ. 

В работах [1], [9], [10], [16, г, е], [54, а], [83], [105], [106] было по­
казано , что различные теоремы об устойчивости и асимптотической 
устойчивости решений д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х уравнений переносятся 
на интегро-дифференциальные уравнения . 

В работах [131, а], [53, ж , з], [74], [80] были установлены пред­
л о ж е н и я о р а з л о ж е н и и функций по собственным функциям к р а е ­
вых з а д а ч д л я интегро-дифференциальных уравнений и выведены 
асимптотические формулы для собственных функций и собствен­
ных значений. При этом в [74] р а с с м а т р и в а л и с ь интегро-диффе­
ренциальные уравнения с з а п а з д ы в а ю щ и м аргументом. 

Р а с с м а т р и в а л с я вопрос о существовании периодических и поч­
ти периодических решений (см. [7], [16, г], [17], [38, д], [95], [99], 
[106, б]),-причем в [17, б] и [38, д] этот вопрос рассматривался д л я 

интегро-дифференциальных уравнений с м а л ы м п а р а м е т р о м при 
старшей производной. 

Исследовалось поведение решений интегро-дифференциальных 
уравнений с малым параметром при производных. Задача стави-



лась так. Пусть Ьги— интегро-дифференциальное выражение (ли­
нейное нелинейное) относительно функции и и fz — известная 
функция. Рассмотрим начальную или краевую задачу д л я урав­
нения 

L £ « = / s (5.1) 

и соответствующую задачу д л я вырожденного уравнения 

L0u = f0. (5.2) 
Пусть задача для уравнения (5.1) имеет единственное решение иЕ 

для всех sg (О, h), где h — некоторое положительное число, и 
соответствующая задача д л я уравнения (5.2) т а к ж е имеет един­
ственное решение. В работах [27, в] , [38], [44], [147] устанавли­
вались достаточные условия единственности решений и сходимо­
сти и к а0 при s -> 0. Приведем один результат из [27, в] . П у с т ь 

/ т— 1 

Lu = 2 s*"(m+A) (0 + 2 [а/(0 " ( ° W + Л 1 , 
где 

A = } Л & т ) и ( 0 ОО a m + f t = const (А = о, i , 0 . 
о 

атФ0, amJrl = \, at(t) и Kt(t, ъ) непрерывны по совокупности 
аргументов /, т€ [0, 1 ], г — малый параметр, f£ (/) = f(t) + О (s), 
где / ( / ) непрерывна на [ 0 , 1 ] . Д л я уравнения (5.1) ставится за­
дача Коши (К,): а ( / ) ( 0 ) = 0 ( / = 0, 1, 2, т + 1—1), а д л я 
уравнения (5.2) ставится задача Коши ( / ( 0 ) : и<0 (0) = 0 (i = 0, 1 , . . . 

т — 1). Тогда, если уравнение 

/е = 0 

имеет лишь простые корни, вещественные части которых отрица­
тельны, то l im иг (t) = и0 (f). Далее , если 

о 

где интеграл понимается в смысле главного значения по Коши, 
rt(t9 т) удовлетворяют на [ 0 , 1 ] условию Гельдера относительно 
обеих переменных и задача Коши (К 0 ) имеет единственное реше­
ние, то задача (Кг) имеет при достаточно малых г единственное 
решение и 

l im Ue(t) = u0(f). 
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Примененный в [27, в] метод был использован в [44] д л я установ­
ления аналогичных результатов д л я более общих уравнений. Об­
ширные исследования вопроса о сходимости иг к и0 д л я большого 
класса уравнений и з а д а ч содержится в [38]. 

Исследовались уравнения с з а п а з д ы в а ю щ и м аргументом, при­
чем в линейном с л у ч а е наиболее общие п р е д л о ж е н и я , по-видимо­
му, содержатся в приложении А монографии [77]. 

В заключение мы сделаем несколько замечаний об уравнении 
Б о л ь ц м а н а . 

Классическое уравнение Б о л ь ц м а н а , описывающее изменение 
состояния га за с течением времени, имеет вид 

% + v% + a%~ \ dv^lf'f-tfJgl&VdQ. (5.3) 

В нем / = / (г, v, f) — функция распределения числа молекул, г и 

v — векторы (г = ix + jy + kz, v = ivx -f jvy + kvz), a = /х== 

= / ( r , vvt), / ' = / ( r , v',f), f[=f(r;v\,t),g=\v--vl\= I v'—v'i I — 
относительная скорость, которая при бинарном столкновении 
(и, Uj) <-» (v', v\) поворачивается на угол 6 в телесном угле dQ9 

I (gy 6) — дифференциальное поперечное сечение рассеяния, опре­
деляющегося силовым законом <р (г) (на функцию ср налагаются 

ограничения), причем полное сечение о = j l(g, Q)dQ. 
Д л я классического уравнения Б о л ь ц м а н а пока нет теоремы 

существования и единственности. Л и н е а р и з о в а н н о е уравнение 
Б о л ь ц м а н а было исследовано Гильбертом в его известной работе 
по интегральным уравнениям (1912 г . ) , а после Гильберта — мно­
гими авторами . В нелинейном случае .наиболее в а ж н ы е результа­
ты были установлены Т. К а р л е м а н о м [42] в предположении , что 
распределение является пространственно однородным, т. е. f за ­
висит л и ш ь от модуля скорости v и времени t. В этом 'предполо­
жении им д о к а з а н о существование единственного решения . 

Ввиду в а ж н о с т и у р а в н е н и я Б о л ь ц м а н а в различных вопросах 
современной физики, за последнее время оно было исследовано во 
многих работах . В нелинейном случае .наиболее общий результат 
недавно получил А. Я. Повзнер [78]. В [78] установлены общие 
предложения , 'из которых р е з у л ь т а т ы К а р л е м а н а получаются к а к 
частный случай. П р и этом в [78] р а с с м а т р и в а е т с я несколько видо­
измененное уравнение Б о л ь ц м а н а . 
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