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§ 1. Введение

Эта статья преследует двоякую цель: во-первых, на примерах пока­
зать характер математических задач, возникающих в экономике, и, во- 
вторых, проиллюстрировать те принципиальные методы, с помощью 
которых за эти задачи можно активно взяться. Я стремился к тому, 
чтобы форм;а изложения была приемлема как для математика, так 
и для математически ориентированного экономиста. Первому, чей инте­
рес, вероятно, вызван в основном любопытством, я старался дать почув­
ствовать общий дух предмета и в некотором смысле ответить на 
вопрос — «что такое математическая экономика?» Последнему эти при­
меры послужат, я надеюсь, полезной демонстрацией силы современной 
теории оптимизации в применении к экономическим задачам.

Теория экономического развития является, по-видимому, особенно 
подходящим средством для достижения этих целей. Задачи здрсь могут 
быть легко описаны и сформулированы на языке математики многими 
различными способами. Экономику можно рассматривать как совокуп­
ность некоторого количества различных «продуктов», которые могут 
быть использованы для двух целей: они могут быть «затрачены на про­
изводство», и в этом случае из них будет произведено большее количе­
ство тех же продуктов либо они могут быть «потреблены» и в этом слу­
чае удовлетворят потребителя, тем самым проявив свою «полезность». 
Вся внутренняя структура экономики определяется тем, как эти две 
операции могут выполняться. То, как продукты могут превращаться 
друг в друга в процессе4 производства, определяется технологией моде­
ли, а степень удовлетворения, получаемого при потреблении, характери­
зуется функцией полезности. Если задана эта структура, а также исход­
ная совокупность продуктов, то решить задачу оптимального разви­
тия — значит в каждый момент времени найти, какое количество каж ­
дого продукта нужно затратить на производство и какое количество —- 
на потребление, чтобы максимизировать полезность, просуммированную 
подходящим образом по времени.

После определения плана оптимального развития возникают обыч­
ные вопросы. Существуют ли вообще такие планы? Если да, то един­
ственны ли они? Каковы их количественные свойства, например, моно­
тонны ли они, т. е. растет ли их полезность со временем, или бывают 
ситуации, в которых дела должны пойти хуже, прежде чем они смогут 
наладиться и т. д.? Большая часть настоящей работы посвящена вопро­
сам такого рода, но основное внимание уделено не ответам на специаль­
ные вопросы, а методам получения этих ответов. Основным техническим 
средством здесь служит метод систем цен, и его применение составляет 
основное содержание этой работы. В заключение, вероятно, стоит рас­
сказать в общих чертах о том, что представляет собой этот метод.
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Заметим прежде всего, что в нашем описании экономики не фигу­
рируют понятия денег, цены, прибыли, нормы процента (interest rate) 
и т. п. Все формулировки даются исключительно в терминах «реальных» 
экономических величин, а именно в терминах полезности и количества 
продукции. Однако обнаруживается замечательный и несколько удиви­
тельный факт, что для ответа на вопросы, сформулированные в терми­
нах «реальных» экономических величин, приходится вводить понятия 
денег, цен и доходов. Например, единственный известный мне способ 
доказательства существования некоторых классов оптимальных планов 
заключается в том, чтобы показать сначала, что существуют планы, 
максимизирующие доходы (прибыли) в подходящей системе цен, а за­
тем доказать, что такие планы должны быть оптимальными. Я снова 
подчеркиваю, что система цен не входит в модель с самого начала, 
а вводится для целей математического анализа. Вне всякого сомнения, 
доказанные теоремы о ценах имеют значительный самостоятельный 
экономический интерес, потому что они показывают, грубо говоря, что 
если цены выбраны правильно, то максимум благосостояния может быть 
достигнут, в случае когда каждая отрасль промышленности в отдельно­
сти будет стремиться максимизировать свои собственные доходы. Спешу 
добавить, что эта идея далеко не нова. Напротив, утверждение о том, 
что при помощи надлежащей системы цен может быть осуществлено 
оптимальное распределение ресурсов, пожалуй, является центральной 
идеей во всей экономической теории. Современная теория глобальной 
оптимизации, развивавшаяся в основном после окончания второй миро­
вой войны, только подчеркнула и усилила последнее утверждение, сде­
лав это порой чрезвычайно эффективными способами. В последующих 
параграфах я собираюсь проиллюстрировать это явление примерами из 
теории экономического развития.

§ 2. Продукты, полезность, технологии и планы

Мы рассматриваем экономику, в которой участвует m  продуктов. 
Н а б о р о м  п р о д у к т о в  называется неотрицательный вектор х  из п г  компо­
нент: х =  ( х и  х т ) ,  где X i обозначает количество i-ro продукта в на­
боре х.

Продукты можно использовать для двух целей. Их можно п о т р е ­
б и т ь , и в этом случае они доставят удовлетворение потребителю 
и проявят при этом свою п о л е з н о с т ь , с другой стороны, их можно 
и с п о л ь з о в а т ь  д л я  п р о и з в о д с т в а , и в этом случае из них будет получено 
большее количество тех же продуктов в определенных пропорциях. Эго 
можно формализовать следующим образом.

Задается функция полезности, вообще говоря, зависящая от време­
ни, определенная на множестве всех наборов продуктов. Мы обозначаем 
ее через u t ( x ) .  Она характеризует удовлетворение, которое получает 
общество от потребления набора х  в момент t . В такой модели предпо­
лагается, что набор х исчезает в процессе потребления. С этим предпо­
ложением связаны некоторые трудности. Во многих случаях, для того 
чтобы удовлетворить какие-либо потребности, не нужно расходовать 
никаких продуктов. Например, когда мы в музее смотрим на картины, 
то картины при этом не исчезают. Продуктом, который потребляется 
в этом случае, будут не картины, а свободное время посетителя, которое 
в этой схеме должно рассматриваться как продукт. Все это несколько 
искусственно/, но впоследствии мы дадим другое определение, которое 
поможет справиться с этой трудностью.

Технология J  есть множество пар наборов продуктов (х ,  у ) .  Если 
пара (х, у )  принадлежит технологии J ,  то это означает, что, имея на­
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бор х, мы можем в следующий момент времени получить из него на­
бор у. Пару (х, у ) мы будем называть производственным процессом., 
а наборы х н у  соответственно затратами и выпуском продуктов при 
данном производственном процессе.

При рассмотрении вопроса об экономическом развитии мы будем 
предполагать, что в начальный момент (t =  0) в нашем распоряжении 
имеется набор s, который мы будем называть набором начальных запа­
сов. Теперь уже совершенно ясно, что следует понимать под планом 
развития.

О п р е д е л е н и е  1. Планом с начальным запасом s называется 
последовательность производственных процессов ( xt, y t) , ^=0, 1,... 
(конечная или бесконечная), такая, что

(xt, У / ) €  <7 , t> 1. (2-1)
П о т р ебл ен и е  ct в момент t определяется следующим образом: 

с0 =  5 — л;0, ct =  yt^  — x t. (2.2)

Последовательность ( ut (ct)) называется последоват ельн ост ью  
полезност и  плана (x t, y t).

Условие (2.1) означает, что затраты в момент t не могут превысить 
выпуска в момент t— 1. Согласно (2.2), потребление равно разности 
между ними. (Может случиться, что некоторые продукты из набора ct 
мы не потребляем, а просто выбрасываем, но нет никаких причин, по ко­
торым мы не могли бы приписать этому действию полезность, как, на­
пример, еде.)

Если план конечен, скажем /=0, 1, ..., Т, то набор yt называется 
набором финальных запасов. Г-план с финальными запасами ут — s' на­
зывается планом от s до s'. Теперь понятие оптимальности вводится ес­
тественным образом.

О п р е д е л е н и е  2. Г-план от 5 до s' называется опт им аль-
т

ним, если он максимизирует 2 'И / (С/) на множестве всех таких
t—0

планов.
Хотя основным предметом исследования теории развития являются 

бесконечные планы, необходимо сначала вкратце рассмотреть конеч­
ные планы, что мы и сделаем в следующем параграфе.

§ 3. Цены и конкурентные планы
Теперь мы введем основное понятие настоящей работы.
О п р е д е л е н и е  3. План ( Xt, yt) называется конкурентным, если 

существует последовательность m-векторов ри называемых ценами, 
таких, что для всех t

(A) Pt+t — p tx <  PtriVt — Pt*t Для всех (х, у) из J ,
(B) ut (c) — p tc K u t ( .c t) — p tct для всех с >  0.
Важна экономическая интерпретация этих условий. Вектор p t 

задает цены наших m продуктов в момент t. Таким образом, в соот­
ношении (А) число p tx  равно стоимости в момент t затрат л:, 
а р (+1у есть цена в момент £ +  1 выпуска у. Их разность есть не 
что иное, как доход, полученный от производственного процесса (лс, у), 
и условие (А) состоит в том, что процесс (x t, y t) максимизирует до­
ходы, соответствующие ценам p t и p t+l на множестве всевозможных 
пар (л , у) из J .  Короче, производители максимизируют свои доходы.
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Условие (В) касается потребления и означает, что потребители мак­
симизируют полезность, не выходя за рамки своего бюджета, т. е. не 
затрачивая сумму большую, чем ptCt. Действительно, если бы нашелся 
набор с ' ,  который стоит не более чем p t c t и придает функции и  строго 
большее значение, то оказалось бы, что и ( с ' ) — p t c ' > u ( c t ) — p t c t ,  что 
противоречит (В ). Далее целесообразно ограничить расходы на потреб­
ление числом ptct, потому что по определению =  yt-\ — х% и, следова­
тельно, p t c t = p t y t - 1 — P t X t .  В правой части стоит стоимость вчерашнего 
выпуска минус стоимость сегодняшних затрат, и эта разность есть как 
раз та сумма, которую сегодня мы можем потратить на потребление.

Следующий простой результат служит отправной точкой нашей 
теории.

Т е о р е м а  1. Если Т-план от s до s' является конкурентным, то он 
оптимален.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть (х/, у д  — любой другой план 
от 5 до s', и пусть (p t) — последовательность конкурентных цен. 
Тогда в силу (В)

и (со) — и (с0) <  Ро (Со — с0) =
=  Ро (S — х ’о) -  p 0(s -  х 0) =  р 0х 0 -  р 0х о, 

и (c't) — и (ct) <  p t ( c ’t - -  c t) =
=  p t (y'i-i — x't) — Pt(yt~l — x t) при 0 < * < Т  

°3=  Pt+i (s ' - s ' )=  Рг+]ут -  Рт+хУт-
Просуммировав от 0 до Г  и перегруппировав члены, получим 

т т т
2 « ( < т х  2  \ ( P t + i y ' t - P t x ' t ) - ( P t + i y t - P t X t ) ] ,

t =о /=о

но в силу (А) каждое слагаемое в правой части неположительно и, 
следовательно,

т т

2 и ) <  2 и
t - О t —0

а это означает, что план (x t, yt) оптимален.
Наша следующая цель — получить обратную теорему. Укажем 

теперь некоторые математические факты, которые нам понадобятся 
в дальнейшем.

§ 4. Теорема Куна — Таккера и существование конкурентных планов

Начиная с этого места, мы будем предполагать, что выполняются 
следующие два условия:

I. Технология J  представляет собой выпуклое подмножество 
в 2т-мерном пространстве.

II. При каждом t функция полезности щ вогнута и непрерывна по г.
Эти условия во многих случаях оправданы с экономической точки 

зрения. Если наша технология допускает производственные способы 
(х, у) и (х' у') и мы в состоянии применить их одновременно, то тогда 
в нашем распоряжении имеется также способ (х +  х\ у +  у'). Однако 
может оказаться, что для этих производственных способов нужны неко­
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торые ресурсы, имеющиеся лишь в ограниченных количествах (напри­
мер, труд). Если предположить, что эти ресурсы «неограниченно дели­
мы», то, распределив их в отношении А,: ( 1 — А) между первым и вто­
рым производственными способами, мы получим способ

(Ах +  (1 — Я) х \  % у  +  (1 — А) у г) .

Что касается функции полезности, то ее выбор с точки зрения 
реальности достаточно произволен. Предположение о вогнутости отра­
жает, во-первых, представление об уменьшающейся отдаче— 100 карто­
фелин не доставят удовольствия в сто раз больше, чем одна, и, во-вто­
рых, идею о желательности разнообразия; если люди в среднем питают 
к яблокам и к апельсинам одинаковую склонность, то иметь и те и дру­
гие по меньшей мере столь же желательно, как иметь одни только ябло­
ки или только апельсины. (Это относится исключительно к обществу 
в целом. Любой индивидуум может предпочесть яблоко или апельсин 
половинке того и половинке другого.)

Предположения I и II нужны для применения теоремы Куна — Тан­
кера, которая представляет собой не только ключевой математический 
результат, нужный для излагаемой теории, но, весьма вероятно, являет­
ся наиболее важным отдельным результатом в современной теории 
оптимизации. Мы сформулируем эту теорему в наиболее удобной для 
нас форме. Речь идет о максимизации вогнутой функции и  на выпуклом 
множестве X  в я-мерном пространстве, причем требуется также, чтобы 
вектор х  из X  удовлетворял некоторой системе линейных уравнений 
А х  =  b , где А  — матрица т Х п , а b  — вектор длины п .

Т е о р е м а  К у н а  — Т а к к е р а .  П р е д п о л о ж и м , т о  х  и з  X  м а к с и ­
м и з и р у е т  ф у н к ц и ю  и  п р и  у с л о в и и  А х  =  Ь.  П р е д п о л о ж и м ,  т а к ж е , ч т о

М н о ж е с т в о  р е ш е н и й  у р а в н е н и я  А х  =  b  с о д е р ж и т
х о т я  б ы  о д н у  в н у т р е н н ю ю  т о ч к у  X .  (4.1)

Т о г д а  с у щ е с т в у е т  m - в е к т о р  р ,  т а к о й f ч т о  ф у н к ц и я  и ( х ) — р А х  д о с т и ­
г а е т  с в о е г о  м а к с и м у м а  в  т о ч к е  х .

Эта теорема очень напоминает обычные теоремы о множителях 
Лагранжа, поскольку компоненты вектора р  являются в точности таки­
ми множителями, а функция и ( х )  — р А х  есть обычная функция Лагран­
жа. Однако имеются два важных различия.

( I)  . В обычной теории речь идет только о внутренних максимумах, 
в то время как настоящая теорема в равной мере справедлива и для того 
случая, когда максимум достигается на границе X ,  что часто встречает­
ся в приложениях.

(II) . Если х  является точкой условного максимума, то в обычной 
теории Лагранжа можно утверждать лишь, что х есть к р и т и ч е с к а я  т о ч ­
к а  функции Лагранжа. Важность теоремы Куна — Таккера объясняется 
именно тем, что она полностью сводит задачу отыскания условного 
максимума функции и { х )  к задаче о безусловном максимуме функции 
и ( х ) — р А х .

Доказательство этой теоремы очень просто и опирается лишь на 
следующий хорошо известный факт: значение вогнутой функции <р, опре­
деленной на открытом выпуклом множестве В, равно минимуму на 3  
всех линейных функций /?, таких, что р  ^  ф. Таким образом, для каж­
дого b из В найдется вектор р , такой, что р ( Ь '  —  Ь )  ^ у ( Ь ' )  —  <р(Ь). 
Мы будем говорить, что р  является о п о р н ы м  в е к т о р о м  функции и  отно­
сительно точки Ь .  Интересующийся читатель может провести доказа­
тельство самостоятельно следующим образом.
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Обозначим вначале через В  множество таких векторов Ь', что систе­
ма А х  =  Ь '  удовлетворяет условию (4.1), и покажем, что В  открыто 
и выпукло. Затем положим ф ( Ь ' )  =  шах и ( х )  и докажем, что ф(А')

A x = b f
вогнута. Наконец, пусть р  — опорный вектор функции ф относи­
тельно точки Ь .  Тогда для каждого х '  из X , положив А х '  =  6', получим

и ( х ' )  —  р А х '  =  и ( х ' )  — p b f ^  ф(б') — p b '  < ; ф ( b )  — p b  =■■ и ( х )  — р А х ,
а это и есть утверждение теоремы Куна — Таккера.

Условие (4.1) не является необходимым. Часто бывает полезным 
потребовать вместо него, чтобы множество X  было многогранником. 
В этом случае доказательство станет чуть более сложным. Однако, как 
показывает следующий пример, на множество X  все же нужно нало­
жить какие-то ограничения..

Положим X  =  { ( х и  х ъ )  | х 2 ^  * i2} и (х -и  х 2 ) =  х { и попытаемся мак­
симизировать и  при условии х 2 =  0. Очевидно, что решением должна 
быть точка х  =  (0, 0). Однако функция Лагранжа Ь ( х )  имеет вид 
L ( x )  =  х\ — р х 2у и при р ^ О  L  не имеет максимума, в то время как 
при р  >  0 максимальное значение функции L, равное l U p >  достигается 
в точке х  =  (У2р, У4р2).

Можно ввести другие условия на множество X , которые обеспечили 
бы применимость теоремы Куна — Таккера, однако с этим связаны не­
которые технические трудности, в которые мы не хотим здесь углублять­
ся. Для того чтобы иметь возможность применять теорему Куна — Так­
кера в нашем случае, мы будем предполагать, что технология J  удо­
влетворяет тем весьма слабым ограничениям, которые перечислены 
выше (подробнее об этом см. [1]).

Возвращаясь теперь к задаче экономического развития, мы полу­
чим следующую теорему:

Т е о р е м а  2. В с я к и й  о п т и м а л ь н ы й  Т - п л а н  ( x t , y t )  о т  s  д о  
s '  я в л я е т с я  к о н к у р е н т н ы м .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть ( x t , y t )  максимизирует

2  u t (c t ) при условиях
t =  Q

Х 0 + С 0 =  s ,  X t  +  Ct =  y g - f  ( t  =  1 ,  . . T ) ,  s '  =  y ' r ,  где ( x t , y t ) £  J  
a c t неотрицательно.

По теореме Куна—Таккера существуют векторы p t , t  =  0, . . . ,  
Т  -f  1, такие, что функция

т т

2  u ( c t )  —  Р о ( * о  +  С о)  -  2  P t ( x t +  Ct —  y t-i)  +  PT+iyT (4.2)
<=о t = 1 _ _

принимает свое наибольшее значение в точке ( x t , y t , ~ct ) .  Перегруп­
пировав члены в (4.2), получим 

г

2  [(«/ i ° t )  -  P t * t )  +  ( P t + M  -  Ptx t)\- (4.3)
t =  0

В формуле (4.3) все 2 Т  слагаемых н е з а в и с и м ы ,  следовательно, 
сумма (4.3) принимает наибольшее значение тогда и только тогда, 
когда каждое слагаемое достигает своего наибольшего значения, т. е.

( x t , y t ) максимизирует p t + 1 y t — p t x t 
и

C f  максимизирует u { c t ) ~  p t c t .

Но это и означает, что план ( x t , y t )  является конкурентным.
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Установив эквивалентность оптимальных и конкурентных планов, 
мы продемонстрируем в оставшейся части работы возможности приме­
нения условий конкурентности к анализу свойств планов экономическо­
го развития.

§ 5. Модель с одним продуктом

Для целей экономического анализа иногда полезно строить крайне 
идеализированные экономические модели — их можно назвать карика­
турами на настоящую экономику, — которые концентрируют внимание 
лишь на каком-то одном аспекте экономики для того, чтобы можно бы­
ло получить грубую качественную информацию о том, как может раз­
виваться реальная экономика. В этом пункте мы рассмотрим вкратце 
одну из таких моделей. Эта модель включает в себя только один про­
дукт, который можно либо потребить с пользой для потребителя, либо 
затратить на производство, причем если в последнем случае в момент t 
затратить количество х  рассматриваемого продукта, то выпуск этого 
продукта в момент t + 1 будет равен } ( х ) .  Функция f, которая называет­
ся функцией продуктивности, предполагается вогнутой. Технологией в 
этом случае является множество

J  =  {(x, У ) \ у < / ( х ) } ,
и, поскольку /  вогнуто, множество J  выпукло.

В дальнейшем мы будем предполагать, что модель п р о д у к т и в н а ,  
т. е. при увеличении затрат на h  выпуск увеличится более, чем на h , 
так что

f ( x + h )  — f ( x ) > h  для всех х ^ О ,  h > 0. (5.1)

Наконец, мы предположим, что функция полезности и  не зависит 
от времени и является возрастающей функцией от с. Это означает, что 
всякий оптимальный план ( Хх, у х )  должен иметь вид ( x t, f ( x t) ), 
поскольку нужно стремиться к тому, чтобы получить максимальный воз­
можный выпуск продукции при данных производственных затратах, так 
что c t =  f ( X t - i )  — x t.

Теперь мы приведем одну качественную теорему об оптимальных 
планах, в утверждении которой не участвует понятие цены, однако при 
доказательстве, по-видимому, нельзя без него обойтись.

Т е о р е м а  3. П у с т ь  ( x t, f ( x t) )  — о п т и м а л ь н ы й  Т - п л а н  от s  д о  s '. 
Т о г д а

( a )  п о т р е б л е н и е  c t и  п о л е з н о с т ь  u ( c t) — н е у б ы в а ю щ и е  ф у н к ц и и  от t;
( b ) п р о и з в о д с т в е н н ы е  зат р ат ы  x t в о зр аст а ю т  д о  н е к о т о р о г о  м о м е н ­

та t0, а  зат ем  н а ч и н а ю т  у б ы в а т ь .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  План ( х и f ( x t) )  конкурентен, так как он 
оптимален, следовательно, существуют цены p t, такие, что в соот­
ветствии с (А)

Pt+if ( х ) - р ( ( х ) <  p i + 1 f ( x t) - p tx t д л я  в с е х  х ^ О .  ( 5 .2 )

Для того Гчтобы доказать (а) и (Ь), нам придется доказать 
сначала

(c) цены p t ст рого убываю т  к а к  функции t.
Действительно, воспользовавшись (5.2), получим

f [ P t l P t + i > ( f ( x ) - / ( x t) ) / ( x - X t )  для х > х ( , 

но в силу (5.1) правая часть больше единицы.
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Далее, из условия конкурентности (В) следует 

и ( c t) -  и  (с/+1) >  p t (ct -  с<+1), 
а  ( с /+1) -  и  ( c t) >  pt+l ( с ( + 1  -  c t).

Сложив эти неравенства, получим (pt+\— Pt) (Ct+1 — (■'t) ^ 0 ;  отсюда и 
из неравенства pt+\ <  pt вытекает c t+ 1 ^  со что и доказывает (а ) .

Чтобы доказать (Ь), достаточно проверить, что если xt < x t-\, то 
xt+i < x t. Действительно, поскольку f возрастает, мы имеем f (Xt) < f(x t-i) 
и в силу (а) — Ct+i ^  Сложение этих неравенств дает

Xt+1 == f(x t) — Ct+ 1 <  f(x t- 1) — Ct =  Xt, 

что и требовалось доказать.

§ 6. Бесконечные планы

Конечные планы, подобные тем, которые обсуждались в предыдущем 
параграфе, не представляют большого интереса для теории экономи­
ческого развития, потому что желаемый финальный набор продуктов s '  
обычно не известен заранее. Напротив, центральное место в теории эко­
номического развития занимает так называемая проблема накопления 
капитала, которая заключается в том, что нужно выбрать такой способ 
действий, который обеспечивал бы наискорейший рост ресурсов. Чтобы 
подступиться к этой проблеме, нужно изучать бесконечные планы, и пер­
вая задача на этом пути — определить подходящим образом понятие 
оптимальности. Ясно, что не годится просто максимизировать бесконеч-

оо
ные ряды h u t ( c t ) ,  поскольку эти ряды могут, вообще говоря, расхо-

t=o
диться.

О п р е д е л е н и е .  Мы будем говорить, что план (x t, y t) п ер его ­
няет  план (x't, y't), если найдется такой момент времени Т, что

Г '  Т'

£  й (с<) > 2  n{c't) для всех Т ' ^ Т .
<=о t=о

Говорят, что план (x t, y t) догоняет  план {x'v у '} (в бесконеч­
ности), если

т

lim (й (с^) и (с*)) 0.
(= о

План называется о п т и м а л ь н ы м  ( с и л ь н о  о п т и м а л ь н ы м ) , если он до­
гоняет (перегоняет) любой другой план.

Заметим, что это определение годится и в том частном случае, 
когда ряд Еи<(сг) сходится (это может случиться, например, если по­
лезность в будущем подходящим образом дисконтируется). Однако, как 
мы увидим в дальнейшем, определение применимо и в тех ситуациях, 
когда этот ряд расходится. Конечно, если заданы произвольные техно­
логия и функция полезности, то оптимального плана может и не быть. 
Вот простой пример для модели с одним товаром.

Предположим, что и  (с )  =  с  и, имея х  единиц продукта, мы можем 
произвести 2 х  единиц того же продукта. Утверждается, что оптималь­
ного плана нет. Действительно, возьмем произвольный план ( xt, 2Xt) 
и предположим, что Ст =  2 х т-\  — х т >  0 при некотором Т .  Мы построим
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план (х / ,  2х / ) ,  перегоняющий (x t, 2xt) и совпадающий с ним при 
всех значениях t, за исключением t — T ' n i  = T-\-\, где мы определим 
его следующим образом:

'̂7' О, Х у  = =  C f - f - i  2 Х у

Тогда с'т-\- с'т+1 =  Ахт~\~ Хт+\, в то время как

сг “Ь Ст+1 ~  2x^-1 Ху -f- 2Ху ■ ^7-+; == 2ху_х -j- Ху — х т+х.

Наконец, произведя вычитание, получим с'т +  с'т̂ х — р т — ст+1 =  
=  2 х г^г — х т =  С т->0, следовательно, (x't, у ') перегоняет (x t, y t).

Все вышесказанное представляет собой частный случай одного об­
щего результата, который может быть получен с использованием цен. 
Мы просим читателя поверить в то, что бесконечные оптимальные планы 
конкурентны. Это доказывается при помощи перехода к пределу в ко­
нечном случае, но в доказательстве есть одна тонкость, сязанная с про­
веркой того, что получающиеся цены равномерно ограничены.

Т е о р е м а  4. Если в модели с одним товаром функция f продуктив­
на, а и неограничена, то оптимальных планов не существует.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Предположим, что план (x t, f ( x t)) опти-} 
мален и, следовательно, конкурентен. Тогда из условия (В)

и fa )  -  и (с0) <  р 0 (сх -  с0) =  р 0 ( / (х 0) -  х х) - p 0( s -  х 0), 
и {ct+x) -  и {ct) <  p t {ci+x -  ct) =  p t (/ (x<) -  x t+x) -  p t (/ ( * ,_ ,)  -  x t).

Просуммировав от t =  О до 7 \ получим

# ( с т + 1) ~~ ^ ( Q  ^  Р т  т •̂т'+i) ~1“ 
т

+  £  l ( P t f ( x t )  — P t - l X t )  — { P t f ( x t - 1) — P t - l X t - l ) \  +  A>(/(*o) — s ) .  (6.1)
t=l

Теперь если функция и  не ограничена, то ясно, что для каждого 
оптимального плана последовательность ( с , )  неограничена, поэтому 
(x t) также неограничена, и, следовательно, в силу теоремы 3 (x t 

монотонно возрастает. Это значит, что первый член в правой частй 
(6.1) отрицателен. Далее, по условию (А), все члены, которые сумми­

руются в (6.1), отрицательны, и поэтому из (6.1) вытекает неравенство 
и ( с т+\) ^  и ( с о )  +  p o ( f ( х о ) — s ) .  Но это означает, что u ( c t ) остается 
ограниченной. Теорема доказана.

Интересно также отметить, что справедливо утверждение, обратное 
к теореме 4. Если и  ограничена, то оптимальный план существует. До­
казательство, которое несколько громоздко, проводится в два этапа: 
сначала доказывается, что существует бесконечный конкурентный план, 
обладающий, кроме того, еще одним дополнительным свойством — так 
называемым свойством эффективности, а затем отсюда выводится оп­
тимальность этого плана. Интересующегося читателя мы отсылаем к 
работе [2]. Таким образом, ограниченность и  является необходимым и 
достаточным условием существования оптимальных планов. (Это впер­
вые было доказано Мак-Фадденом для случая, когда / — линейная функ­
ция [3].) Впоследствии мы еще вернемся к общему вопросу существо­
вания.
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§ 7. Многоотраслевые модели, Технология фон Неймана

Теперь мы перейдем к моделям со многими продуктами. Для этой 
дели удобен несколько другой подход, основанный на одной работе 
фон Неймана [4]. Прежде всего в модели имеется конечное множество 
из п  производственных процессов, заданных посредством пар затраты — 
выпуск (aj, 6j), / =  1, п .  Каждый производственный процесс может 
вестись с различной и н т е н с и в н о с т ь ю ; таким образом, если (a b j )  — 
производственный процесс и V j — неотрицательное число, то и (vjflj, 
V j b j ) — также производственный процесс. Далее, предположим, что не­
сколько производственных процессов можно вести одновременно. Теперь 
нетрудно видеть, что если А  я  В  — матрицы, /-ми столбцами которых 
являются соответственно векторы aj и b j ,  то для любого неотрицатель­
ного вектора v  пара ( A v ,  B v )  представляет собой производственный 
процесс. Вектор v  называется в е к т о р о м  и н т е н с и в н о с т и .  Чтобы завер­
шить описание технологии, нужно наложить ограничения на множество 
допустимых векторов v , поскольку очевидно, что в реальных условиях 
невозможно вести все производственные процессы со сколь угодно вы­
сокими интенсивностями, так как первичные ресурсы, важнейшее место 
среди которых занимает труд всех видов, ограничены. Поэтому мы 
предположим, что векторы v  обязаны принадлежать некоторому огра­
ниченному выпуклому многограннику У, содержащему начало коорди­
нат. Если заданы m  X  ц-матрицы А  я  В  я  множество У в я-мерном про­
странстве, то технология J  определяется следующим образом:

J  =  {{Av, B v)\ v£V }.

В общем случае множество У  может меняться со временем, поскольку 
численность населения и, следовательно, количество рабочей силы, во­
обще говоря, изменяются. Однако, в случае когда запасы рабочей силы 
различных видов увеличиваются с одной и той же скоростью, задачу 
экономического развития можно свести к задаче, в которой трудовые 
ресурсы постоянны. Следовательно, мы можем ограничиться рассмотре­
нием этого случая.

О п р е д е л е н и е .  П л а н о м  с начальным запасом 5 называется по­
следовательность векторов интенсивности (v t) из У, таких, что

A v  о =  5, A v t =  B v t- 1.

Таким образом, выпуск в момент времени t — 1 равен затратам в 
момент t. Это не означает, что нужно каждый раз в самом деле ис­
пользовать целиком весь имеющийся выпуск продукции. Часть выпуска 
может быть просто выброшена или оставлена про запас до будущего 
времени, кроме того, некоторые продукты могут испортиться — все эти 
возможности легко учесть, введя соответствующие производственные 
процессы в матрицах А  и В .

Теперь, слегка изменив старое определение, мы введем функцию 
полезности. Вместо того чтобы определять функцию полезности щ  на 
множестве наборов продуктов, мы определим ее на векторах интенсив­
ности у . Таким образом, u t ( v )  —  это удовлетворение, которое получает 
общество в момент времени t , если интенсивности производственных 
процессов определяются вектором v .  Нам представляется, что такое оп­
ределение более совершенно, чем старое. В конце концов доставляет 
удовольствие не кусок пирога сам по себе, а процесс его потребления. 
Точно так же бывают виды деятельности, например рытье канав, кото­
рые доставляют «отрицательное» удовольствие. Наконец, отмеченные
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ранее трудности, связанные с оценкой полезности музейных картин, 
можно легко преодолеть, если считать, что полезностью обладают не 
сами картины, а процесс созерцания их.

О п р е д е л е н и е .  Функция полезности ut — это вещественнознач­
ная функция, определенная на множестве неотрицательных векторов v 
размерности п. Последовательность (u t(vt))  мы будем называть по­
следовательностью полезности, соответствующей плану (vt). При 
этом новом подходе понятие бесконечности плана не нуждается в из­
менениях. Мы требуем, чтобы последовательность (ut(vt))  перего­
няла или догоняла все остальные. Понятие конкурентного плана стано­
вится даже проще, чем раньше, однако его экономическая интерпрета­
ция уже не столь прозрачна.

О п р е д е л е н и е .  План ( vt) называется конкурентным, если сущ е­
ствуют такие цены p t, что для каждого t

Щ (v) + (P t +iB  -  p tA) ® <  и, (vt) + (p i+1B  -  p tA)  vt
для всех v  из V. (7.1)

Это условие означает, что в каждый момент времени t мы выби­
раем у так, чтобы сумма прибыли и полезности была максимальна.

Теперь нетрудно убедиться в том, что если (v t) — конкурентный 
Г-план от s до s', то он оптимален. При помощи теоремы Куна — Так- 
кера столь же легко доказывается и обратное: если и вогнута, то вся­
кий оптимальный Г-план конкурентен1). Допустив, что мы уже убеди­
лись в справедливости этих утверждений, обратим теперь свое внима­
ние на бесконечные планы.

§ 8. Стационарные планы и асимптотические свойства «хороших» планов
В этом параграфе мы будем считать, что и не зависит от времени. 

Введем основное понятие этого параграфа.

О п р е д е л е н и е .  План (v t) называется стационарным, если 
vt =  v0 для всех t.

Из определения плана вытекает, что Vo удовлетворяет соотношению

(В — A)v =  0. (8.1)

Таким образом, имеется взаимно однозначное соответствие между 
стационарными планами и теми векторами v из V, которые являются 
решениями уравнения (8.1).

Оптимальный стационарный план v — это вектор, удовлетворяющий 
(8.1), для которого u(v) максимально.

С математической точки зрения, если V неограничено, то может и 
не существовать стационарного оптимального плана. Однако для рас­
сматриваемой модели чрезвычайно естественно предположить, что такой 
план существует. Он соответствует тому состоянию полного изобилия, 
которое экономисты называют Золотым веком. Это стабильное состоя­
ние, которое было бы достигнуто после того, как мы создадим все про­
изводственное оборудование, которое наши ресурсы позволяют устойчи­
во эксплуатировать.

!) Чтобы быть совсем точным, здесь нужно дополнительно предположить, что в 
каждой точке v функция и имеет опорный вектор. Контрпримером в случае размер­
ности 1 может служить функция и(v) = -fAv, которая не имеет опорного вектора в точ­
ке о =  0.
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Теоремы этого параграфа покажут, что стационарные планы играют 
центральную роль в теории оптимального развития. Отправной точкой, 
как обычно, будет теорема Куна — Таккера.

Л е м м а .  Если стационарный план v оптимален, то найдется такой 
m-мерный вектор р, что

в точке v функция u (v )— р(В  — A)v 
достигает своего максимума на множестве V. (8.2)

Доказательство представляет собой непосредственное применение 
теоремы Куна— Таккера. В дальнейшем удобно считать, что u{v) =  О, 
т. е. максимальная возможная полезность равна нулю. Очевидно, этого 
можно добиться, прибавив, если нужно, к функции и подходящую кон­
станту. Первым важным результатом является

Т е о р е м а  5. Существует т акая  конст ант а М, что для
т

лю бого  п лан а  (v t) и для  лю бого м ом ент а врем ени Т 2
t=i

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Для плана (v t) в силу (8.2) мы имеем

u {v t) - { -p (B  — ^4)г»<<0 для всех t. (8.3)
Отсюда

т т
2  и(® /)<  — B ) v t =  pA v0 — p B v T =  ps  — p B v T^ .M ,
t= 0 f=0

поскольку из ограниченности <vT следует ограниченность p B v T. Тео­
рема 5 показывает, что для всех планов частичные суммы 
т
2  ut {vt) равномерно ограничены сверху. Это значит, что никакой

1= 0
план не может быть бесконечно более хорошим, чем оптимальный.
Однако некоторые планы могут быть бесконечно худшими, что соот-

т
ветствует неограниченности снизу сумм 2  ut (vt). Это приводит нас

<=о
к следующему определению.

О п р е д е л е н и е .  План (v t) называется хорош им, если частич- 
т

ные суммы 2  u (v t) ограничены снизу.
/ = 1

Теперь мы получим одну асимптотическую теорему для хороших 
планов.

Т е о р е м а  6. Е сли  и строго вогнут а и п лан  ( v ( ) хороший, то 

2  a (vt) =  сходит ся, (8.4)

lim-n, =  V. (8.5)
t - >  оо

(Заметим, что вектор v  единственный, поскольку и строго вогнута.) 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Воспользовавшись (8.3), получим

u ( v t) =  p(A — B)vt — bt, где 8 ,> 0 . (8 -6 )
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Теперь, поскольку план (vt) хороший, то существует такое N , что

N  <  ^ u { v t) =  p s -  p B v T -  2  < М  — 2 8 * (8.7)
t=О /=о /=0

или 2  8, М — N . Поэтому 2  8, сходится и, тем более, lim 8; == 0.
t  — 0 t = 0  t - >  оо

В силу (8.6) отсюда следует
lim [и (vt) + р ( В  — А) vt] =  0.
/->оо

Но максимальное значение u(v)-{- p ( B ~ A ) v  равно нулю, и так как 
функция и строго вогнута, то достигается оно только в точке v. 
Поэтому \\mvt =  v, что и доказывает (8 .5 ).

t —> со

Для доказательства (8.4) заметим, что из (8.7) следует
т г
2 и (vt) =  ps —  p B vT —  2 v
*=0 t=0

Отсюда вытекает сходимость (8.4), поскольку v T
_  т
v vi 2  bt схо-

*=о
дится.

Теперь ясно, что если мы ищем оптимальный план, то мы долж­
ны рассматривать только хорошие планы. Следовательно, можно

искать среди всех сходящихся бесконечных рядов 2  u {v t) тот, кото-
*=о

рый имеет самую большую сумму. В теореме 5 мы видели, что эти 
суммы ограничены. Поэтому дело только за тем, чтобы доказать, 
что соответствующий sup достигается. Но это оказывается не так 
просто. Вот контрпример. Предположим, что вначале у нас есть 
количество пирога, равное 1, и каждый день мы должны решать, 
сколько пирога съесть, а сколько оставить. Ясно, что план опреде­
ляется последовательностью потребления (ct), для которой выполня­
ется условие £, <^1.  Теперь, если «  — произвольная вогнутая функ­
ция от с , то, оптимального плана не существует, ибо если ct такой 
план, то для некоторого момента времени Т cT=f=cT+l, но в этом 
случае найдется план (с*), перегоняющий (ct). В качестве такого 
плана (с*) можно предложить следующий: с* =  ct при t Ф Т , Т +  1 
и с'т =  с'т+1 =  (ст +  ст+1)/2.

Несмотря ца приведенный пример, для этой модели все же мож­
но получить некоторую теорему существования. Для этого снова 
придется воспользоваться ценами и конкурентными планами.

Т е о р е м а  7. Е сли  и строго вогнут а, то сущ ест вует  п л а н  
(v t), т акой, что

(a) (v f) хороший-,
(b) (v f) конкурент ен ;
(c) цены p t ограничены.
Мы не будем проводить доказательство этой теоремы, которое 

связано с некоторой техникой, нужной для получения плана (p t) 
предельным переходом от оптимальных 7’-планов. Интересующегося 
читателя мы отсылаем к работе [ 1). Предположив, что теорема 7 
справедлива, мы получим следующее утверждение.
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Т е о р е м а  8. Е сли  и строго вогнута, то п лан  (v t) т еоре­
мы 7 сильно опт им ален.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим любой другой хороший план 
{v't). В силу (7.1)

и {v't) +  (pt + lB  -  p tA) v't +  0, =  и (‘vt) +  (Pt+1B  -  p tA) v t Д Л Я  всех t,

где 8 , ^ 0 .  Следовательно,
т т

2  и (v't) +  P t + i B v 't -  P 0 s  +  2  bt =  2  u  ( v t )  +  P t + i B v t  ~  P qs

2  (« {v't) -  и {vt)) =  p T+1B {vT -  v't ) -  2  bf  (8-8)
t=0 t=0

Теперь, если Vtф v't, то в силу строгой вогнутости 8<Д>0. Сле­
довательно, последний член в (8.8) становится отрицательным. Ввиду 
того что оба плана (vt) и (v't) являются хорошими, по теореме 6 
разность Vf — v't —* 0, а из ограниченности p t вытекает, что и 
р т+1В (vT — v 't  ) —> 0. Следовательно, правая часть (8.8) в конце кон­
цов становится отрицательной, а это означает, что (vt) перегоняет 
(v't). (М ожет возникнуть вопрос, почему пример с пирогом не про­
тиворечит этой теореме. Ответ заключается в том, что в рассмотрен­
ном примере функция и не будет строго вогнутой в требуемом 
смысле. Заметим, что здесь имеются два „производственных процесса". 
Если мы будем измерять полезность, исходя не только из того, 
сколько пирога мы съедаем, но также принимая в расчет откладыва­
ние пирога про запас, и если, кроме того, определенная нами функ­
ция полезности окажется строго вогнутой, то тогда оптимальный 
план будет существовать. В рассмотренном примере не выполняется 
соотношение (8.5) теоремы 7.)

С л е д с т в и е .  Е сли  s =  Bv, mo п лан  (v) сильно опт имален.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Ясно, что план (v, р )  удовлетворяет ус­

ловиям теоремы 7. Следовательно, по теореме 8 он сильно опти­
мален.

В следствии утверждается, что оптимальный стационарный план 
оптимален. Это не тривиальная тавтология, ибо если оптимальный 
стационарный план лучше всех остальных стационарных планов, то 
априори не ясно, почему не существует другого, не стационарного 
плана, который окажется лучше, чем (v), если его начать с s = £ v .

§ 9. Случай дисконтирования

Мы продемонстрируем еще одно приложение конкурентных цен, 
на этот раз показав, как они могут быть использованы для построе­
ния контрпримеров к некоторым возможным предположениям. Эта 
работа была проделана В. Р. Саерлендом в его докторской диссер­
тации [5].

В предыдущем параграфе функция и предполагалась строго 
вогнутой и не зависящей от времени, и при этих предположениях 
было доказано, что все хорошие планы аппроксимируют единственный 
оптимальный стационарный план. Теперь в теории развития стало 
обычным дисконт ироват ь  полезности, т. е. рассматривать функцию
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полезности ut вида ut (v) =  blu (т>), где 8* — некоторое положительное 
число, меньшее единицы. В этом случае если множество V, скажем, 
ограничено, то существование оптимальных планов легко вытекает 
из сходимости всех рядов полезности. С другой стороны, как будет 
видно из дальнейшего, со стационарными планами могут быть связа­
ны существенные осложнения. А именно мы построим простую модель, 
в которой имеется ровно два стационарных плана, являющихся опти­
мальными. Существенная часть построения основана на использовании 
цен.

Мы рассмотрим одну очень простую модель с единственным про­
дуктом. Имеется два вида деятельности — производить продукт 
и потреблять его, так что матрицы А и В  имеют вид соответственно 
(0,1) и (1,0). Запишем вектор интенсивности в виде v = *(l, с), где 
/ — труд, затрачиваемый на производство продукта, а с — интенсив­
ность потребления. Последовательность (v t) является планом в том 
и только том случае, когда выполняется следующее простое условие:

С0 S y Cf s== 11 i .
В качестве множества V пар (l , с) мы можем взять совершенно 

произвольное ограниченное множество. В соответствии с вышесказан­
ным мы потребуем, чтобы полезности ( и() удовлетворяли условию 
и( =  Ь*и(1(, c t). Наконец, стационарным планом мы будем называть 
такой план, у которого (l t, ct) =  (s , s) для всех t.

Т е о р е м а  9. Если, существует т а к ая  цена р , что 
и(1, с)-}-Ър1— рс дост игает  м акси м ум а в точке (s, s), то 
п лан  {s , s) опт им ален .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть (l t, с() — произвольный план с началь­
ным запасом s. Тогда

и (/„ c t) +  bplt — p c , <  и (s, s ) - f  bps — p s .
Умножив на Ъ*, просуммировав по t и воспользовавшись соотношением 
с( =  lt~u получим

2 v  («(*/, ct) — u {s, s ) ) <

< ( 8 r + 1 — \) p s  — (bT+lp l T~  p c0) =  bT+1p (s  ~  l T),
и поскольку правая часть стремится к нулю, оптимальность доказа­
на. Обратная теорема справедлива при соответствующих предположе­
ниях о выпуклости, но она нам не понадобится.

С л е д с т в и е .  Е сли  и ст рого вогнут а и

Т 2 - ( * .  *>■ <9Л)

то (s, s ) опт им ален.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть р =  -|^-(s, $)> и пусть <р(/, с) =  

=  и(1, с) +  Ьр1 — рс. Тогда в силу

- £  <*, * )  -  <*• s> +  -  - ж  <*• s> + 18S r  <s - s>: “ •
и Л 1. (s s) =  -4^- (s, s) — p  =  0 по определению p. Следовательно, 

dc v * ' oc
(s, _  критическая точка функции <p, но функция <р строго вогнута,
поэтому в точке (s, s) она достигает максимума, и нужное нам 
утверждение следует тогда из теоремы 9.
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Чтобы доказать неединственность, достаточно найти строго 
вогнутую функцию и(1, с), для которой условие следствия выполня­
ется в двух различных точках. Оказывается, что такой функцией 
будет, например,

и (/ , с) — 2 llog (3,4 -J- 1,1с — /) -f- log (4 -f- 2 с — / )-| - с.

Заметим, что, будучи строго вогнутой, и возрастает по с и убы­
вает по /. Это соответствует тому естественному положению дел, 
когда потреблять продукт приятнее, чем производить его. Проверку 
того, что условие (9.1) выполняется в точках (1.1) и (2.2), мы остав­
ляем читателю.

Очевидно, что если существует более одного стационарного 
плана, являющегося оптимальным, то нельзя ожидать, что имеют 
место асимптотические теоремы вроде теоремы 6. На самом деле 
Сазрленд построил пример, в котором имеется ровно один оптималь­
ный стационарный план (($, s)), но всякий план, начинающийся с за­
паса s', отличного от s, удаляется от этого плана и приближается 
к некоторому осциллирующему решению, которое предписывает 
производить в четные дни и потреблять в нечетные.

Л И Т Е Р А Т У Р А

1. G a l e  D., On optimal development in a multi-sector economy, Rev. Econ. Studies, 34 
(1967), 1— 18.

2. G a l e  D., S u t h e r l a n d  W. R., Analysis of a one good model of economic develop­
ment, Proc. Summer Seminar on Math. Decision Sciences, Amer. Math. Soc. 
(to appear).

3. M c F a d d e n  D., The evaluation of development programmes, Rev. Econ. Studies, 34 
(1967), 25—50.

4. V o n  N e u m a n n  J., On a system of equations in economics and a generalization of 
the Brouwer fixed point theorem, Rev. Econ. Studies, 1945— 1946.

5. S u t h e r 1 a n d W. R., On optimal development programs when future utility is 
discounted, Doctoral Dissertation, Brown University, Providence, R. I., 1967.

Указатель переводов, помещенных в сборниках 
«М атематика» за  1970 г.

А р т и н М., Алгебраическая аппроксимация структур над полными
локальными к о л ь ц а м и .............................. ................................................... 14 : 3, 3 39

А р т и н М., Алгебраизация формальных модулей........................................ 14: 4,  3—47
А т ь я М. Ф., Степенные операции в К- т е о р и и ..................................... 14 : 2,’ 35—65
Б а с с  X., М и л н о р  Дж., С е р р Ж.-П., Решение конгруэнцпробле-

мы для SL n (п ^  3) и S p 2 n ( f t ^ 2 ) ....................................................... 14: 6,  64— 128
Б л е к у э л л  Д., О стационарных с т р а т е г и я х ............................................... 14: 2,  155— 158
Б о т т  Р., Ч ж е н ь  Ш е н ь - ш е н ь ,  Эрмитовы векторные расслоения

^и равнораспределенность нулей их голоморфных сечений . . 1 4 : 2 ,  117— 154
В е й л ь  А., Об определении рядов Дирихле через функциональные

уравнения . ...................................................................................................14; 6, 138-145
Г а  р с а й д  Ф. А., Группа кос и другие г р у п п ы ..................................... 14: 4,  113— 138
Г е й л  Д., Математическая теория оптимального экономического

развития . ..........................................................................  v : ; 14: 6,  160-175
Д а р л и н г  Д. А., Р о б б и н с  Г., Несколько дополнительных заме­

чаний о неравенствах для выборочных с у м м ..............................14: 4,  133—141
Д о л ь д  А., Полуточные гомотопические ф у н к т о р ы ..................................14:l| 3—93
Д о л ь д  А.. Абелевы полуточные ф у н к т о р ы ................................................14:1,’ 94— 103


