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УДК 517. 15 

СИЛЬНЫЕ И СЛАБЫЕ КОНСТРУКТИВИЗАЦИИ 

И ВЫЧИСЛИМЫЕ СЕМЕЙСТВА 

А. Т. НУРТАЗИН 

В статье вводится понятие вычислимого семейства конструктивных 

моделей и изучаются конструктивизации сильно конструкт квитируем ой м о ­

дели Ob . П р и в о д я т с я необходимые и достаточные условия неавтоустой -

чивости ОС относительно сильных конструктивизации и существования 

слабых. Определяется возможное число сильных и слабых конструктивиза­

ции. 

§ 0. Определения и обозначения 

Пусть 01 = <Л - счетная модель языка & н С? П N= $ . Ото ­

бражение \J множества /У натуральных чисел на А называется н у -

меранией модели 1% , а пара {0L, ^) - нумерованной моделью. Если 

{СХ, У) - нумерованная модель, то - модель* подученная из 0L 

добавлением в ее сигнатуру всех натуральных чисел, которые при этом 

интерепретируются посредством нумерации v> . Нумерованная модель 

(01, i) конструктивна, если вычислимо множество ]р(С£у)всех&*6м 

ных и отрицаний атомных предложений, истинных в модели , и 

сильно конструктивна, если вычислима Tk [Ot<j) теория модели &у . 

В этих случаях V называется конструктивизацией и сильной конструк-

тивизацией. Конструктивизацию, не являющуюся сильной, будем н а з ы ­

вать слабой. Конструктивизации j£ и ^ модели С%> автоэквивалент -

ны, если существует автоморфизм Q модели {% и о . р . ф . / такие, 

что коммутативна следующая диаграмма: 

%\ и 
Пусть К - некоторый класс конструктивизации модели ОС . Модель 

автоустойчива относительно К , если любые две конструктивизации из 



К автоэквивалентны. По-видимому, автоэквивалентные нумерации с 

точки зрения теории конструктивных моделей не следует считать р а з ­

личными, так же как в обычной теории моделей не различаются и з о ­

морфные модели. 

Если задан произвольный класс % конструктивных моделей с и г ­

натуры 0 , то может б ы т ь интересным вопрос о возможности з а д а ­

ния этого класса при домощи единого эффективного процесса . В этом 

случае % называется вычислимым. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Класс % (сильно) вычислим, если существует 

о. р. ф. ^{Я^} т акая , что для каждого фиксированного Х0 функция 

/ (&0>1/} вычисляет (Tk J?{£%v) > г Д е (&,)}) автоэквива -

лентна некоторой модели семейства 01 и для каждой модели и з Ж 

существует соответствующее XQ , 

Это определение можно специализировать несколькими путями. На­

пример, если 71 задан эффективно и заиндексирован натуральными чи­

слами, то можно потребовать, чтобы было эффективным нахождение 

по СС0 индекса соответствующей модели, и наоборот. Обычное диаго -

нальное рассуждение показывает , что класс всех конструктивных м о д е ­

лей данной бесконечной сигнатуры невычйслим. Некоторые свойства 

сильно вычислимых классов получены в первой теореме . 

Всюду в дальнейшем (Ot,p) сильно конструктивна ( с , к , ) , 

^{n)**Qn> T^Tk. (СХ.) и f$ ~ одноместная ч. р . ф. номера S , а 

•.• - её часть, вычисленная к шагу t> J <pQf tp^ т .,,, f . . . • -

гёделевская последовательность всех предложений•:•языка .0U N I tri+ti, 

l,ptfy,Z,S - натуральные числа; &tу - переменные; и 

X~,-s (R/-\t$r\ и ~Цц\) ~' конечные последовательности натуральных чй-
(tr) W (С/ д СО 

сел, элементов модели (% и переменных одинаковой длины; ;/У -•"/V:— 

тождественное отображение. 

§ 1. Сильные конструктивизации 

Теорема этого параграфа дает необходимые й достаточные услов -

вия существования не авто э квивал е н т н ы х сильных конструктивизации да н-

ной модели (X 

ТЕОРЕМА 1. П у с т ь (&,fl) ~ 

с и л ь н о к о н с т -

р у к т и в н а я м о д е л ь п о л н о й т е о р..и и Г 

Т о г д а э к в и в а л е н т н ы с л е д у ю щ и е у с . . . -



л о в и я: 

(1) н е а в т о у с т о ч и в а о т н о с и т е л ь ­

н о с и л ь н ы х к о н с т р у к т и в и з а ц и и ; 

(2) н е с у ш е с т в у е';:'т;"''"''::': "к : ' '0" н е ч н о й п о с л е -

д о в а т е л ь н о с т и э л. е м е н т о в м о д е л и ^ 

т а к & й, ч т о Oh - п р о с т а я м о д е л ь / (&д) и 

с е м е й с т в о м н о ж е с т в а т о м о в б у л е -

в ы х а л г е б р f~n (Т {QQ)) в ы ч и с л и м о ; 

(3) с у щ е с т в у е т с и л ь н о в ы ч и с л и м о е 

с е м е й с т в о м о д е л е й [(ZtjJ0)f,..r(^fp^),,,, ч л е н ы 

к о т о р о г о п о н а р н о э л е м ё н т а р н о к о н -

с т р у к т и в н о н е в л о ж н м ы д р у г в д р у — 

г а; 

(4) н е с у щ е с т в у е т с и л ь н о в ы ч и с 

л и м о г о с е м е й с т в а м о д е л в й с и г в а -

т у р ы . с о д е р ж а щ е г о в с е с н л ь н ы е 

к о н с т р у к т и в н о е ц и и м о д е л и $L . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Очевидно, (3) — ( 1 ) , 

(4) V- (1) и 

( 1 ) ~ * - ( 2 ) < ^ = » ~! ( 2 ) — 1 ( 1 ) . . 

Докажем "1 ( 2 ) — ( 1 ) . Пусть для й0 (X является простой 

моделью Т (0-0) и семейство множеств атомов алгебр р^ (ТЩ0)) 

вычислимо. Для доказательства достаточно по двум простым моделям 

fl/j и ^ с основным множеством N таким; Ч*о /Й^ (,) 

и (Ш^,^) с . к . модели, у м е т ь строить общерекурсивное элементарное 

отображение -f; $1_—^* $7 . Временно обозначим : С7п\ - атом а л -

гебры Р^ \ Т (й )j i которому удовлетворяет последовательность nf 

длины fl в модели (находится эффективно по допущению). Опреде -

л им f= j < т в , П 0 > г . . . , </nt,fti > > . . . } • По теореме Воота С 73 , ; 
изоморфизм, если для любого т) T<m m >l — Г</7 

•n#i\ 2- П ° и н д у к и и и п о л о ж и м : т^-айл n£_f)) 
и 



Нахождение z/7I

2tff э Ф Ф е к т и в н о » т ^ к к а к и Щ^) сильно кон­
структивны. Очевидно, f отображает Н . на N . 

(2) - * ( 3 ) . Шагами по t определим индуктивный процесс. На 

шаге £ т f строим конечные н у м е р а ц и и ^ ,...,ри. и конечные мно­

жества Т^*\..., * предложений языка & U f\l , Кроме тйго, Дл я 

S^t некоторые р£ номера отмечаются тройками < pQ , $ 0,?0>,... 

*"'^Pt,ty'h,%? И Э y n o P M ° 4 e H H O r o п о Т И П У W множества всех троек на ­

туральных чисел г где р*фй • Процесс будет обладать свойствами 1 ° -

8° 

1°. Тройка 4>pfi£,zy на шаге t может отмечать некоторые fl^ 
t 

некоторые Ц номера. 
о * t t £ 2 . Если Тр=- Тр (И?) I то jjp определена на числах из m и 

« V к If* (/£(Щй. 
3 ° . Если, на ш а г е £ тройка tZ"> стоит, то среди отмечаемых 

ею и р^ номеров найдутся последовательности П7 и Д такие , 

что для некоторой формулы (р(Х) языка & выполняется 

i<p(m)6.fp, <р(л)е.Т* и f*:m—-/г. 
Итак, ^ не будет в дальнейшем определять элементарное вло -

яение (ОС,рр) в (Ct,p$) . 
Зафиксируем шаг £ , н у м е р а ц и ю р ^ и множество предложений 

Тр — Т* (m0,Mvmt) • П У С Т Ь /*рГЩ~-*~а0 • Т и п о М п о с л е д о в а ­
тельности Ш в и о т н о с и т е л ь н о е , назьшается формула Ф (а~".'<г)=±' 

1 Гр 0 К%*о* t' 
= 33ег С& С Тр (а0,ССр<Г2 )lj языка б Ua0 • Вс#й на шаге f 

тройка Ъ> н е установлена я ^ определена на числах из rttg 

и /тт"7 , где Щ0 состоит из всех р^ номеров, отмеченных меньшими 

тройками, и предложение (р (m r h 7 , Ш2 ) таково, что 

Т(а0) b— Зщ*2 Тр (а0>Ъ,аг2)Ь <p(a0,2cf1*2)l f 

то определим действие *р на тройку < / 7 > ^ > ^ > в ^ ^ : 

1. <р у с т а н а в л и в а е т е р* тройку <рч yt %> , если ?—y>Cmfff7nr)i 

Т(ао)\— Щт2 Г& 1?№9,х„Щ)& <р(а0,Щ)1 



2. (р ъ Ир н е в л и я е т н а тройку если 

3. <р a J-tp влияет на <yp ,^7> , если не выполняется 2. Понятно, 

что если <f>(m0,/7Tflrn2) влияет на <р,у,г>щ т о ' ^ £ ^ [ Д 7" (гтг^т^Х^ 
& <Р (/7?0 , Г7?} tSC2 ) ~\ устанавливает <р,ф17> и если ф устанавли -

вает <Ср, у,Ъ > » то и Т^З устанавливает <р,у}%>* 

Индуктивное определение. Шаг £ + / . Для S>6lb определим 
t' t+t t' i v i сначала нумерации pg , тогда р^ = р^ и f ^ ^ . ^ ^ j • г д е 

mg= mltl\m : m не является р* номером } и /7^= mln {/t:Ctn 

не имеет jj^ номера } . 

Пусть ф^-^З = т°(™) я<£>2=р . Поступаем по-разному в 

следующих случаях: 
_ i 

1. <p(fn) в рр устанавливает тройку <p,y,Z> из множества п е р ­

вых t троек и не влияет на меньшие тройки; 
fz : m — — я и ОС r= f (р^ (п)) , и (рщ) в ^ 

не влияет ни на одну из троек меньших, чем <ptpiz> . 

В этом случае полагаем 

t1 t - - : 

нумерация /г на /fy совпадает с / / , а на /тг Л/т/ такова, что 

(% ^= &> Г (р (/77)) , Кроме того , все .элементы и з й , п о -

терявшие при такой перенумерации свои р^г номера снабжаются новы -
•Ь' . i' t 

ми а номерами. Для Sj=p имеем и* ~р . 
Веер и/У номера отмечаются тройкой 4p,$tZ>• 

2, (X Ь= fipp (/77)) и ^Jf/7?J в. р* не влияет ни на одну 

из первых Ь троек. 

Полагаем 

3. В любом другом случае р* = р* , 7& m 7^ и никакие новые 

тройки не устанавливаются. Определение закончено. 



Очевидно, для любого S и О имеем / . S= / . Положим 
t о 

7~s = U 7"& . Свойства 1 - 3 проверяются непосредственно. 

Из индуктивного Определения следует, что в нашей конструкции 

каждый элемент .модели L% получает некоторый р£ - н о м е р и каждое 

натуральное число становится tit номером. Более того, 
о , / 

4 . Для любых rrtQf Q7 и 5 существуют шаг t , элемент 
и число гп} такие, что для 7/& 7? > 

/ v " V - % — м % > • 

Действительно, если ti^ (т.) Ф (гттп) и н а шаге ^ -

номер щ не был отмечен, то на шаге 2f "г / он отмечается ; если же 

на шаге l{ mff уже отмечался , то на шаге jf "f / он отмечается трой­

кой меньшей, чем все тройки, отмечавшие его на ш а г е t . Такое 

возможно лишь конечное число р а з , И если р5 и р^ - номера э л е ­

мента Q -различны, то возникает аналогичная ситуация. 

5 . Для каждого о существует шаг ~£ • , начиная с которого, 
с 

новые тройки из множества | K . p Q ^ 0 , ХдУ » н е у с т е н а в ^ 

ливаются. 

6° . Если на шаге £ предложение ф устанавливает в р тройку 

<р,ф ,Ъ > , то на некотором шаге fe~6) действительно ста -

вится тройка, меньшая или равная Kp,^t 1 > . 

Доказательство ведется индукцией по величине тройки <р, у, Ъ > . 

Действительно, на достаточно большом шаге, если в качестве <р в зятЬ 

предложение ^ или его отрицание, то возникнет случай 1 и н д у к т и в ­

ного определения. В противном случае на этом шаге найдется п р е д л о ­

жение, устанавливающее строго меньшую тройку, и применима индук -

ция. 

ЗАМЕЧАНИЕ. Если на шаге тройка < /? . ,а- , ?. > не установле -

на, а функция /•" * определена на и * номерах из ГЯ„ , отмеченных 
Ч rPi 0 

меньшими тройками, то на нее не может влиять никакое предложение. 
Начиная с шага 2^ , последовательность /71д состоит из р ^ . ндмеров 

одной и т о ^ же последовательности элементов Q,^ . Если для ^(^Щ) 

функция / будет определена на Ц номерах из последовательнос-
1 — - — л Р с — -ти длины К и Р11 И ш П /7?f "* ф t ТО тип т1 относительно гг?д в 



jlp является атомом Рк (T{CLg))« 

7 ° . Если функция обшерекурсивна, то на шаге тройка 

Доказательство от противного. 

Допустим, что на шаге ^ т р о й к а - ^ / ^ ^ ^ ^ 2^ У ничего не отмеча -

ет, и пусть функция / * определена на LL*L номерах из тд , отме -
% 'Pi 

ченных меньшими тройками. Возможны два случая: 
а) Существует последовательность элементов м о д е л и / ^ Q-f , по -

рождающая неглавный тип над CLg « 

По свойству 4 ° , с некоторого шага i (^7/^) Ог имеет посто -
t - г р* янную последовательность р номеров т7 и функция -fq;, о п р е д е л е -
"i I 

на на числах из (7! . По предыдущему замечанию, последовательность 
__ ./ , _ _ 
/Пт относительно тд в ju ш имеет определенный тип *Р (UgtJ?f) , 

Pi 
который должен быть атомом. Противоречие, 

б) Семейство множеств атомов алгебр Р^ (Г(О.)) невычисли -

МО. 

Пусть <р ZCj ) - произвольная, совместная с P(&ff) формула 

языка (3 U QQ , которая не удовлетворяется последовательностями, 

содержащими элементы из QG и ХГ длины Л" . Пользуясь индукцией, 

начиная с шага 2^ , узнаем, является ли <р(Щ,Щ) атомом а л г е б ­

ры р^ (ТОЕф)} . В модели L% имеется последовательность э л е м е н ­

тов Q} такая , что 

OCh= p(affta,). 

Найдется шаг t'*(>£;) , для которого G. имеет / / f номера и э ^ , 
_ — * „УРь и /77. и /77. входят в область определения функции fv . П о прёдыдуще-

му замечанию, тип /7Z? относительно тд в Ир- я в л я е т с я атомом, с о в -
местным с (p(GgtCCf ) . Т а к и м образом, продолжая процесс с шага 

t; , мы можем дождаться шага t , на котором тип некоторой п о с л е -
6 ё 

довательности М_ номеров, входящих в область определения функ -
p t 1 Pi _ t , 

ции , относительно /77 в Uа совместен с формулой ф(£7 JT) , 
Н nt _ » 

и сравнить их. Если они совпадут, тоФ(Од, 3Cf) - атом Р^ (P(aJ)t Т а ­
ким образом, семейство множеств атомов алгебр Р^ (Tffig)) в ы ч и с -
слимо. Противоречие. 

Так как на каждом шаге может устанавливаться нё более ?:-гфдной 

тройки, то по 7 ° любая по еле довательность JLIp номеров для нёкото-



рого I о т м е ч а е т с я некоторой тройкой••,l£p/:y$-;-f%£>< 

8° . Пусть fjp. : т ^ ф ^0}*==- f(a) . Тогда <р(т)е Т • Най­

дется шаг t' такой, что [Л (т) — Ш и * П о 

о i — if' * определению 5 шага £ \ , ф(/п) не может влиять в jil^ на тройки 

( 7 , ? > . То е с т ь имеет место случай 2 индуктивного определения 

и (р(гл)€. Т„. . 
™ о 

Из свойства 4 следует, что все рр являются нумерациями м о ­

дели (X . Они сильно конструктивны в силу 8 ° . Из 7 ° следует , что 

все модели [CKtpg)t ...t((Xtp ) , . . , попарно элементарно кднструктивно 

не вложимы друг в друга. 

(2) *~(4) , Доказательство от противного. 

Пусть имеется сильно вычислимое семейство , содержащее все 

сильные конструктивизации модели (Z . Индуктивный процесс из д о ­

казательства ( 2 ) — * т ( 3 ) можно определить так , что для ру^О вычис -

ляются сильные конструктивизации нашего семейства . Тогда для р** О 

вычисляется сильная конструктивизация модели (Я , не эквивалентная 

ни одной и з конструктивизации этого семейства . Теорема доказана . 

СЛЕДСТВИЕ. С и л ь н о к о н с т р у к т и в н е й -

р у е м а я м о д е л ь (X т о г д а и т . О л . ь к о 

т о г д а а в т о у с т о й ч и в а о т н о с и т е 'п-.:-.ь::'й-::'й--; 

с и л ь н ы х к о н с т р у к т и. в и з а ц и, й, к о г д а 

д л я н е к о т о р о й п о с л е д о в а т е л ь н о с т и 

О, э л е м е н т о в и з ^ с и с т е м а ^ я в л я -

е т с я п р о с т о й м о д е л ь Ю Тк((%,&) и с е ­

м е й с т в о м н о ж е с т в а т о м о в а л г е б р 
Р^ ( Tk (01 , &)) В Ы Ч И: С Л И М О . 

ПРИМЕР 1. Если Ж насыщена над конечными множествами ., 

Tji (Cfc) не Kg - категорична И (X сильно конструктивизируема, то 

(% имеет бесконечно много сильных конструктивизации, 

ПРИМЕР lf СвЗ . Счетная ненасыщенна модель разрешимой К} t 

"I Kq -категоричной теории имеет бесконечно много сильных конструк­

тивизации. 

П Р И М Е Р 1 ( А . И. Мальцев Г 4 3 ) . Полная абелева группа б е з 

кручения конечного ранга автоустойчива, а бесконечного — не автОус — 

тойчива. 

ПРИМЕР 2. ( Е . А, Палютин, М. Г. Перетятькин) . Если 7* р а з р е -



шима и Кд категорична, то семейство множеств атомов алгебр РЯ(Т) 

невычислимо тогда и только тогда, когда функция -f(/7) — | / ^ (Т)\ не 

обшерекурсивна. Примеры таких теорий были независимо построены 

Е. А. Лалютиным и М. Г. Перетятькиным. По теореме 1 счетные модели 

этих теорий допускают бесконечно много сильных конструктивизации. 

§ 2. Слабые конструктивизации 

Известно L l 3 , что конструктивная модель полной модельно пол­

ной разрешимой теории сильно конструктивна. 

ЛЕММА. Е с л и д л я н е к о т о р о й к о н е ч — 

н о й п о с л е д о в а т е л ь н о с т и CLQ э л е м е н т о в 

и з (X т е о р и я Tft (Ctt &0) р а з р е ш и м а и 

д л я п р о и з в о л ь н о й п о с л е д о в а т е л ь н о с ­

т и CLf л ю б а я в ы п о л н и м а я н а # 7 ф о р м у ­

л а <f> (До f Щ) с л е д у е т и з н е к о т о р о й в ы ­

п о л н и м о й л а а7 _f7 - Ф о р м у л ы Ф(аочЩ) , т о 

к а ж д а я к о н с т р у к т и в и з а ц и и V м р д е л и 

0L б у д е т с и л ь н о й . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Нам достаточно для произвольной формулы 

(p(fl0,X1) и последовательности чисел mf у знать , верно ли (X )= 

\=- f{0Q, У (iv,)) ? В силу конструктивности нумерации У мы можем 

эффективно перечислять все J -формулы теории 7~(Cf^y , выполняю­

щиеся на последовательности у/(Щ) . Используя разрешимость T(Q0)» 

можно эффективно перечислять и все их следствия, среди которых, по 

предложению, обязательно встретится <p(&gt3}f) или ~^РЩ0,Щ) • Это 

дает разрешающую процедуру для Tk (Ct^) 

ТЕОРЕМА 2. Д л я с и л ь н о к о н с т р у к т и в -

н о й м о д е л и {&}/и) э к в и в а л е н т н ы с л е ­

д у ю щ и е у с л о в и я: 

(1) (% и м е е т с л а б у ю к о н е т р у к т и в и -

з а ц и ю ; 

(2) $ / н е у д о в л е т :-В;.:;.о ,̂';р;:;Я;..е т у с л о в и м 

л е м м ы ; 

(3) с у щ е с т в у е т с ч е т н о е в ы ч и с д и — 

м о е с е м е й с т в о с л а б о к о н е т. , р -...у.к...я:-.ж.& — 

н ы х м о д е л е й (&,1?0 ) , . . . , @Z,)L),.~ ч л е н ы к о т о р о -



г о п о п а р н о э л' :Фъ*Щ;ШСт а р н о к о н е т р у к -

т и в н о н е в л о ж и м ы д р у г в д р у г а . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. (3) » - ( ! ) . Очевидно. 

( I ) — # - (2) Допускаем противное и используем лемму . 

( 2 ) . — * - { 3 ) . Индукцией по определим эффективный процесс, в 

ходе которого на каждом шаге "t определяются конечные нумерации 

модели (% )?д У*, . . . и соответствующие д и а г р а м м ы М р , . . , 

,..,1? . . . . • т . е . если Ф(гп) - атомное или отрицание атомного прёдло-
5 t _ 

жения языка & U N » то Ф(/п)е2Р. < > числи и з rrz я в л я -
ются номерами и L% Jbs On)) . Упорядочим по типу а) м н о ­

жество всех п&р<р,1> и троек <p,%,Z> {рфу) натуральных чисел и 

поставим им в однозначное соответствие метки Е ) < « . . < Ш < — «Опре­

деляемый процесс будет обладать свойствами 1 ° - 6 ° . 

1 . Для любых S и t верно J?^ ~-^s 

2 ° . На шаге £ м е т к а , соответствующая паре«^р, С>, может о т ­

м е ч а т ь некоторые 9^ номера. В этом случае найдется предложение 

языка U А/ ^ (/77) такое, что все числа из /77 отмечены этой 

меткой, -f (К) — О• , но 

Итак, функция не будет характеристической функцией Th(pLj ) , 
I * £ уз 

если ^ на /77 совпадет с i/_ . 

3 . На шаге £ метка , соответствующая т р о й к е < i p > , может 

{причем только однойременно) отмечать некоторые Vjf и Ĵ f номера. 

В этом случае среди отмечаемых ею V_ ' й У номеров найдутся по -

с л е дова тел ьности щ w ft и формула "<ff'(X) языка 0 такие, что 

% 

То е с т ь функция j m не будет определять элементарное вложение м о д е -

ли (pLJp) в (dZ,^) , если п )}у на /77 /и ^ совпадут 0 1^ и ^ . 

ИНДУКТИВНОЕ ОПРЕДЕЛЕНИЕ. ШАГ <7 . Для любого $ верно 

Ш А Г т З - ! - / . Для любого sd<Tj> ^ О имеем >^/+/*=у/ и Д = J ? , 



Прежде чем определить нумерацию У^ 

дадим нумерацию . Т о г д а ~^р ^ ^^О'^/Г ^} ' Г д е / 7 ^ = П 1 ^ 
\m\ftl не является У„ номером V и ftn~rnui \ Л I й„ не имеет 

номера j , &Dp соответствует Ур . Если метка <С>^ не 

стоит на шаге £ , все V5^ номера, отмеченные меньшими метками, 
•-•"•••"-•к; • t — Р t _ 

входят * Г*0 * *,,1тд — ^ i ? ^ = JHl*,,/*,), <f<j}>4 = ^ , / 7 7 , ; , 

$ != (/fig Л /77f)) к с T[QQ) совместна формула J 

то проверяем следующие условия: 
А. Метка соответствует паре р,Ъ.> 

или 

Б . Метка соответствует тройке <pt $,Z>,fp/7t£mp+-n*nf 

1. Ф И Н**'{п*П^ 
или 

2. 

Если выполняется А, 1 или Б, 1, т о нумерация ^ на /77^ совпа­

дает с V * , а на т. такова, что 

Кроме того, все элементы из 0L , потерявшие в результате такой ну-
t t' мерации свои V номера, снабжаются новыми V_ номерами. 

А 
Все у номера в случае /1 и все у и V номера в слу-

I 7 ~ П " 
чае Б отмечаются меткой [< и ' а в с е ° " о л ь ш и е метки снимаются. Во всех остальных случаях ^ и все метки остаются на преж -
них местах . Определение закончено. 

Свойства 1 3 вытекают непосредственно из индуктивного оп­

ределения. Свойства 4 ° и 5 ° вполне аналогичны свойствам из доказа -

тельства первой теоремг-

4° . Для любых натуральных чисел /77^, Я и р найдется д о с т а ­

точно далекий шаг 7/ и числа /7ff и гг?7 такие, что для любого £>Ё 

file:///m/ftl


5 ° . Для любого С найдется шаг , на котором все метки 

0 , . . . » LI — У| ', [ D стабилизируются. 

6° . Пусть метка I соответствует а) паре <p)z> . б) тройке 

<p,(g,l> а ~fz обшере'курсивна. Тогда на щаге 2^ м е т к а [ 3 стоит. 

Допустим, что на шаге £- метка [23 ничего не отмечает , и пусть Шя -

[Up1 -номера , отмеченные на шаге метками, меньшими [7] . По -

нятно, что для t>£^ верно \£ ( ) = (пт~0 ) = Qff . По предположению, 

найдется формула Ф(QQ tXj) . совместная с » и последова -

тельность d1 элементов модели ОС такие, что (рСОд,^) истинна на 

(Х1 и не следует ни из какой В -формулы, истинной на Q, . • Для не­

которого достаточно далекого шага £*(>£:) и последовательности н а -

туральных чисел /tj} имеем: 

<f>* - p i 

и 

В силу обшерекурсивности функции можно также в случае а) счи­

тать, что 4 определена на<?5>,, а в случае б ) , что -f' ',7ч Ли?—* 
I ъ 3 £ ; в I-:}V О Т 

* и в с е числа из /7 А /7 являются У_ - н о м е р а м и . По ин -
0 1 О ' *р 

дуктивному определению шага 2/ + / , метка [jjTf должна стоять на ша­

ге Z/^~/ . Противоречие. , ч . 

Наконец, из свойства 4 ° следует, что для любого рои jj - н у м е ­

рация модели ОС , конструктивная в силу 1°. Из свойства 8 следует , 

что все модели (&9 | ^ ) t..(ЙГ. lL)t.., слабо конструктивны и попарно 

элементарно конструктивно не вложимы друг в друга. Теорема д о к а з а ­

на. 

СЛЕДСТВИЕ. С и л ь н о к о н с т р у к т и в и а И р у -

е м а я м о л е л ь с* т о г д а и т о л ь к о Т О 

г д а н е и м е е т с л а б ы х к о н с т р у к т и -

в и з а д и й , к о г д а с у щ е с т в у е т к о н е ч -

н а я п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь Ид э л е м е н т о в 



я з (Z т а к а я , ч т о д л я л ю б ы х <?7 и cp(^tJCf) , 

е с л и 01 » = (р (upfdj) , т о с у щ е с т в у е т 

ф о р м у л а 

(<20,Xf) т а к а я , ч т о 01 f== (Q Q ) и 

T{0L.aQ)\- —*-(р(с70,Щ). 

ПРИМЕР 3. Если в предыдущем следствии ТА (<Ж,£^) К0 - к а ­

тегорична, то она оказывается и модельно полной, 

ПРИМЕР 4. В C5J построена модель, теория которой категорич­

на во всех мощностях. Можно проверить, что она автоустойчива о т н о ­

сительно сильных конструктивизации, но по предыдущему примеру име ­

ет бесконечно много слабых. 
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