
из которого при выборе параметра а, удовлетворяющего условиям 

а > - z z r — • — - — — - С е + vra imax (2 | а | + ) + 2 | а + С 7 , 
Т А С*. 1/)еО 

а 2 > i 1 + ^ j C 6 (||с||ьв(о)+||ах||ьв(о)+||6у|1ьв(о))+а8/а + С 7 , 
У а 

вытекает оценка 

1 М Ц ( Й ) ^ С 8 | | Л 1 Ь р ( й ) , р > 1 , 

следствием которой в силу равенства е А ХУ Х = и(л:, у) является неравен­
ство (15). 

Теперь наша задача состоит в том, чтобы снять ограничения (14). 
Пусть кроме W]

2-решения и(х, у) задачи (3), являющегося решением из 
Q(Q) соответствующей задачи для уравнения в характеристических пе­
ременных, существует еще одно W1 -решение й(х, у). Поставим вопрос 
о существовании, единственности и свойствах BP1 -решения задачи 

wxx—wyy = F(x, у) , ^ | A B U A C = 0 , (19) 

где F(x, y)=f(x, у)—айх(х, у)—Ьйу(х, у)—сй(х, y)GL2(Q). 
Из оценки (15) следует единственность Wl

2 -решения первой задачи 
Дарбу с волновым оператором, которое в данном случае совпадает с 
функцией й(х, у). В силу теоремы 2 задача (19) имеет решение, являю­
щееся Q(Q)-решением соответствующей задачи для уравнения в харак­
теристических переменных, а, значит, функция й(х, у) совпадает с функ­
цией и(х, у), так как в переменных 1=х-\-у, ц—х—у эти функции удо­
влетворяют одному и тому же уравнению. Таким образом, теорема 1 
полностью доказана. 

Авторы благодарят В. А. Ильина за внимание к работе. 
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УДК 517.956 

М. Г. КАРАТОПРАКЛИЕВА 

К ТЕОРИИ УРАВНЕНИЙ СМЕШАННОГО ТИПА 
С РАЗРЫВНЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ. I I 

Настоящая статья является продолжением работы [1]. Напомним 
постановку рассматриваемой задачи. Пусть G — ограниченная область 
пространства R w точек х=(хи хт)у являющаяся суммой двух 
областей GW и G<2) и разделяющей их (т—1) -мерной гладкой поверх­
ности о. Введем обозначения: Z) = Gx(0, Г), £ > 0 = { ( я , 0) : xGG}, DT — 
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= {(*, T) :xGG}, S = dG, ST = S x ( 0 , Г), a T = a x ( 0 , Г), W = G.wx 
X (0, 71), й ( ; ) = { ( х , 0) : *6© r>} и Z)o->={(x, Г) : *6G<')}, r = l , 2. 

Рассмотрим операторы 

&Wus*kW(x, t) + a™(x, t) — + ^ ( % в DM, 

d2u . / n w „ 
2^(2)^ = ^ ( 2 ) (X, ^ _ _ + a ( 2 ) ( X ) Ц +siX2)u B Д ( 2 ) > 

где 

^ ( r ) t / = _ ^ _ f a(r)(x, 0-^-1 + a ( r > ( * > 0 - ^ — + a W ( x , Пи, r = l , 2 
d*j L ^ 5JC/ J 1 (5Хг 

(по повторяющимся индексам предполагается суммирование от 1 до т ) . . 
gfc(r) да(г) 

Предполагаем, что a(.r>6С1 (£)(»•)), kw, a<r>, a(r>, a<r), — , 6 
iJ ' dt dt 

GC(Z)M), a W = a H , i, / = 1 , . . . , m; a № ^ v r | | | 2 в W v g = ( | b . . . 

£ m ) G R m , где v r = c o n s t > 0 ; £<R><0 на 5 ^ Г ( r = l , 2) . Функция &(r> 

меняет знак в DW\DW произвольным образом, так что j?( r) является 

оператором смешанного типа в D^\DW ( г = 1 , 2) . 
Пусть Р - r = { ( x , 0)e£W : 0° )<0} , Р ; г = {(х, Т)Ы№ : №(х9 

Т ) < 0 } и P+'t={(x9 Г)б/>« : *<'>(*, Г ) > 0 Ь г = 1 , 2. 
З а д а ч а А. Найти функцию и(х, t) в В такую, что 

&m=fM в £><*), 242>M = f<2> в ZK2>, (1> 

Я/у 
" 1 - г = 0 , - ^ - 1 = 0 , ф Г = 0 , (2) 

JT, 1 U ^ Т , 2 

daw <Эи<2> 
и О ) | я = ^ ( 2 ) | f 7 , 7 ( 1 ) = v ( 2 ) , (ЗУ 

д№2> 

д д ~* 
где /( f) и у(г) — заданные функции; =a< 1?[cos (я, х?)] — — ; п 

(jj\/\r) 1Э ОХ{ 

нормаль к от, внешняя по отношению к DM; и^=и в Z)(r) ( г = 1 , 2) . 
Обозначим через ИР̂  (£>) замыкание в норме множества 

всех функций из С°°(£>), равных нулю вблизи Sr. Отметим, что если 
5т — гладкая поверхность, то Q (D) = {vGW* (D) : v = 0 на ST}~ 

Пусть /< '>6L 2 (£ ( r ) ) , y(^)6Ci(Z)^), 0 < ^ n = m i n { f ) ( x , 0 : (*, 0G£ ( r>K 
r = l , 2 . 

О п р е д е л е н и е . Функцию a (x, будем называть обобщенным 
решением из ^\{D) задачи Л, если uGW^ 0 ф ) , и = 0 на £>т и 

^ М""дГ dt ' - a ^ ^ ' - ^ + i a ~dF' + 

r=l D(r) J 

2 
+ a ( r ) + а ( г ) и 1 Y ( i ) r , } = 2 f f^y{r)4)dxdt ( 4 ) 

1 dxi ' 
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'Yr\QW\ Q(D)9 равной нулю в m-мерных окрестностях в D0 множеств 
.Р- i и Р- 2 и в m-мерных окрестностях в DT множеств Р+ х и Р+ 2 

(эти окрестности могут быть разными для различных функций г)). 
В работе [2] доказана единственность обобщенного решения из 

W\\D) задачи А в случае, когда & ( г><0 на D^p] г = 1 , 2. В работе [1] 
доказано существование такого решения. В настоящей работе иссле­
дуется его гладкость. Краткое изложение полученных результатов опуб­
ликовано в заметке [3]. 

В дальнейшем будем предполагать, что о[}S = 0 и a, S&C2 при 
т^2. Пусть P = ( P i , Pm) — мультииндекс и | р | = P i + • • • +Pm- Про­
изводную d l P l / d P i . . . д$т будем обозначать для краткости через d p или 

л 1 хт 
dh . . . д$т .- Введем обозначения: II-II о, л — норма в L2{D)\ | |-1кл— 

•г*1 хт 

норма в W1 (D); (•, •) о, л — скалярное произведение в L2 {D). 
Пусть Hl(D) ( / = 0 , 1, 2, . . . )—гильбертово пространство функций 

u£L2(D), имеющих обобщенные производные д$ u£L2(D), | Р | ^ / , с нор­

мой \u\2

t d = J 2i {d\u)2dxdt. Обозначим через Hl(D) замыкание 

C~(D) в норме # 4 Z ) ) . Очевидно H°(D) = L 2 ( Z ) ) , W[(D)aW(D) и 

Wl

9p)atP(D) для Легко видеть, что W\ Q {D)czfP(D). 
"Пусть G' — область в R™, G'czG, Z)' = G ' x ( 0 , Г) и 0 < / t < d i s t (dG, 

dGf). Для w£L9(D) конечные разности wx.(x, t) = -^-[w(x+hei, t) — 

—w(x, t)] и w_ (x, t) = -^-[w(x, t)—w(x—heiy t)], где et — единич-

ный вектор оси Ox,, принадлежат L2(D/). Если f, w£L2(D) и 
t' = 0 в D\D', то легко показать, что 

(w*., U)O,D= — (ад, У _ )о,л, i = l , . . . , / n . (5) 

Нетрудно видеть, что если w£Hl(D)9 то адх. и имеют обобщенные 

производные первого порядка относительно Xi , . . . , хт из L2(D/) и 

Отметим, что аналогично леммам 11 и 1V [4, с. 351, 352] доказывается 
~ ~ и w принадлежит замыканию С1 (В) Л е м м а 1. а) Пусть w£Hl(D) 

в норме Hl(D). Тогда \\wXi\\o,D 

для l ^ i ^ m . 

dw 
dxt 

и \\wx — | [ —>0 
0, D

 1 1
 OXi >* o, D' h->0 

б) Если w£Hl(D) и w продолжена вне D при 0 < / < Г как нуль, то 
^\ dw I! | dw || 

К - " ^ i — /
 и \lWx- ^ — — ^ °

 д л я ^ ^ т . а) и б) 
1 °'D 1 dxi H 0 , D " 1 dxi "о, Л h^O 

cnpaвedлuвы и dля w , l ^ i ^ m . 
Л е м м а 2. Пусть о, S£Cl+2 dля m ^ 2 , где / ^ 0 — tfe^oe число. 

Пусть 6(0 = 6(r), боеС'+ЧЖ^), i, / = 1 , m; & ( r > £ f o > i i r l £ | 2
 0 £ > ( R ) 

VgGR™, где p r = c o n s t > 0 ; &<'>, b(r)6C m a x d. О ( Ш ) , i = l , m; № 6 

£Hl(DM) ( r = l , 2). Яг/ггб v£Hl(D) и выполняется 
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2 J,[ -"'S -sr • i t + ( + f " " " - f ) 4 1 Л я й - ° ( 7 ) ' 

Vr\GHHP). Тогда i>6#'+ 2(D(r)), r = l , 2 . 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Лемму докажем методом математической 

индукции. Пусть т=\. Так как bw>0 в D(r\ то из (7) получаем 

( l i t ' l i t L<") =~Ы ^ (8> 

[ / db \ dv ~\ 

F(r)-bir)v-(bV+-^—) I г = 1 , 2 . Если 1 = 0Г х 1 7 dxi J 11 

то xrGL2(ZX r)) и из (8 ) следует, что i;£# 2 (D( r >), г = 1 , 2 . Предположим, 
что лемма справедлива для некоторого целого числа / о ^ О и ее требо­
вания выполняются для / о + 1 . Тогда v£Hl*+2 (ZXr)), %r£Hl<>+1 (D^), и в 
силу ( 8 ) заключаем, что veHlo+3(D^), г = 1 , 2 . Случай m = l доказан. 

Пусть т ^ 2 . Заметим, что если v имеет обобщенную производную 
d$v, | р | ^ / + 2 , из L2 в достаточно малой окрестности любой точки из 
/) (г>, то при помощи разложения единицы можно показать, что v имеет 
обобщенную производную d$v из L2(D(r)). Следовательно, если v£Hl+2 

в достаточно малой окрестности любой точки из D(r\ то v£Hl+2 (Z)(r)). 
Предположим, что 1=0. Пусть ф(х) (5С°° (R m ) , <р=0 вблизи а й в 

G\G(r\ и ш = ф 1 » . Из равенства (7) следует, что 

J Г— &<г).-4^ ?г-+ (ыг)-^-+Ь(г)хю-ф(г) )ц \dxdt=0 
J

( r ) L <•> dxi dxj 1 \ 1 dxi * J 

Vr)GC~(Z»), 

где ф ( ' ) = Ф ^ ) + ^ ) • - * L . + — ( * ' > * - ^ - ) - i ^ - ^ - . Оче-
lJ dxi dxj dxj \ *i dx,- / * dxi 

о 
видно wf*Hl(D) и cp(r)(jL2 (ZXr>) и и з леммы 2 работы [ 5 ] вытекает, что 
w£H2 (DM). Следовательно, v£H2 в окрестности любой точки из 
WAOT, r=l, 2 . 

Пусть теперь х°£о. Так как о£С 2 , то в достаточно малой окрестности 

Q точки х°, QczG, существует С 2-диффеоморфизм Г:у=у(х) с якобиа­
ном, равным 1, такой, что T(Q П a)cz{*/£R m : yi=0). Без ограничения 
общности можно предполагать, что i=m. Введем обозначения: Г - 1 : 

х = х(у), Q = r ( Q ) , а = Г ( Й П а ) , 0<'> = Г ( Я П G<'>), г = 1 , 2 . 

Если ф 6 / / Ч О Х ( 0 , Г)) и т|(*, t)=$(y{x), / ) , то r\№(QX(0, Т)). 
Считая i i = 0 в D\{QX (0, Г)} и делая в (7) замену переменных 
х=х(у), t=s, получаем 

у Г [ _ r f r , . i * + ( d D * « L + C(D ю _ ф « 0 ) ф 1 ^ = о, 

r = 1 й ( г ) х(о,г) (9). 

где с!;)(у, s ) = ^ s ) J f - | f ' С 1 Г ) ^ « * ) = ] ^ Г ) ( * ( У ) . * ) Х 
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X f^ , #')(y9 s) = b{r)(x(yl s), Ф ( г ) ( у , s) = F ( r ) (x(y), s) и w(y, s) = 

= s). Легко видеть, что d p = cj.c>, /, / = 1, m, и существует 

постоянная р г > 0 такая, что ;> р г |£|2 в Й ( г ) х [ 0 , Т] v i 6 R m . Отме­

тим, что с\р, с\г\ № £ С1 (О 1 7 5 х [О, Г]), гоРЯЧЙх (О, 71)) и Ф ( г ) £ 1 2 ( Й ( г ) х 

Пусть Q', Q" и Q '" суть такие окрестности точки у0 = у(х°), что Й' и 

выпуклые множества и Q ' " czQ" cz Q" cz Q' cz Q' cz Й. Пусть (Q), 

0 < £ < 1, £ = 1 в Q ' " и supp £ = Й". Для 0 < < / i 0 - dist (<ЭЙ', dQ") и 

1 < p < m — 1 функции £шур и \|э = £ (wyp £)- принадлежат Я 1 (Й' X (О, Г)). 
Подставляя if в (9) и применяя (5), (6) и (2.2), (2.3) [6, с. 280], получаем 

2 л ^ 2 

' - ' 5 " ' х (« ,п 5 < " х < о , т | 

1 ду, 1 >РЫ»Р " ду, ду,\ 

4 Ур " ду, dyj . 

+?г) аш / dw у 
">Р

 11 ду, UJ,P 

to (to) 
" Урду, [dyj)ypi 

Ь » P K 4 } » P d y t d y t \ 
dyds, (10) 

где i/(y, s) = u(y -\- hep, s), l^p^m—1. Интегралы от выражений в 
квадратных скобках в правой части (10) оцениваем по абсолютной вели­
чине сверху, применяя неравенства Буняковского [6, с. 33, формула (1.4)], 
Коши с весом [6, с. 33, формула (1.3)] и Коши для сумм [7, с. 19, фор­
мула (5)] и формулу конечных приращений. Левую часть (10) оцениваем 
снизу, учитывая свойства функций с\р, i, j = 1, . . . , т. В результате по­
лучаем неравенство 

Зе 
1 fc-f - 2 

*=i 

dw, 2 

£ Ур 

дУг ~(г) 

о,ау х(о,г> 

< e iK^ P V p l l o , S T'x (o , r ) + 

+ Si \\w Ур 0,&"Х(0 
+ б 2 и ~ + б з у | |Ф ( Г ) | | 2 . (г ) , ( Н ) 

где положительные постоянные б х, 62 и б 3 не зависят от w и h. 
Легко видеть, что w принадлежит замыканию С1 (й х [0, Т]) в норме 

#*(Qx (0, Т)). Тогда в силу леммы 1а) 

\\w II _ < 

до,, 

% р 1 | о , й ' Х ( 0 , Г ) 
для 0 < / i < / i 0 , 

0 , й " Х ( 0 , Г ) ft-*0 

(12) 

(13) 
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Так как £ Я 1 ( й ' х (О, Т)), то, применяя лемму 16), неравенство тре­
угольника [6 , с. 33] и (12), получаем оценку \\{Z,wy l ! 0 i f f , x ( 0 > r ) < 

< max — — + max 
й " Х [ 0 , Г | дуР 

0 , Й ' Х ( 0 , Г ) 

dwu 

0 , Й ' х ( 0 , Г ) 
Таким обра­

зом, при е = (1/6) max ( р ь р 2) и з (11) выводим 

\w V 1 - ' " Х ( 0 , 7 ) <с для 0 < / i < / i 0 , 

где постоянная с не зависит от h. Отсюда и из (13) в силу леммы 5.2 

работы [8] следует, что — £ Я 1 ( О " ' х ( 0 , Г)), 1 < / ? < т — 1 . 

Пусть ф б С р Г х ( 0 , Г)), где Й"' = 0" 'ПЙ ( г ) . Так как > 0 в 

ОГх [О, Г], то 1р = Ф ( ^ ) " 1 е С ~ ( Й Г х (О, Г)). Подставляя ip в (9 ) и 
интегрируя по частям, имеем, что 

dw дер 

ду™, дут / о , 2 ^ " х ( о , г ) ^ ^ 0 , 5 ' " х ( 0 , 7 ) (14) 

где 

m т— 1 
у 2 

Ф 

д 

(г) c^w— 2 с| 
5ш 

m—1 

* = 1 

ИДО 

, в 1 / = = i V г у ) дут дуъ 

Следовательно, w имеет обобщенную производную 

mm 
€ L 2 ( Q ; " X (О, Т)). ( 1 5 ) 

д 2 ^ 
- £ L 2 ( Q R х (0 , 7)). 

Таким образом, ш £ # 2 ( Й " ' X (0, 7)), / • = 1, 2. Так как Г является С 2-
диффеоморфизмом, то, согласно [9, с. 132], v£№(Q'r"x (О, Т)), где£2," = 
= Г~ 1 (Й"') , >*= 1, 2. Случай / = 0 доказан. 

Предположим, что лемма справедлива для некоторого целого числа 
4 ^ 0 и ее требования выполняются для / 0 + 1 . Тогда v £ Hlo+2 (£> ( г )), г = 
= 1, 2, в силу индукционного предположения. Так же, как и в случае 
/ = 0 , при помощи леммы 2 из [5] убеждаемся, что и £ # / о + 3 в достаточно 
малой окрестности любой точки из D{r) \ат, r = 1, 2. 

Пусть *°£ог. Таким способом, как в случае / = 0, получаем тождество 
(9). Однако теперь Г является С / о + 3-диффеоморфизмом. Следовательно, 
ш £ # / о + 2 (Й ( г ) х(0 , Т)), г = 1 , 2, доеЯх(Йх(0, Г)) и с</>, ^ > е С / о + 1 ( О ^ Х [ 0 , 
Л), ^ ) б С / о + 2 ( Й ^ х [ 0 , Г]), Ф ( г ) ^ Я / о + 1 (Й ( г ) х(0 , л ) . 

Пусть р — такой мультииндекс, что = / 0 + 1 и |3 W = 0. Очевидно 
^ = а ^ 6 Я 1 ( й ( г ) Х ( 0 , Г)), Т = 1 , 2. Возьмем в (9) ф=д§ф, где ф £ С ~ ( Й х 
Х(0, Л). Интегрированием по частям получаем 

2 1 
r = = 1 й ( л ) х ( 0 , 7 ) 

с<,> 5ф Ф ^ Ф ( Г ) + (да) 
dyj 

dw — <pd§(cinw) dyds = 0, (16) 
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где = Э* I W-^)-c\? е#ЧЙ ( Г ) Х(0, Г)), г = 1 , 2. Ясно, 

что равенство (16) выполняется и для любой функции q>£Hl{&x(0, Т)). 
Если функция £ такая, как в случае / = 0, то для 1 < с С / ? ^ т — 1 и 

< ) < f t < d i s t ( d Q \ д&) функции &УУр и ср - UWyv)lp принадлежат 
Я х (ЙХ(0 , Т)). Подставляя ф в (16), так же, как и в случае / = 0, выво­
дим оценку 

Р < б 4 + б 5 | | ^ р | | 0

2

f 5 * x { 0 t T ) > ( I 7 ) 
дУг 0 , £ " ' Х ( 0 , Г ) 

где положительные постоянные б 4 и б 5 не зависят от h. Нетрудно, пока­
зать, что V принадлежит замыканию С х(Йх[0, Л ) в норме Я 1 (Qx (О, Т)). 
В силу леммы 1а)Ч выполняются оценки (12) и (13) с W на месте w. Тог-

да ввиду (17), как в случае Z=0, заключаем, что ^H1(Q"'x(09 Л)> 
дуР 

l^p^m—1. Этим показано, что w имеет обобщенные производные 
р = /0 + 3 и р т - 0 или р т = 1 , из L 2(Q'"x(0, Л)-

Так как / 0 ^ > 0 , то справедливы (14) и (15). В силу только что доказан­
ного уыГ имеет обобщенные производные д[)%г, |р| = Z 0

r-f 1 и p w = 0, из 
L 2 ( Q r "x ( 0 , Т))9 r= 1, 2. Тогда w имеет обобщенные производные d^w, 
jp| = / 0 + З и p m H 2, из £ 2 ( й ; " х ( 0 , Л) , г = 1 , 2. 

Пусть рт — целое число, 2 < ; р т ^ / 0 + 2. Предположим, что существу­
ют все обобщенные производные д|}до£ L 2 (Q7 ' Х(0, Л)> г Д е 1Р1 = ' о + 3 и 
2 ! < P m < P m . Пусть целые числа р 1 ? p m_.! такие, что рхН hPm- i+ 
+ Pm = h + 2. Тогда Хг имеет обобщенную]"производную dj}' ду™ %г£ 
£ L 2 (Qr"x(0, Л)» г Д е = ^ • • -d!/m"!> и и з ( 1 4 ) следует, что w имеет 

б , pjL-f 1 
обобщенную производную d ^ d ^ ^ £ L 2 ( Q r х (0 , Л)» г = 1, 2. 

Таким образом, w£Hlo+3 (Q'r"x(0, Т)), r= 1, 2, т. е. t > e # / e + 3 ( Q " ' X 
Х(0, Л)> f = 1> 2, и лемма справедлива для / 0 + 1 . Доказательство леммы 
закончено. 

Теперь покажем, что при предположениях какой-либо из теорем 1, 2, 
3 работы [1] и дополнительных условиях 

k{r) <Г0 на W\ atfh а{/} (*), *\ / = 1, . . . , m, 7 ( r ) ^ 7 ( r ) (*), r= 1, 2, (18) 

flir), а < г ) GC^D^)] , 7 ( r ) g C 2 ^ ) , i - 1, . . . , m и r = 1, 2, (19) 

существует единственное обобщенное решение из W\(D) задачи А . 
Пусть выполняются условия 

J ^ L J V * e C ( 0 , r = , , 2 , ( 20 , 

DC") 

a*2 a; a/2 

1 Tafe(r 

2 ' dt 
i 1 N 

m i n ( a ( ' ) - - i - \(x, *) = 6i r ) > 0 , r = l , 2, (21) 

^ (a(r> - 4 • Щг)Чг>* в D ^ , г = 1, 2, (22) 
_ в с ^ Ч * ^ - - * ^ ( 2 3 ) 
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a<r) < 0 , — v„ (v ( r ) ) 2 > 4 ц С ) / - = 1 2 
"max ^ - rwmin' "max Г 1 ' ' J > ^ > 

, аб ( л ) 

. a <' )>B' 3 - ^ — + 2 

'mm7 max • 

a* 
!,C) B D M И 

. a ( r ) > j E _ H a D < o r = l, 2 , 
4 a/ 

(24) 

где 

\i\r) — max 
m / m Я (г) \ 2 

г) / = = 1 \ fT{ OXj J DIR) 

B' = max 

u /=1,2 
2 ^ > 

V/ V,6b J (Ymin)2 
(26> 

aaip 
В формуле (26) постоянная ц<'> ̂  0 такая, что ц,</> = 0, если — — О 

а/ 

в D ( / ) у g £ R m , а в противном случае 
dt 

Постоянная такая, что = 0, [если да«) 
dt 

^ 0 в а в противном* 

dt 
(а<'>)- ( Л : , /); р<̂> = max 

z>(0 L 
2 - ^ - (T(0)-i X случае p ^ = max 

X ( x , t). 
Л е м м а 3. Если выполняются условия (20)—(25), то существует по­

стоянная О 0 такая, что dля любой функции v^W\(D{r)), г = 1, 2, 
удовлетворяющей условиям (2) и (3), имеет место неравенство 

IMI U D < c [\\<£(l)v\\Q,D(i)\+ \\£{2Чо,0(Щ. (27) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Легко видеть, что существует число X такое, что 
Я > Б ' ^ 0 и выполняются условия (25) с А, на месте В'. Пусть i>£ Wi(D{r)), 
r = 1, 2, и удовлетворяет условиям (2) и (3). Тогда у ^ й ^ ф ) . Полагая 
9 (*) = ехр (>i), интегрированием по частям получаем 

z j ww (4°— 4 у) ^ ( г ы * л = 2 (/(?+. • .+/(

7

г))= 
r = l D ( r ) г=1 

_ 2 { J [ ^ ( ^ . ^ - ) - i - ^ ] ( ^ + r=l D(r) 

(г) 
,(r) i, j = l 

dxdt-{-
и dt / <3*j 

D(r) 

К с Г / ч / ч 1 d(a^q) 1 ( 3 2 ( ^ ) у ( ^ ) 1 . , и , 
I —a<r>v<r)<H —— I v2dxdt+ 

+ 
(9и т т 

1 = 1 j = l J 

9 8 

(25), 



m 

л-aWv2 H — — - D 2 - v « Z J a ( r ) ; — f c o s ( M r , 0 d s + 
J 2 5/ , i j ^« J 

+ J qfr) v~dj~~Yv
 / ^ a ( ^ " ^ r c o s ( r t r ' * j ) f l f s J ' ( 2 8 ) 

d D ( r ) «. i-1 
где через nr обозначена нормаль к dD(r\ внешняя по отношению к D(r . 
Так как cos (nr, t) = 0 на ат и ST, cos(n r, Xj) = 0 на Do r ) и £>г\ я х = 
= — я 2 на от, v удовлетворяет (2) и (3) и выполняются (24) и (25), то в 

силу выбора X имеем 1(

7

Г) = О и Д г ) > [ ( — ( - k(r))^) (%v _ dv_\2 , 
a\r) 1 4 V dt 

I 4 a/ / 2 r 4 • 2 а/ 

А Г 

(x, 0 ) Л ^ 0 . Легко видеть, что / г г ) > v r \ qy^ х 
JJ 2 £ ( r ) 

JSi V dxt J 2 Dv> V dt I 
X 

^ j y(r)qa(r)v2dxdt. Применяя к и к интегралам в левой части 

(28) неравенства Буняковского и Коши с весом, получаем неравенство (27). 
Лемма доказана. 

Аналогичным образом доказываются и следующие две леммы. 
Л е м м а 4. Пусть выполняются условия (21) и 

дф) 
а<'><0 и < 0 в Z)W, или a W < 0 в D<r\ г = 1 , 2, (29); 

at 

yir) ( a e > - - — I - * ( r ) - ^ _ > 5 ^ ( г ) ^ г ) e Q+ r = = i 2 , (30) 
> 2 ar / ot r 

16p</> 4|i^> 
где Qt = {(*, t) e D ( r ) : £ ( r ) (*, *) > 0} и В" = max , - ^ , 

/=1,2 I Vz6f)4Tmin)2 V Z 

2p^Z ), p ^ l - Тогда существует постоянная c>0 такая, что имеет место 

(27) при любой функции v^W\(D(<r)), г = 1 , 2, удовлетворяющей (2) и (3). 
Л е м м а 5. Пусть # г ) ^ 0 в D^r\ г = 1 , 2, и для некоторого числа 

Ао^О 

1 d(kWy^) 1 
a ( r ) Y ( r ) _ _ _ ~~dt Y K o k i r ) y { r ) > 0 6 D i r ) ' Г = = 1 , 2* ^31^' 

Тогда существует постоянная c > 0 такая, что имеет место (27) при лю­
бой функции v£W2

2(D(r)), г = 1 , 2, удовлетворяющей (2) и (3). 
Л е м м а 6. Пусть выполняются условия (18) и (19) и и является 

обобщенным решением из Wl

2(D) задачи А. Тогда существует последо­
вательность функций {uv} такая, что uvdW2

2(D(r)), г = 1 , 2, и удовлетво-
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ряет (2) и (3), v = l , 2, . . . ; | | « v — « | | i , D — > - 0 ; H S ^ — f ( r ) | | 0 ) D ( r ) —>- 0 (Зля 
V - > o o V - > o o 

r = l , ' 2 . 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть О — ограниченная область простран­

ства Rm. Д л я v£L2(GxRl) положим 

v£(x\ t)= J v{x, 9 ) x 8 ( / - 0 + 2 e ) d e , e > 0 , (32) 
R 1 

где X E C ^ C R 1 ) , X > 0 , / ) = X ( / ) , s u p p x = [ — 1 , 1 ] , § K(t)dt=l к 
R 1 

:^e(0 = ( l / e ) x ( ^ / e ) . Пусть D = 6 x ( 0 , Г). Если u = 0 для t>T, то, делая 

замену переменных т = — (0—/—2е) и применяя обобщенное неравен-

8 
£Тво Минковского [7, с. 22], из (32) получаем, что 

Ы о , д < 1 1 < д - ( 3 3 ) . 
Д л я w£C™ ( G x R 1 ) с supp wczD таким же образом находим 

\\we-w\\0>jD^sup { [[w(x, t+e(2+x))-w(x, t)]*dxdtY2—^0, 

откуда в силу (33) и плотности C™(D) в L2(D) следует, что 

Н°в-о||0 — ^ 0 . (34) 
^ 8-̂ 0 

Пусть и(х, t) продолжена для t>T и xGG как нуль, а для t<.0 и 
# G G — четно относительно /. Обозначим продолженную функцию че-

рез й. Очевидно ueW*2(GxRl)(\W2(Gxi — T, 27)) и ввиду сказанного 
ue£L2(D). Легко видеть, что йг имеет обобщенные производные первого 

порядка из причем — = ) ^ и - ^ - = 1 л Г / в ' 1 = 

= 1, ш, а также обобщенные производные ——— (х, t) = 
d t 2 

А Х ' | — — - — | - 2 ^ d 9 , m, из L2(D). Нетрудно проверить, что 

й е б ^ 0 ( Л ) . Тогда 
Йе|в г = 0 > й«)\ат = й%)\ат. (35) 

В силу (34) и свойств функции йЕ имеем, что 
й 8 = 0 для t>T—е и | |й 8—M||I,D—^0. (36) 

Дальше, не вводя новых обозначений, будем считать, что коэффи­

циенты оператора «2?<г> продолжены вне таким образом, что являют­

ся функциями из L 2 ( G ^ x R 1 ) , имеющими в G ^ X [ — 2 Г , 2Т] ту же глад­

кость, что и в D(r\ и что /( г>=0 вне D(r\ Для T]6C~(D) положим ц=ц в 

D и f j = 0 вне Л. Если fje, *(*, 0 = J 0)х 8(^—6—2e)d9, то fj£,*G 

£ C - ( G X R > ) , ri 0 при « в , = ( д М и * 
\ dt / е, * 
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_/ ^ \ i=l, m. Обозначим через B(u, r\) левую часть (4), 
Х dXi ' & , * 

Используя уже известные свойства функций йе и fj£ ) *, нетрудно убедить­
ся, что 

В(йе, r\)=h.(FWyV T , ) 0 > D ( r ) , (37> 
7—1 

где 
т 

Я;>(*. 0 = f ? ( ^ , 0 + 1 > С е ( * - е + 2 в ) { - | | - ( * , в ) [ < * < ' > ( * , 0 - a ( r ) ( * , 6) + 

+ - ^ - (*, t)—al— (x, 6) (x , e)[aj'>(*, 0 - « « ( * , 9)1 + 
a* d9 J ax/ 1 1 

т 

+«(*, e) [aw(x, *)-<*'>(*, в)] }<*e- J (x, в) ~ x 

X{[№(x, t)—kV{x, e)]xe(f—6+2e)}d9. 
Покажем, что 

F(r)eL2(D(r)) и | | F M _ f ( r ) | | o ^ w _ * 0 , 2. (38)' 

В силу (33) и (34) имеем, что %>GL2(№), l l /< r>-/ ( r ) l l 0 D ( r ) - + 0 . Пусть 
' 8 ^ 0 

G— ограниченная область пространства R M и D' = Gx (0, 27) . Для У6 £L2(D') и ЬбС(Л /) положим 
г 

(Jtv)(x, t)=j v(xy 9)x 8(^e+2e)[fe(jc, в ) ] й в , 0 < е < Г / 3 . 

о 
Применяя обобщенное неравенство Минковского, получаем 

И ^ И 0 > д < H ^ l l о , ^ S U P S " P И * > / + е ( 2 + т ) ) | , (39) 

где D=Gx (0, Г), откуда 
JzveL2(D) и | | / 8 1 ; | | о Л _ Ц ) . (40) 

Пусть функция а вместе с da/dt принадлежит С (В'). Положим 
т 

(Xzw)(x, t)=\w(x, 9 ) - § - { [ a ( x , 9 ) ]x e ( / -0+2e)}de . (41) 

о 0 1 

Пусть гювЬ2(В) и равна нулю для t>T и xGCf. Делая замену перемен­
ных т = 8 ~ 1 ( 9 — t — 2 е ) , используя обобщенное неравенство Минковского, 
применяя формулу конечных приращений к е _ 1 [ а ( х , / + е ( 2 + т ) ) — 
—а(х, t)] и учитывая (39), заключаем, что существует постоянная с > 0 , . 
не зависящая от е и w и такая, что 

\№M\^D^C\\W\\QD, р < е < 7 у з . (42) 

Если w£C™(D), то, интегрируя по частям в (41) и принимая во внима­
ние (40), заключаем, что 

||30ео>|| _ > 0 . (43)* 
' а-* 0 

1 0 1 



Так как С™ (В) плотно в L 2 ( D ) и имеет место (42), то (43) выполняется 
и для w£L2 ( В ) . Таким образом, (38) доказано. 

Проинтегрируем в В(и&, т]) по частям, перенеся производную по t с 
k{r\ на dujdt, г = 1, 2. Тогда из леммы 2 для 1 = 0 следует, что. иг£ 
е Я 2 ( Д ( г ) ) , г = 1, 2. Этим показано, что ие g W\ (D ( r ) ), г - 1, 2. Наконец, 
интегрируя по частям в (37), стандартным способом получаем, что ££{г)ие = 

= / ? ( / ) в D i r \ r = 1, 2, и у ( 1 ) 

( 1 ) 

д№ (2) В силу (35), (36), 

(38) доказательство леммы закончено. 

В дальнейшем будем предполагать, что k^£Cl(DW), г = 1 , 2. Тогда 
ввиду сделанных предположений относительно а и S функция & т ) лип-

шицева в г = 1 , 2. Таким образом, из теорем 1—3 работы [1] и лемм 
3—6 вытекают следующие теоремы. 

Т е о р е м а 1. Если выполняются условия (18)—(25), то существует 
единственное обобщенное решение из Wl

2(D) задачи А при любых 
fM£L2(DM) u p ) 6 L 2 ( Z ) ( 2 ) ) . 

Т е о р е м а 2. Пусть k^^O в D^, г = 1 , 2, и выполняются (18), (19) 
и (31). Тогда задача А имеет единственное обобщенное решение из 
W\(D) при любых fW£L2(DM) и /<2>6L2 (Ж 2 )). 

Т е о р е м а 3. Если выполняются условия (18), (19), (21), (29) и 
(30), то задача А имеет единственное обобщенное решение из Wl

2(D) 
при любых f <*>GL2 {DW) и / ( 2 > 6 L 2 (D(2>). 

Следующий очевидный результат показывает, что вопрос о гладкости 
обобщенного решения из W2 (D) задачи А можно свести к вопросу о 
гладкости обобщенного решения из W1 (D) задачи А для уравнений 
вида 

d2v д 
dt2 

( a ( r ) - ^ L ' ) + a ( r ) 
\ l-i дх,- 1 

dv dv 
дх:; \' [i dxi I dt 1 1 dxi 

в MW = c o n s t > 0 , r = l , 2. 

-MWv=g№ 

(44) 

Л е м м а 7. Пусть задача А для уравнений (44) однозначно раз­
решима в классе обощенных решений из Wl

2 (D). Тогда если и — обоб­
щенное решение из W\(D) задачи А для fW£L2(DW), г = 1 , 2, a v — 
обобщенное решение из W\(D) задачи А для уравнений (44) с g ( r ) = 
=/<»•>— (а!г)+М<г))и9 г = 1 , 2, то и = v. 

Т е о р е м а 4. Пусть / > 0 — целое число и выполняются условия (18), 

(45) 

(46) 

a[ r ) = ai r ) (х), i = 1, . . . , т и г = 1, 2; пг<Г> 

(г) r /r>max(2,/-f-l) (G<r>), k(r)£C ->max(3, /-fl) 

mm I a 
D^ 7 

б C / + 1 (G^), a(P £ C m a x ( 1 ' 0 (GW), a ( r ) б C r a a x ( 2 1 ' + 1 ' (D^>)' 

i, /"= 1, . . m и r = 1, 2; S, (x£C"' + 2 для m > 2 ; 

, r t 1 dk(r) 

dt (x, 0 6< r>: 0 , / ) = 0 , . . . , / + U r = l , 2, 

(47) 

где a{

0

r) = a 

1 0 2 

(r) и «<r> = <Xn_i + для p > 1. Пусть М(1) и M f(2) • ma-



62k{r) , da ( r )
 . . . ( г ) - n f^Trt , о u(r) ^ 

кие постоянные, что d~F~ ~ЬТ~ ^ ° B D > г = 1, 2, и by< 

< 0 в т -b{p>B'p[z^- + 2B'pk^\ в т, - b f > ^ на 

Ж\ 4n\r)<vr[—maxbp

r)(x, ОКТт'п)2 для р = 0, . . . , / + 1 и г = 1 , 2, 

гае = _Л1 ( Г ) и - -М(г) + ^ Зля р > 1, г = 1, 2, а В„ = 

= max . . г — , 4max 

dt 

(х, t)\ для р > 0 . Тог-

да если 

g(4wUD(r)), й ' + У ' Ч Ы ^ ) , ЯЛп1г) = 0, р = 0, I, (48) 
т 

для г = 1 , 2, то задача А для уравнений (44) имеет единственное обоб­
щенное решение v из W2 (D) и оно удовлетворяет условиям 

v£Wi+*(D(r)), г = 1 , 2; d * v \ D T = 0 , р = 0 , . . . , 1 + 1 . (49) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если / = 0 , то из теоремы 1 следует, что 
задача А для уравнений (44) имеет единственное обобщенное решение v 
из Wl

2{D). Покажем, что для него выполняются условия (49) при / = 0 . 

В силу теоремы 1 задача А для уравнений 

, ч d2w , д I , х dw \ , , ч dw , , ч dw (air) I a C ) - ^ L 4 _ & r ) — +a<?)w=gW в D<r\-
dt2 ' dx, \ v dxi < dxi ^ dt ^ s 

(50) 
r=l 2, 

где 

aW=vS[\ aW = by, g(r)=dg(r)/dt, r = l , 2, (51) 

имеет единственное обобщенное решение w из W2(D). Положим и(х, t) = 
du 
~di 

^w(x, Q)dQ. Легко видеть, что и £ Wl,o{D), — = w,u 
т D t dxi 

=•• 0, t = 1, . . . , /п. Пусть £ £ ^ 2 , о ф ) и £ = 0 в лежащих на D0 окре-
t 

стностях множеств P ^ i и Р ^ 2 . Если г|(х, t)= |Ч(#> Q)dQ, то T I 6 W 2 , O ( D ) , 

dt дХ; 
=-0, t = 1, . . . , m. Подставляя т] в интег-

ральное тождество вида (4), которому удовлетворяет w, и интегрируя по 
частям относительно t с учетом свойств функций и, w, т], £, получаем 

2 

2 f { ¥ W f _ * L . ^ ! 0 . _ e f r , _ * L . J L 

/ du B , \ 1 / dv<r)\ (5^ I ^ 5 2 ^ 
+£ la^-—-M(r)u-g(r) ) + ц ( a ( ^ W - a W — ^ - j — — \ dxdt=0, 

так что £/ является обобщенным решением из W* (D) задачи А для урав­
нений (44). Тогда u — v и, следовательно, dv/dt£W*2 Q(D) и dv/dt\Dт = 0 . 
Интегрируя по частям в (52) относительно t, заключаем, что применима 

1 0 3 



лемма 2 для /==0. Таким образом, v£H2(D(r)), r=l, 2. Случай / = 0 
доказан. 

Предположим, что теорема справедлива для некоторого целого числа 
/ о ^ О . Докажем ее справедливость для / о + 1 . Пусть выполняются усло­
вия теоремы для / о + 1 . В силу индукционного предположения задача А. 
для уравнений (44) имеет единственное обобщенное решение v т 
Wl

2{D)y и оно удовлетворяет условиям (49) для / = / 0 . Отметим, что за­
дача А для уравнений (50) при выборе (51) имеет единственное обоб­
щенное решение w из W\ (D) и w = dv/dt. Тогда w удовлетворяет (49) 
для / = / о ~ 1 . Если 

дсг(г) <за(г) 
ae> = a<[>, a(r) = -M(r), £ ( r ) = - J ^ _ ^ _ ^ r = 1 2 , (53) 

1 dt dt 
то легко видеть, что коэффициенты и правые части уравнений (50) 
удовлетворяют условиям теоремы для / = / о . Следовательно, задача А 
для уравнений (50) при выборе (53) имеет единственное обобщенное 
решение и из Wl

2(D), удовлетворяющее (49) для / = / 0 . Из леммы 7 
следует, что u=w. Таким образом, показано, что dv/dt^W1^2(D^)r 

r = l , 2, и dl<+2v\D = 0 . Так же, как и в случае / = 0 , убеждаемся, что 
для v применима лемма 2 при / = / о + 1 . Тогда uG#'°+ 3(Z)( r)), г = 1 , 2. 
Итак, v удовлетворяет условиям (49) для 1=10+1. Теорема доказана. 

Аналогичным образом доказывается 

Т е о р е м а 5. Пусть &<г>^0 в D(r\ г = 1 , 2, выполняются (18), (45), 
(46), (48) и существует постоянная Хо^О такая, что 

a(r) _x0k(r)>o в DO, р = 0 , / + 1 и г = 1 , 2. (54) 

Toeda eada4a А dля уравнений (44) имеет eduHCTeennoe обобщенное 
решение из Wl

2(D), и оно ydoвлeтвopяeт условиям (49). 

Из теорем 1—5 и леммы 7 вытекают 
Т е о р е м а 6. Пусть выполняются (18), (29), (30), (45)—(47), /<0 

и р ) ydoвлeтвopяют (48) и a(r)£Cl+l(D<<r)), г = 1 , 2. Toeda обобщенное 
решение из Wl

2(D) задачи А имеет свойства (49). 
Т е о р е м а 7. Пусть выполняются (18), (20)—(25), (45) —(47), /о> 

и /<2> ydoвлeтвopяют (48) и а< г )бС / + 1 (£ ( г ) Х г = 1 > 2 - Тогда обобщенное 
решение из (D) eada4U А имеет свойства (49). 

Т е о р е м а 8. Пусть ft<r)^0 в Z)(r), г = 1 , 2, выполняются (18), (45), 

( 4 5 ) , (54), / ( 1 ) и /с») удовлетворяют (48) и a^£Cl+l(№), г = 1 , 2. 7огЗа 
обобщенное решение из Wl

2(D) eada4u А имеет свойства (49). 
Применяя теоремы вложения пространств Соболева [6, 9 ] , получаем 
С л е д с т в и е 1. Если выполняются npednoлoжeнuя какой-либо из 

теорем 6—8 для / > ( т + 1 ) / 2 , то задача А имеет единственное класси­
ческое решение и, т. е. u£C2(D^), г = 1 , 2, и удовлетворяет (1)—(3) 
в обычном смысле. 

В работе [3] на одном примере показано, что условия (54) при 
р = 1 , . . . , /-f-1 являются существенными для гладкости обобщенного 
решения из Wl (D) задачи А в гиперболо-параболическом случае. 

Отметим, что вопрос о гладкости решений краевых задач для урав­
нений смешанного типа с разрывными коэффициентами рассматривался 
в [10, 11 и др.] . В случае непрерывных коэффициентов гладкость реше­
ний исследована в работах [5, 8, 12—19 и др.] . 
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К. Ю. к и ш к и с 

ОБ ИНДЕКСЕ ЗАДАЧИ БИЦАДЗЕ-САМАРСКОГО 
ДЛЯ ГАРМОНИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ 

Задача определения решения эллиптического в области QczRN урав­
нения по заданным связям между его значениями на S = dQ и на 
(N— 1)-мерном многообразии HczQ (J S была поставлена в известной 
работе А. В. Бицадзе и А. А. Самарского [1] и далее рассматривалась 
в [2—8] и др. Наиболее трудными для исследования оказались случаи, 
когда S и И имеют непустое пересечение. Пример подобной задачи 
приведен в работе А. В. Бицадзе [3]. Следует отметить, что достаточ­
ные условия нетеровости нелокальных краевых задач такого рода для 
эллиптического уравнения порядка 2т в весовых пространствах Собо­
лева получены А. Л. Скубачевским в [7, 8] . В настоящей работе най­
дены условия нетеровости и вычислен индекс одной типичной задачи 
Бицадзе — Самарского для гармонических в плоской области функций 
в предположениях, что S и Н некасательны друг к другу и имеют ко­
нечное число общих точек. 

В двумерном евклидовом пространстве точек х с декартовыми орто­
гональными координатами хи х2 и скалярным произведением <х, у> = 
= Xiyi-\-x2y2 рассмотрим конечную односвязную область Q, граница S 
которой представляет собой кусочно-гладкую кривую Ляпунова. Пусть 
Я — кусочно-гладкая кривая Ляпунова, лежащая в Q U 5, причем 
# f ] S = { z i , . . . , zN}f а т = р ( / ) , t£S, т б # , — гомеоморфизм между 
S и Я. 

О п р е д е л е н и е . Будем говорить, что попарно различные точки 
2 ь ; . . , zjm образуют^р-цикл, если ii(zh) =zjl+l, / = 1 , . . . , m, / m + 1 = / i . . 

З а д а ч а А. Найти гармоническую в Q и непрерывную в Q [} S 
функцию и, удовлетворяющую краевому условию 

" ( 0 - v ( 0 " ( i x ( 0 ) = f ( 0 . tes, (i) 
где у, /бС (S) — заданные функции. 
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