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В настоящей работе изучаются свойства присоединенных функций оператора Шредингера 

Lu = Аи — q{x)U) (1) 

заданного в произвольной области G пространства Жм (N > 1). Здесь q(x) — комплексно-
значная функция, непрерывная в области G. Следуя В.А.Ильину [1], под собственной функ­
цией оператора (1), отвечающей комплексному собственному значению А, будем понимать 
любую не равную тождественному нулю комплекснозначную функцию и (х) из класса C7(G), 
являющуюся регулярным решением уравнения Lu +А«= 0. Аналогично под присоединенной 
функцией порядка п, п = 1,2,. . . , отвечающей тому же А и собственной функции и (х), 
будем понимать любую комплекснозначную функцию и (ж) из класса C 2 ( G ) , являющуюся 
регулярным решением уравнения L и +А и~пи1. 

Обозначим через ц тот квадратный корень из А , действительная часть которого неотри­
цательна. 

Т е о р е м а . Для любых компактов К и К' области G, первый из которых лежит 
строго внутри второго, любого А и любого номера п = 1,2,... справедлива оценка 

II й |и_(*) < С(К, K')M^N-1)/2 + ( f t e , . )^ - 1 ' ' 2 ) ! ! и \\L2,KI). (2) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В наших рассуждениях будем неоднократно использовать получен­
ные в [2] оценку „ т 

II Пит \ \ ы к ) < [С(К, К')(п> + n l te^m и || (*) 
справедливую для любого А, любых т и п , таких, что 0 < т < п, и любых компактов К 
и К', а также оценку 

I! a ike*) < c1(i^,ii:')exp(--<5dist(ii:,air ,)|ini/i|)|| а | | L a ( J n i (**) 

справедливую для любых компактов К и К' и любых А и п , удовлетворяющих условию 
|Im/i|/n > M/dist(A',#if ' ) , где 6 > 0 и М > 0 — некоторые постоянные. 

В дальнейшем без ограничения общности будем считать \р\ > 1. Рассмотрим вначале 
наиболее простой случай N — I. 

Пусть х — произвольная точка компакта К, 0 < rdist(x, dG). Для присоединенной 
функции й (х) оператора (1) имеет место [3] формула среднего значения 

и (х + г)+ и(х - г) п , , 1 / п . 

—ь ^ L ~и (х) cos fir - — / Ч> (r)sm/Lt(|a? - r| - г ) аг, 
2 2j[i j 

где Ч> (г) = д(т) и (т)+ пи1 ( т ) , которую запишем в ином виде: 

и(х + г)+^и(х-г) = „ ^ ^ _ 1_ j ( п ^ + ^ + » ^ _ ^ g . n ^ ^ т ) ^ 

о 
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Отсюда следует, что 

| и (х)| | cos И < \v(x + r)+^u(x-r)\ + И у ( п { х + г ) + п (ж _ z ) ) s h i ^ z _ r ) ^| ( з ) 

о 

Пусть С Я С К'. Обозначим с = min(<5dist(#, # iT) ,dis t ( i iu##) /2) . Интегрируя неравен­
ство (3), получаем с / п 

| S ( s ) | J \cosiir\dr< \{h+h), (4) 
о 

где 
с/п с/п г 

Ii = j \u(x + r)+u(x-r)\dr, / 2 = — J dr\J$(x + z)+ % (xz))sin/л(г ~ r)dz 
о 0 

Легко видеть, что 
c / n с / п 

У | cos /zr| dr ~ J (cos2 Re/irch2Im/ir + sin2 / irsh 2 Im/ir)^ 2 dr > 
о 0 

c / n c / n 

> у j cos Re/ur| dr > У cos2 Re^r dr > ci/n, (5) 

о 0 

где cx > 0. Из (4), (5) следует, что 
\u(x)\<c2n{Ix + I 2 ) . ( 6 ) 

Обозначим Ki — [x ~ c/n,x + c/n]. Очевидно,что Kx С К . Из неравенства Коши — 
Буняковского находим, что r п „ 

A < c 8 n - l / 2 | | i i | | L a ( K l ) . . 17) 

Оценим интеграл / 2 . Если п > \/л\, то из неравенства Коши — Буняковского и (*) вытекает, 

h < с 4 п - 5 / 2 ( | | и \\ЫК1) + || V < c i T ^ H a | | w o . (8) 

Из (6) — (8) выводим оценку „ / - „ • . „ 

В случае п < |/х| из неравенства Коши — Буняковского и (*) получаем, что 

h < c7(\n\ny/n)-1 exp(c|Im/i|/n)(j| u \\b,{Kl) + \\ V \\La{Kl)) < c8n~1/2 exp(c|Im/i|/n)|| u | | i a ( J f ) . 
(10) 

Если |Im/x|/n < M/dis^K.dK'), то из (10) сразу следует, что 

JaSc .n -^ f lu l l^ j . ( П ) 

Если jlm/ij/n > M/&ist(K,dK'), то, согласно (**), будем иметь exp(c|Im/x|/n)|| & | | L a ^ j < 
< с ю| | и ] | L 2 ( K ' ) ' Отсюда и из (10) вытекает, что 

h<cnn~ll2\\4\\L2{K,y (12) 

Из (6), (7), (11), (12) получаем оценку | и (х)\ < с12у/п\\ и \\L2(K>) 5 из которой и из (9) вытекает 
справедливость теоремы при N = 1. 

Пусть N >2 . Введем следующие обозначения: х — произвольная точка области G, г — 
сферический радиус, не превышающий минимум расстояния точки х до границы области G , 
0 = (#ъ • • •, 0/v-i) — угловые гиперсферические координаты, d0 — элемент площади в угло­
вых гиперсферических координатах, J \ .. d6 — интеграл по всем угловым координатам на по-

в 

верхности N -мерной гиперсферы. Обозначим также W(rrz,\) = (к/2)(z/r)1/z[Nl,(rix)Jl,(zfj,)~-
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-Nu(zfi)J!/(rfi)], где v = (N - 2)/2 . Тогда [4] при любом / = 0 , 1 , . . . , п имеет место формула-
среднего значения 

г 

(2тг)-Л'/2 J и (х + вг) d0 = 7 „ ( r , i ) ( r ^ ) - " и (ж) + (2тг)-^2 J W(r, z, X)dz J <f (x + Oz) 

где <p (y) = q(y) и (y)+ 'и (у) ( u = 0) , откуда следует, что 
г 

I и ( х ) | | Л М ( г м ) " " | < ( 2 Т Г ) - А 7 2 У | « (х + 0 r ) | d0 + (2тг ) -^ 2 | у W( r , z , A)dz J Ч> (х + 9z) dz 
в O S 

(13) 
Хорошо известна асимптотическая формула 

Jv{z) = y/2/(*z)(cos{z - ,5) + Q(z) exp(|Imz|)/M), (14) 

где /3 = 7ГГ / /2 + 7 Г / 4 , |Q(*)| < С при \z\ > 1. Пусть К С К С К1. Обозначим: £ = 
^тт[8Ш{К,дК')1{Ъ2Ь\С" + 1)), dist(£T9 dJKr)/(32(JVr + + 1))], Sl(x9R) — шар радиуса Д 
с центром в точке х . 

Рассмотрим два случая: 1) п < е\ц\ и 2) п > е\/л\. 
1) Пусть гг < в . Положим с = 16(С + 1)е . Тогда имеет место оценка 

exp(c iV| Im M | /n ) | M | ^ - 1 ) / 2 | | 11|^ < е1Я(п^я + ( R e M ) ( " - ^ 2 ) | | S |U, ( j r . , . (15) 

В самом деле, если |Irn/z|/n < M/dist(K1dKt), то 

exp(cJyr|btvi |/n)|M |<N- 1 ) / 8 | | й | | i e ( j f ) < c14((Re»r-W + | Im , . | ( j V - 1 ) / a ) | | и < 

< c u { n W + (ReM) ( ; v- 1 ) / 2)l | и L, (*>, 

а если |Im/x|/n > M/dkt{K7дК'), то из (**) следует, что 

exp(dV| Im/ . | /n ) |H ( " - 1 ) / a | | и \\Lt(g) < с 1 в ( ( 1 М ( Л Г - 1 ) / 2 + | I m / i | ( w - 1 ) / s ) x 

X екр{-бт(К,дК')\Ъщ1\/2)\\ и \\L2(KI) < c 1 T ( ( R e M ) ( " - 1 ) / 2 + 1)|| и ||Ля(х<). 

Пусть а; — произвольная точка области G, расстояние от которой до компакта К не 
превосходит c(N — l)/n. Умножая обе части неравенства (13) на г Л _ 1 и интегрируя, получаем 

\ и (х)\1с< (2^-^(1,+12), ( 1 6 ) 

где 
с/п 

j \rN'lMr^)(r^\dr9 1г(х)= j \u(y)\dy, 

» с/(2п)<\х-у\<с/п 

с/п г 

/ а ( а ? ) = У rN~ldr\j W(r9z,\)dz j ¥(x + ez)i 

c / ( 2 n ) c / ( 2 n ) < | a r - y | < c / n 

c / n 

c / ( 2 n ) 0 

Обозначим Bn = exp(c|Imji|/ra). Оценим снизу интеграл / 0 . Из (14) следует, что 

с /п 

1 0 = У 2 7 ф | ( 1 _ л 0 / 2 У г ^ ' - 1 ^ 2 ! cos(r/i - 0) + Q(r, i)exp( |Im , i |r) /M| dr > 
с/(2п) 

с/п 

>c18y/K(\fi\nf-N^ J | e x p ( - | I m M | r ) c o s ( r / i - W ( r / z ) / | r / / ! | d r > C l 9 ( | M | n ) ( 1 - ^ 2 ( ^ - ^ ) , (17) 
c / ( 2 n ) 
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где 
c /n с/п 

К 
е / ( 2 п ) с / ( 2 п ) 

Очевидно, 

1= j exp(-|Im/x|r) |cos(rM-./3)|dr, I''= j ( |Q(r/i) |/M)dr. 
c / ( 2 n ) 

< Ce/n. (18) 

Легко видеть, что 

c /n 

= У exp(~|Im/i|r)[cos2(Re/xr - /3)ch2(Im/ir) + sin 2(Re^r - /3)sh 2(Im//r)] 1 / 2 dr. 
c/(2n) 

Поскольку < Re/i + |Im//|, то всегда выполняется хотя бы одно из двух неравенств Re// > 
> J//J/2 или jlm/zj > | / / | /2 . Предположим Re/х > |/х|/2, тогда 

с / п с / п 

^ У | cos(Re//r - /3)| dr > ~ jf cos2(Re//r - j3) dr = c/(8n) + Я ь 

"c / (2n) c / (2n) 

где |Лх| < (4Re//)~1 < e/(2n). Отсюда и из (18) находим, что \R}\ + / Q < с/(16п), ста­
ло быть, Г0 - IQ > с/(16п). Если jlm/x| > |/z|/2, то при с/(2п) < г < с/п выводим, что 
exp(-|Im/i|r)|sh(Im/ir)j > 1/4, откуда следует, что Г0 > с/(8п). Из этого неравенства и (18) 
получаем I'Q - I" > с/(16га). Последнее неравенство вместе с (17) позволяет установить спра­
ведливость оценки IG > C2o\i*\(l~N^2n~-(N+1)/2^ с учетом которой запишем (16) в виде 

I и (х) | < с 2 1 п( л г + 1 ) / 2 | / | |« л г - 1 >/ 2 ( / 1 + / 2 ) . (19) 

Из неравенства Коши — Буняковского следует, что 1Г < c22n~N/2\\ и \\ь2(п(х,с/п))* Тогда (19) 
примет вид 

I и (х) | < с 2 з У ЯмГ- 1 ) / 2 | | « IU.(n(.../«)) + с м п ^ 1 ' \ ^ - ^ 1 2 . (20) 

Оценим интеграл 1 2 . Легко видеть, что 

/ 2 < / з + /4(0,1/Н) + / 4(1/И,г), (21) 

где 
с / п г 

/3 = j г""1 dr\J(z/ryzNy(rn)J„(zii) dzjy(x + 9z) d$\, 

c / (2n) 0 9 

c/n /3 

/ 4 ( а , 0 ) = У r"""1 dr\J(z/ryzNv(zii)Jy{rii)dz J V(x + 6z)d0 . 
c / (2n) a 0 

Так как |r//| > 1 при c/(2n) < r < c /n , то из асимптотических формул для цилиндрических 
функций вытекает, что 

< c 2 5 exp(|Im/i |r) | r /z |- 1 / 2 , jiV„(r//)| < с 2 6ехр(|1т/х|г)|г/х]-" 1 / 2. (22) 

Известно также, что при \zfi\ < 1 

\М*р)\ < сг7№\\ \N„{zii)\ < c28\zti\~», (23) 

если v > 0 , и 
l # o ( s / i ) | <c 2 9 ( | l nz / / | + l) . (24) 
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Рассмотрим интеграл / 3 . Используя (22) и первое из неравенств (23), интегрируя по 
частям и применяя неравенство Коши — Буняковского, будем иметь 

с/п \/\ti\ 

h < С з о Н ( ^ 3 ) / 2 5 п J r^-Wdr J zN-4zJ\^(x + ez)\de + cM-1Bnx 
c/(2n) 

c/n г 

X J rW-Wdr j z^-^dzJ\V{x + Bz)\de<Cz2Bn(\^ 
c / ( 2 n ) 0 

c/n r 
X J \4> ( y ) | dy + И " 1 У r ^ " 1 ) ' 2 aV У dz j \ч> (y)\ dy+ 

l * - v l < i / H 0 о l*-y|<* 
c/n 

+ j dr j I k> (y)\ < c 3 3^(|A*i- 3 / 2«-<^ + 1^ 2 | | i |U l ( n (. 1i/W))+ 
0 |*-»|<r 

+ n - ^ 2 - 1 | / / | - 1 | | 4> |U3(0(x,c/n))) < ^ В п П - ^ 2 - 1 ! / * ! " 1 ! ! i IU,(0(«,e/n)). (25) 

Рассмотрим интеграл / 4 (0 , l / | / i | ) . Если JV > 3 , то, используя первое из неравенств (22) и 
второе из (23), интегрируя по частям и изменяя порядок интегрирования, получаем 

1/1м| 

и{ЪЛ1Ы)<сыВМ*-Щ,*{1 / \V(y)\dy+\»\"-2 J \V(y)\dy)< 
\e-y[<z | * - » | < 1 / М 

ИМ 

<cMBM{1-"),'n-l'r+W(J z*-»dz J | V ( y ) | d » + | / * r a / \kv)\dy)< 
0 \x-y\<z | i - y | < l / | M | 

<0,7ВМ^)12П-^^{Ы^ j \V(y)\dy+ j (26) 
\*-v\<UM l * - v l < i / M 

Применяя для оценки первого интеграла в правой части (26) неравенство Коши — Буняков­
ского, будем иметь 

/ 4 ( 0 , < c « A . » - < " + 1 ) / a (|мГ8/8|1 * IU,(o(.,i/W)) + И * 1 " * 0 " / • (27) 
| * - у | < 1 / М 

Если N = 2 , то из первого из неравенств (22), (24) и неравенства Коши — Буняковского 
получаем интегрированием по частям, что 

1/Ы 

/ 4 ( 0 , 1 / И ) < С з 8 Д « М " 1 / а п " 8 / а | j zN0(zfi)dz j b(x + ez)de 

cMv\~ll2ri-*l2(\ii\ j \Nx{zp)\dz j \hy)\dy+\N0(v/M)\ J \V(y)\dy)< 
0 | * - V | < * \х~у\<1/\ц\ 

< с 4 о 5 п | м Г 3 / 2 т 1 - 3 / 2 | | Ч> llMne.i/iMl))- (28) 
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Оценим интеграл / 4 ( 1 / | / х | , г ) . Исходя из (22) и рассуждая так же, как и при выводе оценки 
(25), будем иметь 

с/п г 

14(1/\ц\,г)<с41Вп\ц\~х j T^-Wir jz(N-Wdzj\i>(x + 6z)\d0< 

c/(2n) 0 9 

c/n r c/n 

ZcMri-^J rV*-Wdr j z-WV'dz j \V(y)\dy+ J dr j \b(y)\dy)< 
0 0 |»-y|<* 0 \s~V\<r 

< cMri-'n-^W 4> ||Mn(x,i/|,|)). (29) 
Если N = 2 , то из (21), (25), (28), (29) следует, что / , < c 4 4 ^ n H " 1 » ~ 3 | | ? lk(n(*,i/W))> 

откуда и из (20), (*) вытекает, что | и (х) | < С 4 в ( п Н ) 1 / а ( | | » \\L2(K) + Яп(Ы*0~ 1 И Ч> < 
< с46(п\ц\у/2Вп\\ и j | i 2 ( ^ ) . Полагая в последнем неравенстве / = п и используя (15) для оценки 
правой части полученного неравенства, устанавливаем справедливость теоремы. 

Рассмотрим далее случай N > 3 . Из (21), (25), (27), (29) следует 

h < cirBn ( и - 1 » - " ' » - 1 ! ! i IU,(o(..i/M,) + l M l ( 1 - N ) / 2 n - ( w + 1 ) / 2 / • (зо) 
\х-у\<1/Ы 

Оценим второе слагаемое в правой части (30) . Пусть р г = N - 1 , qx = (N — 1)/(N - 2). В 
силу неравенства Гёльдера будем иметь 

|*-s,|<i/M ' 1*-»1<г/Ы 

Отсюда и из (30) находим, что J 2 < c 4 e ^n ( |A* l~ 1 »~ v v / 2 ~ 1 l l ? 1иг(п(,,1/|^|))+|мГ /р1-(л'+3) /2п-(лг+1)/2х 
х|| ¥> | U M ( n ( « , i / | M l ) ) ) » и ( 2 0 ) примет вид 

| « ( * ) | < С 5 0 ^ ! м | ( Л / " 1 ) / 2 | | « | к ( П ( « , е / п ) ) + с 5 1 £ „ х 

x d / i l ^ - W ' n - ^ H * \\ьз(сгЫ/Ш + HN/P1-2W i IU„(iK..i/W)))- (31) 

Если N = 3 , то из оценки (31 ) , взятой при I = п , и (*) получаем, что | 5 (я)| < c 5 2 \ / n | ^ | ^ n X 
x l l tt \\L2{K) > откуда и из (15) вытекает утверждение теоремы. 

Предположим N > 4 . Пусть l/pt-+i = 1/р,- + 1/(2ЛГ - 2 ) , i = Г, - 3 . Тогда Л/рк = 
= 1/(JV - 1) + (А? - 1)/(2ЛГ - 2) , откуда следует, что р * _ 2 = 2 . Пусть || и \\Loo(K) = | S (ж 0) | . 
Обозначим ^ = Q ( x 0 , c i / n ) , Т4 = П(яг0, с»/|/х|). Согласно (31) и (*), будем иметь 

I a (*o)i < cvW- 1 ) / an а цМк) + c 5 4 £ n H N / p i - 2 ( i i a iuPl(ro + н п«г iu,l№))- (32) 

Для любого г г= 1, JV - 3 оценим || i | | L , . ( т о • Из (19) вытекает, что 

II и h r i ( T i ) < e w n ^ ^ ^ l M l ^ - n i l / i l l ^ w ) + ! № „ № ) ) . (33) 

Обозначим /э = (2JV - 3)/(2iV - 2) , 7,- = (1/р,- + 1/2)" 1 . Легко видеть, что 

I | / I | U W ( T O < съф»1\тщТ^ sup || lu \\L^,cin)) < c , r n - ^ H - N / w | | и | | 4 , ( Х | + г ) . (34) 
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Оценим i | / 2 |U„ . ( T 0 • Из (30) и неравенства Юнга [5] следует, что 

\\h\\bti(Ti) < c 5 8 £ n ( H - 1 « - " / 2 - 4 m e g T i ) 1 / p ' sup || ч> Цад .лМ)) + \ ^ ) / 2 п ~ ^ У 2 х 

" I / i ^ i ^ l L , , , , ) ^ ^ « ( " ~ № - n - w " - ' i ! ^ i i ^ , „ + 

П(«Д/ | |1 | ) 

+\p\Wn~W>( J k - J / | ( 2 - ^ ) 1 / P | | ^ | | i p < + ] № + l ) ) < 

П(х,1/Н) 

< c o B ^ n - ^ - M H - ^ ' - 1 ! ! * +»- ( ^ + 1 ) / 8 l / ' l ( I -^ / a - > - w ( 1 / w - 1 / ' l + l ) l l * IU, i+ l№+o)- (35) 
Из (33) — (35) выводим, что при 0 < т < п 

+ | M , - » - N ( X / W - I / P W ) ( | | » r | U p j + i ( T i . + i ) + 1 , - г 1 | L , i + i № + l ) ) ) . (36) 

Вставляя в правую часть (32) последовательно неравенства (36) при г = 1, iV — 3 , получаем 

I и (*о)| < C e r A l / i l ^ - 1 ^ ! ! а + С е з ^ - ^ ^ / х Г - 1 ) / 2 5 > Н П 1 V ' 1к,<**-,)+ 
;'=0 

+н" / 2(Е м-адн V цмт„_2) + |м|-2ц а цмт„_а) < C 6 4 V ^ I M I ( J V - 1 ) / 2 X 

X(l + exp(c(JV - 2)|Im/i|/n))|| | | Ь а ( Л ) . 
Отсюда и из (15) вытекает оценка (2). 

2) Пусть п > е\р\. Положим с = mm(dist(K,dK')/(2N + 2) ,е/2) . Обозначим К = {х : 
dist(ar, К) < cN/n} . Легко видеть, что К С К', причем dist(JST, > dist(#, 0JBf')/2 * 

Пусть х — произвольная точка компакта К. Умножая обе части неравенства (13) на 
rN~l и интегрируя их, получаем неравенство вида (16), где 

с / п 

Io= J I r ^ - ^ M M " " ! ^ , / х ( х ) = У | i ( j , ) | d y , 

О П ( я , с / п ) 

с / п г 

/ 2 (я ) = J rN'r dr\J W(r, z , X)dzJ^(x + 9z) dd . 
о о e 

Так как \rfi\ < 1/2 при 0 < г < с /п , то \Jv(r^)\ > с б 5 |г//|" , откуда следует, что / 0 > c66n~N . 
Тогда неравенство (16) в рассматриваемом случае примет вид 

\и ( * ) | < с б 7 п " ( / г + / 2 ) . (37) 

Из неравенства Коши—Буняковского вытекает, что Ix < CQzn~Nl2\\ и Уь 2 (п(х,с/п))- Из двух 
последних неравенств находим, что 

I и (х)\ < c69n-N/2\\ и | | L a ( n ( e | c / n ) ) + c 7 o ^ V / 2 . (38) 

Оценим интеграл 1 2 . Интегрируя по частям и используя известные формулы: 
(z'yJu(xfi)y = - i L z - v J v + i ( z p ) , (z-vNv(zn)y = -iiz-'Ny+^zn), будем иметь 

г г 

Jw{r,z,X)dzJ4>(x + 0z)d0 = fij(zr)-,'(Al-A2)dz j \i>(y)\dy, 
0 9 0 | « - » | < г 
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где Ах - N„(rn)Jv+1(zii), А2 - Nv+i{zn)Jv(ry). Отсюда следует, что 

h < 4 1 ] + 1?\ (39) 

где 
с/п 

4 * } = И j rN~l dr j{rz)-"\Ak\dz j \b> (y)| dy, к = 1,2. 
О 0 \x~v\<* 

Рассмотрим интеграл . Если N > 2 , то < с 7 1 (^^(jzr/r)1", Отсюда и из неравенства 
Коши — Буняковского находим, что 

с/п г 

IP <сп\р\2 j rdr Jzdz J \V(y)\dy<c73n-N<2-2\\v\\l3mx>c/n)). (40) 
0 0 \x-y\<z 

Если iV = 2 , то из (24) вытекает, что < c74zj/x|(|ln тц\ + 1). Из последнего неравенства и 
неравенства Коши — Буняковского следует, что 

с/п 

i1] < с 7 5 |м | 2 / г 4(|ЦгН)1 + * ) < М 1 V» |Ua(n(«,e/„ ) ) < 

< С 7 6 | / х | 2 П - 5 | l n ( C | , i | / » ) l il f |U3(n(x,c/„)) < С 7 7 П " 3 | | Ч> | |£ 2 (П(х, С /п)) . (41) 

Оценим интеграл 4 ^ . Легко видеть, что |Л 2 | < с 7 8 ( | / х | г ) _ 1 ( г / 2 ) " . Меняя порядок инте­
грирования, получаем 

с/п г с/п с/п 

4 2 ) < с 7 8 j г»-1 dr J z'~N dz j \Ч> (y)\ dy = c78 j z'~N dz J \4> (y)\dy J г""' 1 dr < 

0 0 |«-y|<* 0 l*-y|<* z 

c/n c/n 

< c79n~N J zl~N dz j \i> (y)| dy + csojzdz J \lp (y)\ dy. (42) 
0 \'*~y\<z 0 \x~y\<z 

Если N = 2 , то, применяя для оценки интегралов в правой части неравенства (42) неравенство 
Коши — Буняковского, находим, что 

с/п с/п 

п~2 f z~ldz j \<p(y)\dy+ Jzdz J I <̂  rfy < св1гг~3|| <,P |U2 (o(^,e/«)>. (43) 
b l*-y|<« о l*-vl<* 

Из (39), (41) и (43) следует, что I2 < с82п~г\\ Ч> \\ь7(П(х,с/п)) • Отсюда, из (38) и (*) вытекает, 
что 

I * (Х)\ < С 8 3 П | | U ||L a (n(,,c/n)) + CS^W <Р |Ua(n(*,e/n)) < 

< С 8 5 П | | U |Ua(n(r,c/n)) + Свб^г"" 1 ! ! V |U 2 (n ( * ,e /n) ) < C 8 7 t t | | U | | х , а ( К ' ) > (44) 

т. е. утверждение теоремы. 
Если JV > 3 , то, меняя порядок интегрирования в первом слагаемом в правой части (42) и 

применяя неравенство Коши — Буняковского для оценки второго слагаемого, получаем оценку 

с/п 

4 2 ) < с 8 8 п-" / | V (у)\dy J z'~N dz +. cS9n-N<2-2\\ Ip | U 2 ( n ( s , e / n ) ) < 
\x-y\<c/n \x-y\ 
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\x~y\<c/n \z-y\<c/n 

\hv)\dy 
< c93n-N/2-2\\ 4> |U a ( 0 (, . e /„)) + c94n~N J 

откуда и из (40) следует, что 

\х~у\<с/п 

/ 2 < с 9 5 п - ^ - 2 | | ^ | и з ( п ( г , с / п ) ) + С 9 6 п - Л - / (45) 
j \х — у\ 

\х-у\<с/п 

Оценивая второе слагаемое в правой части (45) аналогично подобному слагаемому в (30), убе­

ждаемся, что оно не превосходит величины с 9 7?г^ Р 1"~ 2 | | <£> \\ьР1(п(х,с/п)) • Тогда из (45) получаем 

оценку 7 2 < c9Sn~N^"2\\ ip \\L2(n(x,c/n)) + c99nN^^N-2\\ V \\Lpiin(x,c/n)), из которой и (38) выводим 
оценку t ( l 

I и (x)| < с ю о п ^ 2 - 2 ! ! Ч> |U2(n(,,c/rO) + C i o i n ^ - 2 | | <p |UPl(n(, lC/n)). (46) 

Если N = 3 , то из (46) и (*) получаем утверждение теоремы. 
Предположим N > 4 . Как и в случае 1), обозначим l/p»+i = l/p t- + l / ( 2 i V - 2 ) , 7,- = (1/р,- + 

+ 1/2)" 1 , р = (2iV - 3)/(2iV - 2) . Пусть || и \\Loo{K) - | и (х0)\. Обозначим К{ - n(s 0 ,ct ' /n) . 
Согласно (46), будем иметь 

! и (*„)| < с 1 0 2 п ^ 2 | | 5 \\ЫЙ) + c 1 0 a n ^ - a ( | | S + || V | U n № ) ) . (47) 

\hhri{Kt) < Croen-^imegK^ sup || £ |k ( n ( *, c /n) ) + сютп^II / ' J < 

Для любого i — 1,ЛГ — 3 оценим || и \\ьр.(к{) • Из неравенства (37) вытекает, что 

II и \ \ L r i { K i ) < е^ти,^ + \\hhniKl)). (48) 

Исходя из неравенства Юнга, находим,что 

1№и<*)<( / « I U 2 ( ^ + 0 < ^osn-^ 1^^ 1/ 2))] i (49) 
П ( х , с / п ) 

Оценим H-falU^Ai) • Из (45) и неравенства Юнга следует, что 

4>(v)\dy 
\ 

С1(х,с/п) 

< c10Sn-^">^2>-2\\ * ||ii(Jf) + с109п-»-2-»^-^Ц\ Ч> hFI+I(Ki+1y (50) 

Из неравенств (48) — (50) вытекает, что при 0 < т < п || "иГ \\ьр.(к{) < ciWnN^2"N/Pi~2x 
х ( | | "к™ + II n " « _ 1 \\ык}) + c x n n ^ ( ^ - ^ ) - » ( | | пЪт i U P i + i ( * . + l ' ) + |i П - Г | ^ № + 1 ) ) . 
Вставляя в правую часть (47) последнее неравенство последовательно при i ~ 1, N — 3 , полу-

N—2 

чаем неравенство | и (х0)\ < С п г П ^ Ц S | | L a ( j t ) + спгп"'2 £ n~2j\\ IU.(/c^ 2 ) , из которого и 

(*) следует, что | и (х0)\ < С ц 4 п ^ 2 1 | й Ць^/с), откуда вытекает справедливость оценки (2). 
Приведем примеры, показывающие, что оценка (2) является точной по порядку. Рассмо­

трим на отрезке [—1,1] многочлен 

Qm(x) = п - 1 ' 2 £ ( - 1 ) ^ 2 * + 1 / 2 P 3 * ( z ) , 
* = 1 

где Pk(x) = (2fcfc!)""1d*((x2 — l)k)jdxk — многочлены Лежандра, свойства которых хорошо 
известны. Нетрудно получить, что 
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| |Qan(*)||M-u] = 1, Q2n(0) > c 0 v4 (51) 

где c 0 > 0. Положим /х > 0. Рассмотрим два случая. 
1) Пусть ц> п. Обозначим г? (ж) = $ 2 n ( W ) $ (я) > где и (ж) = Л(м|я|)Ыж1)~1/ • Известно, 

что функция и (ж) удовлетворяет уравнению А и +р2 и= 0 . Отсюда и из леммы работы [6, с. 
72] вытекает, что функция г? (ж) является присоединенной функцией порядка 2п оператора 
Лапласа Лге, отвечающей собственному значению Л = /х 2. Так как и (0) = 1/Г(ЛУ2), то 
г? (0) > С х у / п . Из неравенства |Л(у)\/2/1 ^ с 2 > справедливого при любом у > 0, и равенства 
(51) следует, что 

1 1 

II « l k ( w < D = ^ 1 - ^ 2 ( / | g 2 n ( r ) | 2 r M j 2 ( ^ ) d r ) 1 / 2 < c 4 ^ - ^ 2 ( / i Q ^ r ) ! ' * ) 1 ' 8 ^ 1 - " ) / ' . 

О о 

Отсюда имеем, что г? (0) > с б Л /п / А ^ " 1 ) / 2 ) ! « Цх,2с1^1<г) * 
2nN N 

2) Пусть \х<п. Легко видеть, что функция м (ж) = П Q2n{xj)t%li*> является присоеди-
ненной функцией оператора Лапласа, отвечающей собственному значению Л = N р?. Из (51) 
следует, что 2fu (0) > c7nN/2 , || **и \\ь2(к>) < с 8 , где компакт i f ' = {|ж,| < 1, j = l , . . . , i V } , 
т .е . 2 n / ( 0 ) > c 9 ^ | i 2 n / | U ^ ) . 

З а м е ч а н и е . Для общего эллиптического оператора второго порядка при дополнительном 
условии \1тц\ < М в [7] установлена оценка || и Ць^к) < С(К, K',n)(\\\(N~lV* + 1)|| г& Ц^х ' ) . 

Указанное дополнительное условие снято в работе [8]. 
Таким образом, новым при оценке типа (2) является то, что она указывает зависимость со­

ответствующей постоянной от номера присоединенной функции в явном виде. Краевые задачи 
на собственные значения для оператора Шредингера, системы корневых функций которых со­
держат присоединенные функции сколь угодно высокого порядка, впервые были рассмотрены 
в работе [9]. 

Автор выражает глубокую благодарность В. А. Ильину и Е. И. Моисееву за внимание к 
работе. 
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